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1 .  Einleitung :  Anfänge  der  matliematischen  Elastizitätstheorie. 
Die  Elastizitätstheorie  als  mathematische  Disziplin  umfasst  das  Studium 
des  Gleichgewichts  und  der  Bewegung  sogenannter  vollkommen  elasti- 
scher Körper,  für  die  der  Zusammenhang  der  im  Innern  der  Körper 
vorhandenen  Spannungen  und  der  durch  die  äusseren  Kräfte  hervor- 
gerufenen Formänderungen  durch  das  verallgemeinerte  HooJce'sche 
Gesetz  gegeben  ist.  In  dieser  bestimmten  Formulierung  ist  die 
Elastizitätstheorie  eine  Schöpfung  des  19.  Jahrhunderts.  Sie  hat  aber 
im  18.  und  17.  Jahrhundert  eine  Vorgeschichte,  die  als  Ziel  eine 
weitergehende,  auch  die  unvollkommen-elastischen,  plastischen  u.  s.  w. 
Eigenschaften  der  Körper,  sowie  ihre  Festigkeit  gleichmässig  berück- 
sichtigende Theorie  erkennen  lässt^). 

Gleich  der  Ausgangspunkt  ist  ein  Problem  der  Festigkeit:  Gali- 
lei's  Problem  der  Bruchfestigkeit  eines  einseitig  eingemauerten  Balkens. 
Und  wenn  auch  Galilei  und  seine  unmittelbaren  Nachfolger  in  Italien 
die  Fasern,  in  die  sie  sich  den  Balken  zerlegt  dachten,  als  unaus- 
dehnbar annahmen,  so  wandte  doch  bald  E.  Mariotte  1680  das  von 
ihm  selbständig  gefundene,  von  R.  Hooike  aber  seit  1660  bereits  ge- 
kannte und  1676  zuerst  publizierte  Gesetz  von  der  Proportionalität  von 
Spannung  und  Deformation  (ut  tensio  sie  vis)  sofort  auf  das  Problem 
der  Balkenfestigheit  an.     Zugleich  erkannte  er  die  Tatsache,   dass  bei 


1)  Da  das  Folgende  nicht  als  eine  ausführliche  Darlegung  der  Anfange 
der  Elastizitätstheorie  gedacht  ist,  sondern  nur  als  Orientierung  über  die  Haupt- 
probleme, so  ist  davon  abgesehen,  die  historischen  Angaben  durch  Zitate  zu  be- 
legen, zumal  da  in  den  folgenden  Artikeln,  in  denen  die  nähere  Ausführung  der 
Einzelprobleme  behandelt  wird  (IV  25,  0.  Tedone-A.  Timpe  und  IV  26,  H.  Lamb), 
Gelegenheit  sein  wird,  darauf  zurückzukommen.  Im  übrigen  vgl.  man  die  in  der 
Litteraturiibersicht  unter  1)  genannten  Werke  von  H.  Burkhardt,  J.  Todhunter- 
K.  Pearson  und  L.  Navier-B.  de  Saint -Venant. 

1* 
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der  Beanspruchung  eines  Balkens  ein  Teil  der  Fasern  gedehnt,  ein 
anderer  verkürzt  wird,  wobei  der  Übergang  zwischen  beiden  durch 
die  sog.  neutrale  Äxe  vermittelt  wird,  die  Mariotte  in  die  halbe  Höhe 
des  Balkens  legte.  Diese  Erkenntnis  setzte  das  Problem  der  Balken- 
festigkeit mit  dem  der  Balkenhiegiinß  in  Beziehung  und  legte  die 
Frage  nach  der  von  der  Zentmllinie  (d.  h.  von  der  Verbindungslinie 
der  Querschnittsschwerpunkte)  bei  Biegung  angenommenen  Kurve 
nahe,  deren  Natur  zuerst  von  Jac.  Bernoulli  1691  und  1694  bezw.  1705 
aufgedeckt  wurde.  Seitdem  tritt  das  Interesse  an  dem  Festigkeits- 
problem  hinter  dem  des  Biegungsproblems  stark  zurück.  Jac.  Ber- 
noulli selber  und  L.  Euler  widmen  der  ebenen  Elastica  verschiedene 
Aufsätze,  in  deren  einem  Euler  zu  der  Frage  nach  der  Form  der 
Elastica  unter  Beanspruchung  des  Balkens  in  Richtung  der  Fasern 
geführt,  zugleich  die  Grundlagen  der  Säulenfestigkeit  gibt,  die  von 
L.  Lagrange  und  später  von  Euler  selbst  erweitert  und  geprüft  die 
ersten  Untersuchungen  über  elastische  Stabilität  werden.  Insbesondere 
aber  wird  die  Aufmerksamkeit  auf  die  Schwingungen  elastischer  Körper 
gelenkt,  weil  hier  einerseits  die  Beziehung  zu  der  kurz  zuvor  von 
J.  Sauveur  1700  als  besonderen  Disziplin  geschaffenen  AJcustik  geknüpft 
wurde,  andererseits  die  analytische  Behandlung  der  Schwingungen  zu- 
nächst der  Saite  und  des  Stabes,  dann  auch  der  Membranen  in  den  Händen 
von  Br.  Taylor,  Joh.  Bernoulli,  Dan.  Bernoulli,  L.  Euler,  J.  le  Bond 
cT Alembert,  sowie  auch  L.  Lagrange  eine  ganz  neue  und  weitreichende 
Entwicklung  der  Analysis  bedingte.  Die  befriedigende  Ausdehnung 
der  gewonnenen  Resultate  auf  Blatten  gelang  zwar  nicht  ohne  weiteres, 
aber  nachdem  E.F.  Chladni  in  seinen  Versuchen  über  schwingende  Platten 
durch  sinnreiche  Erfindungen  das  Erfahrangsmaterial  —  wie  einst 
Sauveur  für  die  Saiten  —  vermehrt,  bedurfte  es  nur  noch  des  Wunsches 
des  ersten  französischen  Kaisers,  dem  das  Institut  de  France  in  der 
Stellung  eüier  Preisfrage  für  1811  nachkam,  um  die  Arbeiten  der  Mlle. 
S.  Germain  und  S.  D.  Poisson's  zu  veranlassen,  die  unter  den  auf  die 
Ausbildung  einer  allgemeinen  mathematischen  Elastizitätstheorie  hin- 
zielenden Arbeiten  des  19.  Jahrhimderts  historisch  an  erster  Stelle  stehen. 
Zugleich  aber  wird  am  Anfang  des  19.  Jahi'himderts  der  gelockerte  Zu- 
sammenhang mit  der  Festigkeitslehre  —  zuerst  von  H.  Coulomb  1773 
aus  den  Bedürfnissen  des  Ingenieurs  heraus  wieder  fester  geknüpft  — 
vornehmlich  durch  die  Arbeiten  von  Tli.  You)ig  und  L.  Xavicr  wieder- 
hergestellt, welch  letzterer  zugleich  als  der  eigentliche  Begründer  der 
mathematischen  Elastizitätstheorie  angesehen  wird,  weil  er  als  erster 
die  Bewegungsgleichungen  für  den  dreidimensionalen  elastischen  Körper 
aufstellte. 
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Die  Richtiintr,  in  der  dieser  Ansatz  zunäclist  zu  suchen  war, 
wurde  nur  zum  Teil  durch  die  zahlreichen  «gelösten  Einzelprobleme  ge- 
wiesen; mächtiger  erwies  sich  das  Vorbild,  das  vor  allem  durch 
Laplacc's  mathematische  Behandlung  der  Brechung  des  Lichtes  und 
der  Kapillarerscheinungeu  gegeben  war.  Der  Glaube  an  die  Möglich- 
keit und  Notwendigkeit,  alle  Erscheinungen  in  letzter  Instanz  auf 
Zentralkräfte  zwischen  den  Molekülen,  die  nach  den  von  Lagrange 
in  seiner  Mvcanique  analytique  endgültig  formulierten  Methoden  dem 
Kalkül  zu  unterwerfen  seien,  zurückführen  zu  müssen,  war  der  An- 
trieb, ein  Gebiet  der  experimentierenden  Physik  nach  dem  anderen 
der  mathematischen  Behandlung  zugänglich  zu  machen.  Und  wenn 
auch  unter  S.  I).  Poissoti's  Einfluss  die  als  Molekularmechanik  aufgefasste 
Mecanique  physique  sich  in  scharfen  methodischen  Gegensatz  zur  analy- 
tischen Mechanik  zu  setzen  drohte,  so  standen  doch  unabhängig  die 
vielfachen  Untersuchungen  Ä.  L.  Cauchy's,  die  dieser,  angeregt  durch 
A.  FresneVs  Arbeiten  über  die  Doppelbrechung  des  Lichts  zur  Theorie 
der  aus  punktförmigen  Massen  bestehenden  mechanischen  Systeme 
fortgesetzt  publizierte.  Daneben  aber  eröffnete  Cauchy  —  in  merk- 
würdiger Anknüpfung  an  eine  Arbeit  von  kavier  —  ganz  neue  Gesichts- 
punkte zur  Aufstellung  der  Grundgleichungen,  indem  er  in  Verall- 
gemeinerung gewisser,  aus  der  Hydrodynamik  gewohnter  Vorstellungen 
eine  Kinematik  und  Statik  der  Kontinua  schuf,  die  es  ihm  gestattete, 
unabhängig  von  speziellen  Voraussetzungen  über  die  Natur  der  inneren 
Kräfte,  aber  unter  Heranziehung  des  Hooke'schen  Gesetzes  das  Ziel  zu  er- 
reichen. Zwar  fehlte  auch  bei  diesem  Ansatz  noch  die  Berücksichtigung 
der  bei  der  Deformation  entstehenden  Wärme,  deren  Notwendigkeit  die 
verschiedenen  Versuche  und  die  lange  gesuchte  befriedigende  Ableitung 
der  Schallgeschwindigkeit  in  Gasen  durch  Laplace  1816  ergaben,  und  die 
vollkommen  erst  gelingen  konnte,  nachdem  die  Thermodynamik  in  der 
Mitte  des  19.  Jahrhunderts  ihre  präzise  Entwicklung  gewonnen  hatte. 
Damit  tritt  dann  das  elastische  Potential,  dessen  Existenz  durch  die 
beiden  Hauptsätze  der  Thermodynamik  bewiesen  wird,  in  den  Mittel- 
punkt der  Ableitung  der  Grundgleichungen,  nachdem  es  schon  vorher 
gelegentlich  von  Anhängern  der  Molekulartheorie  zur  eleganteren 
Formulierung  ihrer  Ansätze  herangezogen  war  oder  einfach  als  exi- 
stierend postuliert  bei  manchen,  Kontinuitäts Vorstellungen  voraus- 
setzenden Arbeiten  als  Ausgangspunkt  der  Entwicklung  gedient  hatte. 

Es  ist  die  Aufgabe  des  vorliegenden  Referates,  diesen  wechselvollen 
und  in  seinen  Anfängen  verschlungenen  Gang,  den  die  Aufstellung  der 
Grundgleichungen  der  mathematischen  Elastizitätstheorie  genommen 
hat,  näher  darzulegen.     Dabei  kann  es  aber  nicht  darauf  ankommen. 
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auf  die  Beziehungen  näher  einzugehen,  die  die  Elastizitätstheorie  ins- 
besondere zur  elastischen  Optik  hat,  obwohl  gerade  gewisse  molekular- 
theoretische  Anschauungen  der  Elastizitätslehre  aus  dem  Bedürfnisse 
heraus,  eine  allseitig  befriedigende  mechanische  Theorie  des  Lichts 
zu  geben,  zuerst  ausgebildet  worden  sind.  Es  muß  für  diese  weiter- 
gehenden Entwicklungen  der  Theorie,  die  z.  B.  die  Dispersion,  Pola- 
risation u.  s.  w.  des  Lichts  nötig  gemacht  haben,  auf  das  Referat 
über  „ältere"  Optik  in  V  21  {A.  Wangerin)  verwiesen  werden.  Nach 
einer  anderen  Seite  kann  im  vorliegenden  Referat  wegen  der  weiteren 
Entwicklung  einiger  in  der  Kinematik  und  Statik  der  Kontinua  funda- 
mentaler Begriffe  (der  Spannung  und  Formänderung)  nach  ihrer  rein 
geometrischen  Seite  hin  auf  das  Referat  IV  14  (M.  Abraham)  zurück- 
gegriffen werden.  Nach  einer  dritten  Seite  hin  ist  der  Artikel  IV  28 
(L.  Prandtl)  als  eine  wesentliche  Ergänzung  des  vorliegenden  zu  be- 
trachten, insofern  dort  insbesondere  die  physikalische  Grundlegung  und 
Limitierung  der  hier  rein  mathematisch  formulierten  Ansätze  gegeben 
wird.  Die  Frage  nach  dem  Geltungsbereich  des  Hookeschen  Gesetzes 
und  die  Ausdehnung  des  Ansatzes  auf  die  unvoUkommen-elastischen 
Körper  sind  u.  a.  Dinge,  die  neben  den  Fragen  der  Festigkeit  dort 
eine  eingehende  Behandlung  erfahren. 

2.  Die  Grundgleichungen  als  Bewegungsgleichungen  des  ein- 
zelnen Teilchens. 

Als  Bewegungsgleichungen  des  einzelnen  Teilchens  wurden  die 
Grund gleichungen  der  Elastizitätstheorie  von  Kavier^)  im  Jahre  1821 
aufgestellt.  Sein  Ausgangspunkt  sind  die  allgemeinen  Sätze  der 
Punktmechanik,  indem  er  die  Elastizitätslehre  als  ein  Kapitel  der  all- 
gemeinen Molekularphysik  auffasst;  Vorbild  waren  ihm  hierin  die 
Arbeiten  von  Laplace,  in  denen  dieser  zum  ersten  Male  versuchte, 
neben  die  Mecanique  Celeste  eine  3L'canique  plnjsique  auf  Grund  der 
Auffassung  einer  molekularen  Konstitution  der  Materie  und  der  inneren 
Kräfte  als  Zentralkräfte  zu  stellen^). 

Die  Körper  werden  danach  als  aus  diskret  gelagerten  „Teilchen" 
oder  Molekülen  von  bestimmter  Form  zusammengesetzt  gedacht.    Diese 


2)  In  einer  vom  14.  Mai  1821  datierten  Abhandlung:  Mt^moire  sur  les  lois 
de  requilibre  et  du  mouvement  des  corps  solides  elastiques,  Paris,  Mem.  de 
l'Acad.  7  (1827),  p.  375.  Auszugsweise  zuerst  veröffentlicht  im  Bull,  de  la  Soc. 
philomatique  1823,  p.  177. 

3)  Bei  Laplace  erscheint  die  Molekularmechanik  noch  in  keinem  metho- 
dischen Gegensatz  zur  Mecanique  analytique  von  Lagrauge.  Dies  geschieht 
erst  bei  S.  D.  Poissoti. 


2  a.  Navier'e  molekulartheoretiacher  Ansatz  für  isotrope  Körper.  ^ 

als  starr  vorausgesetzten  Körperchen  sind  aber  so  klein  gegenüber 
ihrer  ebenfalls  als  äusserst  klein  angenommenen  Wirkungssphäre, 
dass  ihre  Wirkung  aufeinander  in  erster  Anuilherung  in  Richtung 
der  Verbindungslinie  ihrer  Schwerpunkte  anzunehmen  ist^).  Über  die 
„Zentralkräfte"  genügte  für  Laplace  die  Annahme,  dass  sie  rasch  mit 
der  Entfernung  abnehmende,  sonst  unbekannte  Funktionen  der  Entfer- 
nung der  Teilchen,  zwischen  denen  sie  wirken,  seien. 

Für  die  Elastizitätslehre  erwies  sich  die  direkte  Übertragung 
dieses  Beerriffs  der  Zentralkräfte  auf  den  deformierten  Zustand  eines 
festen  Körpers  zunächst  nicht  als  förderlich.  S.  D.  Poisson,  der  zuerst 
die  Übertragung  versuchte^),  erhielt  nämlich  für  die  elastische  Platte 
eine  unrichtige  Bewegungsgleichung,  in  der  die  Dicke  im  Quadrat 
statt  im  Kubus  auftritt.  Die  Schwierigkeit  lag  in  der  Feststellung 
des  „natürlichen  Zustandes'''  eines  elastischen  Körpers  und  der  Auf- 
stelluncr  einer  Beziehung  zwischen  der  hier  wirkenden  Molekularkraft 
und  jener,  die  im  deformierten  Zustande  wirkt.  Navier  löste  diese 
Schwierigkeit  nicht,  aber  vermied  sie,  indem  er  über  die  im  deformierten 
Zustand  wirkende  Molekularkraft  speziell  eine  Annahme  machte. 

2  a.  Navier's  molekulartheoretischer  Ansatz  für  isotrope  Körper. 
Navier's  Voraussetzungen  sind  folgende:  Im  deformierten  Zustande 
wirkt  zwischen  zwei  Molekülen  31  und  M'  eine  Kraft  77,  die  so  in 
zwei  Summanden  :t  -\~  tc'  zerlegt  werden  kann,  dass  für  jedes  Molekül 
Un  über  alle  Moleküle  der  Wirkungssphäre  summiert  verschwindet 
und  2Jn'  z.  B.  im  Falle  des  Gleichgewichts  nur  der  von  aussen  auf 
das  Molekül  wirkenden  Kraft  gleich  zu  sein  braucht.  Mit  dieser  Annahme 
fällt  für  Navier  die  Notwendigkeit  fort,  sich  zu  entscheiden,  ob  im 
natürlichen  Zustand,   in   dem  keine   äusseren   Kräfte  auf  den  Körper 


4)  Konsequenter  hat  man  später  —  zum  Teil  unter  Zurückgreifen  auf  Bos- 
cotoich  (1750)  —  die  Moleküle,  solange  man  nur  Zentralkräfte  zuliess,  dii'ekt  als 
materielle  Punkte  aufgefasst  oder  als  diskrete  Aggregate  solcher  Punktgruppen. 
Vgl.  insbesondere  B.  de  St.-Venant,  De  la  Constitution  des  atomes,  Annales  de 
la  Soc.  scientif.  de  Bruxelles  2  (1878),  p.  416.  (Es  ist  dies  eine  erweiterte  Re- 
daktion einer  Abhandlung  aus  dem  Jahre  1844:  Memoire  sttr  la  question  de 
savoir  s'il  existe  des  masses  Continus,  et  sur  la  nature  probable  des  demieres 
particules  des  corps,  vgl.  den  Auszug  in  l'Institut  1844,  p.  48).  —  Es  kann  hier 
nicht  weiter  darauf  eingegangen  werden,  welchen  Anteil  philosophische  Speku- 
lationen am  Anfang  des  19.  Jahrhunderts  auf  die  Ausbildung  dieser  älteren  — 
statischen  —  Molekuiartheorie  gehabt  haben.  Dass  aber  Boscoivich,  nach  dem 
besonders  in  England  diese  Auffassung  als  Boscoioichian  theory  bezeichnet  wird, 
auch  in  Frankreich  einen  entscheidenden  Einfluss  gehabt  hat,  ist  nicht  zu  be- 
zweifeln. 

5)  Paris,  Mem.  de  TAcad.  1812,  p.  167  (vom  1.  Aug.  1814). 
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wirkend  gedacht  werden,  für  jedes  Molekül  die  Molekularkraf't  einzeln 
Null  ist  oder  nur  ihre  Resultierende^).  Über  die  Wirkungsart  dieser 
Kräfte  7c'  stellt  er  sodann  das  neue  „Prinzip"  auf:  Die  Kraft  ti'  ist  der 
bei  der  Deformation  erfolgenden  Grössenänderung  {)\  —  r)  der  Ent- 
fernung r  proportional  und  fällt  wegen  der  Kleinheit  der  seitlichen 
Verschiebung  in  erster  Annäherung  in  Richtung  der  ursprünglichen 
Entfernung  r;  der  Proportionalitätsfaktor  F(;>')  entspricht  der  Laplace- 
schen  rasch  mit  der  Entfernung  abnehmenden  Funktion.  Dass  Navier 
übrigens  mit  dieser  Annahme  nur  das  aus  der  Erfahrung  bekannte 
i/oo/ce'sche  Gesetz  über  die  lineare  Abhängigkeit  von  Spannung  und 
Deformation  (s.  Nr.  4  a)  auf  die  Dimension  des  Molekularen  ausdehnt, 
spricht  er  selbst  klar  aus'). 

Auf  Grund  dieser  Annahmen  ist  nun  der  analytische  Ansatz  folgender: 
Es  seien  x,  y,  z  die  Koordinaten  eines  Teilchens  il/  vor  der 
Deformation,  x-\-u,y-\-VjZ-\-w  die  Koordinaten  nach  der  Defor- 
mation, wo  w,  V,  w  im  den  Fall  des  Gleichgewichts,  der  zunächst 
nur  berücksichtigt  sein  mag,  Funktionen  von  x,y,z  allein  sind.  Die 
entsprechenden  Koordinaten  eines  Nachbarteilchens  seien  x -\- d^x, 
y  +  Ay,  s  +  Az  bezw.  {x -{- Ax)  +  {u -\- Au),  {y -{- Ay) -]- {v -\- Av), 
(z -\- Az) -\- {u' -}- Aw).  Der  Zuwachs  der  Entfernung  (r^  —  r)  wird 
dann  in  erster  Annäherung  (d.  h.  bei  sog.  unendlich  Meinen  Ver- 
scJiiebimgen  u,  v,  tv) 

r^  —  r  =^  (a  A u  -\-  ß  Av  -{-  y  Aw)'^ 
hier  bedeuten  a,  ß,  y  die  Richtungscosinus  von  /•.     Die  Kraft  :t'  er- 
hält somit  die  Komponenten 

ji'a  =  F(r)  («^  Am  -\-  aß  Av  -{-  uy  Aiv) 
n'ß  =  F{r)  (aß  Au  ^  ß^  Av  -{-  ßy  Aw) 
n'y  =  F(r)  (ay  Au  -{-  ßy  Av  -\-  y^  Aw). 


6)  In  einer  langen  Polemik  zwischen  Navier  und  Poisson,  die  sich  später 
im  Anschluss  an  S.  D.  Poisson''B  Arbeiten  zur  Elastizitätslehre  erhob,  hat  sich 
Navier  für  die  erstere  Annahme  entschieden.  Er  muss  dann  annehmen,  dass  die 
Wirkungsweise  zweier  Moleküle  in  gleicher  Entfernung  individuell  verschieden 
ist,  je  nachdem  äussere  Kräfte  wirken  oder  nicht.  Hierin  sieht  Fr.  Arago  eine 
Schwierigkeit,  die  Navier  aber  durch  den  verschiedenen  „physikalischen  Zustand", 
in  dem  der  Körper  sich  vor  und  nach  der  Deformation  befindet,  als  gehoben 
ansieht.  Vgl.  Annales  chim.  phys.  38  (1828),  p.  304  und  435,  39  (1828),  p.  145 
imd  435,  40  (1829),  p.  99,  sowie  die  SchlusBantwort  von  Navier,  Bull,  des  sciencea 
math.  de  Ft^russac  11  (1829),  p.  243. 

7)  Vgl.  Ann.  chim.  phys.  38  (1828),  p.  311:  Adopter  ce  principe  c'est  sim- 
plement  transporter  aux  elcmens  intimes  des  corps  clastiques  les  proprietes  que  ces 
Corps  eux-memes  nous  presentent. 
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Hierin  ersetzt  Navier  die  Grössen  Au,  Av,  Aw  durch  Reihenentwick- 
lungen nach  Potenzen  von  Ax  =  ra,  Ay  =  rß,  Az  =  ry  und  erhält, 
indem  er  bis  zu  Gliedern  zweiter  Ordnung  geht: 


(1) 


(.v=,-f(.)P^:+«=/3(^»+|-:)+....) 


y 
Tc'  ß  =  ■  •  •,  Tt'y  =  ■  ■  ■  ■ 

Die  von  allen  Teilchen  der  Wirkungssphäre  auf  das  Molekül 
X  -\-  H,  y  -\-  V,  z  -\-  w  ausgeübte  Kraft  findet  Navier  nun  nach  Ein- 
führung von  Polarkoordinaten  durch  Integration^)  über  die  molekulare 
Wirkungssphäre.  Hierbei  nimmt  er  alle  von  dem  betrachteten  Punkt 
ausgehenden  Richtungen  als  gleichwertig,  den  Körper  also  nach  einer 
von  A.  L.  Cauchy^)   herrührenden    Bezeichnungs weise   als    isotrop   an. 


8)  Gegen  die  Zulässigkeit  der  Umsetzung  der  Summation  (zunächst  nur  so- 
weit es  sich  um  den  Abstand  r  handelt)  in  eine  Integration  bei  Annahme  mole- 
kularer Konstitution  der  Materie  ist  von  S.  D.  Poisson  wiederholt  Einspruch  er- 
hoben. Vgl.  die  in  Fussnote  6)  genannte  Polemik  mit  Navier,  sowie  die  Ein- 
leitung seiner  Abhandlung  vom  Jahre  1828,  Paris,  Mem.  de  l'Acad.  8  (1829) 
p.  357.  Den  Haupteinwand  leitet  Poisson  aus  einem  Resultat  her,  das  eich 
ihm  bei  seinen  eigenen  Versuchen,  die  Grundgleichungen  auf  molekulartheore- 
tischer Basis  zu  begründen,  ergab.  Er  findet  nämlich,  dass  die  Einführung 
der  Integration  über  die  Entfernung  r  von  0  bis  co  die  Elastizitätskonstante 
gleich  Xull  bedingt,  so  dass  danach  im  deformierten  Zustand  gar  keine  Span- 
nung vorhanden  wäre.  Er  schliesst  hieraus,  dass  die  Summation  nicht  in  eine 
Integration  umgesetzt  werden  dürfe.  Vgl.  jedoch  B.  Clausius,  Ann.  Phys.  Cham. 
76  (1849),  15.  56,  der  diese  Schwierigkeiten  vermeidet,  indem  er  ausführt,  dass 
man  das  Augenmerk  nicht  nur  auf  ein  Molekül  mit  seiner  Wirkungssphäre  be- 
schränken, sondern  unzählig  viele  solcher  Systeme  gleichzeitig  betrachten  müsse, 
und  bei  der  Summenbildung  für  jede  in  Frage  kommende  Summe  den  Mittelwert 
ans  allen  den  Werten,  die  sie  bei  den  einzelnen  Systemen  annimmt,  zu  erhalten 
suchen  müsse.  Es  kommt  dies  auf  das  Herausheben  eines  mittleren  Zustandes, 
der  auch  allein  beobachtbar  ist,  hinaus.  In  einem  solchen  Normalsystem  ist  es 
nun  gestattet,  die  Summationen  durch  Integrationen  zu  ersetzen,  nur  darf  als 
untere  Grenze  der  Integration  über  r  nicht  Kuli  gewählt  werden,  sondern  der 
unbekannte,  allerdings  wenig  von  Null  verschiedene  Wert  des  Molekülabstandes, 
so  dass  das  Poisson^sche  Paradoxon  einer  spannungslosen  Deformation  nicht 
auftritt.  Vgl.  auch  /.  H.  Jellett,  Dubl.  Irish.  Trans.  22,  part.  3  (1852),  p.  209,  der 
durch  Abschätzung  zu  folgendem  Resultat  kommt:  Die  Integrationen  sind  an- 
wendbar, solange  die  Molekularkräfte  innerhalb  der  Wirkungsphäre  stetig  vari- 
ieren und  die  Wirkungssphäre  so  groß  ist,  daß  sie  in  eine  große  Zahl  kleiner 
Elemente  geteilt  werden  kann,  von  denen  jedes  wieder  unbestimmt  viele  Mole- 
küle enthält. 

9)  Cauchy,  Paris  C.  R.  9  (1839),  p.  59  =  Oeuvres  (1)  4,  p.  466.  Vgl.  auch 
Exercices  d' Analyse  et  de  Physique  mathe'matique  1  (1840),  p.  162. 
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Es  verschwinden  dann  alle  Glieder,  in  denen  ein  Riclitungscosinus  in 
ungerader  Potenz  auftritt.  Damit  fällt  jeweils  der  erste  Summand  der 
Gleichungen  (1)  überhaupt  fort,  in  den  zweiten  Summanden,  die  zu- 
sammen 15  verschiedene  Koeffizienten  enthalten,  fallen  neun  Glieder 
fort,  von  den  übrigen  sechs  Koeffizienten  werden  drei  dem  Dreifachen 
der  letzten  drei  gleich,  die  wieder  unter  sich  gleich  sind,  so  dass  nur 
eine  Konstante 


=  ^  f^Fir)dr 


übrig  bleibt.     Damit  wird 


(2) 


c  w 


Xi "  '        ~\dx^    '     dy    '        CS'-    '        cxdz 


a-t' 


ydz) 


Bei  Einführung  der  abkürzenden  Bezeichnungen 


und 


„ du  j^dv    ,    cw 

'^'^'^  dy        cz'' 


dx 


A2=  —  4- 


dy' 


+ 


dz^ 


werden  damit,  wenn  X,  Y,  Z  die  Komponenten  der  auf  das  Teilchen 

^  -\-  U}  y  -\-  V,    z  -\-  IV   (mit  der  Masse  1)   wirkenden  äusseren   Kraft 
sind,  die  Hauptgleichungen  für  das  Gleichgewicht: 


(3) 


(^(^'»  +  2|!)  +  ^^  =  0' 


Die  Hauptgleichungen  für  die  Bewegung  werden  hiernach,   da  die 
Beschleunigung  des  Teilchens  x  -{-  u,  g  -\-  v,  z  -{-  iv  durch  die  Kom- 

,        d^u     d^v     d'w  ,  •  i    /•      1  •  1        "i 

ponenten  ^^,  -j-^,  -^  gegeben  ist  (m  denen  man  sich  spater  ge- 
wöhnt hat,  runde  d  einzuführen,  um  anzudeuten,  dass  x,  y,  z  konstant 
zu  denken  sind): 


(3') 
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Die  Grenzhrdinf/ungen  glaubt  Navier  in  dieser  direkten  Weise 
nicht  leicht  aufstellen  zu  können  ^*').  Er  greift  daher  auf  die  von 
Lagrange  in  der  Mecanique  analytique  gegebene  allgemeine  Methode 
zur  Behandlung  mechanischer  Probleme  zurück:  durch  Voranstellung 
des  Prinzips  der  virtuellen  Verrückungen  unter  Einführung  des  Be- 
griffs des  „Moments  einer  Kraft"  oder  der  „virtuellen  Arbeit",  die 
Hauptgleichungen  und  Grenzbedingungen  in  einem  Prozesse  zu  ge- 
winnen. Diese  zweite  Ableitung  der  Grundgleichungen  durch  Navier 
führt  hinüber  zu  den  in  Nr.  5  näher  zu  besprechenden  Ableitungs- 
methoden, die  den  Begriff  des  Potentials  in  den  Vordergrund  stellen. 
Das  Resultat  ist,  dass  die  Grenzbedingungen  durch  folgende  Glei- 
chungen gegeben  sind: 

X  =s     (3^ — }-- — h—    cos  cc  4-  I X — r    "  cos  p 
«          \\  dx^^  oy^  czj  ^    \dy   ^    cxj        '^ 

,    /du   ,   dw\  \ 

(4){  ^«  =  Mfc  +  a^)'°^^^+fe  +  ^ay  +  a"^)^^'^ 

,     /dv    ,    dw\  \ 

ry  l  (du    ,    dw\  ,    fdv    ,    dtv\         r, 

+  |^  +  |l+3^,")cos7} 

wo  X„,  y„,  Z^  die  Komponenten  der  auf  die  Einheit  der  Oberfläche 
wirkenden  Kräfte,  d.  h.  also  in  heutiger  Ausdrucks  weise  des  Ober- 
flächendruckes sind  und  cos  a,  cos  /3,  cos  y  die  Richtungscosinus  der 
Normalen  n  des  Oberflächenelements. 

In  diesen  Gleichungen  erscheint  der  Druck  an  der  Oberfläche  aus 
6  Elementardrucken  aufgebaut,  die  lineare  Funktionen  der  „Deforma- 

tionsgrössen"  >—,•••  (|^*  +  |^)    sind.     Es    bedurfte    der    Erkenntnis 

Cauchf/s,    dass   auch  der  Druck   oder,  wie   er  sagt,    die  „Spannung" 

10)  Dies  taten  G.  Lame  und  E.  Clapeyron,  die  unabhängig  von  Navier  von 
denselben  Voraussetzungen  wie  dieser  ausgehend,  die  Ableitung  der  Haupt- 
gleichungen geben.  Sie  erhalten  die  Grenzbedingungen  durch  Anwendung 
des  von  Poisson  zuerst  entwickelten  Begriffs  des  Molekulardrucks  auf  eine 
Fläche  als  Resultierende  aller  Kräfte,  die  von  der  einen  Seite  der  Fläche 
auf  die  in  einem  unendlich  dünnen,  nach  der  anderen  Seite  der  Fläche  errich- 
teten Zylinder  enthaltenen  Moleküle  ausgeübt  werden.  Vgl.  die  gemeinsame 
Abhandlung  aus  dem  Jahre  1828:  Memoire  sur  l'equilibre  interieur  des  corps 
solides  homogenes,  J.  f.  Math.  7  (1831),  p.  150  und  Paris,  Mem.  pres.  par  div. 
sav.  4  (1833),  p.  465. 
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in  jedem  Punkte  des  Innern  der  elastischen  Körper  genau  so  durch 
6  Komponenten  bestimmt  ist,  die  als  Funktionen  der  Deformations- 
grössen  zu  denken  sind,  um  einen  ganz  neuen  Weg  für  die  Auf- 
stellung der  Grundgleichungen  unter  Voranstellung  dieses  sogenannten 
„Spannungsbegriffs"  zu  eröffnen,  worüber  sich  das  Nähere  in  Nr.  3  findet. 

2  b.  Cauchy's  molekulartheoretischer  Ansatz  für  anisotrope 
Körper.  Der  Begriff  des  anisotropen  (aeolotropen  in  der  englischen 
Ausdrucks  weise)  elastischen  Körpers  wurde  zuerst  von  Ä.  FresncJ^^) 
entwickelt,  der  in  Verfolg  seiner  Untersuchungen  zur  Doppelbrechung 
des  Lichts  in  Kry stallen  zu  der  Auffassung  kam,  dass  sich  die 
„Elastizität"  nach  verschiedenen  Richtungen  verschieden  verhalten 
kann.  Die  Aufstellung  der  Bewegungsgleichungen  eines  anisotropen 
Mediums  gab  jedoch  Fresnel  nicht.  Die  Gleichungen  sind  implizit  in 
den  Entwicklungen  von  Navier  (vgl.  Nr.  2  a)  enthalten,  wenn  man  die 
dort  genannten  15  Koeffizienten  als  15  verschiedene  charakteristische 
Konstante  auffasst.  Explizit  gab  die  Ableitung  zuerst  Cauchy^-), 
indem  er  die  Auffassung  der  punktförmigen  Moleküle  beibehielt,  für 
die  wirkende  Zentralkraft  aber  nicht  Navier^s  Prinzip  annimmt, 
sondern  versucht,  die  im  natürlichen  Zustande  wirkende  Zentralkraft 
mit  der  im  deformierten  Zustande  wirkenden  in  Beziehung  zu  setzen, 


11)  Vgl.  die  zusammenfassende  Abhandlung  von  Fresnel  vom  26.  Nov.  1821 
(bzw.  22.  Januar  und  22.  April  lb22;:  Memoire  sur  la  double  refraction,  Paris, 
Mem.  de  l'Acad.  7  (1827),  p.  45  =  Oeuvres  1,  Paris  1866,  p.  247. 

12)  A.  L.  Cauchy  in  seiner  Abhandlung  vom  1.  Oktober  1827:  Sur  Tequi- 
libre  et  le  mouvement  d'un  Systeme  de  points  materiels  soUicites  par  des  forces 
d'attraction  ou  de  repulsion  mutuelle,  Exerc.  de  math.  3  (1828),  p.  188  =  OeuNTres 
(2)8,  p.  227.  Er  setzt  dort  für  die  Zentralkraft  /'(rj)  im  deformierten  Zustande, 
indem  er  gleichzeitig  die  Richtungsänderung  der  ursprünglichen  Entfernung  in 
Betracht  zieht: 

r,     ~     r     '^  ^'' 
Formal  erfolgt  damit   der  Übergang  zu  ]\^avier's   Ansatz,   indem  man     '     =  -x 

am 

und  En  =  0,  {r^  —  **)  — t —  =  ^'  setzt.      Sachlich    ist    aber    ein    tiefgehender 
dr 

Unterschied,  indem  hier  n  mit  der  im  natürlichen  Zustande  auf  das  Molekül 
wirkenden  Kraft  P  identifiziert  wird,  was  Navier  nicht  tut  imd  wogegen  er  aus- 
drücklich warnt.  In  der  Tat  leitete  J.  M.  C.  Duhamel  in  einer  der  Pariser 
Akademie  eingereichten  Note  auf  Grund  der  Identifikation  von  P  und  -x  einen 
Einwand  gegen  den  Navier  sch.en  Ansatz  her.  V^gl.  hierzu  die  Antwort  Navier  &y 
Bull,  des  sciences  math.  de  Ferussac  11  (1829),  p.  246. 
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und  diimit  die  in  Nr.  2  genannte  Schwierigkeit  zu  überwinden. 
Caiichys  Interesse  an  diesen  molekulartlieoretischen  Fragen^'')  nahm 
seinen  Ausgangspunkt  von  der  Beobachtung,  dass  eine  genaue  Ana- 
logie zwischen  einem  von  ihm  bei  der  Analyse  des  Spannungsbegriffs 
gefundenen  Theoi-em  über  die  Drucke  und  einem  zuerst  von  Fresnel 
auf  Grund  molekulartheoretischer  Anschauungen  über  die  Konstitution 
des  Lichtäthers  angenommenen  Satz  über  die  „Elastizitätskräfte"  besteht. 
Cauchy's  Theorem  war,  dass  der  Druck  in  einem  Punkt  P  einer  Fläche 
durch  die  Drucke  auf  drei  zueinander  rechtwinklige  Ebenen  durch 
den  Punkt  bestimmt  ist  (vgl.  Nr.  3);  Fresnel's  Annahme,  dass  die  Kraft, 
die  auf  ein  unter  Einwirkung  irgend  welcher  Zentralkräfte  aus  der 
Gleichgewichtslage  verschobenes  Teilchen  wirkt,  durch  die  Kräfte  ge- 
geben ist,  die  bei  drei  zueinander  rechtwinkligen  Verschiebuncren  des 
Teilchens  auftreten. 

Canclty  wählt  nun  als  Anfangszustand  bei  seinen  Entwicklungen 
nicht  notwendig  einen  Gleichgewichtszustand,  in  dem  die  Resultierende 
aller  Kraftwirkungen  f{f)  der  Moleküle  von  der  Masse  m,  m',  .  .  .  auf 
das  einzelne  Molekül  m^(x,  y,  z) 

m»/S  {mfif)  a) ,         m^S{mf{r)  ß) ,         m^S{mf{r)  y) 

verschwindet  {a,  ß,  y  sind  die  Richtungscosinus  des  Vektors  f{r).^^) 
Bei  einer  erfolgenden  weiteren  Deformation  ändern  sich  die  Ent- 
fernungen und  die  ursprüngliche  Wirkuugsrichtung  der  Moleküle,  so 
dass  die  Komponenten  der  wirkenden  Kräfte  nunmehr 


(5) 


werden,  wo  die  Bezeichnungen  die  gleichen  wie  in  Nr.  2  a  sind.     Die 
Annahme,    dass    nur   Meine   Verschiehungeti   u,  v,  w    in    Betracht    ge- 


13)  Diese  Untersuehnngen  Cauchy's  wurden  zuerst  in  einer  vom  1,  Oktober  1827 
datierten  Abhandlung  (vgl.  Fussnote  12)  veröffentlicht.  Eine  Ergänzung  finden  sie 
in  der  Abhandlung  vom  Jahre  1829:  Sux  les  equations  differentielles  d'equilibre 
DU  de  mouvement  pour  un  Systeme  de  points  materiels  sollicites  jiar  des  forces 
d'attraction  ou  de  repulsion  mutuelle,  Exerc.  de  math.  4  (1829),  p:  129  =  Oeuvres 
(2)  9,  p.  162. 

14)  Bei  Cauchy  erscheint  der  Vektor  /"(r)  noch  mit  dem  Vorzeichen  +  ver- 
sehen, wo  das  positive  Vorzeichen  für  die  Attraktion,  das  negative  für  die 
Repulsion  gilt.  Im  Text  ist  der  Einfachheit  halber  das  Zeichen  in  die  Funktion 
f{r)  aufgenommen. 
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zogen  werden,  erlaubt  es  Cauchy 

ff  ^m  +  (,,  _  r,  -m^m  =£&)  +  (.._  ^^  w 

zu  setzen  und  damit  für  die  Kraftkomponenten  (der  Masseneinheit) 

zu   schreiben,  nebst  zwei   entsprechenden   Ausdrücken   für  3)  und  3» 
Zieht  man  in  Rücksicht,  dass  (r^  —  r)  durch  die  Beziehung 

r^  —  r  =  «Am  +  ^Av  -\-  yAw 

gegeben  ist,  so  werden 

'  3e  =  ;Sm {/'(r)a+  (^^  +  rF(r)a^^  Au  +  rF(r)(aßAv  +  ayAw)  } , 
(5')  ■   ^  =  Äm  {/•(r)/j  +  (^[.'^^  +  rF(r)ß^^Av  +  rF(;r){ßyAiv  -j-ßuAu)  ] , 

3  =  Sm{f(r)y  +  {^-\-rF{r)f)Aiv-{-rF{r){yuAH  +  yßAv)]-, 

in  diese  Ausdrücke  hat  man  nur  die  Entwickelungen  der  Grössen 
Au,  Av,  Aw  nach  Potenzen  von  Ax,  Ay,  Az  (vgl.  Nr.  2a)  einzu- 
führen, um  die  Kraftkomponenten  in  der  Form 

36  =  Xo  +  X,  +  ^2,   ^  =  To  +  r,  +  r„   3  =  ^0  +  ^1  +  ^2 

als  Summe  von  drei  Funktionen  darzustellen,  in  denen  Xq,  Yq,  Z^ 
die  im  Anfangszustand  wirkenden  Kraftkomponenten  bezeichnen,  X^, 
Yj,  Z^  lineare  Funktionen  der  neun  Grossen 

du       du       du  ^       dv       dv       dv         dw       dio       dw 
ex'     dy'     dz''       dx'     dy'     dz''       dx'     dy'     dz 

und  Xj,  Y2,  Z^  ebenfalls  lineare  Funktionen  der  18  zweiten  Differential- 
quotienten der  Verschiebungen  u,  v,  iv  nach  den  x,  y,  z  werden. 

Im  weiteren  Verlaufe  macht  nun  Cauchy,  um  eine  Vereinfachung 
der  Ausdrücke  zu  erzielen,  über  die  Verteilung  der  MoIeJiüle^^)  die 
Annahme,  dass  der  Körper  zunächst  in  Bezug  auf  jedes  Molekül  eine 
zentrische  Symmetrie  habe,  wodurch  die  Grössen  Xo,  Y^,  Zq  und 
Xj,  Yj,  Zi  zum  Verschwinden  kommen,  da  sie  nur  jeweils  eine 
ungerade  Anzahl  von  Richtungscosinus  als  Koeffizienten  enthalten. 
Damit  werden,  wenn  man  als  abkürzende  Bezeichnung: 


15)  Durch  die  Annahme  einer  symmetrischen  Verteilung  der  Moleküle  er- 
reicht Cauchy  die  Reduktion  der  Konstanten,  ohne  wie  Navier  nötig  zu  habeu, 
auf  die  Integration  zurückzugreifen,  worin  B.  de  St.-Ve){a)it  in  Kavie^r's  Resume 
des  leyons  2,  3.  ed.,  p.  653  einen  besonderen  Vorzug  sieht. 
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u'  =  s{..),  r  =  s{...),  w'  =  s{..?), 

U"  =  S(, . .),  V"  =  S(. . .),  w"  =  S{. . .), 

einführt,  die  Kraftkomponenten  durch  die  Ausdrücke 

+  ifä + ^B  +  «IS  +  ^£  +  ^1t'  ^  ^"IV^ 


^  '^'^  axat/  ^     ay  a^  ^  ^  a^  a«  ^    dxdy  ^      cy  cz 

'    ^  dzox    '        cxdy)' 

gegeben. 

Die  Bedingungen  für  das   Gleichgewicht   ergeben   sich   nunmehr 
sofort  aus  den  Gleichungen: 

3e  +  x  =  o,   3)+r=o,   3  +  z  =  o; 

für  die  Bewegung  sind  rechter  Hand  die  Beschleunigungen   ^,  ^,  -j^ 

einzuführen.  Die  so  entstehenden  Hauptgleichungen  enthalten  zu- 
sammen 6  -\-  Ib  Konstaute,  die  sich  für  spezielle  Symmetriefälle  auf 
eine  geringere  Anzahl  reduzieren.  CaucJiy  betrachtet  insbesondere 
den  Fall  dreier  Symmetrieebenen,  in  dem  noch  alle  Glieder  ver- 
schwinden, in  denen  ein  einzelner  Cosinus  in  ungerader  Potenz  vor- 
kommt, so  dass  nur  3  +  6  Konstante  bleiben.  Die  Kraftkomponenten 
erhalten  hier  die  übersichtliche  Form: 


16    IV  23.  G.  H.  Müller-Ä.  Timpe.  Grundgleichungen  d.  math.  Elastizitätstheorie. 

3e  =  (:2t  +  L)g  +  (^  +  R)  1^  +  (c+  «)~ 

'  dxdy    '       ^czcx' 


(6) 


5)  =  (3t  +  ii)f^:  +  (^  +M)  ^  +  (€+  P)g 


'  dydz    '  dxcy' 


3  =  (;2t  +  ^)^^"  +  (i3  +  P)  |^  +  (C  +  iv^)^ 

+  2öi^^  +  2P/i. 
'       ^czox    '  oycz 

Im  Fall,  dass  die  Symmetrie  in  Bezug  auf  alle  drei  Ebenen  die 
gleiche  ist,  werden 

;3t  =  ^  =  C,     L  =  M=N,    P=Q  =  R, 

so  dass  nur  1+2  Konstante  übrig  bleiben.  Im  Fall  der  Isotropie 
lässt  sieb  dann  zeigen,  dass  noch  die  Relation  L  =  3R  gilt,  womit 
sich  die  ursprünglich  6  -f-  15  Konstante  auf  1  -f-  1  =  2  Konstante 
reduzieren.     Die  Gleichungen  werden  hier 


(7) 


3e  =  (P  +  3t)AH(  +  2P. 
?)  =  (P  +  ;2t)A^r  +  2P||, 

3  =  (P  +  ;2t)A%'+2P^^. 


Cauchy  bemerkt,  dass  für  %  ^=  0  die  Gleichungen  mit  den  von  Navier 
entwickelten  (vgl.  Nr.  2a)  übereinstimmen,  wo  P  =  £  ist. 

Bisher  sind  als  unabhängige  Veränderliche  die  Anfangskoordinaten 
X,  y,  z  des  Moleküls  zur  Zeit  t^  eingeführt.  Cancliy  zeigt,  dass  wegen 
der  ^vorausgesetzten  Kleinheit  der  Verschiebungen  u,  v,  iv  die  Glei- 
chungen dieselbe  Gestalt  behalten,  wenn  man  die  augeiibJicMichen 
Koordinaten  x^  =  x  -\-  u,  y^^^  y  -\-  v,  z^  =  z  -\-  w  als  unabhängige 
Variable  einführt.  Es  sind  jeweils  statt  der  Differentiationen  nach 
X,  y,  z  die  Differentiationen  nach  ic^,  y^,  z^  einzusetzen.  Für  die 
Trägheitskräfte  bleibt  die  partielle  Differentiation  bestehen,  weil  in 
dem  Ausdruck  für  die  Geschwindigkeit 

du  du  j.     du  dx^  ^^  du  dy^  j^  cu  dz^ 

dt         äi    '    a^Ci  ^f    '    dy^  ~dt     '     cz^  Tt 

bei    Beschränkung    auf   Glieder    erster    Ordnung    nur    das    Glied   -^ 
beizubehalten    ist.      Zugleich   werden   damit    die    Gleichungen    in   der 
Form  dieselben,   die   Cauchy   in  seinen  früheren  Untersuchungen  zur 
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Elastizitätslehre,  ausgehend  von  Kontinuitätsvorstelbingen  über  die 
Konstitution  der  Materie  und  unter  direkter  Einführung  des  Spannungs- 
begrifFs  (ygl.  Nr.  3),  erhalten  hatte.  Insbesondere  aber  hatte  er  dort  in  einer 
zweiten  Annahme  21  Konstante  als  charakteristisch  für  den  anisotropen 
Körper,  2  Konstante  als  charakteristisch  für  den  isotropen  Körper  er- 
halten. Diese  aber  nur  scheinbare  Übereinstimmung  mit  der  obigen 
Zahl  der  Konstanten  verleitete  Cauchy  hier,  die  Natur  der  6  bezw.  einen 
Konstante  (%ji^^^^j^)  in  seinen  Formeln  zu  verkennen,  indem  diese 
nicht  wie  die  übrigen  15  bezw.  eine  oder  die  21  bezw.  2  seiner  früheren 
Untersuchungen  durch  die  elastische  Natur  des  Körpers  bedingt  sind, 
sondern  noch  mit  der  ursprünglichen  Dichte  q  multipliziert  Anfangs- 
spannungen darstellen,  die  z.  B.  infolge  vorgängiger  Deformation  des 
Körpers  vorhanden  sein  mögen.  Sie  verschwinden,  wenn  man  als 
Ausgangspunkt  den  natürliclien  Zustand  wählt,  der  dadurch  charakteri- 
siert ist,  dass  keine  äusseren  Kräfte  auf  ihn  wirken^®). 

3.    Die  Einführung  der  Spannungsgleicliungen. 

Man  kann  das  Wesen  des  Ausgangspunktes  der  in  Nr.  2  gegebenen 
Methoden  zur  Aufstellung  der  Grundgleichungen  der  Elastizitätstheorie 
dahin  charakterisieren,  dass  dort  für  jedes  Körperteüchen  x  -{-  u,  y  -\-  v, 
z  -\-  IV  ein  Vektor  (der  Kraftvektor)  3£,  'S),  3  als  Funktion  von  Grössen  er- 
scheint, die  die  Deformation  vollständig  bestimmen.  Demgegenüber 
wird  nun  bei  den  in  vorliegender  Nummer  näher  zu  besprechenden 
Ableitungsmethoden  für  jeden  Raumpunld  x^,  y^,  z^  ein  Tensor  (die 
Spannung  in  dem  Punkte)  an  die  Spitze  gestellt.  Damit  bleibt  es  dann 
zunächst  unentschieden,  ob  man  bei  den  weiteren  Betrachtungen 
Kontinuitätsvorstellungen  oder  molekulartheoretische  Anschauungen 
über  die  Konstitution  der  Materie  voranstellen  will.  Es  ist  bei  den 
meisten  der  neueren  Autoren  üblich  und  auch  historisch  das  Erste,  dass 
man  bei  Voranstellung  des  Spannungsbegriffs  die  Materie  als  kontinuier- 
lich verteilt  ansieht,  indem  es  noch  ein  besonderes  Problem  ist,  die 
Spannung  in  einem  Punkte  einer  Fläche  als  Molekulardruck,  bezogen 
auf  die  Flächeneinheit,  aufzufassen  und  damit  die  molekulartheoreti- 
schen Vorstellungen  zur  Geltung  zu  bringen. 

Es  ist  wichtig,  gleich  anfangs  den  Unterschied  zu  betonen,  der 
in  der  Wahl  der  als  unabhängig  zu  betrachtenden  Variabein  besteht. 

In  der  Litteratur  tritt  der  Gegensatz  oftmals  nicht  so  scharf  hervor, 

16)  Vgl.  B.  Clausius,  Ana.  Phys.  Chem.  76  (1849),  p.  50,  der  diese  Sache 
ausdrücklich  klarstellt,  nachdem  G.  Wertheim  bei  seinen  experimentellen  Unter- 
suchungen (vgl.  hierüber  IV  28 ,  L.  PrandtT)  die  beiden  Arten  Cauchy'schei 
Formeln  promiscue  benutzte;  vgl.  auch  B.  de  St.-Venant  in  Navier,  Resume  des 
le90ns  2,  Append.  5,  Paris  1864. 

Enoyklop.  d.  math.  Wissensch.     IV  2,  ii.  2 
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indem  gleich  anfangs  die  Voraussetzung  unterstellt  wird,  dass  es  sich  um 
nur  kleine  Verschiebungen  handelt,  womit  es  bis  auf  Grössen  zweiter 
Ordnung  gleichgültig  ist,  ob  man  die  augenblicklichen  oder  anfäng- 
lichen Koordinaten  als  unabhängig  wählt.  Insbesondere  ist  es  oft 
üblich,  zunächst  die  Spannungen  auf  den  augenblicklichen  Zustand, 
die  Deformationskomponenten  aber  auf  den  anfänglichen  Zustand  zu 
beziehen,  wodurch  die  Klarheit  der  Exposition  sehr  beeinträchtigt 
wird^'^).  Es  ist  im  folgenden  im  Anschluss  an  die  ursprüngliche 
Darstellung  Cauchy's  zugleich  im  Hinblick  auf  die  bei  endlicher 
Deformation  nötig  werdenden  Entwickelungen  versucht,  den  Unter- 
schied, der  in  den  beiden  Auffassungen  liegt,  von  vornherein  klar 
hervortreten  zu  lassen. 

3  a.  Der  Spannungsbegriff  und  die  Formänderung.  Der 
Spannungshegriff  ist  eine  Schöpfung  Cauchy's'^^),  zu  der  er  durch  die 
Beobachtung  geführt  wurde,  dass  die  von  Navier^^)  bei  seiner  Be- 
handlung des  Problems  der  Biegung  von  Platten  eingeführten  beiden 
Kräfte,  von  denen  die  eine  durch  Dehnung  der  Mittelebene,  die  andere 
durch  die  Biegung  hervorgerufen  wird,  zu  einer  einzigen  vereinigt 
werden  können.  Diese  Kraft,  die  er  Spannung  (pression  ou  tension; 
engl,  stressy^)  nennt,  ist  von  der  Natur  des  hydrostatischen  Drucks 
der  Flüssigkeiten,  nur  ist  anzunehmen,  dass  die  Spannung  auch  in 
schiefer  Richtung  auf  die  Fläche  wirken  kann  und  im  übrigen  auch 
von  der  Stellang  der  Fläche  abhängt.  Cauchy  veröffentlichte  seine 
Untersuchungen  zuerst  in  einem  Auszuge  im  Jahre  1822^^),  der  aber 
schon  alles  Wesentliche  zur  Aufstellung  der  Grundgleichungen  ent- 
hält.    Die  näheren  Ausführungen  folgten  erst   einige  Jahre   später'^). 

17)  Vgl.  dagegen  /.  /.  Weyrauch,  Theorie  elastischer  Körper,  Leipzig  1884, 
p.  86. 

18)  Cauchy  in  einer  Abhandlung  vom  30.  Sept.  182-2:  Kecherches  sur 
r^quilibre  et  le  mouvement  interieur  des  corps  solides  ou  fluides,  ^lastiques  ou 
non  elastiques;    vgl.  Bull,  de  la  See.  philom.  1823,  p.  9. 

19)  Navier,  Extrait  des  recherches  sur  la  flexion  des  plaus  elastiques,  Bull, 
de  la  Soc.  philom.  1823,  p.  92.  Die  ausführliche  Abhandlung  wurde  am  14.  Aug. 
1820  der  Pariser  Akademie  vorgelegt.  Als  Rapporteur  bestellt,  nahm  Cauchy 
Anlass,  seine  Vorstellungen  über  den  Spannungsbegriff  zu  entwickeln. 

20)  Diese  Bezeichnung  wurde  von  W.  J.  M.  Rankine,  On  axes  of  elastitity 
and  crystalline  forms,  Lond.  Phil.  Trans.  146  (1856),  p.  2Ü1  =  Miscellanous  scien- 
tific papers,  London  1881,  p.  120  eingeführt.  Bankine  gebraucht  dort  das  "Wort 
stress  in  dem  Sinne  eines  Widerstandes,  den  der  Körper  einer  Formänderung 
entgegengesetzt,  während  Cauchy  unter  tension  und  mit  ihm  W.  Thomson,  Math, 
and  phys.  papers  3,  London  1890,  p.  84  unter  stresi^  den  Druckzustand  versteht, 
der  von  außen  auf  den  Körper  ausgeübt  wird. 

21)  Es  kommen  hier  zunächst  in  Betracht  die  Abhandlungen:  De  la  pression 
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An  erster  Stelle  steht  das  bereits  in  Nr.  2  genannte  Drucliheorem, 
das  es  gestattet,  den  Druck  ^  in  einem  Punkte  P  eines  Flächenelements 
dS,  bezogen  auf  die  Flächeneinheit,  durch  die  Drucke  auf  drei  durch 
den  Punkt  gehende  7a\  einander  rechtwinklige  Ebenen   auszudrücken: 

(  ^n  =  ^^,  <^os  u  +  X^^  cos  ß  +  X  cos  y. 

8)  r„  =  Y^^  cos  u  +  Y^^  cos  ß  +  i;  cos  y, 

\  Z„  =  Z^^  cos  a  +  Z^^  cos  ß  +  Z^^  cos  7, 

(X^,  Y„,  Z^  sind  die  Komponenten  des  Drucks p  nach  den  Axen  x.^,y^,z^, 
X^  ,  X  y  Xj  die  Komponenten  des  Drucks  auf  die  zur  a^^-Achse  senk- 
rechte Ebene  nach  den  gleichen  Axen,  und  entsprechend  Y^,  F  ,  F, ; 
Z^  ,  Z  ,  Z^ ,  sämtlich  bezogen  auf  die  Flächeneinheit;  cos«,  cos/3,  cos y 
die  Richtungscosinus  der  Normalen  n  des  Flächenelements  dS).  Als 
Ergänzung  hierzu  folgt  der  JReziprozitätssatz  der  tangentialen  Spannimgs- 
komponcnten :  der  Druck  in  einem  Punkte  einer  Ebene  zerlegt  nach 
der  Normalen  einer  zweiten  die  erste  Ebene  rechtwinkelig  schneiden- 
den Ebene  ist  gleich  dem  Druck  im  gleichen  Punkte  auf  die  zweite 
Ebene  zerlegt  nach  der  Normalen  der  ersten  Ebene.  Hiernach  redu- 
zieren sich  die  9  Druckkomponenten  auf  6,  indem 

(9)  x,,=  r,,,   x,.  =  z,.,    r,,  =  ^„. 

werden. 

Cauchy  gewinnt  diese  Sätze,  indem  er  die  Bedingungen  für  das 
Gleichgewicht  einmal  eines  kleinen  Tetraeders,  sodann  eines  kleinen 
Prismas  gegenüber  Drehung  aufstellt  und  neben  den  Grössen  zweiter 
Ordnung,  die  durch  die  Druckkräfte  gegeben  sind,  die  in  diesen  Be- 
dingungen als  Grössen  dritter  Ordnung  auftretenden  Massenkräfte 
Q^Xdx^dy^dz^,  Q^YdXj^dy^dz^,  g^Zdx^dy^dz^  vernachlässigt.  Hierbei 
ist  über  die  Grösse  der  Spannungen  keinerlei  Voraussetzung  gemacht. 

Damit  ist  die  Grundlage  für  die  weiteren  in  der  Analyse  des 
Spannungsbegriffs  auftretenden  Hauptsätze  (Existenz  dreier  Haupt- 
drucke, Existenz  eines  Spannungsellipsoids  u.  s,  w.)  gegeben,  worüber 
das  Referat  von  M.  Ahraham  (IV  14  Nr.  19)  zu  vergleichen  ist. 

Neben   dieser  Analyse    des   Spannimgsbegriffs    steht   die  Analyse 


ou  tension  dans  un  corps  solide,  Exerc.  de  math.  2  (1827),  p.  42  =  Oeuvres  (2)  7,  p.  60. 
Sur  la  condensation  et  la  dilatation  des  corps  solides,  ebd.  p.  60  =  Oeuvres  (2)  7,  p.  82. 
Sur  les  relations  qui  existent,  dans  l'etat  d'equilibre  d"un  corps  solide  on  fluide, 
entre  les  pressions  ou  tensions  et  les  forces  acceleratrices,  ebd.  p.  108  =  Oeuvres  (2)  7, 
p.  141.  Sur  les  equations  qui  expriment  les  conditions  d'equilibre  ou  les  lois  du 
mouvement  Interieur  d'un  corps  solide,  elastique,  ou  non  elastique,  Exerc.  de 
matb.  3  (1828),  p.  160  =  Oeuvres  (2)  8,  p.  227. 

2* 
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des  Begriffs  der  Formänderung  (Deformation;  engl,  strain)^'^) ,  die 
in  jedem  Punkte  des  Raumes  ebenfalls  einen  Tensor  festlegt, 
Cauchy  entwickelt  diesen  Begriff  zunächst  für  beliebige  Verschie- 
bungen u,  V,  w,  die  er  ebenso  wie  die  Spannungskomponenten 
als  Funktionen  der  augenblicklichen  Koordinaten  ansieht.  Aber  er 
geht  dann  bald  zu  der  Annahme  nur  kleiner  Verschiebungen  und 
kleiner  Formänderungen,  d.  h.  solcher,  bei  welcher  die  relativen 
Längenänderungen  und  die  Winkeländerungen  eines  kleinen  Prismas 
so  kleine  Werte  besitzen,  dass  ihre  Quadrate  und  Produkte  vernach- 
lässigt werden  können,  über.  Er  findet,  dass  dann  die  Formänderung 
durch  die  6  Komponenten 


(10) 


(^u  dv  dw 

dv  ^^  dw  dw  j^  du  cu     1^  dv 

"viH        dz^    '    gt/i'     ^'i^i        cx^    '    dz^^     ^^i^i        cy^    '"  dx^ 


gegeben  ist.  Hier  bedeuten  die  „Dehnungen"  e^^,  e  ,  e,^  die  rela- 
tiven Längenänderungen  der  augenblicklich  in  die  Richtung  der 
^1?  2/i>  ^i-Axe  fallenden  Geraden,  die  „Gleitungen"  g^^^^,  g^^^^,  g^^^^ 
die  Verkleinerungen  der  rechten  Winkel,  die  diese  Geraden  augen- 
blicklich einschliessen^^).  Die  Beziehungen  (10)  bleiben  dieselben, 
wenn  man  statt  der  augenblicklichen  die  ursprünglichen  Koordinaten 
als  unabhängige  Variable  einführt. 

Auch  hier  zeigt  Caucliy  die  Existenz  der  Hauptdilatationen,  des 
Formänderungsellipsoides  u.  s.  w.,  worüber  wieder  das  Referat  von 
M.  AbraJmm  (IV  14,  Nr.  17  und  18)  zu  vergleichen  ist. 

3  b.  Die  Spannungsgleichungen.  Als  Spannungsgleichungen  be- 
zeichnet man  die  Bedingungen,  die  ausdrücken,  dass  ein  aus 
dem  unter  Massen-  und  Oberflächenkräften  im  Gleichgewicht  befind- 
lichen deformierten  Körper  herausgeschnittenes  kleines  Prisma  unter 
dem  Einfluss  der  auf  sein  L)neres  wirkenden  Massenkräfte  und  der 
auf  seine  Oberflächen  wirkenden  Spannungen  sich  tvie  ein  starrer 
Körper  im  Gleichgewicht  befinden  muss-^).     Bezeichnet  p^  die  Dichte 

22)  W.  J.  M.  liankine,  Laws  of  elasticity  of  solid  bodies,  Cambr.  aud  Dubl. 
Math.  J.  6  (1851),  p.  47  =  Mise.  sc.  papers,  p.  68. 

23)  Cauclvy,  Exerc.  de  math.  2  (1827),  p.  108.  Cauchy  sagt  (Bull,  de  la 
Soc.  philom.  1823,  p.  9),  dass  die  Aufstellung  der  Grundgleichungen  von  vorn- 
herein sein  Ziel  gewesen  sei,  dass  dazu  aber  sein  Theorem  über  die  Drucke, 
das  er  gleich  im  Anfang  besessen,  nicht  ausgereicht  habe.  Die  Spannungs- 
gleichungen erst  geben  den  Weg,  die  Aufstellung  der  Grundgleichungen  i^in  den 
Verschiebungen)  zu  leisten. 

24)  Über  dies  „physikalische  Axiom"  vergleiche  W.  Thomson  and  P.  G.  Tau, 
Treatise  on  natural  philosophy  2,  Cambridge  1883,  p.  110. 
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im  Punkte  x^,  y^,  z^,  so  ergeben  die  Bedingungen  für  Gleichgewicht 
gegenüber  Verschiebung  die  Spannungsgleichungen  in  der  Form: 


(ii; 


dY^         cY^  dY. 

az^       az„       dz. 
a^i    '   aj/i    '    a^^i   '  ^' 


Die  Bedingungen  für  das  Gleichgewicht  gegen  Rotation  um  Axen, 
die  jeweils  den  Koordinatenaxen  parallel  sind,  ergeben  die  in  voriger 
Nr.  3  a  erwähnte  Reduktion  der  9  Spannungskomponenten  auf  6,  also 
nichts  Neues,  wenn  man  von  vornherein  von  6  Spannungskomponenten 
ausgeht  ^^). 

Treten   Trägheitskräfte  auf,    so    sind   die   rechten   Seiten   in    den 

du  d  77  d  li) 

Gleichungen  (11)  durch  Q\-s^i,  Ci^7F>  9i  di^  ^^  ersetzen,  wobei  zu 
beachten,  dass,  so  lange  die  Verschiebungen  nicht  klein  sind,  ihre  Er- 
setzung durch  Pi  o,2  7   Ci  ^i2  7    Pi^äT*    ^i^ht  zulässig  ist  (vgl.  Nr.  6). 

In  dieser  Form  sind  die  Spannungsgleichimgen  einmal  von 
Cauchy  ^^)  aufgestellt,  später  immer  wieder  abgeleitet  worden,  besonders 
nachdem  sie  von  S.  D.  Poisson^^),  G.  Lame  und  E.  Clapeyron^'^  in  ihre 
grundlegenden  Arbeiten  zur  Elastizitätstheorie,  sowie  auch  von 
G.  Lame^^)  in  sein  Lehrbuch  aufgenommen  waren.  Dabei  ist  aber  von 
Poisson  der  Unterschied,  der  durch  die  jeweilige  Wahl  der  unabhängigen 
Veränderlichen  bedingt  ist,  etwas  verwischt  worden.  In  der  Tat  be- 
zieht Poisson^^)   die  Spannungsgleichungen   zunächst   auf  den  anfäno-- 


25)  Dies  gilt  nur  unter  der  Voraussetzung,  dass  keine  körperlichen  Dreh- 
momente, sowie  keine  durch  Oberflächenkräfte  hervorgerufene  Drehmomente 
vorhanden  sind.  Dass  letztere  existieren,  ist  nicht  anzunehmen,  dagegen  könnten 
erstere  durch  elektromagnetische  Kräfte  hervorgerufen  werden;  vgl.  daher  die  allge- 
meineren Ansätze  bei  W.  Voigt,  Gott.  Abh.  1887,  p.  1  und  Kompendium  der  theoret. 
Physik  1,  Leipzig  1895,  p.  223. 

26)  S.  D.  Poisson,  Memoire  sur  l'equilibre  et  le  mouvement  des  corps 
elastiques,  Paris  Mem.  de  l'Acad.  8  (1829),  p.  357  (vom  14.  April  1828)  und  Me- 
moire sur  les  equations  generales  de  l'equilibre  et  du  mouvement  des  corps 
solides  elastiques  et  des  fluides,  J.  ec.  polyt.  cah.  20  (1831),  p.  1  (vom  12.  Okt.  1829). 

27)  G.  Lame  und  E.  Clapeyron,  J.  f.  Math.  7  (1831),  p.  130  und  Paris 
Mem.  pres.  par  div.  sav.  4  (1833),  p.  465  (vom  29.  Sept.  1828). 

28)  G.  Lame,  Le9ons  sur  la  theorie  mathematique  de  l'elasticite  des  corps 
solides,  Paris   1852. 

29)  Poisson,  Paris  Mem.  de  TAcad.  8  (1829),  p.  387  und  J.  ec.  polyt.  2O 
(1831),  p.  54. 
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liehen  Zustand: 


(11') 


ex 

+ 

dy 

+ 

cX^ 
dz 

dx 

+ 

dy 

+ 

dz 

dx 

+ 

dy 

+ 

dZ^ 

'dz 

+  Q  i'=  0, 
+  pZ=0. 


Damit  werden  jetzt  die  Grössen  X^,  .  ■  .  Z,  (im  deformierten  Zustande) 
Spannungskomponenten,  bezogen  auf  die  Flächeneinheit  im  anfäng- 
lichen Zustande,  und  für  Flächen elemente,  die  im  anfänglichen  Zu- 
stande senkrecht  zu  den  Axen  ä',  y,  z  standen.  Obwohl  nun  Poisson 
die  Annahme  nur  kleiner  Deformationen  einfühi-t,  ergeben  sich  in 
seinen  Formeln  —  zunächst  für  den  isotropen  Fall  —  die  X^,  .  .  .  Z^ 
nicht  als  Spannungskomponenten  im  früheren  Sinne  für  die  im  augen- 
blicklichen Zustande  zu  den  Axen  x^,  y^,  z^  senkrecht  stehenden 
Ebenen,  womit  auch  ihre  Reduktion  auf  nur  6  verschiedene  Kompo- 
nenten nicht  erfolgt.  Dies  geschieht  erst  durch  Xullsetzen  einer 
Konstanten  Ä  (vgl.  Nr.  4b),  was  darauf  hinausläuft,  dass  Poisson 
zunächst  von  einem  vom  natürlichen  Zustand  verschiedenen  Gleich- 
gewichtszustand ausgeht,  in  dem  die  Anfangs  Spannung  ^q  =  k  vor- 
handen ist. 

Nach  einer  anderen  Seite  findet  sich  zuerst  bei  Poisson^)  eine 
Ergänzung  der  vorstehenden  Ableitung  der  Spannungsgleichungen. 
Er  zeigt,  dass  die  Spannungsgleichungen  zusammen  mit  den  aus 
Cauchy's  Drucktheorem  herzuleitenden  Oberflächenbedingungen 

X  =  Xx^  cos  a  -f-  X,j^  cos  ß  +  X^^  cos  y, 
(8')  Y  =  Xyj  cos  a  -\-  Yy^  cos  ß  -\-  Y,^  cos  y, 

Z  =  Xlj  cos  a  -f-  Y;^  cos  ß  -\~  Z-,  cos  y 
nicht  nur  notwendige,  sondern  auch  hinreichende  Bedingungen  für 
das  Gleichgewicht  eines  beliebigen  endlichen  Teiles  eines  elastischen 
Körpers  sind.  In  der  Tat  ergiebt  die  Multiplikation  der  Gleichungen 
(11)  mit  dem  Volumelement  dk  =^  di\dy^dz^  und  Anwendung  par- 
tieller Integration  den  für  das  Gleichgewicht  eines  Körpers  als 
Ganzes  notwendigen  Schwerpunkts-  und  Flächensats: 

ffl\Xdx,dy,dz,  -^ffxdS  =  0, 


30)  Poisson,  Paris  Mem.  de  l'Acad.  8  (1829),  p.  392.    In  gleicher  Weise  bei 
Lame,  ^lasticite,  p.  22 — 25. 
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und 


Darnach  ist  es  neuerdings,  zuerst  vielleicht  durch  G.  Kirchhoff  ^^) 
eingeführt,  ül)lich  geworden,  diese  Sätze  voranzustellen  und  aus  der 
Forderung  ihrer  Gültigkeit  für  jeden  beliebigen  Teil  des  Körpers 
umgekehrt  entweder  durch  direkte  Anwendung  auf  ein  kleines  Tetra- 
eder und  Prisma  die  Gleichungen  (8)  und  (11)  oder  unter  Heran- 
ziehung des  Caiickijschen  Drucktheorems  und  Benutzung  partieller 
Integration  (der  sog.  Greensehen  Transformation)  die  Spannungs- 
gleichungen abzuleitend^). 

Die  Bedeutung  der  Spannungsgleichungen,  die  Bedingungen  an- 
zugeben, unter  denen  sich  Massenkräfte  und  Oberflächenkräfte  an 
einem  starren  Körper  das  Gleichgewicht  halten,  hat  G.  Piola'^^)  in 
einer  Form  zum  Ausdruck  zu  bringen  versucht,  die  noch  der 
näheren  Nachprüfung  bedarf.  Er  geht  vom  deformierten  Körper  aus, 
der  unter  gewissen  Massenkräften  X,  Y,  Z  und  Oberflächenkräften 
X,  Y,  Z  als  starrer  Körper  im  Gleichgewicht  ist.  Indem  er  das 
Prinzip  der  virtuellen  Verrückungen  heranzieht  und  ausdrückt,  dass 
die  Verschieb imgen  ö^l,  dv,  dw  als  Funktionen  von  a;^,  y^,  z^  der 
Bedingung   unterworfen    sind,    dass    die  Variation    des    Quadrats    des 


31)  G.  KirchJioff,  Mechanik,  2.  Aufl.,  1877,  p.  llOf.  (Es  ist  in  der 
Elastizitätstheorie  oft  schwer  festzustellen,  von  wem  zuerst  ein  Theorem  in 
einer  bestimmten  Fassung  zuerst  gegeben  bezw.  bewiesen  ist.  Es  ist  hier 
G.  Lumfä  Beispiel  leider  gar  zu  oft  nachgeahmt  worden,  die  Quellen 
nur  unvollkommen  zu  zitieren.  Eine  Ausnahme  bildet  B.  de  St.-Venant,  der 
allen  seinen  Arbeiten  ausführliche  litterarische  Kachweise  zufügt.  übrigens 
meint  Lame  (Elasticite,  p.  25):  D'aiUeurs  la  plnpart  de  ces  idees  se  presentent 
si  naturellement,  qu'eUes  appaiiiennent  ä  tous.)  Im  übrigen  vgl.  z.  B.  W.  Voigt, 
Kompendium  der  theoretischen  Physik  1,  Leipzig  1895,  p.  221;  P.  Appell,  Traite 
de  mecanique  rationelle  ;^,  Paris  1903,  p.  119  und  A.  E.  H.  Love,  Treatise  on 
the  mathematical  theory  of  elasticitv,  2.  Aufl.,  Cambridge  1906,  p.  74  =  Lehr- 
buch der  Elastizität,  Leipzig  1907,  p.  99. 

32)  Bei  dieser  Ableitung  sind  dann  die  Betrachtungen  des  kleinen  Prismas 
und  Tetraeders  vermieden,  da  es  gelingt,  das  CaMC%'sche  Drucktheorem  aus 
der  Bedingung,  daß  dffX^dS, . .  .  identisch  verschwindet,  abzuleiten.  {C.  Cara- 
the'odory.) 

33)  G.  Piola,  Intomo  alle  equazioni  fondamentali  del  movimento  di  corpi 
qualsivogliono,  considerati  secondo  la  naturale  loro  forma  e  costituzione,  Modena 
Mem.  24,  parte  1  (1848)  p.  1  (vom  6.  Oct.  1845).  Vgl.  auch  P.  Duhem,  Hydro- 
dynamique,  Elasticite,  Acoustique,  Paris  1891,  p.  38. 
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gleich  Null  ist,  die  sich  durch  die  sechs  BediDgungen 

dSu  ^        dSv  ^,        dSw r.        oöic         cdv  ^ 

ausdrückt,  erhält  er  unter  Einführung  von  sechs  Lagrayiije' sehen 
Multiplikatoren : 

^x,,        ^y,J       ^.,'        ^y,^        ^z,,       ^x,, 

als  Ausdruck  des  Prinzips  der  virtuellen  Verrückungen 
(12)        +ffiXdu  +  Ydv  +  Zdw)dS 

Hieraus  folgen  dann  in  der  üblichen  Anwendung  partieller  Integration 
die  drei  Spannungsgleichungen  in  der  Form  (11)  und  die  drei  an  der 
Oberfläche  zu  erfüllenden  Bedingungen. 

Es  ist  hiernach  die  Aufstellung  der  Spannungsgleichungen  ein 
Kapitel  der  Mechanik  starrer  Körper,  sobald  man  dort  neben  Massen- 
kräften auch  Oberflächenkräfte  einführt.  In  herkömmlicher  Weise 
wird  es  aber  dort  nicht  behandelt  (vgl.  jedoch  IV  6,  Nr.  26,  P.  Stäekd), 
weil  die  aufgestellten  Spannungsgleichungen  nicht  ausreichen,  die 
Spannungskomponenten  wirklich  zu  bestimmen,  indem  das  Problem 
statisch  unbestimmt  bleibt.  Es  ist  hier  das  gleiche  Verhältnis  wie 
in  der  Statik  der  kinematisch  überbestimmten  Fachwerke  mit 
m  =  ?>n  —  6  +^  Stäben,  die  jj-fach  statisch  unbestimmt  sind.  Die 
Bestimmung  leistet  die  Elastizitätstheorie,  indem  sie  eine  Beziehung 
zwischen  den  Spannungskomponenten  imd  den  Deformationsgrössen 
(z.  B.  durch  das  Hooke'sche  Gesetz,  vgl.  Nr.  4)  einführt. 

Diese  vorläufige  Unbestimmtheit  der  Spannungen  hat  nun  im 
weiteren  Verlaufe  dazu  geführt,  die  Aufstellung  der  Spannungs- 
gleichungen immer  nur  als  einen  ersten  Schritt  zur  Gewinnung 
der  Grundgleichimgen  der  Elastizität  in  den  Verschiebungen  u,  v,  ic 
aufzufassen.  Man  kann  aber  ihre  Bedeutung  auch  selbständiger 
fassen,  indem  man  sich  die  Frage  vorlegt,  ob  es  nicht  mög- 
lich ist,  den  Spannungszustand  in  einem  elastischen  Körper  direkt 
zu   bestimmen   und   hinterher   erst   aus    den   zwischen   Spannung  und 
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Deformation  bestehenden  Relationen  die  Verschiebungen  zu  finden. 
Damit  wird  nicht  die  Aufstellung  der  Grundgleichungen,  sondern  ihre 
Integration  in  zwei  Schritte  zerlegt.  Diese  Ergänzung  der  Spannungs- 
gleichimgen  zu  einem  vollständigen  System  von  Gleichungen,  das  die 
Spannungen  in  einem  elastischen  Körper  vollkommen  bestimmt,  gelingt 
nun  in  der  Tat  durch  Berücksichtigung  der  für  die  Formänderungs- 
komponenten bestehenden  sogenannten  Kompaiihilitätshedingungen. 

Diese  Kompatibilitätsbedingungen  (vgl.  IV  14,  Nr.  18, 31.  Abraham) 
drücken  die  Bedingimgen  aus,  denen  die  sechs  Deformationskomponenten 
^x,  ^y'  ^.?  Pzxy  9zy,  9xy  ^^  Funktionen  von  x,  y,  z  zu  genügen  haben, 
damit  sich  drei  Verschiebungskomponenten  u{xyz),  v{xyz),  w{xyz) 
so  finden  lassen,  dass  bei  sogenannter  unendlich  kleiner  Deformation 

die  Gleichungen  (10) 

du  du  _>    cv 

^^~  d^'  •  ■  ■'  ^y'~  dy  ^  dx 

bestehen.     Diese  Bedingungen  erhalten  die  Form 

dy  dz         dz^     '     dy^ ' 


(13) 


^*«x  d  (       ^9y,     ,     C9,:c     ,     ^9. 


IX  \        dx      '      cy      '      dz  J 


dydz        dx\        dx      '      cy 

Sie  ergeben  nach  Einführung  einer  Annahme  über  die  Abhängig- 
keit der  Spannungen  von  den  Deformationsgrößen  sechs  parallele 
Gleichungen  für  die  Spannungskomponenten,  die  zusammen  mit  den 
drei  Spannungsgleicbungen  (11')  das  vollständige  System  für  die 
Spannungskomponenten  geben  (vgl.  IV  24,  Nr.  7  a,  0.  Tedone). 

G.  B.  Äiri/^^)  hat  die  vorläufige  Unbestimmtheit  der  Spannungs- 
komponenten noch  in  einer  anderen  Form  zum  Ausdruck  gebracht. 
Für  den  besonderen  Fall  des  ebenen  Problems  unter  Ausschluss  von 
Masseukräften  bemerkt  er,  daß  die  Spannungsgleichungen 

dx       dx^ 

dx     '     dy  ' 

ex     '     cy 

durch   Einführung  einer  zunächst  willkürlichen  Funktion   Xy  ^^^    so- 
genannten Spanmmgsfunltion,  durch  den  Ansatz 


34)  G.  B.  Airy,  Brit.  Ass.  Rep.  1862,  p.  82,  und  Lond.  Phil.  Trans.  153  (1863), 
p.  49.  Airy  hat  hier  die  aus  den  Kompatibilitätsbedingungen  hervorkommende 
Bedingungsgleichung  iüi  x  übersehen. 
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identisch  erfüllt  werden.  Für  ;;;  ergiebt  dann  die  Berücksichtigung 
der  Kompatibilitätsbedingung  eine  Differentialgleichung  4.  Ordnung 
AA;t  ==  0.  Für  das  räumliche  Problem  gab  J.  Cl.  3IaxivelP^)  den 
gleichen  Ansatz  unter  Benutzung  von  drei  Spannungsfunktionen  ^^) 

(     X    —  ^^^^  -L.  ^-       V  —  ^^1  -U  ^»       7  =  ^*  -U  ^^1 

^   M    -v-  ^ i^3     X  =  —  —  ^*-    r  =  —  ^'^i 

i        y  dxdy''        '  dzdx'       '  dydz' 

Die  Bestimmung  der  %  erfolgt  wieder  unter  Berücksichtigung  der 
Kompatibilitätsbedingungen''')  (vgl.  IV  24.  Xr.  7a,  Tedone). 

4,  Beziehungen  zwischen  den  Spannungen  und  Deformations- 
grössen. 

Bei  der  Aufstellung  dieser  Beziehungen,  die  den  zweiten 
Schritt  zur  Ableitung  von  Grund gleichun gen  in  den  Verschiebungen 
bedeuten  bezw,  die  notwendig  sind,  um  die  Spannungsgleichungen  zu 
einem  vollständigen  Gleichungssystem  zu  ergänzen  (vgl.  Nr.  3  b) 
scheiden  sich  streng  die  Auffassungen  über  den  kontinuierlichen  und 
molekularen  Aufbau  der  Materie.  Die  Vertreter  der  ersteren  Auf- 
fassung sind  genötigt,  besondere  Prinzipien  heranzubringen,  die  in 
letzter  Instanz  auf  eine  geeignete  Interpretation  oder  Verallgemeine- 
rung des  zuerst  von  i?.  HooJce^^)  aufgestellten  Gesetzes  der  linearen 
Abhängigkeit  von  Spannung  und  Fonnänderung  hinauslaufen.  Die 
Anhänger  der  molekularen  Theorie  dagegen  suchen  die  lineare  Ab- 
hängigkeit innerhalb  des  Bereiches,  für  den  die  abzuleitenden 
Gleichungen  überhaupt  Geltung  haben,  aus  dem  über  die  Molekular- 
wirkungen angenommenen  Gesetz  zu  beweisen.  Das  Prinzip  hier  ist 
in  der  Annahme  gegeben,  dass  die  W^irkungeu,  die  zwei  Punkte  auf- 
einander ausüben,  innerhalb  der  molekularen  Wirkungssphäre  stetige 
(analytische)  Funktionen  der  Entfernung  beider  Punkte  sind. 


35)  J.  Cl.  MaxweU,  Edinburgh  Roy.  Soc.  Trans.  26  (1870),  p.  27  =  Scientific 
papers  2,  p.  192. 

36)  Einen  anderen  Ansatz  gab  G.  3Iorera,  Roma  Accad.  dei  Lincei  Rend. 
(6)  1^  (1892),  p.  137,  der  auch  den  Fall  von  Massenkräften  berücksichtigt.  Im 
übrigen  Tgl.  hierzu  eine  Interpretation  der  Spannungsgleichungen  von  G.  Morera, 
Torino  Rend.  20  (1885),  p.  43. 

37)  Betreffs  Einführung  der  Spannungsfunktiouen  vgl.  auch  11'.  /.  Ibbetson, 
Mathematical  theory  ot  perfectly  elastic  solids,  London  1887,  p.  358. 

38)  B.  HookCy  Lectures  de  potentia  restitutiva  of  Springs,  explaining  the 
power  of  springing  bodies,  London  1678. 
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4  a.  Direkte  Annahme  des  Hooke'schen  Gesetzes.  Eontinuitäts- 
vorstellungen.  Das  i/bo^•e'sche  Gesetz  in  seiner  ursprünglichen  Form  ( IJt 
iensio  sie  vis),  zu  dessen  Aufstellung  7?.  Hoolic  durch  Versuche  an  Spiral- 
federn gelangte  und  das  unabhän<^ig  auch  von  E.  Mariotte^''' )  beim 
Studium  des  Problems  der  Balkenbiegung  gefunden,  in  der  Folgezeit 
wiederholt  durch  Drillungs-  und  Biegungsversuche  bestätigt  wurde, 
ist  einer  vielseitigen  Deutung  möglich,  je  nachdem  man  die  Bedeutung 
der  Worte  „tensio"  und  „vis"  nimmt.  Ursprünglich  wohl  nur  die  lineai-e 
Abhängigkeit  einer  Formänderung  (tensio)  und  der  Ursache  (vis)  fest- 
legend, so  dass  auch  das  auf  Jacob  Bernoulli^^)  zurückgehende  Gesetz 
von  der  Proportionalität  der  Krümmung  eines  gebogenen  Stabes  und 
dem  auftretenden  Biegungs-„Moment"  nur  eine  geeignete  Interpretation 
des  jfföoA^e'schen  Gesetzes  ist*^),  wurde  es  zuerst  von  Th.  Young^^) 
präzis  formuliert.  Für  den  speziellen  Fall  der  Dehnung  eines  Stabes 
fasst  er  das  Gesetz  dahin,  dass  es  die  Konstanz  des  Verhältnisses  der 
Zugbeanspruchung  des  Stabes  und  der  hervorgebrachten  Dehnung 
ausspricht, 

^.  =  E-e^, 

wo  nun  E  der  sogenannte  yozm^'sche  Elastizitätsmodul  ist.  Heran- 
gezogen zur  Aufstellung  der  Grundgleichungen  in  den  Verschiebungen 
auf  dem  Umwege  über  die  Spannungsgleichungen  wurde  das  Hooke- 
sche Gesetz  zuerst  wieder  von  A.  L.  Cauchy,  allerdings  nicht  explicit 
und  zunächst  auch  nicht  in  seiner  allgemeinsten  Ausgestaltung. 

Hierbei  ist  nun  die  Beschränkung  auf  sogenannte  unendlich 
kleine  Deformationen  wesentlich,  da  in  diesem  Falle  die  Spannungs- 
kompouenten  ebenso  wie  die  Deformationskomponenten  ohne  weiteres 
auf  den  anfänglichen  Zustand  des  Körpers  bezogen  werden  können. 
Cauchy  selbst  zwar  denkt  sich  immer  die  augenblicklichen  Ko- 
ordinaten als  unabhängige  Variable,  um  stets  aus  dem  deformierten 
auf  den  undeformierten  Zustand  schließen  zu  können.  Die  Voraus- 
setzung der  unendlich  kleinen  Deformation  aber  bedingt  es,  dass  man 
ebensowohl    diesen    deformierten    Zustand    als    neuen   Anfangszustand 


39)  E.  Mariotte,  Traite  du  mouvement  des  eaux,  Paris  1686. 

40)  Jac.  Bernoulli,  Acta  eruditorum,  Lipsiae  1691,  p.  282  =  Opera  omnia 
2,  Genf  1744,  Nr.  42,  und  die  Abhandlung:  Veritable  hypothese  de  la  resistance 
des   solides,  Paris  Mem.  de  l'Acad.  1705  =  Opera  omnia  2,    Genf  1744,  p.  976. 

41)  Man  kann  hier  auch  das  von  Mlle.  S.  Germam  bei  der  Ableitung  der 
Bewegungsgleichung  der  elastischen  Platte  benutzt«  Prinzip  heranziehen  (vgl. 
IV  25,  Nr.  14a,  0.  Tedone-A.  Timpe). 

42)  Th.  Yoimg,  A  course  of  lectures  on  natural  philosophy  and  the  mecha- 
nical  arts,  London  1807,  art.  13. 
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deuten  und  mit  den  gleichen  Verecliiebungen  auf  einen  neuen  defor- 
mierten Zustand  schliessen  und  daher  gleich  von  vornherein  jeweils  die 
Anfangskoordinaten  als  unabhängige  Veränderliche  wählen  kann. 

Im  speziellen  sind  nun  die  Überlegungen  zur  Aufstellung  der 
Beziehungen  zwischen  den  Spannungskomponenten  und  Deformations- 
grössen   folgende: 

Cauchy^^)  schliesst  für  isotrope  Körper  aus  der  symmetrischen  Ver- 
teilung der  Drucke  und  Dilatationen  um  die  Hauptdrucke  und  Haupt- 
dilatationen, dass  die  Hauptdruckaxen  mit  den  Hauptdilatationsaxen 
zusammenfallen,  wobei  es  dann  „natürlich"  sei,  anzunehmen,  dass  der 
Zusammenhang  der  entsprechenden  Drucke  und  Dilatationen  linear 
sei.  Damit  ergeben  sich,  wenn  die  auf  die  Hauptaxen  bezüglichen 
Grössen  jeweils  durch  einen  horizontalen  Strich  ausgezeichnet  werden, 
die  Beziehungen: 

und  für  beliebige  Axen: 

I  X.  =  ^e„     Y^=-ke^,     Z^  =  ke^, 

Später  modifizierte  er**)  diesen  Ansatz  dahin,  dass  er  annimmt, 
die  Hauptdrucke  setzten  sich  aus  zwei  Summanden  zusammen, 
von  denen  der  erste  der  jeweiligen  Hauptdilatation,  der  zweite  der 
kubischen  Dilatation  &  =  e^  -\-  e  -{-  e^  proportional  sei.  Damit  werden 
obige  Beziehungen 

Cauchy  bemerkt,  dass  man  den  Gleichungen  (16)  bezw.  (17)  noch 
willkürliche  Konstante  zufügen  könne,  wodurch  die  Spannungs- 
gleichungen sich  nicht  ändern,  so  dass  hier  der  Fall  sich  einfach 
addierender,  d,  h.  an  sich  unbeträchtlicher  Anfangsspannuugen  mit  um- 
fasst  ist. 

G.  G.  StoJ{es^^)   bringt    zwar    zunächst  molekulartheoretische   Be- 


43)  Cauchy,  Bull,  de  la  Soc.  philom.  1823,  ausgeführt  in  Exerc.  de  math. 
3  (1828),  p.  167  ft'. 

44)  Cauchy,  Exerc.  de  math.  3  (1828),  p.  178. 

45)  Den  gleichen  Ansatz  macht  G.  Kirchhoff,  Mechanik,  2.  Aufl.,  Leipzig 
1877,  p.  122.  Er  wählt  dort  die  Bezeichnungen:  2K  für  den  Koeffizienten  der 
linearen,  2Ä-Ö  für  den  Koeffizienten  der  kubischen  Dilatation. 

46)  G.  G.  Stokes,  On  the  theory  of  the  internal  frictiou  of  Huids  in  motion, 
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trachtungen  zur  Stütze  der  linearen  Abhängigkeit  der  Spannungen  und 
Deformationen  heran,  sagt  dann  aber,  dass  man  den  linearen  Ansatz 
auch  gleich  von  vornherein  in  der  Form: 

X,  =  Ce^  +  C"{e^  +  e,),  .  .  . 

postulieren  könne,  woraus  sich  sofort  die  Relationen  (17j  ergeben, 
die  Stokes  in  der  Form: 

schreibt.  Den  gleichen  Ansatz  macht  Fr.  Neumann^'^),  der  mit  anderer 
Bedeutung  der  Konstanten  Ä  und  B  setzt: 

X,  =  -iÄ-£)e,-B&, 

Z,  =  —  {Ä  —  B)e^  —  B0. 

J.  Cl.  Maxwell^^)  hat  die  zweite  CawcÄt/'sche  Annahme  etwas 
symmetrischer  gefasst,  indem  er  in  Verallgemeinerung  des  ÄooÄ'e'schen 
Gesetzes  als  „Resultate  der  Erfahrung"  die  beiden  Axiome  aufstellt: 
1)  die  Summe  der  Hauptspannungen  ist  proportional  der  Summe  der 
Hauptdilatationen,  2)  die  Differenz  zweier  Hauptspannungen  ist  pro- 
portional der  Differenz  der  entsprechenden  Hauptdilatationen: 

^x  +  ^,  +  ^.  =  3u0, 

^x  —  ^_y  =  '^(ßx—'^y\ 

^y  — ;^.  =  w^(ey  — ej, 

Für  anisotrope  Körper  hat  vielleicht  zuerst  S.  D.  Poisson^^)  den 
direkten  Ansatz  der  linearen  Abhängigkeit   der  Spannungen  und  De- 


(18) 


(19) 


and   of  the  equilibrium    and  motion   of  elastic  solids,  Cambr.  Phil.  Soc.  Trans. 
8  (1849),  p.  287  (vom  14.  Apr.  1845)  =  Math,  andphys.  papers  1,  Cambr.  1880,  p.  75. 

47)  Fr.  Neumann,  Theorie  der  Elastizität,  p.  53.  Hier  ergiebt  der  Vergleich 
mit  dem  Cau-chy'' sehen  Ansätze  A  —  B  =  k ,  B  =  K.  Neuerdings  hat  sich 
die  iame'sche  Bezeichnungsweise  (^vgl.  Lame,  Elasticite,  p.  50)  ziemlich  allgemein 
durchgesetzt:  wonach  Z;  =  2 ti  und  K=X  gesetzt  wird. 

48)  /.  a.  Maxioell,  Edinb.  Roy.   Soc.  Trans.  20  (1853),   p.  87  =  Scientific 

papers  1,  Cambr.  1890,  p.  30  (vom  18.  Febr   1850).     Aus  dem  Vergleich  der  Be- 

k-\-ZK 
Ziehungen  (17)  und  (19)  folgt,    dass  u  = ^ und   m  =  k  ist. 

49)  S.  B.  Poisson,  J.  ec.  polyt.  20  (1831),  p.  82  (vom  12.  Okt.  1829).  B.  de 
Saint-Venant  vermutet,  dass  Poisson  als  notwendige  Voraussetzungen  für  die 
Begründung  seines  Ansatzes  molekulartheoretische  Betrachtungen  ansieht. 
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formationsgrössen  gegeben.  Er  macht  den  Ansatz  speziell  so,  dass  er 
die  Spannungskomponenten,  für  die  er  die  Beziehungen  X^  =  Y^, 
Z  =  X  .  Y  =  Z  als  noch  nicht  bewiesen  annimmt,  als  lineare 
homogene  Funktionen  der  9  Grössen 

cu     du     du      cv      cv      cv ^    cw     dw     cw 
d~x'    Wy'    dz''    dx^    dy'    dz''    dx'    cy^    dz 

mit  81  Koeffizienten  ansetzt.  Die  Überlegung,  daß  eine  gemeinsame 
Rotation  aller  Elemente  keine  Spannungen  hervorruft,  reduziert  die 
die  Zahl  auf  9x6  =  54,  da  jetzt  in  den  Beziehungen  die  Kombi- 
nationen (j^^,  (j^^,  g,j^  der  obigen  9  Größen  auftreten;  die  Überlegung, 
dass  die  9  Spannungskomponenten  sich  aut  6  reduzieren,  ergiebt  als 
Zahl  der  Konstanten  6x6  =  36,  die  Poisson  als  im  allgemeinen  von- 
einander verschieden  ansieht.  In  ähnlicher  Weise  finden  sich  diese 
Beziehungen  zwischen  den  Spannungs-  und  Deformationsgrössen  auch  bei 
CaucJiy^^).  Er  geht  von  der  Tatsache  aus,  dass  die  Spannung  in 
einem  Punkte  eine  Funktion  der  dort  herrschenden  linearen  Dilatation 

/^i  ~^\  jg^^  (jjg  ggijjgt  wieder  als  Funktion  der  6  Deformationsgrössen 

^x'  ^yf  ^z':  9xt>  9yz>  9x!/  ei'scheiut.  Indem  er  nun  annimmt,  dass  diese 
unbekannte  Funktion  wegen  der  vorausgesetzten  Kleinheit  der  Defor- 
mation nach  Potenzen  der  Deformationsgrössen  entwickelt  werden 
könne,  erhält  er  unter  Beschränkung  auf  die  linearen  Glieder  die  ge- 
wünschten Relationen  mit  36  Koeffizienten. 

Dieselbe  Schlussweise,  aus  der  Kleinheit  der  Deformation  die 
Linearität  der  Abhängigkeit  von  Spannung  und  Deformation  zu  be- 
gründen, findet  sich  z.  B.  auch  bei  G.  Lame  und  A.  CJcbsch^^). 
Der  Auffassung  gegenüber,  dass  hiermit  ein  aprioristischer  Beueis 
des  Hooke'sch.en  Gesetzes  gegeben  sei,  hat  B.  de  Saint-Vaiant  zu 
wiederholten  Malen  darauf  hingewiesen,  dass  durch  mathematische 
Deduktion  nie  gezeigt  werden  kann,  dass  sich  die  Spannungen  in  den 
Formänderungen  durch  Potenzentwicklungen  ausdrücken  lassen,  die 
gerade  mit  dem  linearen  Gliede  beginnen,  und  dass  das  Gesetz  eine 
Annahme  sei,  die  durch  die  Erfahrung  geprüft  oder  durch  ein  näheres 
Eingehen  auf  die  molekulare  Konstitution  der  Körper  ihre  Begründung 
finden  müsse. 


60)  Cauchy,  Exerc.  de  math.  4  (1829),  p.  293. 

51)  G.  Lame,  Elasticite,  p.  36 ;  A.  Ckbsch,  Theorie  der  Elasticität  fester 
Körper,  Leipzig  1862,  p.  35  =:  p.  38  der  frz.  Ausgabe. 

52)  Jsavier,  De  la  resistance  des  corps  solides,  3.  ed.  par  B.  de  Saint-Ve)i(uit 
2,  Paris  1864,  Append.  5  und  A.  Clebsch,  Theorie  de  l'elasticite  des  corps 
solides,  trad.  par  B.  de  Saint- Venant  et  -.-1.  Haniant,  Paris  1883,  Note  zu  §  11. 
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Neuerdings  i.st  es  üblich  geworden,  die  ersterc  Alternative  zu 
wählen  und  die  Begründung  des  Proportionalitätsgesetzes  direkt  auf 
das  Experiment  zu  stützen,  bei  dem  es  bis  zu  gewissen  Grenzen  sich 
als  richtig  erwiesen  hat.  In  welchem  Umfange  dies  zutrifi't,  wird  in 
dem  Referate  von  L.  Prandtl  (IV  2S)  weiter  erörtert  werden.  Eins 
der  wichtigsten  Argumente  für  das  Proportionalitätsgesetz  hat  G.  G. 
StoJces^^)  durch  den  Hinweis  gegeben,  dass  sich  alle  festen  Körper  in 
den  Zustand  isochroner  Schwingungen  setzen  lassen.  Doch  vergleiche 
auch  hier  die  Kritik  von  B.  de  Saint -Vena  nt^). 

Auf  demselben  Prinzip  des  direkten  linearen  Ansatzes  beruhen 
auch  Cauchy^s^^)  Entwicklungen  der  Ausdrücke  für  die  Spannunge- 
komponenten in  einem  Körper,  der  heträcldlicJien  Anfangsspannungen 
unterworfen  ist.  Er  setzt  zunächst  die  0  Spannungskomponenten  als 
lineare  Funktionen  der  6  Deformationsgrössen  und  der  3  Komponenten 
der  „mittleren  Rotation" 

c^      /dw  dv\      n  .   (Su dw\      ^      /  dv du\ 

mit  6  X  9  -f-  6  ==  60  Koeffizienten  an.  Da  eine  gemeinsame  Trans- 
lation und  Rotation  aller  Elemente  keine  Spannung  hervoiTuft,  erfolgt 
die  Reduktion  der  6  Beziehungen  auf  folgende: 

r,«  =  b  +  2fr,  -  2hr^  +  Y^, 

Z/==r  +  2rtr,-2er^  +  Z,, 

r/  =  j>  -  (r  -  b)r,  -  f>v  +  tr^  +  r., 

mit  6  -]-  36  =  42  Koeffizienten,  da  die  Spannungen  X^,  .  .  .,  X^ 
6  homogene  Funktionen  der  6  Deformationsgrössen  sind^®).  Hier  haben 
die  6  Anfangsspamiungen  fl,  b,  t,  h,  t,  f  den  3  Spannungsgleichungen 
(11')  zu  genügen.  Caucliy  bemerkt,  dass  diese  Gleichungen  mit  anderen 
zusammenfallen,  die  er  früher  ausgehend  von  molekulartheoretischen 
Vorstellungen    (vgl,  Nr.  4  b)    gewonnen    habe,    wenn    man  bestimmte 


(20)  { 


53)  Cambr.  Phil.  Soc.  Trans.  8  (1849),  p.  311  =  Math,  and  phys.  papers  1, 
Cambridge  1880,  p.  75. 

54)  Navier,  De  la  resistance   des    corps    solides,    3.  ed.   2,  App.  5,    p.  720. 

55)  Exerc.  de  math.  4  (1829),  p.  303. 

56)  Es  ist  wesentlich,  zu  bemerken,  dass  die  Koeffizienten  der  X^ , .  . .  Z^ 
auch  von  den  Anfangsspannungen  abhängen.  Die  Form  ihrer  Abhängigkeit  kann 
der  direkte  Ansatz  nicht  seben. 
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Relationen  zweischen  den  6  -|-  36  Koeffizienten  zulässt,  wodurch  diese 
eich  auf  6  -|-  15  reduzieren. 

4  b.  Molekulartheoretische  Herleitung  des  Hooke'schen  Ge- 
setzes. Das  HooJce'BGhe  Gesetz  erhält  insofern  seine  Herleitung  bei 
Voranstellung  molekulartheoretischer  Auffassungen  über  die  Konsti- 
tution der  Materie,  als  mit  der  Annahme  des  Prinzipes  der  stetig  mit 
der  Entfernung  variierenden  Molekular  kraft  die  kleinen  Änderungen 
derselben  bei  einer  kleinen  Deformation  in  erster  Annäherung  durch 
lineare  Abhängigkeit  von  der  Entfemungsänderung  gegeben  sind  und 
damit  bei  geeigneter  Definition  der  Spannung  als  Molekulardruck 
diese  eine  lineare  Funktion  der  Deformationsgrössen  wird. 

Die  Definition  der  Spannung  als  Molekulardruck  rührt  von  S.  D. 
Poisson  her^'),  der  sofort  nach  Aufstellung  des  Begriffs  der  Spannung 
in  einem  Punkte  und  der  Spannungsgleichungen  durch  Cauchy  ver- 
suchte, diesen  neuen  Zweig  der  Mechanik  durch  Anknüpfung  an  die 
von  Laplace  übernommenen  Vorstellungen  über  die  Wirkungsweise 
der  Molekularkräfte  in  seiner  Weise  zu  einer  3Iecanique  ijliysique 
umzuwandeln.  Poisson  definiert  den  Druck  auf  eine  Fläche  folgender- 
massen:  Der  Druck  in  einem  Punkte  P  ist  die  Resultierende  aller 
Kräfte  Wirkungen  bezogen  auf  die  Flächeneinheit,  die  von  den  Mole- 
külen der  einen  Seite  der  durch  das  Flächenelement  AiS  gelegten 
Ebene  auf  alle  Moleküle  in  einem  über  dem  Flächen  dement  A»S 
nach  der  anderen  Seite  errichteten  geraden  Zylinder  ausgeübt  werden, 
d.  h.  es  wird  in  der  in  Nr.  2  gewählten  Bezeicbnunssweise 


(21) 


In  dieser  Form  ist  die  Definition  bald  von  Cauchy  bei  seinen  zahl- 
reichen Untersuchungen  über  Molekularphysik,  von  G.  Lame  und 
E.  Clapeyron  in  ihrer  gemeinsamen  Abhandlung  vom  Jahre  1828  und 
vielleicht  wieder  durch  G.  Lame's  Einfluss  in  die  allgemeine  Lehrbuch- 
litteratur  übernommen.  Auf  das  Unzureichende  dieser  Definition  haben 
J.  C.  M.  Duhamel  und  B.  de  Saint-Venant^'^)   hingewiesen,   indem  sie 

57)  Vgl.  S.  B.  Poisson,  Memoire  (vom  14.  April  1828)  sur  l'equilibre  et  le 
mouvement  des  corps  solides,  Paris  Mem.  de  l'Aead.  8  (^1S29\  p.  357,  dessen 
Einleitung  schon  vorher  in  Ann.   phys.  chim.  37  (^1828),  p.  337  gedruckt  wurde. 

58)  J.  C.  M.  Duhamel  iu  einer  unveröffentlichten  Note;  B.  de  Saiyit-Venant, 
L'Institut  12  (1844),  p.  12  oder  Paris  C.  R.  21  (1845),  p.  24,  der  hier  D«/i«»ie/ zitiert. 
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zeigen,  dass  bei  polyedrischer  Gestalt  des  Körpers  der  Druck  auf  die 
Oberfläche  nicht  einfach  die  Wirkung  der  außenliegeiiden  auf  die 
innenliegendeu  Moleküle  ist,  da  hierbei  gewisse  Molekularwirkungen 
doppelt,  andere  nicht  gezählt  werden.  B.  de  Saint -Venant  gibt  deshalb 
eine  andere  Definition  des  Molekulardrucks,  die  dann  auch  von 
Caachij^^)  angenommen  wurde,  wonach  der  Druck  in  einem  Punkte  P 
eines  Flächenelements  die  Resultierende  aller  Kräfte  ist,  deren  Wirkunsrs- 
linie  dieses  Flächenelement  schneiden.  Die  Resultierende  wird  im 
Punkte  P  gebildet,  damit  resultierende  Drehmomente  ausgeschlossen 
sind.  Diese  Resultierende  wird  ersetzt  durch  die  Resultierende  der 
Kraftwirkungen,  die  auf  die  Moleküle  m  auf  der  einen  Seite  des 
Flächenelements  AaS*  von  einer  in  dessen  Mittelpunkt  konzentrierten 
Masse  M  wirken,  wo  M  für  jedes  Molekül  m  gleich  der  Masse  eines 
Zylinders  (auf  der  entgegengesetzten  Seite  von  AyS)  mit  einer  Seiten- 
länge gleich  der  Entfernung  r  des  Moleküls  m  von  A>S  ist.  Der 
Druck  in  Richtung  6^  auf  die  Einheit  eines  Flächenelements  mit  der 
Normalen  n  wird  damit: 

(22)  p„s  =  (>  S  ?*'/'(*■)  cos  (r,  n)  ■  cos  (r,  s), 

(^  ist  die  Dichte  des  Zylinders).  Hier  ist  die  sechsfache  Summation  in 
den  Gleichungen  (21)  einer  dreifachen  gewichen,  die  wegen  Einführung 
des  Faktors  ^  über  alle  m  zu  beiden  Seiten  von  A*^  zu  erstrecken 
ist.  Diese  Formel  des  Druckes  kann  nun  allen  weitereu  Überlegungen 
der  Molekularmechanik  zu  Grunde  gelegt  werden,  da  sich  alle  aufzu- 
stellenden Sätze  über  die  Drucke  als  Folgerungen  aus  dieser  Formel 
ergeben '^*^). 

Poisson  wendet  im  Falle  der  Isotropie  in  seiner  ersten  Arbeit  ^^) 
die  Formel  (22),  für  deren  Herleitung  er  eine  etwas  andere  Anord- 
nung giebt,  nur  auf  den  deformierten  Zustand  an.  Hierbei  ist  aber 
seine  Darstellung  durch  den  schon  erwähnten  Umstand  (vgl.  Nr.  3  b) 
etwas  beeinträchtigt,  daß  er  die  Spannungskomponenten  für  Flächen- 


Schön  Poisson   war    gelegentlich    auf   das  Unzulängliche   seiner  Definition    auf- 
merksam geworden.     Vgl.  J.  ec.  polyt.  20  (1831),  art.  49 — 53. 

59)  Cauchy,  Paris  C.  R.  20  (1845),  p.  1765  und  -21  (1845),  p.  125. 

60)  Vgl.  B.  de  Saint-Venant  in  Navier,  De  la  resistance  des  corps  solides, 
2,  App.  3,  p.  565  (Anm.  zu  §  23)  und  in  Moigno,  Le9ons  de  mecanique  ana- 
lytique,    Statique,  Paris  1868,  p.  673—675. 

61)  Poisson,  Paris  Mem.  de  TAcad.  8  (1829).  Hier  hat  Poisson  rechter- 
hand  in  den  Gleichungen  (22)  das  negative  Zeichen,  das  er  später  in  das  posi- 
tive änderte.  Vgl.  auch  die  Wiedergabe  der  Poisson'achen  Darstellung  bei 
Fr.  Neumann,  Theorie  der  Elastizität,  p.  67  ff. 

Encyklop.  d.  math.  'Wissenscli.     IV  2,  ii.  3 
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elemente  berechnet,  die  im  anfänglichen  Zustande  senkrecht  zu  den 
Axen  stehen.  Sein  erstes  Resultat  sind  die  den  Formeln  ^21)  ent- 
sprechenden Gleichungen : 


(210 


wo  d  der  mittlere  Molekülabstand  im  anfänglichen  Zustand,  also 
~  =  Q  die  anfängliche  Dichte  ist  und  im  übrigen  die  Bezeichnungs- 
weise von  Nr.  2  b  gewählt  ist.  Die  Summation  ist  über  alle  m  ober- 
halb der  ic^-Ebene  zu  erstrecken.  Die  weitere  Behandlung  dieser 
Ausdrücke  ist  die  gleiche  wie  die  der  Gleichungen  (5)  in  Nr.  2  b,  nur 
führt  Poisson  Polarkoordinaten  ein,  um  die  Summationen  über  die 
Winkel  durch  Integrationen®^)  ersetzen  zu  können.  Er  erhält  so, 
indem  er  successive  das  Flächenelement  senkrecht  zu  den  drei  Axen 
X,  y,  z  annimmt,  für  die  Spannungskomponenten  die  Ausdrücke: 


(23) 


y  dx    '       \dx    '    dyj' 

'  dx     '       \dx    '    üz)^ 

C'y  \dy    '    oxj' 

^,=^(i+l-:)+*(r:+4;+lf)' 


Y.  =  - 


^  dz     *       \cz        ox/' 


wo 


z.= 


T^^f^'^ 


2«    ^  r*  d  /f(r)\ 
15  ^  ö'  dr\  r  ) 


62)  Poisson  hält  dies  für  erlaubt,  da  er  die  Annahme  macht,  dass  die  Zahl 
der  Moleküle  in  der  molekularen  Wirkungssphäre  so  gross  ist,  dass  die  unregel- 
mässige Wirkung  der  in  nächster  Nähe  liegenden  Moleküle  gegen  die  Wirkung 
der  femer  liegenden  nicht  in  Betracht  kommt.  In  seiner  zweiten  Abhandlung 
(J.  ec.  polyt.  20  [1831])  behält  er  diese  Annahme  bei,  ersetzt  aber  die  Summationen 
nach  den  Winkeln  nicht  durch  Integrationen. 
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Poisson  Terfolgt  nun  die  eigentliche  Bedeutung  der  Ausdrücke  (23) 
erst  in  seiner  zweiten  Arbeit '''^).  Er  zeigt  hier,  wie  sich  die  Spannungs- 
kompononten  für  Flächenelemente  berechnen,  die  auf  den  augenblick- 
lichen Koordinatenaxen  ^'1,^1,^1  senkrecht  stehen  und  auch  auf  die 
Einheit  dieses  Flächenelementes  bezogen  sind.     Er  findet  so: 

^1         \      ^   dx       dy       dz) 


(23') 


+"(4:+i;+l?)' 


mit  drei  weiteren  Gleichungen,  so  daß  sich  hier  tatsächlich  die  Span- 
nungskomponenten auf  sechs  reduzieren.  In  seiner  ersten  Abhandlung 
erhält  er  diese  Reduktion  nur,  indem  er  auf  den  natürlichen  Zustand 
zurückgreift,  für  den  aus  den  Spannungsgleichungen  Z"  =  0  folgt. 
Hiermit  verschliesst  er  sich  aber  die  Einsicht  in  die  Natur  der 
Grösse  Ä".®^)  Er  folgert  zunächst  nur,  daß  die  Bedingung  ^  =  0  die 
andere 

^r^fir)  =  0 

fordere,  d.  h.  die  Verteilung  der  Moleküle  im  natürlichen  Zustand 
derart  sein  muss,  dass  für  die  Molekularwirkung  obige  Bedingung 
erfüllt  ist.  Wieso  aber  dies  ein  möglicher  Gleichgewichtszustand  ist, 
zeigt  Poisson  indessen  nicht.  Zugleich  findet  er  hier  den  Stütz- 
punkt für  seine  Kritik  des  Navier^schen  Ansatzes;  indem  er  statt  der 
Summation  über  r  die  Integration  von  0  bis  00  einführt,  zeigt  sich, 
dass  die  Bedingung  ^  =  0  auch  ^  =  0  erfordert,  so  dass  danach  im 
deformierten  Zustande  ebenfalls  keine  Spannung  vorhanden  sei.  Poisson 
schliesst,  dass  daher  die  Integration  unerlaubt  sei,  wie  denn  überhaupt 
die  für  kontinuierliche  Auffassung  über  die  Konstitution  der  Materie 
ausgebildeten  Methoden  der  Mecanique  analytique,  insbesondere  die 
Variationsrechnung,  für  die  Betrachtungsweisen  der  Mecanique  physique 


63)  Erst  die  zweite  Arbeit  (J.  ec.  polyt.  20  [1831]),   in   der  unter  Vermei- 
dung der  Integration  für  die  Konstanten  Je  und  k  die  Werte 

abgeleitet  werden,  bringt  die  Erkenntnis,  dass  k  eine  Anfangsspannung  ist.  In 
der  Tat  fallen  die  Gleichungen  (23')  mit  den  früher  von  Cauchy  entwickelten 
(20')  zusammen  (vgl.  unten). 

3* 
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keine  Anwendung  finden   könnten.     Wie  Clausius  diese  Schwierigkeit 
löst,  wurde  schon  oben  in  Fussn.  8  erwähnt*^). 

Noch  ehe  Poisson  seine  Untersuchungen  über  die  Grund- 
gleichungen ^^)  ausführlich  publiziert  hatte ^^j,  beginnt  Cauchy  durch 
Einführung  der  Poissori' sehen  Definition  der  Spannung  als  Molekular- 
druck seine  früheren  Untersuchungen  zur  Molekularmechanik  in  einer 
übersichtlicheren  Form  darzustellen^'^).  Er  zeigt,  dass  wenn  q  die 
Dichte  im  Punkte  x,  y,  z  bedeutet,  die  früher  von  ihm  eingeführten 
Grössen  %^  ß,  C,  jO,  (£,  ^  nach  Multiplikation  mit  q  die  Spannungen 
im  Anfangszustand  werden.  In  der  Tat  werden  sie  mit  den  aus 
Formel  (22)  abzuleitenden  Spannungen  identisch.  Xach  erfolgter 
Deformation  werden  die  Spannungen 


^^=lS(^f-A^4  ^.=  ^. 


z.= 


für    die    eine    der    früheren    analoge    Entwicklung    die    entwickelten 
Gleichungen: 


X,=  ..(a(l  +  2|")  +  2^|-;  +  2<2f|) 


cx/    '  dy  dz. 

du    .     -r,  dv    ,     ^  dw    ,     TT  fdv    1    dw\     ,    tt  (div    ,    du\ 


+  ^(lf+r:)i 

nebst  den  entsprechenden  5  anderen  giebt''^).  Hier  ist  q^  die  Dichte 
im  funkte  x-^^,  y^,  ^j.  Diese  Gleichungen  werden  nach  Einsetzen  des 
Ausdrucks  für  q^ 

/.|        du        dv        dw\ 

^1  ^  \^  ~  d'i  ~dy~  dz)  ^ 


64)  Vgl.  hier  auch  B.  de  Saint- Venant  in  Navier,  De  la  resistance  des  corps 
solides  1,  p.  CLXIflF.  (Historique  abrege  des  recherches  sux  la  resistance  et  sur 
Ft^lasticite  des  corps  solides). 

66)  Fr.  Neumann  hat  die  Po^ssow'sche  Ableitung  auf  Krystalle  mit  drei  zu- 
einander senkrechten  elastischen  Symraetxieaxen  ausgedehnt;  die  Gleichungen, 
die  er  in  diesem  Falle  bekommt,  enthalten  6  Konstante.  Tgl.  Theorie  der  Ela- 
stizität, p.  75.  (Der  betreffende  Abschnitt  entstammt  einer  Vorlesung  vom 
W.  S.  1857/58.) 

66)  Er  hattte  nur  erst  einen  kurzen  Auszug  bekannt  gegeben  nach  einer 
Mitteilung  vor  der  Pariser  Akademie  vom  1.  Okt.  1827:  vgl.  Ann.  phvs.  chim. 
37  (1828). 

67)  Cauchy,  Exerc.  de  math.  3  (1828),  p.  213:  De  la  pression  ou  tension 
dans  un  systöme  de  points  materiels. 

68)  In  dieser  Form  in  Exerc.  de  math.  4  (1829),  p.  129:  Sur  les  equations 
ditl'^rentielles  d'equilibre  ou  de  mouvement  pour  un  sjstfeme  de  points  mattViels 
.sollicit<5s  par  de  forces  d'attraction  ou  de  repulsiou  mutuelle. 
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und  durch  Einführung  der  Bezeichnungen 

den  Gleichungen  (20)  analog: 

X/  =  fl(l  +  f  "-  f-  -  1^)  +  2f^"  +  2e|"  +  X,, 

^  \      ^    dx        dy        dz)    '          dy    *         dz    *       '' 


(20') 


x/=  r/  =  i.7  +  c ^+  f (i  _  ^)  +  ö|i  +  ii ?«  +  X . 

K     y  X  dz     '       dz    ^    ' \  czj    '        dx    '       cy    '        V 

Hierin  sind  jetzt  aber  die  Koeffizienten  der  Spannungskomponenten 
unabhängig  von  den  Anfangsspannuugen.  Ebenso  ist  die  Zahl  'der 
Konstanten  nur  6  -|-  15  =  21,  da  ausser  den  6  Konstanten  tt,  b, 
r,  H,  t,  f  in  den  linearen  Funktionen  X^,  •  Z^  der  Deformations- 
grössen  nur  15  Konstante  auftreten.  Ebenso  ergiebt  der  Vergleich 
die  Übereinstimmung  der  Cauchy' sehen  Formeln  (20')  mit  den  von 
Poisson  erhaltenen  (23').     In  der  Tat  werden  im  Falle  der  Isotropie 

ü  =  b  =  t         li=f  =  f=0, 
und   entsprechend    bleibt   in  den  Ausdrücken  für  X^,  .  ■  ■  Z,  nur  eine 
Konstante.     Der  Wert  der  Anspannungsspannung  berechnet  sich  leicht 
aus  {22^  zu 

Dieser  Ausdruck  stimmt  nun  wirklich  mit  dem  von  Poisson  für  sein  Je 
gegebenen  Werte  (vgl.  Fussn.  63)   überein,   wenn  man  bedenkt,   dass 

Q  =  js,  Poisson  aber  m  =  m^  =  1  setzt. 

Caucliy  betrachtet  als  spezielle  FäUe  wieder  den  FaU  dreier  Sym- 
metrieebenen, den  Fall,  dass  die  Symmetrie  für  alle  drei  Ebenen  die 
gleiche  ist,  und  den  Fall  der  Isotropie  mit  und  ohne  Anfangsspannung 
und  zeigt,  wie  durch  Einsetzen  der  so  gefundenen  Ausdrücke  in  die 
Spannungsgleichungen  die  schon  früher  von  ihm  erhaltenen  Grund- 
gleichungen in  den  Verschiebungen  hervorkommen^^). 

4c.  Die  ZaM  der  Konstanten  des Hooke'schen Gesetzes.  Der  direkte 
Ansatz  der  linearen  Abhängigkeit  der  Spannungen  und  Deformations- 
grössen  ergiebt  nach  dem  Vorstehenden  im  Falle  der  Isotropie  2  Kon- 
stante, im  Falle  der  Anisotropie  36  Konstante,  sofern  man  Anfangs- 
spannungen ausschliesst.  Die  Annahme  der  Existenz  des  elastischen 
Potentials    bedingt    die   weitere    Reduktion   der  Zahl   dieser   36   Kon- 

69)  Für  die  Cauchy'^ch.Qu  Untersuchungen  vgl.  auch  insbesondere  B.  de 
Saint -Venant  in  Navier,  De  la  resietance  des  corps  solides,  2,  App.  3  und  in 
Moigno ,  Le90ns  de  mecanique  analytique  redigees  principalement  d'apres  ](^6 
methodes  ^'Augiistin  Caucliy,  Paris  1868,  p.  616 — 723. 
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stanten   auf  21,   da  wie   in  Nr.  5  b    ausgeführt  wird,   die   Spannung.s- 
komponenten  als  Ableitungen   einer  homogenen   quadratischen  Funk- 

6  •  5 
tion  (p  der  Formänderungskomponenten  mit  36 —  =  21  Koeffi- 
zienten erscheinen.  Demgegenüber  ergiebt  die  molekulartheoretische  Her- 
leitunff  des  Hoolie'schen  Gesetzes  in  den  gleichen  Fällen  nur  eine  bezw. 
15  Konstante.  Man  hat  sich  gewöhnt,  danach  in  der  Elastizitätslehre  eine 
Multilwnstanten-  und  Barikonstantentheorie ''°)  zu  unterscheiden.  Die  meisten 
der  älteren  Autoren  (Navier,  Cauchy,  Poiason,  Lame  und  Clajxj/ron  in 
ihren  früheren  Abhandlungen)  sind  Anhänger  der  Rarikonstanteutheorie. 
Erst  unter  dem  Einfluss  der  englischen  Schule,  die  den  Begriff  des 
elastischen  Potentials  in  den  Vordergrund  rückte  (G.  Green,  G.  G.  Stokes, 
W.  Thomson),  entschied  man  sich  später  für  die  Multikonstantentheorie, 
deren  Vorrang  endgültig  gesichert  erscheint,  nachdem  sich  gezeigt 
hat,  dass  die  6  Relationen  unter  den  21  Koeffizienten,  die  diese  auf 
15  reduzieren,  durch  das  Experiment  nicht  bestätigt  worden  sind"^). 
Die  Nichtbestätigung  dieser  sogenannten  sechs  Ca«c%'schen  Relationen 
hat  B.  de  Saint -Venant  nicht  mehr  erlebt,  der  stets  der  konsequenteste 
Vertreter  der  Rarikonstanteutheorie  geblieben  ist  und  zu  wiederholten 
Malen  in  längeren  Darlegungen  auf  die  Notwendigkeit  ihrer  Annahme 


70)  Die  Benennung  rührt  her  von  K.  Pearson;  vgl.  Is.  Todhunter  und 
K.  Pearson,  A  history  of  the  theory  of  elasticity  1,  Cambridge  1886,  p.  406. 

71)  Vgl.  W.  Voigt,  Ann.  Phys.  Chem.  31  (1887),  p.  701;  34  (1888),  p.  981; 
35  (1888),  p.  642;  38  (1889),  p.  573.  Die  von  den  Anhängern  der  Multikonstanten- 
theorie vorgebrachten  Argumente  waren  lange  keineswegs  stichhaltig,  wie  be- 
sonders von  JB.  de  St.- Venant  (vgl.  Fussn.  72)  mehrfach  dargelegt  wurde.  Die 
Berufung  auf  Experimente  mit  Körpern  wie  Kork,  Gummi,  Gallerte  war  hin- 
fällig, weil  derartige  (poröse  oder  mit  Flüssigkeit  durchtränkte)  Vegetabilien 
aus  der  rein  elastizitätstheoretischen  Behandlung  (vgl.  Nr.  1)  natürlich  aus- 
scheiden mussten.  Ebenso  war  der  von  G.  G.  Stokes,  Cambr.  Phil.  Soc.  Trans.  8 
(1849),  p.  287  und  von  J.  Cl.  Maxwell,  Edinburgh  Roy.  Trans.  20  (1856),  p.  87 
vorgebrachte  Hinweis  auf  die  Kontinuität  zwischen  den  festen,  plastischen, 
zähflüssigen  und  flüssigen  Köi-pern,  aus  denen  ein  entsprechender  stetiger 
Übergang  in  dem  Verhältnis  der  Konstanten  der  Gestalt  und  Volumelastizität 
folge,  nicht  zwingend,  da  es  sich  bei  plastischen  Körpern  vorwiegend  um 
dauernde  Formänderungen  handelt  und  diese  in  dem  mathematischen  Ansatz 
gar  nicht  einbezogen  werden.  Die  G.  Wertheinischen  Experimente  mit  Glas- 
und  Messingstäben  und  -schalen  endlich  sind  nicht  entscheidend,  da  sich  für 
derartige  durch  das  Fabrikationsverfahren  (d.  li.  durch  dauernde  Formände- 
rung) aeolotrop  gewordene  Körper  sowohl  unter  Zugrundelegung  der  Multi- 
konstanten- wie  der  Rarikonstanteutheorie  zwei  Elastizitätskonstanten  ergeben; 
vgl.  B.  de  St. -Venant,  J.  de  math.  8  (18G3\  p.  -267;  13  (.1808),  p.  242;  /.  Bous- 
sincsq,  J.  de  math.  13  (1868),  p.  209  und  W.  Thomson,  Edinburgh  Roy.  See. 
Proc.  16  (1890),  p.  693. 
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hingewiesen  hat^-).  Sein  tiel'geheudster  Arj^unientationsgrund  ist  immer 
die  in  sich  befriedigende  Erklärung,  die  das  HooJcesche  Gesetz  erst 
durch  die  Annahme  der  molekularen  Auffassung  von  der  Konstitution 
der  Materie  erhält.  Zwar  deutet  er  schon  gelegentlich^")  auf  eine 
Erweiterung  der  molekularen  Annahme  hin,  die  vielleicht  für  Krystalle 
anzunehmen  nötig  sei  und  die  nicht  auf  die  Notwendigkeit  der  sechs 
Cauchy'Bchen  Relationen  führe. 

Damit  wird  eine  Betrachtungsweise  für  Krystalle  in  den  Vorder- 
grund gerückt,  die  schon  von  Poisson'^^)  in  seiner  Abhandlung  von 
1829  gestreift  und  dann  in  seiner  letzten  Abhandlung  vom  Jahre 
1839  weiter  ausgeführt  wurde,  die  Molekulartheorie  nach  der  Rich- 
tung zu  erweitern,  dass  statt  der  „materiellen  Punkte"  „starre  Körper 
von  polyedrischer  Gestalt"  als  Moleküle  eingeführt  werden,  die  nun 
nicht  nur  mit  einer  Zentralkraft  f{r),  sondern  auch  mit  einem  Kräfte- 
paar aufeinander  wirken,  so  dass  neben  der  Entfernungsänderung  der 
Moleküle  auch  noch  die  Änderung  in  ihrer  gegenseitigen  Orientiening 
für  die  Erklärung  der  elastischen  Eigenschaften  der  Körper  in  Be- 
tracht kommt  ^^).  Dieser  Gedankengang  ist  dann  von  W.  Voigf^^)  wieder 


72)  Vgl.  z.  B.  Paris  C.  R.  53  (1861),  p.  1107  und  insbesondere  den  App.  .5 
der  Navier'schen  Vorlesungen,  sowie  die  Anm.  zu  §  16  der  Übersetzung  von 
Clebsch,  Elastizität.    (Vgl.  auch  Fußnote  71.) 

73)  B.  de  Saint -Vena  nt  in  Navier,  De  la  resistance  des  corps  solides  2,  App.  5, 
p.  689—706,  wo  er  den  Cauchif  sehen  Gedanken  [vgl.  Paris  C.  R.  32  (;i851),  p.  3'23] 
näher  verfolgt,  dass  die  Koeffizienten  des  ifooA-e'schen  Gesetzes  periodische  Funk- 
tionen werden,  die  von  Molekülgruppe  zu  Molekülgruppe  wegen  der  sich  wieder- 
holenden gleichen  Anordnung  der  das  Molekül  konstituierenden  Atome  den 
gleichen  Wert  annehmen.  Er  glaubt  aber,  dass  dieser  Einfluss  stets  so  gering 
sei,  dass  man  ihn  vernachlässigen  dürfe.  Ausserdem  ist  damit  nur  die  Nichtzu- 
lässigkeit  der  Relationen  im  Falle  der  Äolotropie  bewiesen,  im  Falle  der  Isotropie 
würde  immer  noch  eine  Konstante  bleiben.  Vgl.  auch  die  Note  zu  §  16  der 
Übersetzung  von  Clebsch,  Elastizität. 

74)  S.  D.  Poisson,  J.  ec.  polyt.  20  (1831),  p.  8  und  Memoire  sur  l'equilibre  et 
le  mouvement  des  corps  cristallises  (vom  28.  Okt.  1839)^  Paris,  Mem.  de  1'  Acad. 
18  (1842),  p.  3  ff .  (unvollendet).  Poisson's  Auffassung  ist  genauer  die,  dass  die 
Moleküle  der  festen  Körper  überhaupt  polyedxische  Gestalt  haben,  nur  sei  im 
isotropen  Körper  ihre  Lagerung  so  regellos,  dass  man  bei  Berechnung  der  Span- 
nungskomponenten etwa  resultierende  Drehmomente  vernachlässigen  und  daher 
die  Moleküle  gleich  von  vornherein  kugelförmig  annehmen  könne. 

75)  Poisson  selbst  erhält  indessen  auch  bei  dieser  allgemeineren  Voraus- 
setzung nur  15  Konstante  für  den  anisotropen  Körper;  er  führt  aber  über  die 
Abhängigkeit  der  Kräfte  von  den  Richtungen  Annahmen  ein,  die  darauf  hinaus- 
kommen, dass  der  Krystall  eine  Symmetrie  nach  drei  zu  einander  rechtwinkligen 
Ebenen  hat,  und  wo  in  der  Tat  die  21  Konstanten  sich  auf  15  reduzieren 
müssen. 
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aufgenommen  worden.  Er  zeigt,  dass  in  der  Tat  unter  Annahme 
solcher  mit  „Polarität  begabter  Moleküle"  für  den  Fall  der  Anisotropie 
sich  21  Konstante  ergeben,  die  nun  eine  weitere  Reduktion  nicht  ge- 
statten. Bei  isotropen  Körpern  führt  dagegen  auch  die  Annahme  der 
mit  Polarität  begabten  Moleküle  nur  auf  eine  Konstante.  Hier  aber 
gelingt  W.  Voigt  die  gewünschte  Verallgemeinerung  mit  Hilfe  des 
Begriffs  der  „Quasi-Isotropie"'^'^)  auf  Grund  einer  Vorstellungsweise, 
deren  Ansätze  schon  von  B.  de  St.-Venanf^^)  bei  der  Behandlung  der 
durch  dauernde  Formänderung  anisotrop  gewordenen  „amorphen"  = 
quasi-isotropen  Medien  entwickelt  wurden.  Wie  die  Erfahrung  zeigt, 
ist  eine  grosse  Zahl  sogenannter  isotroper  Körper  aus  kleinen  Krystall- 
individuen  zusammengesetzt,  die  in  allen  möglichen  Lagen  gegenein- 
ander orientiert  sind.  In  solchen  „quasi-isotropen"  Körpern  muss 
die  auf  ein  Flächenelement  wirkende  Spannung  durch  den  Mittelwert 
aller  Spannungen  gegeben  sein,  die  beim  regelmässigen  Krystall  aus 
derselben  Substanz  bei  allen  möglichen  Lagen  des  Flächenelements 
auf  dieses  wirken.  Aus  dieser  Vorstellung  leitet  Voif/t  unter  Benutzung 
der  Poissofi' sehen  Definition  der  Spannung,  die  er  auch  bei  seinen 
früheren  Untersuchungen  zu  Grunde  legt,  die  aus  den  Molekular- 
kräften resultierenden  Spannungen  als  lineare  Funktionen  der  Form- 
änderungskomponenten mit  2  unabhängigen  Konstanten  ab.  Die  aus 
dieser  Theorie  folgenden  Beziehungen  zwischen  den  Elastizitätskon- 
stanten eines  Krystalls  und  der  entsprechenden  quasi-isotropen  Substanz 
sind  durch  die  Beobachtung  in  verschiedenen  Fällen  gut  bestätigt 
worden.  In  anderen  Fällen,  wo  von  krystallinischer  Struktur  nicht 
die  Rede  sein  kann  (wie  jedenfalls  bei  Flüssigkeiten  und  Gasen)  findet 
Voigf^)  die  zweite  Konstante  als  Ausdruck  einer  gewissen  ,,Fluidität" 
des  elastischen  Mediums,  die  es  bedingt,  dass  die  (für  molekular  auf- 
gebaute Medien  nur  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Verschiebungen 
von  Molekül  zu  Molekül  sich  nur  wenig  ändern,  geltenden)  Relationen 

j.  du  f.        ,    du  .        ,    du  j. 

Au  =  TT-  Ax  +  ö-  Ay  -4-  ^-  Az, 
ex  '    cy     ^    '    cz 

.  dv   .       ,    cv   .       t    dv   . 

A  y  =  ^—  Ax  4-  7^  A  V  +  ^^  Az, 

dx  '    cy      '     '    C2        ' 

»  div  .        1    d^v  .        .    dw  f. 

Aw  =  7^  Ax  4-  7^  Ay  -\-  -^  Az 

dx  '    cy      -^    '     dz 

durch  die  anderen 


76)  W.  Voigt,    Theoretische    Studien    über    die  Elastizitätsverhältnisse    der 
Krystalle,  Gott.  Abh.  34  (1887),  p.  1. 

77)  W.  Voigt,  Ann.  Phys.  Chem.  (3)  38  (1889),  p.  573. 

78)  W.Voigt,  Ann.  Phys.  Chem.  (4)  4  (1901),  p.  187. 
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zu   ersetzen  sind,    wo  die  ^j,  ...  ^(,  nicht  näher  bekannte  Funktionen 
von  Ax,  Aij,  Az  sind. 

In  anderer  Weise  hat  Lord  Kelvin  die  Molekularhypothese  ergänzt, 
damit  sie  fähig  wird,  für  den  anisotropen  Fall  21  Konstante  zu  ergeben. 
Er  erweiterte  die  Hypothese  der  punktförmigen  Moleküle  dahin,  dass 
er  zwei  Punktsysteme  nimmt,  die  mit  Zentralkrüften  aufeinander 
wirken,  aber  wo  die  Wirkung  der  Punkte  des  ersten  bezw.  zweiten 
Systems  untereinander,  sowie  die  der  Punkte  des  ersten  und  zweiten 
Systems  aufeinander  jeweils  verschieden  sind^^).  Um  eine  leichtere 
Ausdrucksweise  zu  ermöglichen,  nennt  Lord  Kelvin  das  erste  System 
das  der  „roten",  das  zweite  das  der  „blauen"  Punkte.  Er  wählt  ferner 
die  Punkte  beider  Systeme  je  als  Punkte  zweier  gegeneinander  ver- 
schobener einfacher  räumlicher  Punktgitter,  d.  h.  je  als  Schnittpunkte 
dreier  sich  schneidender  Scharen  äquidistanter  Parallelen.  Die  Zahl 
der  einem  solchen  Doppelsystem  eigentümlichen  elastischen  Konstanten 
stellt  er  dann  in  folgender  Weise  fest:  Er  konstruiert  zunächst  das 
Modell  eines  inJcompressihlen  Körpers,  indem  er  jeden  blauen  Punkt 
an  die  Ecken  eines  roten  Tetraeders,  in  dessen  Innern  er  liegt, 
durch  vier  starre  Stäbe  anschliesst  und  nun  die  Gestalt  des  Ganzen 
so  lange  ändert,  bis  das  Volumen  des  Elementartetraeders  zum  Maximum 
wird.  (Dies  tritt  ein,  wenn  jeder  Stab  auf  der  gegenüberliegenden 
Seitenfläche  des  Tetraeders  senki-echt  steht.)  Für  ein  aus  solchen 
speziellen  Tetraedern  aufgebautes  Modell  ergeben  sich  15  Elastizitäts- 
konstanten (vgl.  Nr.  5  a).  Legt  man  nun  statt  des  speziellen  (nur  vier 
willkürliche  Bestimmungsstücke)  enthaltenden  Elementartetraeders  ein 
beliebiges  Tetraeder  zu  Grunde  und  ersetzt  die  vier  starren  Stäbe, 
durch  die  der  blaue  Punkt  angeschlossen  wui-de,  durch  elastische,  so 
gewinnt  man  2  -f-  4  ^  6  weitere  willkürliche  Konstanten.  Dem  durch 
ein  solches  Modell  repräsentierten  verallgemeinerten  Punktgitter  sind 
also  insgesamt  21  Elastizitätskonstanten  eigentümlich. 


79)  W.  Thomson,  Edinburgh  Roy.  Soc.  Proc.  16  (1890),  p.  693;  London 
Roy.  Soc.  Proc.  54  B  (1893),  p.  59;  Baltimore  lectures,  2.  ed.  London  1904,  p.  643. 
Solche  Punktsysteme  wurden  auch  schon  von  Cancliy  in  einigen  seiner  zahl- 
reichen Abhandlungen  zur  Molekularmechanik,  die  er  seit  1830  bis  1857  fort- 
gesetzt publizierte,  betrachtet  (vgl.  z.  B.  Paris  C.  R.  16  (1843),  pag.  299,  954, 
1035).  Es  steht  hier  aber  bei  Cauchy  allemal  das  Interesse  der  Elastizitäts- 
theorie zurück,  indem  es  sich  bei  ihm  wesentlich  um  die  Erklärung  optischer 
Phänomene  handelt.  Er  muss  daher  an  dieser^  Stelle  hierfür  auf  Bd.  V  21 
(Altere  Optik  von  A.   Wangerin)  verwiesen  werden. 
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5.  Die  Einfülirung  des  elastischen  Potentials. 

Als  dritter  Ausgangspunkt  für  die  Aufstellung  der  Grund- 
gleichungen  bleibt  die  Annahme  einer  sTiolaren  Grösse  für  jeden  Punkt 
ccyz  des  Inneren  der  Körper,  durch  die  der  Deformationszustand  des 
Körpers  vollkommen  festgelegt  ist.  Durch  die  Einführung  dieser 
als  elastisches  Potential  bezeichneten  Grösse  wird  die  Ableitung 
der  Gleichungen  auf  die  allgemeinen  Prinzipien  der  Lagramje- 
schen  Mechanik  gestützt,  indem  das  Prinzip  der  virtuellen  Ver- 
rückungen, für  die  Bewegung  kombiniert  mit  dem  d^Alemberfsoh&Ta. 
Prinzip,  und  eventuell  in  die  Form  des  Hamilton^ sehen  Prinzips  um- 
gesetzt, die  Grundlage  der  weiteren  analytischen  Entwicklung  wird. 
Dabei  ist  es  für  die  Begründung  des  Ansatzes  des  elastischen  Potentials 
als  Funktion  der  Deformationsgrössen  nicht  gleichgültig,  welche  Yor- 
aussetzuno-en  über  die  Konstitution  der  Materie  bzw.  über  die  Wirkung-s- 
weise  der  Molekularkräfte  gemacht  werden.  Insoweit  wird  man  aber 
immer  noch  im  eigentlichen  Gebiet  der  Mechanik  bleiben,  während 
die  Frage  nach  der  Existenz  des  elastischen  Potentials  .nur  unter 
Heranziehung  der  beiden  Hauptsätze  der  Wärmetheorie  ihre  Erledi- 
gung findet. 

5  a.  Molekulartheoretisehe  Begründung  des  elastischen  Poten- 
tials. Diesen  Weg  ist  zuerst  wieder  Navier^^)  gegangen,  der  zu  ihm 
geführt  wurde,  weil  er  bei  der  Wahl  des  Kraft  begriifs  als  Ausgangs- 
punkts für  die  Aufstellung  der  Grundgleichungen  (Nr.  2  a)  die  Ober- 
flächenbedingungen nicht  erhielt,  die  sich  aber  sofort  unter  Benutzung 
des  Prinzips  der  virtuellen  Verrückungen  ergeben.  Nach  diesem  Prinzip 
verschwindet  (im  Falle  des  Gleichgewichts)  die  Summe  der  bei  einer 
virtuellen  Verschiebung  du,  Öv,  Öiv  geleisteten  Arbeit  der  inneren 
und  äusseren  Kräfte.     Indem  Kavier  seinen  Ausdruck 

(f\  —  r)F{r) 

für   die    innere  Kraft   zu   Grunde    legt,    wird    die  innere   Arbeit   (das 
Moment  der  Kraft  im  Sinne  Lagrange'a) 

-  (r,  -  r)Fir)d{r,  -  r)  =  -  ^F(r)d(r,  -  r)' 

und  damit  der  Ausdruck  für  das  Prinzip  der  virtuellen  Verschiebungen: 


80)  Kavier,  Paris  Mem.  de  l'Acad.  7  (1827),  p.  375.  Vorher  schon  in 
Paris  Soc.  philom.  Bull.  1823,  p.  177  publiziert.  Vgl.  auch  die  Exposition  von 
Navier's  Ableitung  bei  B.  de^t.-Voiant  in  Narier,  De  la  resistance  des  corps 
solides  -',  App.  compl.  p.  796. 
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fffQ(Xdu-\-Ydv-\-Zdtv)dxdyd2-^jJ'(Xdü  +  Ydv-j-Zdw)dS 
(^4)  _  pyi F(r)d{r,  —  rfdxdydz. 

Hier  ist  nun  der  Ausdruck  für  [r^  —  r)  als  Funktion  der  Defor- 
iriationsgrössen  einzuführen.  Navier  erhält  unter  Benutzung  von 
Polarkoordinaten  und  Umsetzung  der  Summation  über  die  molekulare 
Wirkungssphäre  für  das  ^.Moment  der  Kraft"  im   Punkte  xyz 

iF{r)dir,  -  rf  =  £(^{3^/  +  9%.  +  26„e,  -{-  g\,^  +  2e^e^  -f-  3e/ 

wo  £  den  in  Nr.  2  a  gegebenen  Wert  hat.  Der  in  der  geschweiften 
Klammer  stehende  Ausdruck  in  den  DeformationsgTössen  ist  gleich 
2(p,  wenn  cp  das  elastische  Potential  der  Yolumeinheit  bezeichnete^). 
Durch  Umformung  des  auf  der  linken  Seite  von  Gleichimg  (24) 
stehenden  Volumintegrals  in  die  Summe  je  dreier  Raumintegrale  und 
Oberflächenintegrale  ergeben  sich  sofort  die  3  Hauptgleichungen  und 
die  3  Oberflächenbedingungen  für  den  isotropen  Körper  in  der  alten 
Form  (3)  und  (4),  wenn  man  die  jeweils  rechts  und  links  der  Gl.  (24) 
mit  den  Faktoren  8n,  dv,  dw,  Öü,  dv,  dw  multiplizierten  Aus- 
drücke einander  gleichsetzt^^). 

Die  Gleichungen  für  den  anisotropen  Körper  hat  unter  Benutzung  des 
elastischen  Potentials  zuerst  S.  Haughton^^)  abgeleitet.  Sein  Ausgangs- 
punkt ist  ebenfalls  das  Prinzip  der  virtuellen  Verrückungen,  und  die 
Annahme  eines  aus  punktförmigen  Molekülen  aufgebauten  elastischen 
Körpers,  die  mit  Zentralkräften  aufeinander  wirken.  Als  Ausdruck 
für    die    innere  Kraft    zwischen    zwei  Molekülen    aber    wählt    er    eine 


81)  Navier  hat  irrtümlich  den  Faktor     -  statt  a. 

82)  Auf  anisotrope  Körper  findet  sich  der  Navier' acae  Ansatz  von  Saint- 
Venant  ausgedehnt,  der  aber  die  Integrationen  über  die  molekulare  Wirkungs- 
sphäre vermeidet  (siehe  Fußn.  80).  Vgl.  auch  A.  Castigliano,  Theorie  de  l'equi- 
libre  des  systemes  elastiques,  Turin  1879,  p.  59. 

83)  S.  Eaughton,  Cambr.  and  Dubl.  Math.  Joum.  1  (1846),  p.  173  und  Dubl. 
Irish  Acad.  Trans.  21  (1848),  p.  151  (vom  25.  Mai  1846).  Seine  Entwdcklungen 
umfassen  auch  das  Gleichgevsacht  von  Flüssigkeiten.  Haughton  benutzt  hier 
statt  der  Summationen  Integrationen  über  die  Molekularsphäi-e.  Solche  vermeidet 
Lord  Kelvin,  Lond.  Roy.  Soc.  Proc.  54  B  (1893),  p.  59  =  Baltimore  lectures,  2.  ed., 
1904,  p.  643,  indem  er  wie  Cauclnj  bei  seinen  Untersuchungen  (vgl.  Nr.  2b)  eine 
symmetrische  Verteilung  der  Moleküle  annimmt.  Für  die  Ca«c/i;j/'8chen  Formeln 
hat  G.  G.  Stokes,  Report  on  double  refraction,  Brit.  Ass.  Rep.  1862,  p.  253  =  Math, 
and  phys.  papers  4,  Cambridge  1904,  p.  197  den  Ausdruck  des  Potentials  cp 
aufgestellt. 
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Funktion,  die  ausser  von  der  ursprünglichen  Entfernung  und  ihrer 
Richtung  neben  der  Entfernungsänderung  auch  von  der  Richtungs- 
änderung abhängt.  Er  entwickelt  dann  aber  nur  nach  Potenzen  von 
(^1  —  r)  und  setzt  daher: 

f(r,)-=f{r)-\-2f'ir)(r,-r)  +  .... 
Damit  wird  die  virtuelle  Arbeit  der  inneren  Kräfte 

f{r,)d{r,  —  r)  =  f{r)d{r,  -  r)  +  f'{r)d{r,  -  rf. 

Indem  HaugMon  aber  Anfangsspannungen  nicht  berücksichtigt ***), 
lässt  er  das  Glied  f{r)d  {r^  —  r)  fort,  so  dass  seine  weiteren  Ent- 
wicklungen analytisch  mit  denen  von  Navier  übereinstimmen.  Da  er 
Anisotropie  voraussetzt,  erhält  er  die  virtuelle  Arbeit  gleich  der 
Variation  einer  quadratischen  Funktion  der  Deformationsgrössen  mit 
15  verschiedenen  Koeffizienten. 

Eine  Erweiterung  der  molekulartheoretischen  Begi-ündung  des 
elastischen  Potentials  giebt  J.  H.  Jellett,  indem  er  die  Annahme  dis- 
kutiert, dass  die  Wirkung  zweier  Moleküle  aufeinander  auch  von  der 
Wirkung  der  umliegenden  Moleküle  abhängig  ist  (modified  action). 
Unter  Ausserachtlassung  von  Anfangsspaunungen,  wodurch  im  Poten- 
tial das  lineare  Glied  gleich  Null  wird,  erhält  er  durch  diesen  Ansatz 
die  Grundgleichungen  mit  36  Konstanten,  die  sich  auf  15  reduzieren, 
wenn  man  die  spezielle  molekulartheoretische  Annahme  der  Zentral- 
kräfte (independent  action)  macht.  Im  allgemeinen  Falle  aber  reduzieren 
sich  seine  Konstanten  nicht;  es  ist  dies  in  dem  höchst  allgemeinen 
Wirkungsgesetz  begründet,  das  Jellett  gleich  von  vornherein  formuliert. 
Die  Reduktion  auf  21  Konstante,  die  unter  Voraussetzung  eines  Poten- 
tials der  direkte  Ansatz  (vgl.  Nr.  5  b)  liefert,  wird  erreicht,  wenn  man 
den  Ausdruck  für  das  elastische  Potential 

(p{r,r',r",.  .  .), 

wo  r,  r',  r" ,  .  .  .  die  Entfernungen  je  zweier  Moleküle  bedeuten,  in 
folgender    Form    nach    Potenzen     der     Entfernungsänderunsen     ent- 


84)  Den  Fall  von  Anfangsspannungen  berücksichtigt,  aber  nur  für  den  Fall 
des  isotropen  Körpers,  bei  der  gleichen  Ableituugsmethode  C  Ncumatm,  J.  f. 
Math.  57  (1860),  p.  281.  Vgl.  auch  W.  J.  M.  Banhine,  On  the  laws  of  elasticity, 
Cambr.  and  Dublin  Math.  J.  7  (1852),  p.  217  =  Mise.  sc.  papers  1881,  p.  101. 
Fr.  Neumann,  Theorie  der  Elastizität,  p.  SOfiP. 

85)  Vgl.  /.  H.  Jellett,  On  the  equilibrium  and  motion  of  elastic  solide, 
Dubl.  Irish  Trans.  22  (1855),  p.  179  (vom  28.  Jan.  1850V  JeUctt  macht  dort  zu- 
erst die  allgemeinere  Annahme,  dass  kein  Potential  der  inneren  Kräfte  existiert, 
in  welchem  Falle  die  Gleichungen  unter  Ausschluss  von  Anfangsspannungen 
54  Konstante  enthalten. 
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wickelt ''^): 

(25)      (p  ()\,  i\',  r^",  ...)  =q)(r,  r',  r",  •  •  •)  +  ^  ^^  K  —  0 

+  y2  7^  (»•  -  ^r  +1  m?  ('.  -   "(<  -r')  +  -: 

Hier  kann  man  qn  (r,  /,  r",  •  •  •)  =  0  setzen,  da  das  Potential  nur  bis 
auf  eine  Konstante  bestimmt  ist.  Man  kommt  auf  den  Fall  der  Zen- 
tralkräfte zurück,  wenn  -^  „  .  ,  .  .  .    verschwindet.     In    der   Tat   hängt 

dann  q)  allein  von  der  gegenseitigen  Entfernung  der  beiden  Moleküle, 
zwischen  denen  eine  Kraft wirkung  stattfindet,  ab. 

5  b.  Direkter  Ansatz  des  elastischen  Potentials.  Unabhängig 
von  einer  speziellen  Voraussetzung  über  die  Natur  der  im  Innern 
eines  deformierbaren  Körpers  wirkenden  „Elastizitätskräfte"  hat 
G.  Grem^'')  das  elastische  Potential  zur  Ableitung  der  Grundgleich- 
ungen herangezogen.  Er  postuliert,  wie  es  scheint,  als  unmittelbare 
Folge  des  Satzes  von  der  Erhaltung  der  Energie,  die  Existenz  einer 
Funktion 


0=  1 1 1 (pdxdydz, 


deren  negatives  Differential  die  Summe  der  Arbeiten  ausdrückt,  die 
bei  kleinen  virtuellen  Verrückuugen  des  Teilchens  eines  elastischen 
Systems  von  den  inneren  Kräften  geleistet  werden.  Green's  Annahme 
ist  nun,  dass  das  Potential  der  Volumeinheit  (p  als  Funktion  der  6  Defor- 
mationsgrössen  e^,  e^,  e,,  g^^,  g^^,  g^y  sich  in  der  Form 

9'  =  9^0  +  9^1  +  9^2  H 

entwickeln  lasse,  wo  cp^  Null  gesetzt  werden  kann.  Unter  der  Voraus- 
setzung,  dass   keine  Anfangsspannungen  vorhanden^^^j   sind,   wird   das 


86)  V^gl.  zu  diesem  Ansätze  auch  H.  Poincare,  Le9ons  sur  la  tljeorie  mathe- 
matique  de  la  lumiere,  Paris  1889,  p.  1 — 48  und  Pobicare,  Le9ons  sur  la  theorie 
de  l'elasticite,  Paris  1892,  chap.  2.  B.  de  St-Venant  hat  von  seinem  Standpunkt 
aus  diese  Erweitenmg  der  Molekulartheorie  nicht  für  zulässig  erklärt  (vgl.  Note 
zu  §  16  von  Clebsch-St.-Venant ,  filasticite  des  corps  solides,  Paris  1883).  Siehe 
auch  J.  Boussinesqj  Recherches  sur  les  principes  de  la  mecanique,  J.  de  math. 
(2)  18  (1873),  p.  305. 

87)  G.  Green,  On  the  laws  of  reflexion  and  refraction  of  light  at  the  com- 
mon surface  of  two  noncrystallized  media,  Cambr.  Phil.  Soc.  Trans  7  (1842),  p.  1 
(vom  11.  Dez.  1837)  =  Math,  papers,  London  1871,  p.  243.  Vgl.  hierzu  auch 
G.  G.  Stokes,  Report  on  double  refraction,  Brit.  Ass.  Rep.  1862,  p.  253  =  Math, 
and  phys.  papers  4,  Cambridge  1904,  p.  157. 

88)  In  einer  zweiten  Abhandlung :  On  the  propagation  of  light  in  crystalli- 
zed  media,  Cambr.  Phil.  Soc.  Trans.  7  (1842),  p.  121  (vom  20.  Mai  1839)  =  Math. 
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in  den  Deformatiousgrössen  lineare  Glied  qp^  gleicli  Xull,  so  dass  bis 
auf  Glieder  höherer  Ordnung  nur  das  quadratische  mit  21  Koeffizienten 
übrig  bleibt.  Die  Aufstellung  der  Grundgleichungen  ist  dann  im 
weiteren  der  Navier^ sehen  durchaus  analog.  Es  ergeben  sich  als 
Resultat  die  Hauptgleichungen: 

und  die  OherfläcJienhedingungen: 

(27)  ^-^  COS^iC  +  ^*    cosww  +  o-^  COSW;?  =  Y, 

Diese  Gleichungen   sind  mit   den   früher   aufgestellten    identisch, 
wenn  man 


(28) 


Y   _^  ^(pi  Y  =  ^"^ä  z  =  ^  ^*- 


^        cg^'  '        dg^^' 


-A...  =  "^ —  ,  A.  =    o~ —  1  J- .  —    ~^^^~ 


setzt,  womit  sich  das  Differential  des  elastischen  Potentials  in  der  Form 
(29)  XJe^  +  •  •  •  +  X^dg^^ 

darstellt;  es  ist  dies  die  Arbeit  der  äusseren  Kräfte  bezogen  auf  die 
Volumeinheit  des  ursprünglichen  Körpers  ^^).  Nun  aber  drückt  sich 
(im  Falle  des  Gleichgewichts)  diese  Arbeit  der  äusseren  Kräfte  in  den 
Spannungskomponenten  durch  einen  Ausdruck  von  genau  derselben 
Form  (29)  aus,  wie  mit  Hülfe  der  Spannungsgleichungen  und  durch 
Zuliülfenahme  der  G^rem'schen  Transformation  bewiesen  wird.  Folg- 
lich bedeuten  die  X^,  ...  X^  tatsächlich  Spanuungskomponeuten  im 
früheren   Sinne,     Der  ganze  Ansatz  liefert  somit   sämtliche  bisherige 

papers,  p.  2lil  lässt  Green  solche  zu  und  erhält  so  für  den  Fall  dreiei-  Symmetrie- 
ebenen  die  Cauchifechen  Gleichungen  (vgl.  Nr.  2  b,  Gleichung  6\  aber  mit  3  -}-  9 
=  12  Konstanten. 

89)  Vgl.  zu  dem  ganzen  Ansatz  auch  S.  Haughton,  Cambr.  and  Dubl.  math. 
Joum.  5  (1850),  p.  172  und  On  a  Classification  of  elastic  media,  and  the  laws  of 
plane  v^aves  propagated  through  them,  Dubl.  Irish  Trans.  22,  part  1  (,1849),  p.  97. 
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Gleichungen;  insbesondere  ergiebt  die  Annahme,  dass  95  eine  qua- 
dratische Funktion  der  Deformationsgrössen  ist,  für  die  Spannungs- 
komponenten  das  Hoolcesche  Gesetz  mit  21  verschiedenen  Konstanten. 
Das  Vorstehende  ist  die  übliche  Form,  in  der  insbesondere  im 
Anschluss  an  die  späteren  Arbeiten  von  G.  G.  StoJces  und  W.  Thomson, 
dann  auch  H.  v.  Ildmholts  heute  vorzugsweise  die  Grundgleichungen 
der  Elastizität  abgeleitet  werden.  Dabei  kann  man  als  Ausgangspunkt 
statt  des  Prinzips  der  virtuellen  Verrückungen  natürlich  auch  das  Hamil- 
ton'sche  Prinzip  wählen^),  das  sich  für  nichtstarre  Körper  in  der  Form 

(24')  df(^  -  a>)  dt  +J  'd  Wdt  =  0 

schreibt.  Hier  ist  tj  die  lebendige  Kraft,  ^  das  elastische  Potential, 
dW  die  bei  der  Deformation  geleistete  Arbeit  der  äusseren  Kräfte. 
Die  Variation  ist  bei  festen  Grenzen  Iq  und  t^  über  die  Verschiebungen 
zu  nehmen,  die  an  den  Grenzen  als  verschwindend  angenommen  werden. 
Der  Vorzug  dieser  Ableitungsart  der  Grundgleichungen  besteht 
insbesondere  in  der  Übersichtlichkeit,  und  vielleicht  auch  in  der  Er- 
weiterungsfähigkeit des  Ansatzes.  So  kann  mau  z.  B.  leicht,  wenn  es  sich 
als  notwendig  erweist,  auch  Glieder  dritten  Grades  in  den  Deformations- 
grössen in  den  Ausdruck  des  elastischen  Potentials  zulassen,  womit  sich 
dann  für  die  Spannungskomponenten  quadratische  Funktionen  derselben 
ergeben^^).  Das  Entscheidende  aber  vielleicht  ist,  dass  mau  durch  Ein- 
führung des  elastischen  Potentials  in  einfachster  Weise  die  Beziehung  zur 
Thermodynamik  gewinnt  und  so  in  der  Lage  ist,  die  bei  Deformationen 
stets  auftretenden  Wärmeerscheinungen  dem  analytischen  Ansatz  zu- 
gänglich zu  machen  (vgl.  Nr.  5  c).  Damit  wird  zugleich  der  Geltungs- 
bereich der  bisher  aufgestellten  Gleichungen  genauer  umgrenzt;  indem 
dort  von  Wärmeerscheinungen  jeder  Art  abgesehen  und  stillschweigend 
die  Temperatur  während  der  Deformation  als  konstant  angesehen 
wurde,  haben  sie  zunächst  nur  Gültio^keit  für  den  Fall  der  isothermischen 
Deformation.  Allerdings  ist  dies  der  Fall,  den  man  in  der  Elastizitäts- 
theorie fester  Körper  zunächst  immer  betrachtet,  da  hier  die  Defor- 
mationen so  langsam  vorgehen,  dass  jeweils  sofort  ein  Temperatur- 
ausgleich stattfindet.  Dagegen  ist  dies  bei  Gasen  z.  B.  keineswegs 
der    Fall,   vielmehr    kann    man    hier   —    insbesondere    bei    der    Fort- 


90)  Über  die  Form  des  Hamilton' sehen  Prinzipes  für  nichtstarre  Körper 
siebe  G.  Eirchhoff,  Mechanik,  2.  Aufl.,  p.  117  und  W.  Voigt,  Kompendium  der 
theoretischen  Physik,  p.  229. 

91)  Vgl.  W.  Voigt,  Gott.  Nachr.  1894,  und  Kompendium  der  theoretischen 
Physik  1,  p.  339. 
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pflanzung  des  Schalls  —  das  andere  Extrem  erfüllt  ansehen,  dass  die 
Deformation  ohne  Zuführung  von  Wärme,  d.  h.  adiahatisch  erfolgt. 
In  der  Tat  hat  unter  dieser  Annahme  Laplace  seine  mit  den  Beob- 
achtungen befriedigend  übereinstimmende  Formel  für  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit des  Schalles  abgeleitet  fvgl.  IV  2(i,  Xr.  (>a,  H.  Lamh). 

5  c.  Thermodynamische  BegründTxng  des  elastischen  Potentials. 
Es  soll  in  vorliegender  Nummer  der  thermodynamische  Ansatz  nicht  aus- 
führlich entwickelt  werden,  da  hierüber  in  den  Referaten  V  3  {G.  H. 
JBryan)  und  V  11  (H.  Kanierlingh-Onnes)  berichtet  wird.  Es  soU  an 
dieser  Stelle  nur  soweit  auf  ihn  eingegangen  werden,  als  er  den 
Beweis  für  die  Existenz  des  elastischen  Potentials  giebt,  die  durch  die 
Annahme  Green^s  nicht  gewährleistet  ist,  und  für  die  er  von  seinem 
Standpunkt  aus  auf  Betrachtungen  über  die  Wirkungsart  der  „Elasti- 
zitätskräfte" hätte  zurückgreifen  müssen.  Ebensowenig  kann  hier  über 
die  Versuche  berichtet  werden,  im  Anschluss  an  den  thermodynamischen 
Ansatz  resp.  zu  dessen  Stütze  hinetische  Vorstellungen  über  die  Kon- 
stitution der  Materie  zu  entwickeln,  da  sie  für  die  Aufstellung  der 
Grundgleichungen  der  Elastizität  bisher  nur  nebenbei  herangezogen 
sind^^j.  Im  übrigen  sei  hierfür  auf  V  10  {Kinetische  Theorie  der 
Materie  von  H.  Boltzmann  und  J.  Ndbl)  verwiesen. 

Den  Beweis  für  die  Existenz  des  elastischen  Potentials  für  die 
beiden  speziellen  Zustandsänderungen  der  isothermischen  und  adia- 
hatisclien  Deformation  gab  W.  TJiomson^^).  Nach  dem  ersten  Haupt- 
satz der  Thermodynamik  ist 

(30)  d^  +  öE=öW-\-dQ, 

wo  Ö  ^  wieder  die  bei  einer  virtuellen  Verschiebung  erfolgende  Zu- 
nahme der  lebendigen  Kraft,  öE  die  Zunahme  der  nur  von  der  Form- 
änderung und  Temperatur  abhängenden  „inneren  Energie" 


E  =  I  j  I  e  dxdy  dz 


92)  Es  kommen  hier  insbesondere  Vorstellungsweisen  in  Betracht,  ilie  von 
lianJcine,  On  the  centrifugal  theory  of  elasticity  and  its  connection  with 
the  theory  of  heat,  Edinburgh  Roy.  Soc.  Trans.  20'  (1853),  p.  425  (^vom 
16.  Dez.  1853)  =  Mise.  sc.  papers  1881,  p.  49  und  von  Lord  Kelvin,  Proc.  of 
the  Roy.  Inst,  of  Great  Biitain  9  (1882) ,  p.  520  =  Populär  lectures  aud  ad- 
dresses  1,  London  1889,  2.  Aufl.,  p.  149  und  Brit.  Assoc.  Rep.  1884,  p.  013  = 
Populär  lectures  1,  2.  Aufl.,  p.  225  entwickelt  wurden.  Vgl.  auch  H.  üdssner, 
Ann.   Phys.  (4)  9  (1902),  p.  44. 

93)  //.  Thomson,  On  the  thermoelastic  and  thermomagnetic  properties  of 
matter,  Quart.  J.  of  math.  1  (1857),  p.  57  (vom  10.  März  1855)  =  Math,  and  phys. 
papers  1,  Cambr.  1882,  p.  291. 
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des  Systems,  also  e  die  „Energiedichte",  Ö  W  die  Arbeit  der  iiussereu 
Kräfte  und 


öQ  =  \  \  löqdxdydz 

das  mechanische  Äquivalent  der  aufgenommenen  Wärme  ist.  Mithin  ist 
(31)  öZ  —  öW=ÖQ  —  dE. 

Erfolgt  nun  die  Zustandsänderung  adiahaHsch,  so  verschwindet  ÖQ 
und  diE  —  d  W  wird  gleich  —  öE.  Da  die  Energieänderung  in  diesem 
Fall  allein  durch  die  Formänderung  bestimmt  ist,  so  ergiebt  sich,  dass 
dE=ÖW — öS  das  vollständige  Differential  einer  Funktion  nur 
der  Formänderungskoniponenten  ist,  so  dass,  da  der  Überschuss  der 
bei  einer  virtuellen  Verschiebung  erfolgenden  Zunahme  der  lebendigen 
Kraft  über  die  Arbeit  der  äusseren  Kräfte  gleich  der  von  den  inneren 
Kräften  geleisteten  Arbeit  ist,  die  Energiedichte 

gleich  dem  elastischen  Potential  wird.  Ist  die  Zustandsänderung 
isotherm,  so  erinnere  man  sich,  daß  nach  dem  zweiten  Hauptsatz 
der  Thermodynamik  bei  jedem  reversiblen  Kreisprozess  (der  hier 
vorausgesetzt    wird   wegen    der    vollkommenen  Elastizität  der  Körper) 

(32)  2'4-=^- 

wo  T  die  absolute  Temperatur  bezeichnet.  Da  im  vorliegenden  Fall 
T  konstant  ist,  so  ergiebt  sich  ZldQ^=0.  Femer  ist  ZöE  =  0,  so- 
mit ist  hier  8Q  —  öE  das  vollständige  Differential  einer  nur  von  den 
Formänderungskomponenteu  abhängenden  Funktion.  Es  ist  also  in 
diesem  Falle 

s  —  q  =  cp{e^,  .  .  g^y). 

Damit  ist  in  beiden  Fällen  die  Existenz  einer  nur  von  der  Form- 
änderung abhängenden,  offenbar  positiv  definiten  Funktion 


O  =  \  \  \cp dxdy dz 


gegeben,  die  man  dann  eben  als  potentielle  Energie  des  deformierten 
Körpers  bezeichnen  wird.  Nur  ist  zu  beachten,  dass  die  21  Koeffi- 
zienten des  bei  der  weiteren  Entwicklung  als  quadratische  Funktion 
der  Deformationsgrössen  angesetzten  Potentials  iu  den  Fällen  der 
Isothermie  und  Isentro])ie  verschieden  sind,  so  dass  man  isothermische 
und  adiabatische  Elast izitcitslwnstanten  unterscheidet^^). 


94)  G.  Wertheim,  Ann.  chim.  (3)  12  (1844),  p.  385;  W.  Thomson,  Artikel  „Elasti- 
city"  in  der  Encyclopaedia  Brit.  7  (1878)  =  Math,  and  phys.  papers  3,  Cambridge 
1890,  p.   1;    TT.    Voigt,  Ann.  Phys.  Chem.  52  (1894),  p.  536. 

Eucyklop.  d.  math.  Wissensch.    IV  2,  n.  4 
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Die  vorstehende  Darstellung  kann  durch  Einführung  des  Begriffs 
der  freien  Energie  pro  Volumeinheit  noch  etwas  übersichtlicher  ge- 
staltet werden  ^^).  Hier  sei  nur  kurz  angedeutet,  ^vieso  damit  eine 
Erweiterung  des  thermodynamischen  Ansatzes  auf  nicht-adiabatische 
und  nicht-isothermische  Vorgänge  gegeben  ist. 

In  diesem  Falle  sind  q  und  a  ausser  von  den  Formänderungs- 
komponenten auch  von  der  Temperatur  T  abhängig.     Es  ist 

ds  =  f^de^-j-...^j^dT, 

X 

und  andererseits,  indem  man  für  q  die  auf  die  Volumeinheit  bezogene 
Entropie  r]  durch  die  Beziehung  öq=  Tdri  einführt, 

Die  freie  Energie  ist  durch  den  Ausdruck 

gegeben^®).     Damit  werden,  da  nach  dem  ersten  Haupsatz 
(30)  ÖW-  dt  =  |i  de,  +  •  .  •  +  ^^  dg^^, 

andererseits  aber  auch 

öW-  dt  ==  SJe,  +  •  •  •  +  Sydg^y, 

die  Spannungskomponenten  —  die  für  den  vorliegenden  Fall  der  Mit- 
berücksichtigung der  Wärmeerscheinungen  durch  griechische  Buch- 
staben gekennzeichnet  sind  —  durch  ein  Formelsystem  gegeben,  das 
dem  früheren  analog  ist,  wo  (p  durch  |  ersetzt  ist.  Es  tritt  nur  noch 
hinzu,  daß  für  die  Entropie 

_  _ü 

gilt. 

W.  Voigt^^)  setzt  nun  für  ^  eine  Potenzentwicklung  an,  wobei  er 
die  Glieder  höherer  Ordnung  in  den  Deformationsgrössen  unter  Berufung 
auf  die  Erfahrung  vernachlässigt.  Was  die  Temperatur  betrifft,  so 
kann  man,  bei  Entwicklung  nach  Potenzen  der  Abweichung  r  von 
einer  Normaltemperatur,  in  den  meisten  Fällen  mit  den  Gliedern 
zweiten  Grades  abbrechen.    Da  die  linearen  Glieder  bei  verschwindenden 


95)  Vgl.  N.  Schiller,  Journ.  d.  russ.  phys.  Ges.  11  (1879),  p.  55;  AI.  PUuick, 
Gleichgewichtszustand  isotroper  Körper,  Habilitationsschrift,  München  1880; 
H.  V.  Hehnholtz,  Berlin  Sitz.-Ber.  1882,  p.  22.  Für  anisotrope  Medien  vgl. 
W.  Voigt,  Gott.  Nachr.  1888,  p.  359  f.  Vgl.  W.  Voigt,  Compendium  der  theore- 
tischen Physik  1,  p.  523 ff.  und  Thermodynamik  1,  Leipzig  1903,  p.  297. 

96)  Vgl.  V  3  {G.  H.  Bryan\ 
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Anfangsspannungen  null  sind  und  ein  in  t  lineares  Glied  irrelevant 
ist,  so  ergiebt  sich  für  ^  der  Ansatz: 

—  ^  { ^ii^x  H h  QefJxy }  —  '^■'^^ 

Leitet  man  hieraus  die  Spannungskomponenten  ab,  so  erscheinen 
sie  in  der  Form 

K=^x  —  (h-^,---f  Kj^^y  —  ^-^y 
wo  die  Zuwachse  q^r,  •  ■  >  qc,r  als  thermische  Drucke  bezeichnet  werden. 
So  ergeben  sich  von  hier  aus  die  Grundgleichungen  für  die  ther- 
mische  Deformation,  wie  sie  in  einer  einfacheren  Form  zuerst  von 
J.  M.  C.  DuhameP'^)  und  F.  E.  Neumann^^)  ausgehend  von  der  Poisson- 
schen  Molekularhypothese  aufgestellt  wurden.  Diese  Autoren  nehmen 
speziell  an,  dass  die  Funktion  f(r),  der  die  Kraft  zwischen  zwei  Mole- 
külen proportional  ist,  in  der  Weise  von  der  Temperatur  r  abhängt, 
dass   einer  Temperaturzunahme  Ar   eine  Vergrösserung   von  f(r)   um 

den  Wert  Ar  •  -^   entspricht,  und  neben  dieser  thermischen   linearen 

Dilatation  keine  thermischen  Axenwinkeländerungen  vorkommen. 
Damit  erhalten  sie  für  einen  Körper  von  ungleichmässiger  Tempe- 
ratur, indem  q^  =  q^  =  q^  ^^  0  ist,  als  Hauptgleichungen 


(33) 


dx    '^    dy    '^    dz    '^  ^^~'^^dx'^  ^'dt'' 


und  als  Oberflächenbedingungen 

■  (X^  —  q^x)  cos  nx  -\-  Xy  cos  ny  -|-  X^  cos  nz  ^=  X, 
(34) 

die  sich  in  leicht  ersichtlicher  Weise  für  nicht  verschwindende   ther- 
mische Axenwinkeländerungen  erweitem.  (Vgl.  IV 24,  Nr.  4,  0.  Tedone.) 

6.  Anhang:  Endliche  Deformation.  In  den  vorangehenden  Num- 
mern 2  bis  5  wurden  die  Grundformeln  der  Elastizitätstheorie  nur  unter 
der  Voraussetzung  sog.  unendlich  kleiner  Deformation  aufgestellt.  Es 
ist  dies  der  Fall,   den   man  den  weitergehenden  mathematischen  Ent- 


97)  Paris  Mem.  pres.  par  div.  sav.  5  (1838),  p.  440. 

98)  Berlin  Abhdlg.   d.  Akad.   d.  Wiss.   1841,   2.   Teil,    p.  1  =  Vorlesungen 
über  die  Theorie  der  Elastizität,  p.  107. 

4* 
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Wickelungen  gewöhnlich  zu  Grunde  legt  fvgl.  die  folgenden  Referate 
IV  24  bis  IV  20).  Indessen  hat  sich  aus  allgemein  physikalischen 
Gründen  doch  auch  die  Notwendigkeit  einer  allgemeinen  Theorie  der 
endlichen  Deformation  ergeben,  die  jedoch  nur  erst  in  ihren  Anfängen 
entwickelt  ist.  Es  soll  daher  hier  auch  nur  andeutungsweise  über  die 
bisherigen  Versuche ^^j,  die  Grundgleichungen  abzuleiten,  berichtet 
werden. 

Der  einfachste  Ausgangspunkt  ist  durch  die  Betrachtung  des 
elastischen  Potentials  gegeben.  Mau  geht  von  der  Annahme  aus, 
dass  das  elastische  Potential  (p  in  einem  Punkte  P  des  elastischen 
Systems  nach  wie  vor  nur  von  dem  Zustand  an  der  Stelle  P  und 
zwar  von  den  Formänderungskomponenten  c^,  .  .  .  g^  abhängt,  die 
aber  jetzt  nicht  mehr  durch  die  Formeln  (10)  mit  den  Verschiebungen 
zusam  m  enhän  gen . 

Die  Grundgleichungen  des  Problems  der  Bewegung  ergeben  sich 
dann  in  der  Form: 


(35) 


cX^ 


9^  +  ^^  + 


dXy 


dx^     '     dij^ 


+ 


Q  Y  +  ^^^~  +  1^  + 


-qZ^- 


dx^     '     dyi     ■"   dZi  ' 


dX, 

dzi  ■ 


hier  dürfen  die  auf  den  deformierten  Zustand  bezogenen  Koordinaten 
O0i,yi,£i  natürlich  nicht  mehr  ohne  weiteres  durch  die  dem  undefor- 
mierten  Zustand  entsprechenden  Koordinaten  x,  y,  z  ersetzt  werden. 
Es  ergiebt  sich  vielmehr,  dass  bei  Einführung  der  Koordinaten  x,  y,  z 
die  Gleichungen  (35)  übergeben  in 


(35') 


wo  die 
knüpft 


qX^ 


(,Z  + 


CA., 

dx 
dx 

dA, 

dx 


+ 
+ 


cy 

CBy 

dy 


+ 


dz 


dCy 


dB, 


dy 


7  + 


dz 


sind. 


.  Oj   durch  gewisse  Relationen   mit   den  X^.,  .  .  .  Z^  ver- 
Es    bedeuten    z.  B.  Ä^,  Ay,  Ä^   die    Komponenten    der 


99)  G.  Kirchhoff ,  Wien  Ber.  9  (1852),  p.  762;  /.  Boussinesq,  Paris  Mem 
preß,  par  div.  sav.  20  (1872),  p.  584  (Note  3);  M.  Brilloiiin,  Taris  C.  R.  112  (1891). 
p  1500;  /.  Finger,  Wieu  Ber.  103  (1894),  p.  163,  2.U;  J.  Hadaman},  Propagatiou 
des  ondes,  Paria  1903,  chap.  VI,  p.  241.  Vgl.  die  zusammenfassenden  Daratelluugeu 
von  E.  u.  F.  Cosserat,  Ann.  de  Toulouse  10  (1896)  und  P.  Duhem ,  Recherohos 
sur  rdlasticite,  Paris  1906  (aus  Ann.  6c.  nom.  21,  22,  23  (1904—1906). 


C.  Anhang:  Endliche  Deformation. 
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Spannung,  die  auf  ein  vor  der  Deformation  zur  x-Aie  senkrechtes 
Flächenelement  wirkt;  dabei  ist  die  Spannung  bezogen  auf  die  Flächen- 
einheit des  nichtdefurmierten  Elements.  Die  A^,  .  .  .  C,  sind  nicht 
unabhängig  von  einander,  sondern  durch  die  drei  aus  den  Formeln 
y,  =  Zy,  Z^  =  X,,  'Ky  =  Y^  hervorgehenden  Identitäten  verknüpft. 
Um  nun  die  Grundgleiehungen  in  den  Verschiebungen  zu  erhalten, 
kann  man  die  Formänderungskomponenten  der  endlichen  Deformation, 
die  durch  folgende  Beziehungen  gegeben  werden: 

—  ^'  _J_  Jf/'^V-i-  /^^Vj-  /'-^\^ 


(36) 


'y        dx^  iWdy)  ^  \dy)  ^  \dy)  y 


du    1^  dw  _,    rdu  du  j^dv  dv  j^  dw  dw~\ 

^^y  ~  dz  ^  dy  ^  Idy  Wz  ~^  dy  Wz  ^  dy  Wz} ' 


9^z  = 


dw 

dx 


1    du    ,    rdu  du 
~^  Wz  ~^lWzWx^ 


dy  dz  '  dy  dz. 
dv  d  V  j^  dw  dw~\ 
dz dx   '    dz dxj ' 


du  _|    dv  _.    rdu  du    ^_dv  dv  j^dw  dtv~\ 

^y^  ~  W]/  ~^  W^  ~^  iWxWy  ^  Wx'Wy  ~^  Wx  Wyi ' 

mittelst    der    (aus    den    Beziehungen    zwischen    den    X^, 


den  Ä^,  .  .  .  C\  folgenden)  Relationen 

dq> 
r^du' 


(37) 


4        ^(P_ 

'^^~,,du' 
dx 


J5,= 


A  = 


A,= 


l 


d^ 
^dv  • 
dx 
d(p 

r.dW 

dx 


B„ 


B. 


dy 

dcp 

Jdv  '■ 

dy 

dcp 

d  — 

dy 


C  = 


C,j 


a  = 


d(p 

^du' 

oz 

dcp 

^dv  ■ 

dz 

drp 

^dio 

d-^ 

dz 


in  die  Gleichungen  (35')  einführen;  dann  erhält  man  als  Grundglei- 
ehungen des  Problems  der  Bewegung  drei  nichtlineare  partielle 
Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  für  u,  v,  iv.  Entsprechend 
ergeben  sich  als  Randbedingungen  die  drei  Gleichungen 

dcp 


\X..= 


(38) 


-^  COS  in,  x)  -\ ^-  cos  in,  y)  -+- 

dx  dy 


z.= 


z„  = 


-^C08{n,x)  -f 

dx 


dcp 

^dv 
dy 


,du 

dz 

dcp 


cos {n,  z), 


cos  {n,y)  +  -^cos(w,  ^), 


-|^  cos  (n,  x)  +  -J-  cos  («,  y)  + 


dx 


dy 


dv 

dz 
dcp 

r,dU- 

d-T^ 
cz 


cos  (w,  z) , 
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die  sich  auf  die  Punkte  {x,  y,  z)  der  Oberfläche  S  des  nicht  defor- 
mierten  Körpers   beziehen. 

Die  hier  in  Betracht  kommende  Form  des  elastischen  Potentials 
für  den  speziellen  Fall  der  Isotropie  ist  von  M.  Brülouin'^^^)  angegeben 
worden.  Die  Kompatibilitätsbedingungen  für  die  Formändenings- 
komponenten  haben  0.  ManvilW^^^)  und  R,  Marcolongo^°^)  auf  ver- 
schiedene Weise  abgeleitet. 

J.  Finger  ^^^)  hat  gezeigt,  wie  die  Grundformeln  sich  spezialisieren, 
wenn  man  sich  auf  eine  zweite  Approximation  beschränkt,  d.  h.  im 
elastischen  Potential  Glieder  bis  zur  dritten  Ordnung  berücksichtigt. 
Macht  man  in  dem  Ansätze  von  Finger  die  Annahme,  dass  es  sich 
nicht  um  endliche  Formänderungen,  sondern  um  solche,  deren  Kom- 
ponenten klein  gegen  Eins  sind,  handelt,  so  folgen  die  von  W.  Voigt^^) 
gegebenen  Formeln,  bei  deren  Ableitung  für  das  elastische  Potential 
ein  Ausdruck  dritten  Grades  in  den  durch  die  -gewöhnliche  Theorie 
gegebenen  Formänderungskomponenten  angesetzt   wird  (vgl.  Nr.  ob). 


100)  Paris  C.  R.  112  (1891),  p.  1.500. 

101)  Theses  Bordeaux  1903. 

102)  Palermo  Circ.  mat.  Rend.  19  (1905),  p.  151, 

103)  Wien  Ber.  103  (1894),  p.  183,  231,  1073. 

104)  Ann.  Phys.  Chem.  52  (1894),  p.  536;  Gott.  Nachr.  1893,  p.  534;  ebd. 
1894,  p.  33;  Wien  Ber.  103  (1894),  p.  1069. 


(Abgeschlossen  im  Dezember  1906.) 
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Wegen  der  allgemeinen  ie/;rfti<c/!litteratur,  in  der  der  Gegenstand  des  vor- 
liegenden Referates  mehr  oder  weniger  ausführlich  behandelt  ist,  vgl.  die  Litte- 
raturübersicht  in  dem  Artikel  IV  23  (C.  H.  Müller-A.  Timpe).  Speziell  genannt 
seien  hier  die  öfter  zitierten 

Monographien. 
E.  Beltrami,  Sülle  equazioni  generali  dell"  elasticitä,  Ann.  di  mat.  (2)  10  1^1881). 
E.  Betti,   Teoria  della  elasticitä,   Nuovo  Cim.  (2)  7,  8,  9,  10  (1872/73),  auch  als 

Separatdruck  erschienen. 
J.  Boussinesq ,  Application   des  potentiels   ä  l'etude  de  l'equilibre  et  du  mouve- 

ment  des  solides  elastiques,  Paris  lv"^85. 
E.  Cesäro,  Introduzione  alla  teoria  matematica  della  ila^ticita,  Torino  1894. 
./.  Hadamard,  Le9ons  snr  la  propagation  des  ondes,  Paris  1903. 
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G.  Lame,  Le9ons  Bur  las   coordonnees  curvilignes  et   leiirs   diverses  applications, 

Paris  1859. 
G.  Lawicella,  Equilibrio  dei  corpi  elastici  isotropi,  Pisa  Ann.  7  (1896). 
F.  Packeis,  Über  die  partielle    Differentialgleichuntj   Au  -\-  k^u  =  0.     Mit  einem 

Vorwort  von  F.  Klein,  Leipzig  18Ü1. 
W.  J.  M.  Eankine,  Ou  axes  of  elasticity  and  crystalline  fbrms,  Lond.  Phil.  Trans. 

146  (1856),  p.  261— 28ö  =  Mise,  scientific  papere,  London  1881,  p.  119—149. 
0.  Tedone,  Saggio  di  una  teoria  generale  delle  equazioni  dell'equilibrio  elastico 

per  un  corpo  isotrope,  Ann.  di  mat  (3)  8  (^1903)  und  (3)  10  (1904). 
W.  Voigt,  Die  fundamentalen  physikalischen  Eigenschaften  der  Kjrystalle,  Leipzig 

1898,  ital.  von  A.  Sella,  lloma  1900. 
—  L'^tat  actuel  de  nos  connaissances  sur  l'elasticite  des  cristaux,  Rapports  pres. 

au  congres  international  de  physique  1,  Paris  1900,  p.  277  =  Der  gegenwärtige 

Stand  unserer  Kenntnisse  der  Krystallelastizität,  Gott.  Nachr.  1900,  p,  117. 


Vorbemerkung.  Der  Torliegende  Artikel  beabsielitigt  vor  allem  im 
Auschluss  an  das  voraufgehende  Referat  lY  23  {C.  H.  Müller- A.  Timpe), 
in  dem  über  die  verschiedenen  Wege  zur  Aufstellung  der  Gruud- 
gleichungen  der  mathematischen  Elastizitätstheorie  berichtet  ist,  die 
wichtigsten  Resultate  darzulegen,  die  man  bei  der  allgemeinen  Lösung 
dieser  Gleichungen  sowohl  im  Falle  des  Gleichgeivichts  wie  auch  der 
JBeivegung  bisher  gewonnen  hat.  Dabei  liegt  es  in  der  Forderung 
einer  zusammenhängenden  Übersicht  begründet,  wenn  bei  dem  in  den 
letzten  Jahren  mit  besonderem  Erfolge  erneut  einsetzenden  Studium 
der  Integration  partieller  Differentialgleichungen  die  Berichterstattung 
sich  im  wesentlichen  auf  die  vor  dieser  Epoche  gewonnenen  Resultate 
beschränkt,  zumal  da  die  Ausdehnung  der  neuen  Methoden  und  Ansätze 
auf  das  System  der  partiellen  Differentialgleichungen  der  Elastizitäts- 
theorie noch  nicht  im  allgemeinen  geleistet  ist,  wenn  sich  auch  dieser 
Anwendung  keine  prinzipiellen  Schwierigkeiten  gegenüberstellen.  Ins- 
besondere wird  man  hoffen  können,  dass  der  neue  Fortschritt  in  der 
Theorie  der  Integral gleicJiimgen  (vgl.  hierüber  IIA  11,  S.  Pincherle) 
nicht  nur  die  erwünschten  Existenztheoreme,  die  man  sonst  durch 
das  Diric] tief  sehe  und  Ragleigli  sehe  Prinzip  stützt,  wirklich  befriedigend 
leisten,  sondern  auch  viele  bisher  gewonnene  Theoreme  in  einem  er- 
neuten Zusammenhange  erscheinen  lassen  wird.  Spezielle  Ausführungen 
zu  den  in  dem  vorliegenden  Referat  gegebenen  Methoden,  sowie  auch 
die  eine  oder  andere  spezifische  Methode,  die  bei  Einzelproblemen  in 
Anwendung  gekommen  sind,  werden  die  beiden  folgenden  Artikel  IV  25 
(Spezielle  Ausführungen  zui-  Statik  elastischer  Körper  von  0.  Tedone- 
A.  Timpe)  und  IV  2ß  (Schwingungen  elastischer  Körper,  insbesondere 
Akustik  von  H.  Lamh)  bringen. 
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I.  Einleitende  Bemerkungen. 

1.  Bezeichnungen.  Es  seien  gleich  hier  die  wichtigsten  Be- 
zeichnungen in  cartesischen  und  krummlinigen  rechtwinkligen  Ko- 
ordinaten, von  denen  im  folgenden  ständig  Gebrauch  gemacht  werden 
wird,  vorweg  zusammengestellt,  zumal  da  sie  z.  T.  von  den  in  den 
Artikeln  IV  14  {M.  Abraham)  und  IV  23  (C.  K  Müller-A.  Timpe)  ge- 
wählten abweichen. 

Es  bezeichne 

5  den  vom  elastischen  System  eingenommenen  Raum  teil,  der  sich 
gegebenenfalls  ins  Unendliche  erstrecken  oder  den  ganzen  Raum 
umfassen  kann; 

6  die  Oberfläche  oder  die  Oberflächen,  die  S  begrenzen; 
t    die  Zeit; 

Q  die  Dichte; 

in  cartesischen  Koordinaten  bezeichne  femer 
X,  y,  z  die    Koordinaten    eines    Punktes    des    elastischen    Systems    im 

„natürlichen"  Zustand ; 
w,  V,  IV  die  Komponenten  der  Verschiebung  des  Punktes  {x,  y,  ^); 
X,  Y,  Z  die  auf  die  Masseneinheit  bezogenen  Komponenten  der  Massen- 
kräfte ; 
X„,  y^,  Z^  die  auf  die   Flächeneinheit    bezogenen  Komponenten    der 
an  den  Punkten  von  6  angreifenden  Oberflächenspannungen, 
wobei  n  die  Richtung  der  Normalen  von  6  bedeutet,  die 
nach  dem  Innern  von  S  zeigt; 
^xi  Vyj  ^zy  Vz^  ^x^  ^y   ^^^    Formändcrungskomponenten    (Deformations- 

grössen) ; 
X^,   Yy,  Z^,   Y.,  Z^,  Xy  die    Komponenten    des    Spannungszustandes; 
0;  all,  cog,   oTg   die  Dilatation   und   die   Komponenten    der    „mittleren 

Rotation"  (des  halben  „curl'^; 
f  das  auf  die  Volumeinheit  bezogene  elastische  Potential,  das,  als  ab- 
hängig von  den  Formänderungskomponenten  betrachtet,  eine  negativ 
definite    quadratische    Form    ist,    die    folgendermassen    geschrieben 
werden  soll: 

(1 )  /•  =  a,i rr/  +  2 a^^x^y^  -f  2 a^^ x^z._  +  2 o^, x^y^  +  2 a,, x^z^  -f  2 a^^ x^x^ 

+  «33^/         H 

+  ••• 

Im  allgemeinsten  Fall  besitzt  sie  21  Koeffizienten,  die  konstant  /.u 
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halten  sind,  wenn  das  elastische  System  homogen  und  keinen  Tera- 
peraturänderungen  unterworfen  ist; 

in  Jirunimlinifjen  rcch(icinkli(jen  Koordinaten  dagegen  bezeichne 

9.17  Ui)  'h  f^i®  Koordinaten   eines  Punktes   des  elastischen  Systems  im 

natürlichen  Zustand; 
ds^  =  Qi^dqi'^  -\-  Q^^dq.^^  -\-  Q^^dq^'  das  Quadrat  des  Bogenelements; 
Xi,  Xg,  Xg  die  Komponenten  der  Verschiebung  des  Punktes  (q^,  q^,  q^) 

nach  den  entsprechenden  Koordinatenrichtungen; 
F^,  jPg,  i^3  die  Komponenten  der  Massenkräfte; 

q}^,  qpg,  g)g  die  Komponenten  der  an  den  Elementen  von  a  angreifen- 
den Oberflächenspannungen ; 
6^,  6^,  Ö3,  Mj,  »2,  Ö3  die  Formänderungskomponenten; 
©1,  @j,  ©3,  ißi,  £1.2)  ^3    ^^^   Komponenten    des   Spannungszustandes; 
0;  "^Pj,  '^2?  ^3    die    Dilatation    und    die    Komponenten    der    mittleren 

Rotation; 
II  das  auf  die  Yolumeinheit  bezogene  Potential,  das  sich  mittels  der 
Deformationsgrössen  6^,  6^,  .  .  .,  co.^  in  derselben  Form  (1)  ausdrückt 
mit  Koeffizienten,  die  im  allgemeinen  Funktionen  von  q^,  q^,  q^  sind. 

2.  Fornaxilierung  des  Integrationsproblenas  in  eartesisehen 
Koordinaten. 

Das  allo'emeinste  Problem  in  der  Elastizitätstheorie  ist  das  Problem 
der  Bewegung  eines  elastischen  Systems.  Dasselbe  lässt  sich  so  aus- 
sprechen: Gegeben  sind  als  Funktionen  der  Zeit  die  Massenlcräfte,  die 
auf  die  Teilchen  eines  in  Bewegung  befindlichen  elastischen  Systems 
wirken,  und  die  Spannungen,  die  an  der  Oberfläche  angreifen,  ausser- 
dem der  Anfangszustand  des  Systems;  es  soll  die  Deformation  bestimmt 
werden,  die  das  System  zu  beliebiger  Zeit  erfährt. 

Das  besondere  Problem  des  Gleichgewichts  eines  elastischen 
Systems  lässt  sich  so  formulieren:  Gegeben  sind  die  JSlassenkräfte, 
die  auf  die  Teilchen  eines  im  Gleichgewicht  befindlichen  elastischen 
Systems  ivirken,  und  die  Spannungen,  die  an  der  Oberfläche  angreifen; 
es  soll  die  Deformation  bestimmt  werden,  die  das  System  erfährt. 

Ist  für  ein  elastisches  System,  das  einen  gegebenen  Raum  S  er- 
füllt, bei  beliebig  gegebenen  äusseren  Kräften  und  Anfangsbedingungen 
das  Bewegungsproblem  lösbar,  so  ist  natürlich  auch  stets  das  Gleich- 
gewichtsproblem bei  beliebig  vorgeschriebenen  äusseren  Kräften  lösbar. 

2  a.  Die  allgemeinen  Grundgleichungen  und  die  Hauptprobleme 
der  Integration.  Indem  die  sogenannte  mathematische  Elastizitäts- 
theorie  sich   auf  unendlich  kleine  Deformationen    beschränkt,    stehen 
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ihr   für  die  Lösung  der   genannten   Probleme    die   in   IV  23,  Nr.  5b 
gegebenen  Grundgleichungen  zur  Verfügung. 

Es  sind  dies  für  die  Lösung  des  Beivefjimgspröblems  zunächst  die 
drei  Hauptgleichungen,  die  für  jeden  Punkt  des  elastischen  Systems 
befriedigt  sein  müssen: 

oXj.  cXy  cX^ 
dx          dy  dz  ' 

cY,  dYy  cY, 
dx          dy  dz  ' 

c  Z^  dZu  cZ, 


(2) 


d^w 


qX 

oZ  ~ 


ox 


dy 


dz 


Hierin  sind  die  Spannungskomponenten,  unter  Voraussetzung  eines 
elastischen  Potentials  /",  durch  die  Formänderungskomponenten  ver- 
möge der  Gleichungen 


(3) 


gegeben.     Damit  werden,    da  für  die  Formänderungskomponenten  x^, 
■  ■■,  Xy  die  Beziehungen 


^-  -  dx,  ' 

Yz       —       Zy—           ^y^       , 

y               df 

'■'         dyy' 

z.  =  x^  =  ?^ , 

V       -              CZ,  ' 

X  —  Y  —  ^^ 

y                ^            dXy 

(4) 


x^  = 


y„ 


cu 

dx ' 

dv 
dy  ' 
dw 

"aT' 


Vz 

^y 

= 

cv 
dz 

+ 

cw 
dy' 

^x 

== 

X. 

= 

dw 
dx 

+ 

du 

dz  ' 

^y 

= 

y. 

= 

du 
dy 

+ 

dv 
dx 

gelten,  die  Gleichungen  (2)  drei  partielle  Differeutialgleichimgen  zweiter 
Ordnung  für  die  Verschiebungskomponenten  a,  v,  w  als  Funktionen 
der  imabhängigen  Variabein  x,  y,  z,  t.  Zu  diesen  Gleichungen  treten, 
wenn  es  sich  um  einen  begrenzten  elastischen  Körper  handelt,  die 
Oberflächen-  oder  JRandhedingnngen : 


(5) 


^«  =  ^x  cos  («,  X)  +  Xy  cos  (»?,  y)  +  X^  cos  {n,  z), 
Y„  =  Y,  cos  (n,  x)  4-  Ty  cos  (>?,  y)  +  T  cos  {n,  z), 
^n  =  ^x  COS  («,  x)  +  Zy  cos  (w,  y)  +  Z.  cos  (»,  z\ 


Drittens  sind  die  Anfangsbedingungen  zu  berücksichtigen,  welche  aus- 
drücken, dass  H,  V,  fV'i-öT,  -07,  -07-  zur  Zeit  ^  =  0  als  übrigens  will- 
kürliche Funktionen  von  x,  y,  z  gegeben  sind. 
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Beim    Gleichgewichtsproblem    fallen    die  Anfangsljedingiuigen   fort. 
Die  Iliiuptgleichungen  (2)  erhalten  die  einfachere  Form: 


(2') 


^^~  dx  ^  cy  ^  dz  ' 
^^  ~  dx  "1"  dy'  "T  dz' 
"^^  cx     '     cy      ^      dz 


Die  Randbedingungen  sind  wieder  durch  (5)  gegeben. 

Analytisch  kommt  also  das  Beweg ungsprohlem  eines  elastischen 
Systems  auf  folgendes  Infegrationsprohlem  hinaus:  Es  sollen  drei 
Funktionen  u,  v,  iv  von  x,y,  z,t  so  bestimmt  werden,  dass  sie  in  jedem 
Punkte  von  S  und  für  einen  beliebigen  Wert  der  Zeit  t'>  Iq  —  wo 
t^  der  Wert  von  t  im  Anfange  der  Bewegung  ist  —  das  System  (2) 
partieller  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  befriedigen,  auf  dem 
Bande    a   von  S   den   Bedingungen    (5)  genügen   und  für  t  =  t^    die 

Grössen  u,  v,  iv;    -^ ,    -07,    -^    sechs  gegebenen  Funktionen  von  x ,  y ,  z 
ot       et       ot 

gleich  iverden.     Gewöhnlich  fordert  man,  dass  u,  v,  iv  —  gemäss  der 

Erfahrung  —  in  speziell  einfacher  Weise,  z.  B.  trigonometrisch  von  t 

abhängen,  in  welchem  Falle  Randwerte  nicht  gegeben  sind. 

Dagegen  ist  im  Falle  des  Gleichgewichts  das  Integrationsproblem 
folgendes:  Es  sollen  drei  Funktionen  u,  v,  w  von  x,  y,  z  so  bestimmt 
tverden,  dass  sie  in  jedem  Punkte  von  S  das  Gleichungssystem  (2')  und 
auf  der  Begrenzung  6  von  S  die  Bedingungen  (5)  befriedigen. 

Die  physikalische  Erfahrung  zeigt,  dass,  wenn  im  Falle  der  Bewegung 
die  Massenkräfte  X,  Y,  Z  und  die  Oberflächenspannungen  X„,  !"„,  Z„ 
als  Funktionen  der  Zeit  gegeben  sind  und  der  Anfangszustand  vorge- 
schrieben ist,  die  Deformation  des  Systems  zu  jeder  Zeit  ^  >  ^0  ®^^" 
deutig  bestimmt  ist.  Ebenso  lehrt  die  Erfahrung  im  Falle  des  Gleich- 
gewichts, dass  bei  gegebenen  Massenkräften  X,  Y,  Z  und  bei  ge- 
gebenen Oberflächenspannungen  X„,  F„,  Z^  das  elastische  System 
eine  eindeutig  bestimmte  Deformation  erfährt.  Wie  bei  jedem  Problem 
der  mathematischen  Physik,  so  ist  auch  im  Falle  der  Elastizität  nach 
Aufstellung  der  Gleichungen,  die  das  Problem  analytisch  repräsentieren, 
die  Übereinstimmung  der  allgemeinen  Erfahrungssätze  mit  der  mathe- 
matischen Grundlage  darzulegen.     Es  ist  also  nachzuweisen, 

1)  dass  unsere  Gleichungen  unter  den  angegebenen  Bedingungen 
höchstens  eine  eindeutig  bestimmte    Lösung  haben; 

2)  dass  eine  Lösung,  jedenfalls  unter  möglichst  wenig  be- 
schränkenden Bedino-imcren,  tatsächlich  existiert. 
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Der  ersten  Forderung  entspricht  das  Ein^Jcntiglccitstheorem,  der 
zweiten  das  Existenztheorem.  —  Hinterher  sind  dann  Integrations- 
methoden anzugeben,  nach  denen  in  jedem  Fall  die  Lösung  mittels 
mehr  oder  minder  verwickelter  analytischer  Prozesse  tatsächlich  ge- 
funden werden  kann. 

Im  folgenden  ist  stets  angenommen,  dass  die  gegebenen  Grössen 
im  ganzen  Bereich,  in  dem  sie  definiert  sind,  sich  „regulär"  verhalten, 
d.  h.  endliche,  einwertige  Funktionen  sind  und  alle  Ableitungen  be- 
sitzen, die  in  Frage  kommen;  ebenso  wird,  wenn  nicht  ausdrücklich  das 
Gegenteil  bemerkt  ist,  verlangt,  dass  die  zu  bestimmenden  Grössen 
in  dem  entsprechenden  Existenzbereich  denselben  Bedingungen  ge- 
nügen. 

2  b.  Die  speziellen  Formen  des  elastischen  Potentials  für  die 
verschiedenen  Krystallgruppen.  Die  Integrationsprobleme  des  Gleich- 
gewichts und  der  Bewegung  elastischer  Körper  vereinfachen  sich  für 
spezielle  Formen  des  elastischen  Potentials  f,  weil  hierdurch  die  Glei- 
chungen (2)  bzw.  (2')  unter  Zuziehung  der  Beziehungen  (3)  und  (4) 
eine  einfachere  Gestalt  erhalten.  Diese  Vereinfachung  tritt  jedesmal 
ein,  wenn  das  elastische  System  irgend  welche  elastische  Symmetrie- 
eigenschaften besitzt. 

Man  spricht  von  einer  Symmetrieeigenschaft  eines  elastischen 
Systems,  wenn  das  entsprechende  elastische  Potential  f  für  eine  be- 
stimmte Gruppe  von  Koordinatentransformationen  ungeändert  bleibt^). 
Diese  Transformationsgruppe  definiert  die  elastische  Symmetrie.  Ist 
die  Transformationsgruppe,  bei  der  f  ungeändert  bleibt,  die  sogenannte 
„Hauptgruppe"  (unter  Ausschluss  der  Ähnlichkeitstransformationen), 
80  nennt  man  das  System  isotrop'.,  /"erfährt  hier  seine  grösste  Reduktion 
(vgl.  die  folgende  Nr.  2  c). 

Die  Hauptgruppe  der  Koordinatentransformationen,  die  den  Ur- 
sprungspunkt ungeändert  lassen,  setzt  sich  aus  Drehungen  und  der 
Inversion  am  Koordinatenanfangspunkt  zusammen.  Letztere  aber  lässt 
f  an  sich  ungeändert.  Man  erhält  daher  alle  möglichen  Reduktionen, 
die  f  infolge  einer  elastischen  Symmetrieeigeuschaft  erfahren  kann, 
indem  man  sämtliche  Reduktionen  ermittelt,  die  sich  für  /"  aus  dem 
Vorhandensein  einer  Drehungsaxe  von  bestimmter  beliebiger  Ordnung, 
ergeben.  Unter  der  Ordnung  einer  Drehungsaxe  versteht  man  die 
niedrigste  zur  Identität  führende  Potenz  der  Drehimg.  Schliesst  man 
den  Fall  einer  Isotropieaxe  aus,  so  muss  der  Drehuugswinkel  ein 
gebrochenes  Vielfaches  von  '2n  betragen. 


1)  Vgl.  IV  14,  Nr.  21  {M.  Abraham). 


2.  Formulierung  des  Integrationsproblems  in  cartcBischen  Koordinaten.     63 

In  der  Natur  besitzen  elastische  Symmetrieeigenschaften  ausser 
den  isotropen  Körpern  die  KrystaUe.  Für  sie  gilt  die  Hypothese  von 
F.  Neumann^) ,  wonach  jede  krystallographische  Symmetrie  mit  einer 
elastischen  Symmetrie  zusammenfällt  und  zwei  krystallographisch  gleich- 
ivertige  Axen  hinsichtlich  der  elastischen  Eigenschaften  des  Körpers  ver- 
tauschbar sind. 

Ein  Kry stall  kann,  sofern  man  Isotropieaxen  ausschliesst,  nur 
eine  2-,  3-,  4-,  6 -zählige  Symmetrieaxe  haben  (vgl.  V  7,  Nr.  25, 
Th.  Lichisch,  A.  Schoenflies,  0.  Mügge).  Um  daher  die  den  verschiedenen 
Krystallsystemen  entsprechenden  Formen  von  /'  zu  ermitteln,  genügt 
es,  die  Reduktion  zu  bestimmen,  die  f  beim  Vorhandensein  einer  Sym- 
metrieaxe von  der  Ordnung  2,  3,  4,  6  erfährt.  Es  ist  jedoch  die  Tat- 
sache bemerkenswert,  dass  aus  der  Annahme  von  f  als  einer  qua- 
dratischen Funktion  der  Formänderungskomponenten  schon  folgt,  dass  f 
nur  bei  Vorhandensein  einer  2-,  3-,  4-zähligen  Symmetrieaxe  eine  Form  be- 
sitzt, die  von  derjenigen  im  Falle  einer  Isotropieaxe  verschieden  ist  ^). 

Die  den  2-,  3-,  4-,  6 -zähligen  Symmetrieaxen  entsprechenden 
Formen  von  f  bestimmt  man  am  einfachsten  in  der  Weise,  dass  man 
die  ^-Axe  mit  der  Drehungsaxe  zusammenfallen  lässt  und  nun  den 
Ausdruck  von  f  ansetzt,   der  sich   bei  einer  Drehung  der  oc-  und  y- 

~w-^  ^  ^  7t  7t  7t 

Axen  in  ihrer  Ebene  bezüglich  um  die  Winkel  %,  ~ä"j  T  ^^^  T  ®^" 
giebt.  Man  erhält  durch  den  Vergleich  mit  der  ursprünglichen  Form 
von  f  gewisse  Relationen  für  die  Koeffizienten,  in  denen  die  Speziali- 
sierung von  f  sich  ausdrückt.  Um  die  entsprechende  Reduktion  von 
/■  für  den  Fall  einer  mit  der  x-  oder  der  y-Axe  zusammenfallenden 
Symmetrieaxe  zu  finden,  hat  man  natürlich  die  Indices  1,  2,  3  und 
4,  5,  6  nur  ein-  oder  zweimal  cyklisch  zu  vertauschen. 

Bezüglich  der  Aufzählung  und  Bezeichnungsweise  der  unab- 
hängigen Symmetrieelemente,  die  die  32  Krystallgruppen  kennzeichnen, 
verweisen  wir  auf  das  schon  genannte  Referat  über  Krystallographie 
(V  7).  Hier  sei  nur  bemerkt,  dass  diese  32  Gruppen  hinsichtlich 
jeder  Eigenschaft,  die  wie  die  der  elastischen  Symmetrie  von  der 
Existenz  eines  Symmetriezentrums  nicht  berührt  wird,  in  11  Klassen 
zerfallen,  imd  dass  diese  Klassen  9  verschiedene  Formen  für  den  Aus- 
druck von  f  zulassen,  so  dass  die  3:?  Krystallgruppen  hinsichtlich  der 
auf  den  Ausdruck  des  elastischen  Potentials  bezüglichen  Eigenschaften 
sich  in  nur  neun  verschiedene  Kategorien  sondern. 


2)  Theorie  der  Elastizität,  p.  164. 

3)  Ygl.  z.  B.  G.  Somigliana,  Roma  Acc.  Line.  Rend.   (5)   3'  (1894),  p.  238 
und  (5)  41  (1895),  p.  25,  sowie  Ann.  di  mat.  (3)  7  (1902),  p.  129, 
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Bezeichnen  ÄJ^,  Ä^",  A^  den  Koordinatenrichtungen  x,  y,  z  ent- 
sprechende w- zählige  Symmetrieaxen  und  das  Zeichen  ~  die  Gleich- 
wertigkeit zweier  Axen,  so  ergiebt  sich  für  die  Gesamtheit  der  un- 
abhängigen krystallinischen  Symmetrien  und  die  diesen  11  Klassen 
entsprechenden  Formen  von  /'  folgende  Liste*): 

1.  Triklines  System:  /besitzt  die  allgemeinste  Form  mit  21  Kon- 
stanten. 

2.  Monoklines  System:  A.^,  f  hängt  von  13  Konstanten  ab, 

+  %!//  +  "^(^^Vz^x 

3.  Rhombisches  System:  A^A^,  f  hängt  von  9  Konstanten  ab, 

/■=  ^ll^x'  +  2Ci2«x2/y  +   "^(^IZ^x^z 
+  C22!//  +   "^ClzVyZ, 

4.  Rhomboedrisches  System:  A^A^^  f  hängt  von  6  Kon- 
stanten ab, 

/■=  Cu^x   +  ^(^n^xVy  4-  2^13^^^,  +  2c^^x^y, 

+  «u^/     +  '^c^zyyZ.—'^c^iyyy, 

+  C^Vz' 

+  i(cu  — q2)V- 

5.  Rhomboedrisches  System:  A^,  f  hängt  von  7  Konstanten  ab, 

+  ^SZ^z^ 

+  ^44^.'  —  2Ci5y,.r^ 

4")  F.  Ntumann,  Elastizität,  p.  164;  Kirchhoff,  Mechanik,  p.  389:  IT.  Voigt, 
Ann.  Phys.  Chem.  16  (1882),  p.  275;  W.  Voigt,  Kapport.  Paris;  B  Mimiigerode, 
Gott.  Nachr.  1884,  p.  l'Jö,  374,  488. 
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6.    Tetragonales  System:   A^ A^,  f  hängt   von   Ü  Konstanten  ab, 


+  (^uiVz'  +  O'  +  ^6r,a^, 


7.  Tetragonales  System:  A,^,  f  hängt  von  7  Konstanten  ab, 

+  ^11^/  +  2Ci3l/y^,  —  2Ci6  2/y^y 

8.  und  9.  Hexagonales  System:  A,^ A^^  bezw.  .4/,  die  ^--Axe  ist 
Isotropieaxe,  und  f  hängt  von  5  Konstanten  ab, 

f  =  ^11  ^x'  +  2  ^2  a;^yy         +2  c^g  x^  z^ 

+  V.' 
+  cJ:y.^  +  ^x')  +  i(cu  —  ^12)^/- 
10.  und   11.     Reguläres   System:    A^AJ"   bezw.  ^/ '^  ^^  ~  J./. 
/"  hängt  von  drei  Konstanten  ab, 

/■=  Cii  {xj  +  ^/  +  ^/)  +  2ci2(^,;t/j,  +  y^,^^  4-  z^x^)  +  c^(y/  4_  ^r^2  _|_  ^^a)_ 

In  den  vorstehenden  Ausdrücken  von  f  sind  die  Koordinaten- 
axen  in  besonderer  Weise  gevrählt;  lässt  man  die  Lage  dieser  Axen 
unbestimmt,  so  gehen  in  jeden  der  Ausdrücke  von  f  noch  drei  andere 
willkürliche  Konstanten  ein. 

2  c.  Der  besondere  Fall  der  Isotropie.  Die  stärkste  Reduktion  er- 
fährt die  Form  des  elastischen  Potentials  selbstverständlich  in  dem  Falle, 
wo  das  elastische  System  isotrop  ist.  In  diesem  Falle  bleibt  der  Ausdruck 
von  f  bei  jeder  Koordinatentransformation  uugeändert.  Er  muss  da- 
her die  für  den  Fall  des  regulären  Systems  geltende  Form  haben  und 
behält  sie,  wie  auch  die  Koordinatenaxen  liegen  mögen.  Der  für  das 
reguläre  System  geltende  Ausdruck  für  f  lässt  sich  schreiben  (vgl. 
Nr.  2  b,  10): 

f=  c,,{x^ +yy  +  ^.y  +  (qi  -  c,,)  (xj^  +  /// + z,' + iy,^ + W + H') 
+  (C44  + 1^12  -  -^^i)  (y,'  +  ^J  +  ^/). 

Da  nun  die  Grössen 

^x  +  yy  +  ^.,   ^/  +  yy'  +  ^/  +  y/  +  W  +  i-^/ 

bei  beliebigen  Koordinatentransformationen  ungeändert  bleiben,   also 

Encyklop.  d.  math.  Wissenscli.     IV  2,  ii.  5 
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sogenannte  DeformationsinTarianten  vorstellen,  während  der  Ausdruck 

y,'  +  ^/  +  ^/ 

diese  Eigenschaft  nicht  besitzt,   so  folgt,  dass  im  Falle  der  Isotropie 

^44  +  1^12  — i<^ii  =  *^ 
sein    muss.      Führt    man    für    die    beiden    Konstanten    —  20^2    und 
—  (Cjj  —  Cjg)   die  Lam&sche  Bezeichnung   X  und  ^  ein,    so   wird  der 
Ausdi-uck  des  elastischen  Potentials  für  das  isotrope  System: 

Daraus  folgen  die  SpannungsJcomponenten  in  der  Form: 
iX^  =  —  Ux^  +  y„  +  ^,)  —  2fi  x^,     Y,  =  —  ay^, 

(7)  Y^  =  —  ^(^.  +  y,  +  ^J  —  2^yy,     ^x  =  —  .ti^x; 

1   ^.  =  — '^(^x  +  ^y  +  O  — 2^^.,     Xj^  =  — ^Ä-„, 
während    die    Grundgleichungen  (2)   (?er  Bewegung  sich   auf  eine    der 
beiden  äquivalenten  Formen: 


(8) 


Q{^-Y)  =  ^^^^  +  i^  +  ^) 


bringen  lassen;  hierbei  ist: 


oder 


(9 


(10) 


1  I  du    .    dv     .    dw 

®  =  ^.  +  yy■^'■•  =  ^i  +  ^^  +  -J^'^ 


Die  Randbedingungen  lassen  sich  auf  folgende  Form  bringen: 


da 


X„-\-  Ks)  cos  {nx)  -f-  2/ti  37-  +  ^ji^Cws cos {ny)  —  ajj  cos  (w j?)]  =  0, 

(11)    -j  r„  + A6>cos(wy)  +  2/i^  +  2a[wiCos(«£;) — (<J3Cos(Ma;)]  ^0, 

Z„  -f-  -^  ^  cos  {n ^)  +  2 a  '      +  2 ,a [ (üo cos (iix)  —  is^ cos [)i y)]  =  0, 


wo  das  Symbol  -.-  die  Ableitung    nach    der  positiven   Richtung  der 


dn 
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Normalen  n  von  0  bedeutet. 

In   ähnlicher  Weise    ergeben    sich    als   Jlawpigleichungcn  für   das 
Gleichgeivicht: 


(8') 


öx 


.«  Aw+  (A  +  ii)  ^^^  -\-  qZ  =  0; 


die  Randbedingungen  bleiben  die  gleichen. 

Die  in  den  Gleichungen  (6)  bis  (11)  auftretenden  Konstanten  l 
und  [i  haben,  genau  wie  die  Koeffizienten  c^^  des  allgemeinen  Aus- 
drucks von  f,  dieselbe  Dimension  wie  die  Spannungen,  können  also 
in  derselben  Masseinheit  ausgedrückt  werden.  Die  Hypothese,  dass 
/'  eine  negativ  definite  Form  sei,  unterwirft  X  und  ^i  den  Beschrän- 
kungen : 
(12)  3A-fLV>0,     a>0; 

diese  Bedingungen   sind   notwendig  und  hinreichend,   um  die  negativ 
definite  Natur  der  Form  f  sicher  zu  stellen. 

Statt  der  beiden  Zawe'schen  Konstanten  l  und  ^i  werden  oft 
andere  Konstanten  benutzt,  so  vor  allem: 

der  Young'sche  Modul  oder  Elasüzitätsmodid :  E  =      ,  "tl-rJ  j 

/,  -f-  ft 

X 
die  Poisson'sche  Konstante:  r^  =  -k  ii       ™^^  —  1  <  ^  <  i"j 

Kirchhoff  gebraucht  die  Konstanten  K  =  ^  und  ö  =  — ; 

in  der  Theorie  der  Schwingungen  andererseits  sind  die  Konstanten 

fe2  =  -^ ,  d^  =  gebräuchlich,    die    bezüglich    die   Quadrate   der 

Fortpflanzungsgeschwindigkeit    der    longitudinalen   und    der    transver- 
salen WeUen  darstellen.     (Vgl   IV  26,  Nr.  8,  H.  Lamh.) 

3.  Reduktion  des  allgemeinen  elastischen  Problems  auf  den 
Fall  verschwindender  äusserer  Kräfte.  Sind  die  Massenkräfte  X,  Y,  Z 
und  die  Oberflächenspannungen  X„,  Y„,  Z„  von  der  Zeit  unabhängig  — 
und  mit  diesem  Fall  hat  sich  die  Elastizitätstheorie  in  erster  Linie 
zu  beschäftigen  — ,  so  lässt  sich  das  ProlÄem  der  Beicegung  eines 
elastischen  Systems  sehr  leicht  auf  ein  Gleichgewichtsproblem  und 
ein  auf  eine  bestimmte  Konfiguration  bezogenes  Bewegungsproblem, 
das  verschwindenden  äusseren  Kräften  entspricht,  zurückführen^).     In 


5)  A.  Clebsch,  Elasticität,  p.  40;    Clehscli- Saint -Venant,  filasticite,   p.  53. 
Für  den  Fall,  dass  die  Massenkräfte  Funktionen  der  Zeit  sind,  haben  L.  Lorenz, 

5* 
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der  Tat,  stellen  u,  v,  tv  die  Lösung  des  Bewegungsproblems  dar, 
das  den  gegebenen  äusseren  Kräften:  X,  Y,  Z-  X^,  Y^,  Z^  und  einer 
beliebigen  Anfangskonfiguration  entspricht;  femer  u ,  r',  iv  die  Lösung 
des  Problems  des  elastischen  Gleichgewichtes,  das  denselben  äusseren 
Kräften  entspricht,  dann  werden  m  —  u' ,  v  —  v',  iv  —  tc'  für  dasselbe 
elastische  System  die  Lösung  des  Bewegungsproblems  liefern,  das  den 
äusseren  Kräften  null  entspricht,  bezogen  auf  die  Gleichgewichtskon- 
figuration, die  durch  die  Verschiebungen  u',  v ,  iv    bestimmt  ist. 

Das  Gleic}igeivichtsj)rohle)n  lässt  sich  seinerseits  stets  auf  den 
Fall  zurückführen,  wo  die  Massenkräfte  null  sind^).  Bezeichnen  näm- 
lich M,  V,  IV  die  Verschiebungskomponenten,  die  ein  gegebenes  Problem 
elastischen  Gleichgewichts  lösen,  und  sind  u',  v,  %v  partikuläre  Inte- 
grale der  Grundgleichungen  (2')*'*),  so  bedeuten 

iC  =  u  —  u,  v"  =  V  — v',  iv"=  w  —  w' 

die  Verschiebungskomponenten,  die  ein  gleiches  Problem  für  den  Fall 
verschivindender  3Iassenkräfte  lösen.  Sind  für  u,  v,  w  die  Werte  auf  6 
vorgeschrieben,  so  sind  auch  für  u",  v",  iv"  die  Randwerte  gegeben. 
Sind  die  Oberflächenspannungen  X„,  Y^,  Z^  vorgeschrieben,  so  ent- 
sprechen ^t",  v",  iv"  den  Oberflächenspannungen  X„  —  X„',  F^  —  T^', 
-^n  —  ^n^  wo  X;,  r„',  Z;  die  mit  u,  V,  IV  gebildeten,  zu  X„,  r„,  Z,. 
analogen  Ausdrücke.  Ahnliches  gilt  im  Falle  gemischter  Rand- 
bedingungen. 

4.  Einordnung  der  thermischen  Deformation  in  die  allgemeine 
Theorie.  Der  Fall  der  thermischen  Deformation^)  ordnet  sich  ana- 
lytisch sofort  dem  allgemeinen  Problem  der  rein  elastischen  Form- 
änderungen unter.  In  der  Tat  macht  man  bei  Zuführimg  nur  kleiner 
Wärmemengen  die  Voraussetzung,  dass  die  erfolgende  Deformation 
sich  als  Superposition  einer  nur  von  der  kleinen  Temperaturerh()hung  t 
herrührenden  Deformation  und  derjenigen  auffassen  lässt,   die  im  all- 


J.  f.  Math.  58  (1861),   p.  329;    0.  Tedone,  Torino  Mem.  (2)  47  (1896),  p.  47,  227; 
C.  Somigliana,  Toriuo  Atti  41  (1906),  p.  60  die  entsprechende  Reduktion  gegeben. 

6)  E.  Betti,  Elasticitä,  p.  35. 

6')  Für  einen  isotropen  Körper  besitzt  man  z.  B.  in  den  durch  die  Formeln 
(42)  in  Nr.  10  c  gegebeneu  Funktionen  «j ,  «j,  «,  oder  auch  in  den  durch  (45') 
in  Nr.  10  d  gegebenen  Funktionen  Wq,  v^,  «•„  ein  solches  partikuläres  lutegral- 
system. 

7)  /.  M.  C.  Duhamel,  Paris  Mem,  div.  sav.  (2)  5  (1838),  p.  440;  F.  Neumann, 
Berlin  Abh.  1841,  2.  Teil;  Elasticität,  p.  107;  Betti,  Elasticitä,  p.  98;  C.  W.  Bor- 
chardt,  Berlin  Monatsber.  1873,  p.  9  =  Ges.  Werke,  p.  248;  J.  Hopkinson,  Mesa. 
of  math.  (2)  8  (1879),  p.  168  =  Original  papers  2,  Cambr.  1901,  p.  357;  E.  Cesäro, 
Elasticitä,  p.  128;  F.  Alibrandi,  Giorn.  di  mat.  38  (,1900),  p.  77. 
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gemeinen  den  durch  die  Temperaturerhöhung  im  Körper  hervor- 
gerufenen elastischen  Spannungen  entspricht.  Diese  ehastischen  Span- 
nungen werden  damit  durch  die  Relationen  (3)  gegeben,  zu  denen  sich 
jeweils  ein  mit  der  Temperaturerliöhung  proportionales  Glied  addiert 
(vgl.  IV  23,  Nr.  5c,  0.  H.  Müller- A.  Timpe): 

Cf      ,     ._  ^.  ,  df 


+  ^G^- 


Beschränkt  man  sich  auf  den  Fall  eines  homogen  isotropen  Körpers, 
so  werden  2^  =  q^  =  g.6  =  0,  ^i  =  9'2  =  Q's  =  2-  Es  ergeben  sich 
dann  die  von  J.  M.  C.  Duhamel  und  Fr.  Neumami"^)  zum  ersten  Male 
abgeleiteten  Formeln  in  den  Spannungskomponenten 


(13) 


,   d    df     ,     d    cf    ,     0    8f    ,        ex        ^ 

dxdx^        dy  dxy        dz  cx^  dx 

A  1/^  _4_  A  ^L  _L  A  i-^-  _|_  (7  A.  =  0 
dxdy^    '    dy  dyy        dz  dy^  dy 


d    df    ,     d    df 


dx  di 


+ 


dy  cz^ 


+ 


d_  dj 

dz  cz. 


+  'Z 


dr 

'dz 


=  0 


und  entsprechend  die  Randbedingungen.  Aus  ihnen  geht  hervor,  dass 
die  durch  die  Temperaturerhöhung  x  im  Innern  des  elastischen  Körpers 
hervorgerufene  Wirkung  gleich  derjenigen  ist,  die  ein  im  Temperatur- 
gleichgewicht befindlicher  Körper  von  einem  System  von  Massen- 
kräften : 


dr 
^d^ 


et 


dt^ 
dz' 


die  ein  Potential  —  qx  haben,  und  einem  normal  zur  Oberfläche  wirken- 
den Druck  qr  erfährt. 

Aus  (13)  und  den  zugehörigen  Randbedingungen  folgen  sofort 
die  Gleichungen  in  den  Verschiebungen  u,  v,  w.  Führt  man  den 
Koeffizienten  Tc  der  linearen  Ausdehnunuf  durch  die  Relation 


7.^  g 

3;i-|-2ft 

ein,    so    werden    die    Gleichungen,    die    die    Deformation,    welche    der 
Körper  infolge  der  Erwärmung  erfährt,  bestimmen,  die  folgenden: 

'  (A  +  ^)  I®  +  ^Ah  =  K3A  +  2iC)l^, 


(13') 


öx 

d& 


dx ' 
dr 


(^  +  f^)  ^^  +  ."^^  =  ^(^^  +  - ^)  ay ' 

.  (-^  +  ^)  ^7  +  ^A?r=  A-(3A  +  2^)  -^, 
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(14) 


>L0  cos  (nx)  -|-  2/1  ,    -|-  2(i[o)^  cos  (ny)  —  Tog  cos  (w^)] 
=  k(3X  -\-  2.u)t  cos(wa;j, 


Ist  die  Temperaturerhöhung  r  als  Funktion  des  Ortes  nicht  ge- 
geben, so  tritt  zu  diesem  Gleichungssystem  noch  die  korrigierte 
Fouriersche  Wärmeleitungsgleichung ''^^j 

dt         .  30 

mit  der  Randbedingung: 

0  =  X        -\-  X  (t  —  t) 

hinzu;  hier  bedeutet  y^  die  spezifische  Wärme  bei  konstanten  Volumen, 
n  die  innere,  x  die  äussere  Wärmeleitungsfähigkeit  und  t  die  Temperatur 
der  Umgebung. 

Betrefi's  der  Lösungen  der  Gleichungen  (13')  und  (14)  kann  man 
die  Bemerkungen  der  vorstehenden  Nr.  3  heranziehen,  dass  stets, 
wenn  das  Problem  des  elastischen  Gleichgewichts  bei  beliebigen  Ober- 
flächenspannungen und  verschwindenden  Massenkräften  sich  lösen  lässt, 
dasselbe  Problem  auch  bei  beliebigen  Oberflächenspannungen  und  be- 
liebigen Massenkräften  gelöst  werden  kann.  Es  folgt  daraus,  dass  man 
unter  derselben  Bedingung  auch  zur  Lösung  des  Problems  der  ther- 
mischen Deformationen  eines  homogenen  und  isotropen  Körpers  ge- 
langen kann.  So  erhält  man  z.  B.  eine  partikuläre  Lösung  der  Gl.  (^13), 
wenn  man  setzt: 

wo  r  die  Entfernung  des  Punktes  (x,  y,  z)  von  einem  anderen,  variablen 
Punkte  des  Körpers  ist.  Der  Deformation  (15)  entsprechen  die  Ober- 
flächenspannungen : 

('«)  ^. = *^^  (-  ^' «-  (-)  +  h  L  Ä/'5  •  •  •■ 

so  dass,  wenn  x  bekannt  ist,  die  entsprechende  thermische  Deformation 
die  Resultante  aus  der  Deformation  (15)  und  derjenigen  ist,  die  den 
Massenkräften  null  und  den  durch 

(17)        — Ä;(3A -f- 2/t)TCos(wa;) 

+  «  ,   I    ,  -   —  Xr  cos  (nx)  4-  „-     ,-  ^  / ,  .  .  . 

gegebenen  Oberflächenspannungen  entspricht. 

7")  Fr.  Neumann,  Theorie  der  Elastizität,  p.  118. 
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5.  Die  Grundgleichungen  in  rechtwinkligen,  krummlinigen 
Koordinaten. 

5  a.  Die  Einführung  krummliniger  Koordinaten.  Betreffs  der 
ausführlifhen  Darlegung  der  allgemeineu  Prinzipien,  die  für  die  Trans- 
forination  der  Gleichungen  der  Elastizität  und  überhaupt  der  mathe- 
matischen Physik  auf  krummlinige  Koordinaten  als  Grundlage  dienen, 
verweisen  wir  auf  IV  14,  Nr.  20  (31.  Abraham).  Es  mag  jedoch  hier 
an  folgendes  erinnert  werden: 

a)  die  allgemeinste  Methode  zur  Durchführung  dieser  Trans- 
formation rührt  von  G.  Bicci^)  her;  er  gründet  sie  auf  seinen  sog. 
absoluten  Kalkül] 

b)  das  direkteste  und  gleichzeitig  älteste  Verfahren  andererseits 
ist  das  von  G.  Lame^)\  dasselbe  gründet  sich  unmittelbar  auf  die  all- 
gemeinen Regeln  der  Transformation  von  Funktionen  und  unabhängigen 
Variabein,  wie  sie  in  der  Infinitesimalrechnung  gegeben  werden; 

c)  diese  zwar  mühsamen,  aber  nicht  uneleganten  Rechnungen 
werden  merklich  der  Auffassung  näher  gerückt  durch  Einführung  eines 
beiveglichen  Trieders,  dessen  Axen  in  jedem  Punkte  des  Raumes  mit 
den  Tangenten  der  durch  den  Punkt  gehenden  Koordinatenlinien  zu- 
sammenfallen, und  durch  Benutzung  der  kinematischen  Eigenschaften 
des  beweglichen  Trieders  ^°); 

d)  ausser  diesen  Methoden  giebt  es  noch  eine  andere,  die  oft 
angewendet  wird  und  sich  auf  die  Variationsrechnung  stützt;  das  erste 
Beispiel  derselben  gab  C.  G.  J.  Jacobi  durch  die  Transformation  der 
Differentialgleichung  A  =  0.-^^)  Diese  Methode  ermöglicht  die  Trans- 
formation von  Differentialausdrücken  2.  Ordnung,  die  in  dem  Aus- 
drucke der  ersten  Variation  eines  Integrals  auftreten,  durch  blosse 
direkte  Transformation  von  Ausdrücken,  die  nur  erste  Ableitungen 
enthalten.  Für  den  vorliegenden  Fall  der  Gleichungen  der  Elastizität 
reicht  man  dementsprechend  damit  aus,  das  elastische  Potential,  die 
lebendige  Kraft  des  Systems  und  die  Elementararbeit  der  äusseren  Kräfte 
auf  krummlinige  Koordinaten  zu  transformieren.    Es  genügt  dann,  das 


8)  G.Ricci,  Lezioni  sulla  teoria  delle  superficie,  Padua  1898;  G.  Eicci  und 
T.  Levi-Givita,  Math.  Ann.  54  (1900),  p.  125. 

9)  G.  Lame,  J.  ec.  polyt.  3  (1834),   p.  215,  247;    Coordonnees   curvilignes, 
Paris  1859. 

10)  0.  Bonnet,  J.  ec.  polyt.  18  (1845),  p.  171;  B.  B.  Weih,  Mess.  of  Math.  11 
(1882),  p.  146;  A.  E.  H.  Love,  Elasticity  (1.  ed.)  1,  chapter  VE,  p.  199. 

11)  C.  G.  J.  Jacobi,  J.  f.  Math.  36  (1848),  p.  179  =  Ges.  Werke  2,  p.  198. 
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Hamiltoii'sche  Prinzip  oder  auch  das  der  virtuellen  Geschwindigkeiten 
anzuwenden,  um  sofort  die  gewünschten  Gleichungen  zu  erhalten ^^). 
Bemei-kenswert  ist  jedoch,  dass  die  Gleichungen  der  Elastizität 
in  ihrer  endgültigen  Form  von  der  besonderen  Gestalt  des  EuJdidi- 
schen  Bogenelements  abhängen,  und  dass,  während  die  direkte  Methode 
von  Lame,  auch  in  ihrer  durch  Einführung  des  beweglichen  Trieders 
modifizierten  Form,  von  vornherein  an  dieser  Annahme  festhält,  die 
Ricci'sche  und  die  auf  die  Variationsrechnung  gegi-ündete  Methode  zu 
Gleichungen  führen,  die  auch  im  allgemeinen  Falle  eines  beliebigen 
Bogenelementes  gelten. 

5  b.    Die    Grundgleichungen    für    den    anisotropen    Fall.     Was 

nun  zunächst  das  elastische  Potential  anbetrifit,  so  ist  II  für  die 
einzelnen  Krjstallgruppen  dieselbe  Funktion  von  6^,  6^,  .  .  .,  O3  wie 
/"von  x^,  y  ,  .  .  .,  x^\  nur  sind  die  Koeffizienten  Funktionen  von  q^,  q^,  q^, 
es  sei  denn,  dass  auch  die  elastischen  Eigenschaften  des  Materials 
selbst  eine  dem  Gesetz  der  krummlinigen  Koordinaten  entsprechende 
Verteilung  aufweisen,  d.  h.  dass  die  elastischen  Eigenschaften  so  vari- 
ieren, dass  sie  in  Bezug  auf  die  durch  jeden  Punkt  gehenden  Koordi- 
natenlinien stets  in  derselben  Weise  orientiert  bleiben. 

Es  ergiebt  sich,  dass  die  Hauptgleichungen  imd  die  Bandle- 
dingungen  sich  folgendermassen  in  rechtwinkligen  krummlinigen  Koor- 
dinaten darstellen: 

a*x,       „      1  ^       V  a^v/     du 


(18) 


wo 


df 


qF, 


H 


9'i  =  ^  Qj^,^oa{nq^), 


dq'j' 


^=Q,Q,Q^ 


Zugleich  gelten  die  Beziehungen: 


(19) 


,.. 


1 


+ 


*.-f-2,  i+l 


e.  +  iC.  +  s  V^^.-f- 


\H  +  ^.     '^'^   H+r     '^''' 


12)  E.  Cesäro,  Elasticitä,   XXI,  p.  183;   C.  W.  Borchardt ,  J.   f.   Math.   67 
(1873),  p.  46;  E.  Beltrami,  Ann.  di  mat.  (2^  10  (1881),  p.  188. 
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wodurch  die  Formändermigslconiponenten  gegeben  werden.  Die  Indices 
sind  hier  nach  dem  Modul  3  genommen. 

Die  Gleichungen  (18)  gelten  zunächst,  welchen  Ausdruck  auch 
das  Quadrat  des  Bogenelements,  ds^,  haben  mag,  und  sind  daher  un- 
ubhängig  vom  Eukli/lischen  Axiom.  Will  man  die  Anwendung  auf 
den  gewöhnlichen  Raum  machen,  so  ist  zu  beachten,  dass  sich  das 
Quadrat  des  Bogenelements 

in  der  Form  ds^  ==  dx-  -\-  d\ß  4~  dz-  dui-ch  drei  Funktionen  x,  y,  z 
von  (?i,  (/2,  {?3  darstellen  muss.  Die  notwendige  und  hinreichende  Be- 
dingung hierfür  ist,  dass  Q^,  Q^,  Q^  den  bekannten  sechs  Xawze'schen 
Gleichungen  genügen: 


cqMi     Hi    )  "^  dq,^Mi^^  ^ii+J  "^   Q\+X  H+x  3?.-+i 
wo  die  Indices  wieder  nach  dem  Modul  3  zu  nehmen  sind. 

5  c.  Die  Grundgleichungen  im  isotropen  Fall.  Das  elastische 
Potential  TI  hat  natürlich  auch  hier  die  gleiche  Form  wie  /";  zudem 
lassen  sich  die  in  77  auftretenden  Koeffizienten  in  derselben  Weise 
wie  die  von  f  mittels  A  und  ^i  ausdrücken. 

Um  die  Griindgleichmiyen  auf  rechtwinklige  krummlinige  Koor- 
dinaten zu  transformieren,  kann  man  nun  die  Methode  des  beweg- 
lichen Trieders  oder  auch  die  auf  die  Variationsrechnung  gegründete 
Methode  anwenden.  In  letzterem  Falle  kann  man,  unter  Verwertung 
einer  von  C.  W.  Borchardt^^)  herrührenden  Bemerkung,  das  Unbequeme 
der  Ableitung  von  Gleichungen,  die  zunächst  auch  für  einen  all- 
gemeinen Raum  gültig  sind  und  daher  eine  scheinbar  verwickeitere 
Form  haben  als  jene,  die  man  mit  einer  der  direkten  Methoden  finden 
würde,  vermeiden.  BorcJiardt  bemerkt  nämlich,  dass  der  Ausdruck  des 
elastischen  Potentials   in  cartesischen  Koordinaten  sich  in  zwei  Teile 

(21)   /■=-i[a  +  2^)®=  +  2^(.V  +  i5.^  +  ^3')]-4c2'ß^-r.-|l7)- 

spalten  lässt,  von  denen  der  letzte  zu  den  Hauptgleichungen  keinen 
Beitrag  liefert.  Transformiert  man  z.  B.  im  Prinzip  der  virtuellen 
Geschwindigkeiten   die   Variation   des  gesamten  elastischen  Potentials 

dffdS 

s 

13)  C.  W.  BorcJiardt,  J.  f.  Math.  76  (1873),  p.  45  =  Werke,  p.  289. 
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SO  giebt  der  genannte  Teil  Anlass  zu  Gliedern,  die  sich  zerstören, 
oder  zu  OberflächenintegraJen,  die  keinen  Einfluss  auf  die  Bildung  der 
Hauptgleicbungen  haben.  Für  die  Ermittelung  der  transformierten 
Gnindgleichungen  kann  also  f  durch  den  anderen  Teil  ersetzt  werden, 
der  durch  die  llelation  bestimmt  ist: 

-  2f'=  (A  +  2ti)&'  +  2fi(-B,'  +  or^^  +  CÜ32) 
oder  was  dasselbe  ist 

=  (A  +  2a)  02  +  2aC^,2  +  V  +  SV) 
Es  ergiebt  sich  dann,  dass  die  Rauptgleichimgen  sich  folgendermassen 
schreiben  lassen: 


(22) 


f 


V  Ö,       a22"^<?3^i   \    dq,  dq,    )' 


[^\dr-  ^V  Q,       dqs'^Q,Q,\    dq,  dq,     I 


Die  Bandbedingtmgen  aber  nehmen  die  Fonn  an: 


(23) 


fZ  y.  ~ 

cp^  4-  A0COS  {nq,)  +  2a^  +  2^[i-3COs(n22)  —  %^os(nq^)]  =  0, 

(p^  -i-l0cos(7iq^)  +  2.tt^4-  2a[^SiCos(«53)  —  '<?3COs(«5i)]  =  0, 

(jPg  +  A  ©cos  («^3)  +  2^-^+  2,u[-te2  cos  (w^i)  —  ^1  cos  (w^g)]  =  0, 

3 

wo   das   Symbol  -^    wieder    die    Differentiation    nach    der    positiven 
Richtung  von  n  bezeichnet.     Es  sei  daran  erinnert,  dass 

dq,    )' 


ß)      1  {d  Qi  Qs  ^  _L  a  Qi  Qi  xg  ,  a  ^1  ^j  X3 


(24) 


1         2Q,Q,\   dq,  dq,    )' 

^  _  __}_ ß  Qi^i  _  ^  Qs^\ 

^'         '2QsQi  \   dq,  ^dq,    )' 

Im  Gegensatz  zu  den  Gleichungen  (18)  hängen  nun  die  Gl.  (22) 
von  der  besonderen  Form  des  Euklidischen  Bogenelements  ab. 

6.  Die  Theorie  der  Elastizität  in  einem  Raum  mit  beliebigem 
Bogenelement.  Die  verschiedenen  Methoden,  die  zur  Umformung  der 
Gleichungen  der  Elastizität  auf  krummlinige  Koordinaten  benutzt 
werden  (vgl.  oben  Xr.  5a  und  ob),  lassen  deutlich  hervortreten,  dass 


14)  Cemro,  Elasticitä,  p.  42,  194. 
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sowohl  die  Theorie  der  Spannungsverteiluug  in  einem  kontinuierlichen 
Medium  wie  die  der  Deformation  bei  beliebiger  Form  des  Linien- 
elements durchgeführt  werden  kann  und  nicht  an  die  besondere  Form 
gebunden  ist,  die  sich  bei  Zugrundelegung  des  Euklidischen  Parallelen- 
iixioms  ergiebt.  Diese  Tatsache  hat  zu  weitergehenden  Entwick- 
lungen der  Elastizitätslehre  in  einem  Räume  mit  beliebigem  Bogen- 
element Anlass  gegeben.  Insbesondere  verdient  die  Ausdehnung  der 
Theorie  auf  einen  Raum  l;onstanter  Krümmung  Beachtung,  in  dem 
bekanntlich  die  Bewegung  eines  Körpers  als  eines  starren  möglich 
ist.  Es  seien  daher  hier  für  diesen  Fall  einige  Bemerkungen  bei- 
gefügt, wobei  die  Beschränkung  auf  den  Fall  einer  c^mdimeiisionalen 
Raumes  von  konstanter  nicht  verschwindender  Krümmung  gemacht  ist. 

Der  Begriff  der  Isotropie  in  einem  Raum  von  konstanter  Krümmung 
bleibt  genau  der  gleiche  wie  in  einem  Raum  von  der  Krümmung  null. 

Die  Grundgleichungen  der  Elastizität  für  ein  isotropes  System, 
das  in  einem  Räume  von  konstanter  nicht  verschwindender  Krümmung 
enthalten  ist,  hkt  zuerst  E.  BeUrami^^)  aufgestellt  und  gezeigt,  dass  sie 
und  wie  sie  von  der  Krümmung  des  Raumes  abhängen.  Er  geht  von 
der  Bemerkung  aus,  dass  sowohl  G.  Lame  wie  C.  Neumann  und  C.  W. 
Borchardt  bei  der  Transformation  der  Gleichungen  der  elastischen  Iso- 
tropie im  gewöhnlichen  Raum  auf  krummlinige  Koordinaten  sich  be- 
sonderer Kunstgriffe  bedienen,  indem  sie  nämlich  von  gewissen  speziellen 
Eigenschaften  Gebrauch  machen,  die  die  Gleichungen  im  Falle  carte- 
sischer  Koordinaten  besitzen  (vgl.  Nr.  5  c).  Indem  er  sich  dann  die 
Aufgabe  stellt,  direkt  aus  den  Gleichungen  (18),  die  zunächst  für  ein 
beliebiges  elastisches  System  in  einem  beliebigen  dreidimensionalen 
Raum  gelten,  unter  Forderung  der  Isotropie  die  transformierten 
Gleichungen  für  den  gewöhnlichen  Raum  abzuleiten,  bemerkt  er,  dass 
die  sechs  iawe'scheu  Gleichungen  (20)  gerade  die  Bedingungen  dafür 
darstellen,  dass  ein  dreidimensionaler  Raum  die  Krümmung  Null  hat. 
Der  weitere  Verfolg  dieser  Untersuchungen  führt  ihn  dann  dazu,  die 
Gleichungen  der  elastischen  Isotropie  in  einem  Raum  von  konstanter 
Krümmung  a  in  der  Form  aufzustellen: 

(25)    U[-^-F,)=^^-^^-hg^^[-j^^ ^-^j-f4a.a.3, 

die  für  a  =  0  in  der  Tat  in  die  früheren  Gleichungen  (22)  übergehen. 
15)  Ann.  di  mat.  (2)  10  (1881),  p.  188. 
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Die  Untersuchung  dieser  Gleichungen  (25)  ist  noch  wenig  ge- 
fördert ^®).  Wahrscheinlich  empfiehlt  es  sich,  um  in  ihre  Natur 
näher  einzudringen,  ein  metrisch  spezialisiertes  Koordinatensystem 
einzuführen. 


II.    Allgemeine  Theorie  des  elastischen  Gleichgewichts. 

7.  Bestimmung  der  Verschiebungeii  aus  den  Formänderungen 
oder  Spannungen. 

Sind  die  Pormänderungskomponenten  gegeben,  so  kann  man  nach 
der  Möglichkeit  fragen,  aus  ihnen  die  Verschiebungen  u,  v,  iv  zu  be- 
stimmen. Diese  Fragestellung  ist  von  besonderer  Wichtigkeit,  wenn 
man  (im  Falle  des  Gleichgewichts)  zur  Bestimmung  der  Verschiebungen 
nicht  direkt  von  den  Grundgleichungen  (2')  und  (3j  ausgeht,  sondern 
zunächst  die  Spannungskomponenten  bestimmt,  für  die  sich  —  wie 
in  der  folgenden  Nr.  7  a  gezeigt  wird  —  ein  vollständiges  Gleichungs- 
system z.  B.  im  Falle  der  Isotropie  leicht  aufstellen  lässt.  Indem 
dann  die  Formänderungskomponenten  mit  den  Spannungen  durch  die 
linearen  Relationen  (3)  verknüpft  sind,  ergiebt  sich  in  der  That  die 
Aufgabe,  aus  ersteren  die  Verschiebungen  u,  v,  w  zu  finden. 

7  a.    Die  Kompatibilitätsbedingungen  für  die  Formänderungen 
und  Spannungen.    Aus  den  Formänderungskomponenten  x^,  i/  ,  •  •  •  x 
bestimmen   sich   zunächst   die  Komponenten  oJj,  a^,  ©3    der  mittleren 
Rotation  durch  die  Formeln: 


(26) 


Pi)  Pi)  Ps  ^^^^  willkürliche  Konstanten  und  die  Integrale  Kurven- 
integrale, erstreckt  von  jeweils  demselben  festen  Punkte  bis  zu  dem- 
selben   variablen    Punkte    (x,  y,  z).      Damit    T5^,    Tö^,    wg    bestimmte 


16)  Vgl.  C.  Somigliana,  Ann.  di  mat.  (2)  16  (1888),  p.  101. 
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Funktionen  von  x,  y,  z  werden,  ist  notwendig  und  hinreichend, 
dass  die  Ausdrücke  unter  den  Integralzeichen  exakte  iJiflerentiale  sind. 
Dies  verlangt,  dass  sechs  Diilerentialgleichungen  erfüllt  sind,  von 
denen  die  beiden  ersten: 

I  2 Pili.  ^  A  /^  _L.  ^^y ^2/A 

j     dydz        dx\dy  "^   dz         dxj' 

^  dycz        dy^         dz^ 

lauten,  die  andern  vier  aus  ihnen  durch  zyklische  Vertauschung  von 
X,  y,  z  hergeleitet  werden. 

Die  Gleichungen  (27)  sind  die  sog.  Kompatihilitätsbedingungen 
für  die  Formänderungen^'')',  zwischen  ihnen  bestehen,  wie  E.  Beltrami^^) 
bemerkt  hat,  drei  identische  Relationen  entsprechend  dem  Umstände, 
dass  die  Grössen  unter  dem  Integralzeichen  in  (26j  exakte  Diffe- 
rentiale sind. 

Eliminiert  man  aus  den  Gleichungen  (27)  unter  Zuziehung  der 
Gleichungen  (3)  die  Formänderungskomponenten,  so  ergeben  sich  die 
Kompatihirdätshcdhigungen  für  die  Spaunungen  ^^).  Diese  stellen  nun 
zusammen  mit  den  Grundgleichungen  (2')  ein  vollständiges  von  den 
Spannungskomponenten  zu  erfüllendes  Gleichungssystem  dar,  das  zu 
ihrer  direkten  Bestimmung  herangezogen  werden  kann,  womit  dann 
das  Integrationsproblem  in  zwei  Schritte  zerlegt  ist:  erst  die  Bestim- 
mung der  Spannungen  und  aus  ihnen  nachträglich  die  der  Ver- 
schiebungen. 

Im  Falle  der  Isotropie  ergeben  sich  solcherweise  die  sogenannten 
Bdtrami' sehen  Gleichungen : 

2(;i  +  ft)  3*(^x+ ^y  +  ^z)         i       [dx  .  dY  .  dz\         dx 


(28) 


^    '     3;i-|-2f4  ox^  l  -\-'lyi,^  \dx    '    oy    '    dz)    '      ^  ox^ 


mit  den  entsprechenden  vier  anderen,  aus  diesen  durch  zyklische  Ver- 
tauschung abzuleitenden  Gleichungen.    Es  ist  aber  zu  bemerken,  dass 


17)  G.  Kirchhoff,  J.  f.  Math.  56  (1859),  p.  299  =  Ges.  Abh.,  p.  301 ;  Mechanik, 
p.  398;  B.  de  Saint -Venant  in  Navier,  Le9ons  sur  la  resistance  des  corps  solides, 
3.  ed.  (1864),  p.  598;  J.  Boussinesq,  J.  d.  math.  (2)  16  (1871),  p.  133;  if.  Bdtrami, 
Bologna  Mem.  (4)  7  (1886),  p.  3;  Palermo,  Cir.  mat.  Rend.  3  (1889),  p.  73;  Paris  C.  R. 
108  (1889),  p.  502;  vgl.  IV  14,  Nr.  18  (Abraham)  u.  IV  23,  Nr.  3b  {Müller -Timpe). 

18)  E.  Beltrami,  Roma  Acc.  Line.  Kend.  (5),  1^  (1892),  p.  142. 

19)  /.  H.  Michell,  London  Math.  Soc.  Proc.  31  (1899),  p.  100;  C.  Eunge, 
Zeitschx.  Math.  Phys.  51  (1904),  p.  431. 
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zwischen  diesen  Gleichungen  und  den  Spannur.gsgleichungen  (2  j  drei 
identische  DitferentialrelatioDen  bestehen.  Dies  bedeutet,  dass  auch 
die  sechs  partiellen  Differentialgleichungen  4.  Ordnung,  die  man  er- 
hält, wenn  man  die  Spannungsgleichungen  (2')  zunächst  durch  Ein- 
führung dreier  willkürlicher  Funktionen,  der  sogenannten  Sxmnnungs- 
funldionen,  x^,  %^,  Xs  (^gl-  ^  2^;  ^^-  ^^;  Müller -Timjoe): 

Y  =  —  ^%        Z  =  —  —^2        X  =  —  ^'^'» 

*  dycz'      ^^  czdx'         y  dxdy' 

^x  P.,2        I         ?-,2    )         -^y  ?-2      T"      ;^~.2    >        ^j  a„2     ~r 


befriedigt,  nicht  vollkommen  voneinander  unabhängig  sind.  Diese 
Differentialgleichungen  für  die  drei  Funktionen  %^,  i^,  i^  ergeben 
sich  sofort  aus  den  üdirami' 's.oh&i^.  Gleichungen;  für  verschwindende 
Massenkräfte  werden  sie 


(29) 


\dx''  ^    dy'-  ^   cz'  )\  ' 


dydzX  2{l-\-ii) 


und  entsprechend  vier  andere  ^°). 

Dieses  für  den  Fall  der  Isotropie  aufgestellte  Gleichungssystem 
ist  indessen  für  die  Zwecke  der  allgemeinen  Integration  noch  wenig 
herangezogen  und  nur  erst  bei  einzelnen  speziellen  Problemen  mit 
besonderen  Erfolg  verwendet  worden  (vgl.  IV  25,  Nr.  14c,  0.  Tedone- 
A.  Timpe).  Es  wird  daher  im  Folgenden  nicht  weiter  auf  dasselbe 
Bezug  genommen. 

7  b.  Die  Verschiebungen  für  einfach,  und  mehrfach  zusammen- 
hängende elastische  Systeme  berechnet  aus  den  Formänderungs- 
komponenten.  Sind  die  Glgn.  (27)  erfüllt  und  ist  der  Raumteil  ein- 
fach zusammenhängend,  so  werden  die  Verschiebungen  weiterhin  ein- 
wertige Funktionen  von  x,  y,  z.  Schreibt  man  nämlich  die  Glgn.  {i^ 
in  der  abgekürzten  Form: 

^1  =  A  +  1\ , 

"f^g    =    ^2    +  i^2  7 
'"^3  =   ^3   +  i^3  > 

20)  Vgl.  W.  J.  Ibbetson.  Mathematdcal  theory  of  elasticity,  Londou  1S87, 
p.  359. 
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SO  hat  luaii  l'üi-  die   VerschiehungsJi'omponmten : 

(30)  i;  =f{(^x^-hP-^dx-\-y^dy-i-{^y,-P,)(lz]  +  a,+2hx-p,z, 

«<^  =  /  { i'S'x  —  A)  f'^  +  (^.V.  +  A)  ^^^  +  ^^  f^^ }  4-  «3  +  i>i  y—Ptx, 

■wo  ffj,  r/g,  r/g  drei  andere  willkürliche  Konstanten  sind.  Die  Kurven- 
integrale hier  können  zwischen  denselben  Grenzen  erstreckt  gedacht 
werden,  wie  die  in  (26)  auftretenden  Integrale. 

Ist  dagegen  der  elastische  Körper  mehrfacli  zusammenhüwjend^^), 
so  wird  man  im  allgemeinen  mehrwertige  Verschiebungen  erhalten, 
und  zwar  zeigt  sich,  dass,  wenn  man  den  Körper  durch  eine  Reihe 
von  Schnitten  auf  einen  einfach  zusammenhängenden  zurückführt,  die 
Diskontinuität  in  den  Verschiebungen  an  einer  Schnittfläche  gegeben 
ist  durch 

(31)  U^ay-^Ti^s  —  'Jt^y,     V=a.^-\-7t^x  —  7C^z,     W=a^-\-7C^y — n^x. 

Die  hier  auftretenden,  selbstverständlich  unendlich  kleinen  Konstanten 
^1)  ^2  7  ^3J  ^17  %?  ^3>  ^^^  ^^^^  ^^^  ^^^  sechs  Konstanten  des  Schnitts  be- 
zeichnet, haben  für  zwei  durch  stetige  Deformation  in  einander  über- 
zuführende Schnittflächen  den  gleichen  Wert,  hängen  also  ausschliess- 
lich von  der  geometrischen  Natur  des  Körpers  und  der  in  ihm  her- 
vorgebrachten Formänderung  ab. 

Um  die  physikalische  Bedeutung  der  hier  geschilderten  Verhältnisse 
zu  erkennen,  denke  man  den  materiellen  Zusammenhang  an  jeder  Schnitt- 
stelle tatsächlich  gelöst  und  nun  die  Formänderung  des  Körpers  rück- 
gängig gemacht.  Die  Formeln  (31)  zeigen  dann,  dass  dabei  die  beiden 
Ufer  eines  Schnitts  relativ  zu  einander  eine  unendlich  kleine  Translation 
und  eine  unendlich  kleine  Drehung  erleiden.  Geht  man  umgekehrt 
von  einem  im  undeformierten  Zustand  mehrfach  zusammenhängenden 
Körper  aus,  so  kann  man  in  ihm  Formänderungen  der  betrachteten 
Art  (bei  denen  äussere  Kräfte  gar  nicht  auftreten,  vgl.  Nr.  8  unten) 
auf  folgende  Weise  hervorrufen.  Durch  Zerschneiden  mache  man 
ihn  zu  einem  einfach  zusammenhängenden  Körper;  hierauf  verschiebe 
man  die  Ufer  jedes  Schnitts  irgendwie  gegen  einander  derart,  dass 
alle  entsprechenden  Teilchen  der  beiden  Ufer  die  gleiche  relative 
Translation   und   Drehung    erleiden,    und    stelle   dann,    nachdem    man 


21)  G.  Weingarten,  Roma  Acc.  Line.  Rend.  (5)  10*  (1901),  p.  57;  F.  Volterra, 
ebd.  (5)  14*  (1905),  p.  127,  193.  Vgl.  auch  J.  JE.  Michell,  London  Math.  Soc. 
Proc.  31  (1900),  p.  103  und  A.  Timpe,  Diss.  Göttingen  1905. 
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nach  Bedarf  Materie  entfernt  oder  eingefügt  hat,  durch  Vernieten  oder 
Verlöten  den  materiellen  Zusammenhang  wieder  her.  Jede  derartige, 
einem  einzelnen  Schnitt  entsprechende  Formänderung  eines  mehrfach 
zusammenhängenden  Körpers,  wie  sie  durch  die  Konstanten  a^,  .  .  .,  :t^ 
charakterisiert  ist,  bezeichnet  man  als  eine  VerrenJnmg  (ital.  distor- 
sione)  desselben.  Die  Zahl  der  möglichen  Verrenkungen  fund  also 
der  möglichen  Selbstspannungssysteme)  ist  offenbar  gleich  der  um  1 
verminderten  Zusammenhangszahl  des  Körpers. 

7  c.  Die  Befestigungsbedingtingen.  Die  Formändemngkom- 
ponenten  bezw.  die  Spannungen  können  sämtlich  den  Wert  null  an- 
nehmen: in  diesem  Falle  ist 

(32)  v  =  a^  +lh^—lh^, 

unter  a^,  a.2,  %;  ]\,  p^,  jh  willkürliche  Konstanten  verstanden;  das 
System  erfährt  nur  eine  Verrückung  als  Ganzes,  wie  wenn  es  starr 
wäre. 

Allgemein  bestimmen  sich,  wie  die  Formeln  (30)  zeigen,  die 
Verschiebungen  aus  den  Formänderungen  bis  auf  die  Komponenten 
einer  Verrückung  des  Systems  als  eines  starren.  Daher  ist  es  bei 
Problemen  elastischen  Gleichgewichts  in  vielen  Fällen  angezeigt,  zu 
den  Grundgleichungen  und  den  Randbedingungen  noch  andere  Be- 
dingungen hinzuzufügen  derart,  dass  die  resultierende  Lösung  die- 
jenigen Verschiebungskomponenten  darstellt,  die  der  elastischen  Form- 
änderung des  Systems  als  solcher  entsprechen.  Letztere  Bedingungen 
heissen  Befestigungsbedingungen  und  laufen  analytisch  darauf  hinaus, 
die  Werte  von  h,  v,  iv,  cüj,  Wg,  Cü^  in  einem  bestimmten  Punkte 
{xq,  iIq,  Zq)  festzulegen^^).  In  allgemeinerer  Weise  wird  derselbe 
Zweck  dadurch  erreicht,  dass  man  u,  v,  tv  in  einem  Punkte  [Xq,  y^,  z^ 
vorgegebene  Werfe  annehmen  lässt  und  ebendort  drei  linearen  DiÖe- 
rentialgleichungen  erster  Ordnung  unterwirft  ^^). 

8.  Eindeutigkeit  der  Lösung.  Den  Beweis  für  die  Eindeutig- 
keit der  Lösung  des  Problems  des  elastischen  Gleichgewichts  (im  Falle 
eines  einfach  zusammenhängenden  Körpers)  gab  zuerst  6t.  Kirchhoff-^). 


22)  G.  Kirchhoff,  Mechanik,  p.  392. 

23)  E.  Betti,  Elasticitä.  p.  8;  Cemro,  Elasticitä,  p.  16. 

24)  G.  Kirchhoff,  J.  f.  Math.  66  (1859),  p.  -291  =  Ges.  Abh.,  p.  292.  —  Vgl. 
A.  Clehsch,  Elasticität,  p.  67;  Clehsch-St.-Venant,  Elasticite,  p.  132;  W.Thomson, 
Math,  and  phys.  papers,  3,  Cambr.  1890,  p.  391;  G.  H.  Bryan,  Cambridge  Phil. 
Soc.  Proc.  G  (1888),  p.  199;  F.  Neumann,  Elasticität,  p.  121. 
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Man  geht  hierbei  am  bequemsten  von  einer  Identität  aus,  die 
sich  leicht  aus  den  Grundf^leichungen  (2')  ableiten  lässt  und  die  im 
Falle  verschwindender  Massenkriifte  das  sogenannte  Clapeyron'sche 
Theorem'^)  darstellt.  In  der  Tat,  multipliziert  man  die  drei  Grund- 
gleichungen (2')  bezüglich  mit  u,  v,  w,  summiert  und  integriert  über 
den  gan/A'U,  von  dem  elastischen  System  erfüllten  Raum,  so  ergiebt 
sich  durch  partielle  Integrationen,  vrie  sie  bei  der  Behandlung  von 
Problemen  der  analytischen  Mechanik  und  mathematischen  Physik 
überaus  oft  angewendet  werden,  bei  einem  einfach  zusammenhängenden 
Körper,  die  Gleichung 
(33)    fQ{Xu  -j-Yv-i-  Zw)dS  -\-f{X„u  -f  Y„v  +  Z„w)da 

=  -f(X.^.  +  i;^/,  +  •  •  •  -h  X^^yJdS  =  -  2ffdS. 

s  ^ 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  stellt  die  gesamte  Arbeit  der  (während 
der  ganzen  Verschiebung  mit  ihren  Endwerten  konstant  angenommenen) 
äusseren  Kräfte  dar,  die  rechte  Seite  das  Doppelte  der  in  dem  Körper 
dabei  aufgespeicherten  potentiellen  Energie  oder  der  sogenannten  Form- 
ändeningsarheit.  Mithin  spricht  diese  Identität  aus,  dass  die  Form- 
änderungsnrheit  eines  elastischen  Systems  gleich  der  halben  Arbeit  der 
äusseren  Kräfte  ist.  Die  Gleichung  bleibt  auch  noch  bestehen,  wenn  S 
sich  bis  ins  Unendliche  erstreckt,  aber  6  im  Endlichen  liegt,  voraus- 
gesetzt, dass  u,  V,  w  im  Unendlichen  in  bestimmtem  Grade,  der  höher  als 
der  von  r~^  ist,  null  werden,  unter  r  den  Abstand  von  einem  im 
Endlichen  liegenden  Punkte  verstanden,  und  X,  Y,  Z  null  werden  wie 
r~^  Unter  geeigneten  Einschränkungen  gilt  (33)  auch  noch,  wenn 
6  sich  in's  Unendliche  erstreckt.  Ebenso  gilt  sie,  wenn  ii,  v,  w  in 
diskreten  Punkten  unendlich  gross  werden,  vorausgesetzt,  dass  dies  in 
bestimmtem  Grade,  der  niedriger  als  r-'^^  ist,  geschieht  und  X,  Y,  Z 
endlich  bleiben. 

Aus  (33)  folgt  nun  zunächst  bei  verschwindenden  äusseren  Kräften 
X=  Y=Z=X^,  =  Y„  =  Z„  =  0,  dass 


ffdS 


=  0  ist, 


mithin  auch,  da  f  nie  positiv  ist,  dass  identisch  /"=  0  ist;  d.  h.  sind 
die  Massenlräfte,  die  an  den  Eleynenten  eines  einfach  susammen- 
hängenden  elastischen  Systems  angreifen,  und  die  Spannungen,  die 
auf  die  Oberflächenelemente  wirken,  null,  so  erfährt  das  System  Iceine 
elastische  Formänderung;    mithin   sind    auch   die   inneren    Spannungen 

25)  Vgl.  G.  Lame,  ^lasticite,  p.  80.    Im  Übrigen  siehe  auch  wegen  der  sich 
anschliessenden  Sätze  von  A.  Castigliano  das  Referat  IV  27  {E.  Beissner). 

Encyklop.  d.  math.  Wisseusch.    IV  2,  II.  6 
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null.  Diesen  Gleichgewichtszustand  eines  elastischen  Systems,  der  dem 
Fall  verschwindender  äusserer  Kräfte  entspricht,  bezeichnet  man  als 
natürlichen  Zustand  des  Systems.  Man  pflegt  das  eben  genannte 
Resultat  auch  so  auszudrücken,  dass  (immer  unter  Ausschluss  von 
irgend  welchen  Unstetigkeiten)  in  einem  einfach  zusammenhängenden 
statischen  System  Seihst  Spannungen  nicht  möglich  sind^^j. 

Die  Eindeutigkeit  der  Lösung  bei  gegebenen  Massenkräften  und 
gegebenen  Oberflächenspannungen,  die  von  null  verschieden  sind,  er- 
giebt  sich  nun  sofort  aus  folgender  Überlegung:  Könnten  den  ge- 
gebenen Kräften  zwei  verschiedene  Deformationen  eines  einfach  zu- 
sammenhängenden elastischen  Systems  entsprechen,  deren  Komponenten 
bezüglich  gleich  rr/,  y,/,  .  .  .,  x^-,  x^',  ?//',  .  .  .,  x^'  wären,  so  müsste 
das  System  einer  Deformation  mit  den  nicht  identisch  verschwinden- 
den Komponenten 

•^x  ^^  ^x  -^'r   ;    Hy^^  y,j  lly    y    ■  •  ■)    -"^y^^y  ^y 

fähig  sein,  wobei  die  angreifenden  äusseren  Kräfte  null  wären;  dies 
steht  aber  im   Widerspruch  mit  dem  oben  erhaltenen  Resultat. 

Die  Deformation  eines  einfach  zusammenhängenden  Systems  ist 
auch  dann  eindeutig  bestimmt,  wenn  man  ausser  den  Werten  der 
Massenkräfte,  X,  Y,  Z,  auf  der  Oberfläche  die  Yerschiebungskom- 
ponenten  giebt,  oder  auch  die  Komponenten  der  Verschiebung  nach 
einer  oder  zwei  Koordinatenrichtungen  x,  y,  z  und  die  Komponenten 
der  Oberflächenspannung  X^,  F„,  Z^  nach  den  übrigen  Koordinaten- 
axen.  Es  bieten  sich  also  andere  Probleme  elastischen  Gleichgewichts 
dar,  bei  denen  nicht  nur  die  Deformation  des  elastischen  Systems 
bestimmt  ist,  sondern  auch  ganz  oder  zum  Teil  die  Werte  der  Ver- 
schiebungen selbst. 

V.  Volterra-'')  hat  untersucht,  welche  Modifikation  diese  Sätze 
für  mehtfach  zusammenhängende  elastische  Systeme  erfahren.  Da  in 
diesem  Falle  die  Verschiebungen  bei  formeller  Integration  mehrwertig 


26)  Lässt  man  dagegen  Unstetigkeiten  im  Innern  des  Körpers  zu,  so  sind 
allerdings  auch  im  undeformierten  Zustand  Spannungen  möglich,  die  man  als 
natürliche  SelbsUpanmin gen  oder  Eigeyispannungen  bezeichnet;  dieselben  brauchen 
ofiFenbar  nur  den  Gleichgewichtsbedingungen  (2')  zu  genügen.  Derartige  Span- 
nungsverteilungen,  die  sich  gegebenenfalls  physikalisch,  z.  B.  auf  oi^tischem  Wege, 
sehr  wohl  nachweisen  lassen,  werden  aber  bei  der  mathematischen  Behandlung 
der  Elastizitätstheorie  traditioneller  Weise  bei  ^eite  gelassen.  Es  wird  daher 
auch  im  folgenden  nicht  weiter  von  ihnen  die  Rede  sein.  Siehe  hierüber  F.  H. 
CiUey,  Amer.  J.  of  science  (4)  11  (1901),  p.  269;  vgl.  auch  die  Diskussion  J.  Wein- 
gaiien-A.  Föppl,  Archiv  Math.  Phys.  (3)  1  (1901),  p.  342;  (3)  2  (1902),  p.  190. 

27)  Roma  Acc.  Line.  Rend.  ^5)  14^  (1905),  p.  127,  361. 
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sein  können  (v^l.  Nr.  7  b),  so  erhält  man  an  Stelle  der  Gleichung  (33), 
wenn  man  durch  eine  Reihe  von  Schnitten  ö,-  den  Körper  auf  einen 
einfach  zusammenhängenden  zurücklulirt  und  mit  IJ.,  V ,  W  die 
Sprünge  in  den  Verschiebimgen  an  den  Schnittstellen  bezeichnet,  die 
folgende  Gleichung: 

(34)      fQ{Xu  +  Yv  +  Zzv)dS  -\-f{X„u  +  Y^v  +  Zjc)d6 

S  a 

III 

+^\f{^iU,  +  Y,V,  +  Z,W;)d6,  =  -  iffdS, 

wo  X-,  Y^,  Z,.  die  auf  die  m  Schnittflächen  6-  wirkenden  Spannungs- 
komponenten pro  Flächeneinheit  sind.     Wenn  nun 

X  =  1  =  z  =  x„  =  r  ■=  z„  =  0, 

so  verschwinden  die  beiden  ersten  Integrale  der  linken  Seite;  aber 
das  dritte  Integral  braucht  nicht  null  zu  sein,  und  daher  verschwindet 
das  elastische  Potential  im  allgemeinen  nicht:  In  einem  mehrfach  zu- 
sammenhängenden elastischen  System,  an  dem  weder  Massenkräfte  noch 
Oberflächenspannungen  angreifen,  können  infolge  von  Verrenkungen 
■innere  Spannungen,  sogenannte  „künstliche  Selhstspannungen" ,  bestellen. 
Das  Potential  derselben  ist  sleich 


(35)  /■=i2>^ 


o 

6m 

1 


wo  mit  ^^  die  6  m  Konstanten  der  Schnitte  und  mit  E^  die  Komponenten 
der  Kräfte  und  Momente  bezeichnet  sind,  die  über  die  einzelnen 
Schnitte  resultieren.  Die  Energie  eines  verrenkten  Systems  erweist 
sich  als  eine  quadratische  Form  der  Verrenkungsgrössen  s,-  bezw.  der 
Kräfte  E^,  und  die  Bestimmung  der  Koeffizienten  dieser  Form  deckt 
sich  mit  der  Lösung  der  Aufgabe:  Die  6/;?  Verrenkungsgrössen  zu 
finden,  wenn  die  6w  Kräfte  E.  gegeben  sind,  und  um  gekehlt. 

Sind  ausser  den  Oberflächenspannungen  und  den  Massenkräften 
auch  die  Verrenkungen  null,  so  muss  /"  verschwinden:  eine  Form- 
änderung des  Systems  ist  ausgeschlossen.  Daraus  folgt,  dass  die 
Formänderung  eines  mehrfach  zusammenhängenden  elastischen  Systems, 
an  dem  gegebene,  von  null  verschiedene  Massenkräfte  und  Oberflächen- 
spannungen atigreifen,  eindeutig  bestimmt  ist,  wenn  noch  die  Verrenkung 
des  Systems  bekannt  ist. 

9.  Existenz  der  Lösung:  Dirichlet'sches  Prinzip.  Die  Frage 
nach  der  Existenz  der  Lösung  der  Gleichungen  des  elastischen  Gleich- 

6* 
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gewichts  ist  in  erschöpfender  Weise  noch  nicht  erledigt.  Einen  vor- 
läufigen Beweis  des  Existenztheorems  nach  der  Methode  des  sog. 
Thomson- Dirichlet' sehen  Prinzips  gab  W.  Thmnson^").  Derselbe  geht 
aus  von  der  Tatsache,  dass  der  Natur  der  Funktion  f  zufolge  das 
Integral 
(36)  ffdS 

einen  negativen  Wert  besitzt,  wie  auch  die  Funktionen  u,  v,  tv,  aus 
denen  sich  die  Funktion  f  aufbaut,  gewählt  sein  mögen,  und  von  der 
Idee,  dass  es  unter  allen  diesen,  im  übrigen  gewissen  vorgegebenen 
Bedingungen  genügenden  (stetigen  und  difFerentiierbaren )  Funktions- 
systemen M,  V,  w  eines  gehen  ivird,  das  das  Integral  zum  Maximum  macht. 
Unterwirft  man  m,  r,  iv  den  Bedingungen 


(37) 


fqiXu  -\-  Yv  +  Ziv)dS  =  const., 
y];X„M  +  y„^-  +  Z„w)d6  =  const., 


so  ist  das  System  von  Funktionen  u,  v,  iv,  das  das  Integral  (36)  zum 
Maximum  macht,  eine  Lösung  des  Problems  des  elastischen  Gleich- 
gewichts für  den  FaU,  dass  die  Massenkräfte  X,  Y,  Z  und  die  Ober- 
flächenspannungen X„,  F„,  Z„  vorgegeben  sind. 

Verlangt  man  dagegen,  dass  u,  v,  w  auf  6  gegebene  Werte  an- 
nehmen und  der  ersten  der  Gl.  (37)  genügen,  so  ist  das  System  von 
Funktionen,  das  das  Integral  (36)  zum  Maximum  macht,  eine  Lösung 
des  Problems  des  elastischen  Gleichgewichts  für  den  Fall,  dass  die 
Massenkräfte  X,  Y,  Z  und  die  Werte  der  Verschiebungen  auf  6  vor- 
gegeben sind. 

Man  findet  leicht  die  Bedingungen,  denen  u,  v,  iv  genügen 
müssen,  um  die  Existenz  der  Lösung  im  Falle  gemischter  Rand- 
bedingungen festzustellen. 

Der  Einwand,  dem  dies  Beweisverfahren  unterliegt,  ist  in  dem 
Referate  über  Potentialtheorie  11 A  7b,  Nr.  25  {BurTdiardt -Meyer)  näher 
erörtert.  Indem  die  Existenz  des  Maximums  des  Integrals  zunächst 
nicht  bewiesen  ist,  sondern  nur  die  Existenz  der  oberen  Grenze,  (die 
als  solche  aber  im  Gebiete  der  stetigen  difi'erentiierbaren  Funktionen 
vielleicht  nicht  erreicht  wird),  zeigt  die  Schlussweise  nur  folgendes: 
Wenn  das  Integral  (36)  im  Gebiete  der  stetigen  und  diff'erentiierbaren  I'utiÄ- 
tionen  ivirldieh  ein  Maximum  besitzt,  so  sind  die  Funktionen  u,  v,  tr,  die 


27)   W.  Thomson.  Lond.  Phil.  Traus.  153  (1S63),  p.  610  =  Math,  aud  phys. 
papers  3,  London  1800,  p.  389. 
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diesem  Maximum  entsprechen,  eine  Lösung  des  Problems  des  elastischen 
Gleichgewichts,  und  andererseits,  wenn  ein  Problem  elastischen  Gleich- 
gewichts eine  Lösung  u,  r,  iv  zuliisst,  so  hat  das  Integral  (56)  für  dieses 
System  von  Funktionen  ein  Maximum.  Wie  das  DiricJiet'Bche  Prinzip 
zu  formulieren  ist,  damit  es  vollständig  ist  d.  h.  wie  man  aus  dem 
Variationsproblem  exakt  auf  die  Existenz  eines  Maximums  schliessen 
kann,  hat  D.  Hilhert-^)  neuerdings  im  Falle  der  Potentialgleiehung 
Am  =  0  gezeigt.  Seine  Methode  wird  sich  ohne  prinzipielle  Schwierig- 
keiten auf  den  vorliegenden  Fall  der  Elastizitätstheorie  übertragen  lassen. 

Inzwischen  hat  mau  gerade  so  wie  im  gleichen  Falle  der  Potential- 
theorie versucht,  die  Existenzbeweise  mit  anderen  Mitteln  zu  führen. 
Es  sind  genau  die  C.  XeHmann'sche  Methode  des  arithmetischen  Mittels 
imd  das  Schivars-Picard'sche  Verfaliren  der  successiven  Approximation 
übertragen  und  Ansätze  zur  Ausgestaltung  der  Balayagemethode  von 
H.  Poincare  gegeben  worden,  wofür  die  folgenden  Nummern  die  näheren 
Ausführungen  geben.  Neuerdings  eröffnet  die  Ausgestaltung  der 
Theorie  der  Integralyleichungen  neue  Wege  zur  Führung  der  Existenz- 
beweise. 

10.  Analogien  zur  Methode  der  Green'schen  Funktionen  in 
der  Potentialtlieorie. 

Die  in  vorstehender  Nummer  berührte  Anwendimg  von  Methoden 
zum  Beweise  der  Existenz  der  Lösung,  die  zunächst  ihre  Ausbildung 
in  der  Theorie  des  NeivtonsohQn  Potentials  gefunden  haben,  erweist  sich 
als  fruchtbar,  weil  in  der  Tat  zwischen  dem  Problem  des  elastischen 
Gleichgewichts  und  dem  des  Neidonhohen  Potentials  eine  weitgehende 
Analogie  besteht.  Dem  öreew'schen  Satz  hier  entspricht  dort  das 
^e^i'sche  Reziprozitätstheorem,  die  Green'schQ  Formel  hat  ihr  direktes 
Analogon  in  den  Somigliana' sehen,  überhaupt  ein  Analogon  in  den 
^e^i'schen  Formeln.  Dem  Litegrations verfahren  mit  Hilfe  der  Green- 
schen  Funktion  steht  hier  ein  gleiches  mit  Hilfe  eines  Systems  soge- 
nannter G-reen' scher  Funktionen  gegenüber.  Dabei  ist  in  den  folgenden 
Nrn.  10b — lOf  der  elastische  Körper  zunächst  als  isotrop  voraus- 
gesetzt. Über  die  Ausdehnung  der  Resultate  auf  anisotrope  Körper 
siehe  Nr.  10  g. 

10  a.  Das  Theorem  von  E.  Betti  und  seine  unmittelbaren 
Polgerungen.  Die  Funktionen  u',  v,  iv'  mögen  als  Verschiebungen 
einem  zweiten  System  von  Massenkräften  X',  Y',  Z'  und  einem  zweiten 
System  von  Oberflächenspannungen   X„',  Y^,  Z^  entsprechen.    Multi- 


28)  Z).  Hubert,  Festschrift  z.  Feier  d.  150jährigen  Bestehens  d.  Ges.  d.  W. 
zu  Göttingen,  Berlin  1904. 
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pliziert  man  dann  die  Grundgleichungen  (2')  des  elastischen  Gleich- 
gewichts bezüglich  mit  u',  v',  w',  summiert  die  entstehenden  Ausdrücke 
und  integriert  über  den  ganzen  vom  System  erfüllten  Raum,  der 
zunächst  als  endlich  vorausgesetzt  werde,  so  erhält  man: 

fg  {Xu  +  Yv'  +  Ziv")  dS  -^f(Xy  +  Y^  +  Z„w')  da 

8  er 

=  -j\xx  +  YX + ■  •  •  +  \x;)  ds. 

s 

Da  in  dieser  Identität  die  gestrichenen  Grössen  mit  den  un- 
gestrichenen vertauscht  werden   können  und 

X^xJ  -\-  Y„y'  +  •  •  •  +  X„x'  ==  A—  x'  +  -     y,',  +  •  •  ■  +  -—  X,! 
SO  ergiebt  sich  das  Betti'sche  Theoreitr^)  in  der  Form: 

(38)    fQ{Xu  +  Yv  +  ziv)ds  +j\xy  +  Y^  +  Zy)d6 

s  % 

=fQ{X'u  +  Yv  +  Ziv)dS-\-f{X;u  +  Y^v  +  Z^iv)  da 

S  a 

oder  einfacher  geschrieben 

(38')    fQ^XudS  +f^Xyd6  ^JQ^X'udS  -\-J  ^yx^'uda. 

S  a  S  a 

M.  Levy  hat  dem  Theorem  folgenden  Ausdruck  gegeben:  Ist  ein 
elastischer  Körper  nacheinander  mvei  Systemen  von  äusseren  Kräften 
unterworfen,  so  ist  die  Arbeit  der  Kräfte  des  ersten  Si/stems,  nenn  als 
Verschiebungen  die  des  zweiten  Systems  gewählt  luerden,  gleich  der 
Arbeit  der  Kräfte  des  zweiten  Systems,  ivenn  jetzt  als  YerscJdehungen 
die  des  ersten  Systems  gelten. 

Das  Betti'sche  Theorem  gilt  auch,  wenn  S  unendlich  gross  ist 
und  <J  ins  Unendliche  sich  erstreckt;  zudem  dürfen  sowohl  u,  v,  u- 
wie  u',  v,  w'  in  einem  beliebigen  Punkte  unendlich  gross  werden;  beides 
unter   den  Bedingungen,  für  welche  Gl.  (33)   in   den    entsprechenden 


29)  E.  Betti,  Nuovo  Cim.  (2)  7  (1872),  p.  89  =  Ann.  di  mat.  (2)  6  (^1874\ 
p  101;  Elasticitä,  p.  38;  M.  Levy,  Paris  C.  R.  107  (,1888),  p.  414.  —  Das  Betti- 
sche  Theorem  stellt  einen  speziellen  Fall  des  Reziprozitätstheorem  von  Lord 
Bayleigh  dar,  das  dieser  im  Jahre  1873  gab;  vgl.  Loud.  Math.  Soc.  Proc.  4  (,1873\ 
p.  366.     Vgl.  auch  H.  Helmholtz,  J.  f.  Math.  50  (1859),  p.  29. 
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Fällen  ^ültifi;  ist.  Der  Satz  hat  in  der  Elastizitätstheorie  eine  ausser- 
ordentliche Tragweite. 

E.  Bctti  selbst  hat  aus  ihm  mehrere  wichtige  Folgerungen  ab- 
geleitet =^"). 

Setzt  man  zunächst 

u'=a^-\-p,z  —  p^tj, 

wo  tti,  a._j,  «gl  2hf  P-2>  Pa  willkürliche  Konstanten,  so  hat  man: 
X'=  r  =  Z'=X'  =  Y'=Z'=0. 

nun 

In  diesem  Falle  zeigt  das  i^e^i'sche  Theorem,  dass  die  Massenkräfte 
X,  Y,  Z  und  die  Oberflächenspannungen  X„,  Z^,  Z„  denselben 
Gleichungen  genügen  müssten,  wie  wenn  sie  an  den  Punkten  eines 
starren  Systems  angriffen,  das  sich  unter  ihrem  Einfluss  im  Grleich- 
gewicht  befindet, 

fQXdSi-j'xjö  =  (),..., 

's  a 

ßiyZ  -  zY)  dS  +J\yZ^  -  zY;)da  =  0, .  . .. 

S  a 

Diese  Gleichungen  sind  also  in  den  Grundgleichungeu  des  elastischen 
Gleichgewichts  enthalten,  und  umgekehrt,  setzt  man  sie  ausser  für 
das  ganze  elastische  System  für  jeden  Teil  desselben  als  gültig  voraus, 
so  folgen  aus  ihnen  die  Grundgleichungeu  der  Elastizität.  (Vgl.  IV  23, 
Nr.  3  b,  31üUer-Timpe) 

Nimmt  man  dagegen  für  u,  v\  w'  die  Ausdrücke  an 

11  ==  ax  +  yy  -\-  i-/>, 

v  =-\gx  +  by  -\-  ^es, 

iv  =  ^fx  +  \ey  +  cz, 

wo  a,  h,  •  ■ -,  g  Konstanten,  so  erhält  man: 

X'  =  Y'  =  Z'=  0;     x^  =  a,  yy  =b,...,  xj  =  g-, 

damit  werden  XJ,  Y^',  ...,  X^  lineare  Verbindungen  von  a,  b,  .  .  .,  g 
mit  konstanten  Koeffizienten,  mithin  selbst  Konstanten.  Das  ^e^fsche 
Theorem  ergiebt  hiermit: 


30)  Teoria  dell'  elasticitä,  p.  40  ff. 
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fQ^XudS-{-f^Xyd6=Xjfu  cos  {7ix)da  +  Yjfv  cos(7uj)d6 -{-■■■ 

^  o  n  (1 

-\-  Xy' /  [m  cos  (ny)  -\-  v  cos  {nx)\  da 

a 

=  -  XjfxJS  -  Yjfy^dS X;ß/S. 

8  S  S 

Man  kann  nun  a,  h,  .  .  .,  g  so  bestimmen,  dass  XJ,  Y,J,  ...,  X^' 
willkürliche  Werte  annehmen.  Richtet  man  es  so  ein,  dass  sich  eine 
dieser  Grössen  (z.  B.  XJ)  auf  Eins,  die  übrigen  {YJ,  ...,  XJ)  auf  Null 
reduzieren,  so  ergiebt  sich  eine  Formel,  die  bei  gegebenen  Massen- 
kräften X,  Y,  Z  und  Oberflächenspannungen  X„,  Y^,  Z„  den  dem 
ganzen  vom  elastischen  System  erfüllten  Raum  entsprechenden  Mittel- 
wert einer  der  Formänderungskomponenten  (den  von  x^)  bestimmt. 
Verfügt  man  aber  so  über  a,h,  .  .  .,  g,  dass  X^  =  Y^  =  Z.=  1, 
YJ=ZJ=X'=0,  so  kann  man  die  Gesamtdilatation  und  mithin 
auch  die  mittlere  Dilatation  des  elastischen  Systems  bestimmen. 

10  b.  Die  Formeln  von  C.  Somigliana  für  die  Verschiebtings- 
komponenten.  Das  Gegenstück  zur  Green'schen  Formel  der  Potential- 
theorie, die  den  Wert  einer  Funktion  in  einem  Punkte  eines  begrenzten 
Gebiets  durch  ein  Raum-  und  gewisse  Oberflächenintegrale  ausdrückt, 
bilden  in  der  Elastizitätslehre  im  Falle  der  Isotropie,  die  Formeln  von 
C.  Somigliana^^).  Sie  stellen  die  Verschiebimgsliomjponenten  eines  im 
Gleichgewicht  befindlichen  isotropen  elastischen  Systems  dar  mit  Hülfe 
eines  Raumintegrals  über  die  Massenkräfte  und  von  Oberflächeninte- 
gralen, unter  denen  die  Werte  der  Verschiebungen  und  der  Spannungen 
an  der  Oberfläche  auftreten. 

Der  Grundlösung  —   der  Potentialgleichung    entsprechen    in    der 

Theorie  des  elastischen  Gleichgewichts  ffir  isotrope  Körper  folgende, 
von  Somigliana  aufgestellte,  drei  besondere  Integralsysteme: 


(39) 


1 
r 

+ 

2  aa;*' 

a     c^r 
^i~            2  dxdy' 

«1  = 

a    c*r 

^1  — 

2  dxdz  ' 

u^  = 

a     c^r 
2  dxdy^ 

1  _.cc  d'r 

''2        r  "^  2  dy*' 

u\  = 

a    d*r 
2  cydz  ' 

«3  = 

a     o^r 

^  ~dzdx' 

^3—        2  dzdir 

'<'s  = 

1 

r 

^  2  r^*' 

H«  =  -rfv)' 


31)  Nnovo  Cim.  (3)  17,  18  (1885);  19,  20  (1886);    Ann.  di  mat.  (,2)  17  (1889), 
p.  41;  Nuovo  Cim.  (3)  36  (1894),  p.  1. 
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der  Hauptgleicliungen 

(40)  iuAH  +  (A4-itt)|®  =  0,.... 

Jedes    dieser    drei    Integralsysteme    stellt    ein    System   von    Funktio- 
nen  dar,   die   im  ganzen  Gebiete  stetig  sind,    im  Unendlichen  wie 
null  werden  und  nur  im  Punkte  {x^,  y^,  z^),  dem  Ursprung  der  Ent- 
fernung r,  wie   -  unendlich  groß  werden. 

Setzt  man  nun  im  Betti'sohQn  Theorem  an  Stelle  von  u,  v,  w  jedes 
der  drei  Integralsysteme  ein,  so  führt  eine  dem  Verfahren  im  ent- 
sprechenden Fall  der  Poteutialtheorie  analoge  Untersuchung  zu  den 
drei  Formeln  von  Somigliana: 

'  4:Jt^u{xQ,yQ,2Q)=fQ^XuidS-{-J^X^Uid6  — f^XJ-^hidö , 

S  o  n 

4:7t  ^w(xQ,yQ,Zff)=^J  Q  ^  Xu^d  S  -\-  jyi  X^u^d  6 — J  ^  XJ^^^udß , 

S  (1  n 

worin  X„('),  YJ'\  Z/)  diejenigen  Ausdrücke  für  X„,  Z^,  Z^  bedeuten, 
die  sich  mittels  der  Funktionen  u^,  v.,  w^-  ergeben.  Diese  Formeln 
gelten  auch,  wenn  S  unbegrenzt  ist  oder  6  ins  Unendliche  sich  er- 
streckt, und  zwar  unter  denselben  Bedingungen  für  u,  v,  w,  unter 
denen  das  jBe^^i'sche  Theorem  besteht.  In  ihnen  ist  vorausgesetzt, 
dass  der  Punkt  {Xq,  y^,  Zq)  innerhalb  S  und  nicht  auf  den  Rand  fällt. 
Fällt  der  Punkt  (xq,  y^,  0^)  ausserhalb  von  S,  so  sind  die  rechten 
Seiten  von  (41)  gleich  null,  und  wenn  der  Punkt  (xq,  y^,  Zq)  auf  der 
Oberfläche  6  liegt,  tritt  an  die  Stelle  von  4%  links  ein  anderer  Zahlen- 
faktor, genau  wie  in  der  Potentialtheorie. 

Diese  Resultate  zeigen  ohne  weiteres,  dass  jedes  Funktionensystem 
M,  V,  w,  das  den  Grundgleichungen  (40)  genügt,  im  ganzen  Raum  end- 
lich und  einwertig  ist  und  im  Unendlichen  in  geeignetem  Grade  null 
wird,  identisch  verschwinden  muß.  —  Die  den  Gleichungen  (40)  ge- 
nügenden Funktionen  u,  v,  w  besitzen  ferner  im  Innern  des  Raums  S 
Ableitungen  von  beliebiger  Ordnung  und  sind  dort  analytische  Funk- 
tionen^^). 

lOc.  Fortsetzung:  Polgerungen;  verschiedene  Ansätze  zur  Er- 
bringung des  Existenzbeweises.     F.  Volterra^^),  G.  Lauricella^^'^)  und 


32)   Die    von    V.  Volterra    in  seinen    Vorlesungen   gegebenen   Resultate  teilt 
G.  Lauriceila  mit;  vgl.  Fußn.  32"). 
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E.  und  F.  Cosserat^^)  haben  die  Raum-  und  Oberfiächenintegrale,  die 
in  den  Formeln  von  Somigliana  auftreten,  zum  Gegenstand  eines 
besonderen  Studiums  gemacht  und  gezeigt,  dass  ihre  Eigenschaften 
denjenigen  analog  sind,  die  die  in  der  (rreew'schen  Formel  auftretenden 
Integrale  besitzen. 

G.  Lauricella  beweist  z.  B.  auch  im  Falle,  dass  q  variabel  ist 
und  zusammen  mit  X,  Y,  Z  sehr  allgemeinen  Bedingungen  genügt, 
folgenden  Satz,  der  das  Analogon  zu  dem  Laplace-Poissan  sehen  Theorem 
der  Potentialtheorie  bildet:  Die  drei  Integrale 

(42)       u,=  -     y^Jg^Xu^dS,    u,  =  -  ^j\2Xu,dS, 

,s 

Uo=  —  -        1  Q^XuodS 

°  Ana   I   ^ "^  ^ 


sind  als  Funktionen  von  Xq,  y^,  z^  innerhalb  und  ausserhalb  S  end- 
lich, stetig  und  eindeutig;  in  jedem  Punkte  ausserhalb  S  genügen  sie 
den  Gleichungen 

.uAo«,  +  (A-f  .a)|^  =  0,..., 
in  jedem  Punkt  innerhalb  S  den  Gleichungen 

." ^0«!  +  {^  -r-  ^)  äxo  ""  ^  ^ö '  •  •  •' 

und  Xq,  Yq,  Zq  die  Werte  von  X,  Y,  Z  als  Funktionen  von  Xq,  y^,  Zq  sind. 
E.  und  F.  Cosserat  haben  bemerkt,  dass  die  drei  Integralsysteme 
(39),  mit  beliebigen  Konstanten  multipliziert,  dem  Fall  einer  „kon- 
zentrierten", im  Punkte  r  =  0  angreifenden  Kraft  entsprechen  und 
dass  eine  solche  auf  einen  Punkt  im  Innern  einer  Kugel  wirkende 
Kraft  durch  Spannungen  auf  die  Oberfläche  ersetzt  werden  kann,  die 
im  Aussenraum  den  gleichen  Verschiebungszustaud  hervorrufen.  Dieser 
Satz  stellt  das  Analogon  zu  dem  Gaiiss^sehen  Satze  der  Potentialtheorie 
dar  und  kann  als  Ausgangspunkt  einer  der  BaJayagemethode  von 
H.  Foineare  zum  Beweise  der  Existenz  der  Lösung  (vgl.  U  A  Tb, 
Nr.  31,  Burlxhardt- Meyer)  nachgebildeten  Methode  herangezogen  werden. 


32')  Roma  Acc.  Line.  Rend.  (5)  2>  (1893),   p.  298;   Nuovo   Cim.    35    (1893\ 
p,  141,  177;  Pisa  Ann.  sc.  norm.  7  (1894),  p.  40. 

33)  Paris  C.  R.  126  (1898),     p.  1129;  idem  133  (1901),  p.  210. 
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Daran  anschliessend  haben  dieselben  Autoren  dann  weiter  angedeutet, 
wie  die  Methode  der  Fuiiktioimlgleichung  von  G.  Rohin^^^)  auf  das 
vorliegende  Problem  auszudelineu  ist.  Endlich  zeigen  sie,  dass  die 
den  Kugelfuuktionen  hier  entsprechenden  Fundamentallösungen  sich 
durch   eine   einfache   Formel   aus   den  Integralsystemen    (39)   ableiten 

lassen,   ähnlich  wie   die  Kugelfunktionen  selbst  aus  — 

Schließlich  hat  auch  von  den  Eigenschaften  der  Somigliana' scheu 
Integrale  ausgehend  G.  Lauricella^)  versucht,  die  Neiwiann^ sehe 
Methode  des  arithmetischen  Mittels  (vgl.  IIA  7  b,  Nr.  27,  Burkhardt- 
Meyer)  zur  Konstruktion  des  gegebenen  Randwerten  entsprechenden 
Potentials  auf  den  Fall  des  elastischen  Gleichgewichts  isotroper  Körper 
auszudehnen.  Es  ist  ihm  gelungen,  die  Existenz  der  Lösungen  der 
Gleichungen  (40)  unter  gewissen  Beschränkungen  bezüglich  der  Werte 

des    Parameters       ^'    nachzuweisen,  falls  an  der  Oberfläche  die  Ver- 

Schiebungen  vorgeschrieben  sind,  unter  weitergehenden  Beschränkungen 
hat  er  auch  für  den  Fall,  dass  an  der  Oberfläche  die  Spannungen 
gegeben  sind,  das  Existenztheorem  bewiesen.  Die  Rechnungen  sind 
jedoch  ziemlich  ausgedehnt,  so  dass  auf  diese  Untersuchungen  hier 
nicht  näher  eingegansfen  werden  kann. 


"o^o' 


lOd.   Die  Formeln   von   E.  Betti    für  Dilatation  und  Rotation. 

Den  Formeln  von  Somigliana  für  die  Verschiebungskomponenten  gehen 
parallel  die  von  E.  Betti^'^)  zuerst  gegebenen  Formeln,  die  die  Dilatation 
und  RotatioHsl'onipouenten  durch  gewisse  Raum-  und  Oberflächeninte- 
grale ausdrücken.  E.  Betti  findet  diese  Formeln  für  &  und  07^,  ÖJ^,  Wg, 
indem  er  in  die  Gleichung,  die  das  nach  ihm  benannte  Theorem  aus- 
drückt,  die  Verschiebungen 


bzw. 


und  die  entsprechenden  für  co^,  O3  einsetzt.     Es   ergeben  sich  damit 
die  Formeln: 


„  1 

a  — 
,            r 

"  =-  a^' 

u'  =  0, 

ai 

,                  r 

cz  ' 

ai 

'     dy 

33»)  G.  Robin,  Paris  C.  R.  104  (1887),  p.  1834  =  Oeuvres  1,  Paris  1899,  p.  60. 

34)  Pisa  Ann.  norm.  7  (1894),  p.  98;  Ann.  di  mat.  [2)  23  (,1895),  p.  287. 

35)  E.  Betti,  Nuovo  Cim.  (2)  8  (1872),  p.  35  u.  164;  u.  9  (1873),  p.  34. 
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1 

c  — 


dz 
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ff     4         4 


oy 


r 


a        r     , 


dn  dx 


d        r     ,         d        r    I   , 

-\-W  j ^ —  /  (16, 


(43)  { 


dn  dy 
.  1 


dn    cz 


a        r 
dn  cy  dn   cz 


d  ^T 


cZtf 


-^~  cos  {nz)  —  ~^y  cos  (wy) 


-\-w 


dy 

_a_ 
a^ 


a-i  al 

C08  (w^;) ^~  cos  (m?/) 


at/ 
.  1 


dx 
1 


-„—  COS  (nz) ~-  COS  (w?/") 

_oy         ^     ■         cz  ^  ^  . 


dö 


Die    Formeln    für    a^    und    (O3    erhält    man    aus    der    für    lo^   hinge- 
schriebenen   durch    cyklische    Vertauschung    der    Grössen    X,    T,   Z\ 

^»;  'Yn,  ^„;  ^',  y,  ^■ 

Die  i*e^^'schen  Formeln  lassen  sich  auch  direkt  aus  den  Sotni- 
gliana^sahen  Formeln  herleiten.  Wenn  man  andererseits  mittels  der 
Formeln  von  Betti  die  Grössen  0,  SJ^,  o5^,  Wj  bestimmt  hat,  so  findet 
man  die  Verschiebungen  u,  v,  tv  durch  Superposition  eines  potentiellen 
imd  solenoi'dalen  Vektorfeldes  (vgl.  IV  14,  Nr.  10,  M.  Älraham),  für 
die  Betti^^)  im  vorliegenden  Falle  folgende  Form  giebt: 

Hat  man  irgendwie  ein  System  von  Funktionen  0;  töj,  co,,  (O3 
bestimmt,  die  den  Gleichungen  der  Elastizität  genügen,  so  erhält 
man  in 


36)  E.  Bttti,  Elasticitä,  p.  33;  E.  Cesäro,  Elasticitä,  p.  88.  Eine  andere 
Methode  zur  Bestimmung  von  u,  v,  w  aus  0;  a^,  ß,,  »,  giebt  E.  Cesaro,  Elasticitä, 
p.  106. 
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"      cx  ^  dz       dy  ' 

(44)  \  ^  =  d^  +  Tx-   dz> 

^^_dT        eP,_dP, 
\  dz    ^     dy         dx  ' 

wo  T,  Pj,  Pg,  Pg  beliebige  Integrale  der  Gleichungen 

APi  =  2aTi, 

AP3=2ä73, 

ein  System  von  Funktionen,   die   sich   als  Verschiebungskompouenten 
des  im  Gleichgewicht  befindlichen  elastischen  Systems  auffassen  lassen. 
Insbesondere  liefern 

®o  =  -  i^-ij  ? U  ä^  +  y  «7  +  ^  ä^J  ''«' 

1      Vf'-r  '^^ 

(D,  n  =  ^ /    Q\  ^ ^^^    +    5^ -ö~  )  dS,  .  .  . 

ein  System  von  Funktionen  0;  SJ^,  cög,  oJg,  die  im  Innern  von  S  den 
Gleichungen  des  elastischen  Gleichgewichts  genügen;  mithin  bilden 
die  durch 

S  5  5 

0       a^oj      r       '       La^/oJ       r  a.roJ        r     J 


s 


definierten  Funktionen  Hq,  Vq,  iVq  von  x^,  yQ,  z^  ein  System  partiku- 
lärer Integrale  der  Gleichungen  des  elastischen  Gleichgewichts  für  einen 
isotropen  Körper.  Für  einen  unendlich  ausgedehnten  Körper  stellen 
sie,  wie  die  (42),  die  allgemeine  Lösung  dar. 

Mit  (45)  äquivalente  Formeln  wurden  zuerst  von  W.  Thomson'^'') 
aufgestellt.  Derselbe  ^^)  gab  auch  die  Reduktion  der  auftretenden 
sechsfachen  Integrale  auf  di'eifache  Integrale. 


37)  W.  Thomson,  Cambr.  and  Dubi.  math.  Journ.  3  (1848),  p.  87;   Thomson- 
Tait,  Natural  philosophy  2,   art.  730. 

38)  Thomson -Tait,  Natural  pliilosophy  2,  art.  731. 
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10 e.  Integration  mittels  Systeme  Green'sclier  Funktionen.     Die 

Somigliana^ sehen  Formeln 

Aniiuix^,  t/o,  Zo)=  jQyXu^dS  -\-f^X^u,d6—fyXJ'>uda,... 

S  a  n 

liefern  die  Verschiebungskomponenten  in  einem  Punkte  (xq,  y^,  Zq) 
von  S,  wenn  ausser  den  Massenkräften  (im  Innern  des  Körpersj  an 
der  Oberfläche  6  die  Spannungskomponenten  X„,  Y^,  Z„  und  zugleich 
die  Verschiebungen  u,  v,  w  bekannt  sind.  Im  allgemeinen  genügt 
aber  bereits  die  Kenntnis  von  je  dreien  dieser  Grössen  zur  eindeutigen 
Bestimmung  von  ii,  v,  iv  (vgl.  Nr.  8).  Hiervon  ausgehend  haben 
F.  Volterra  und  G.  Lauricella^^)  für  die  Gleichungen  des  elastischen 
Gleichgewichts  ein  Integrationsverfahren  entwickelt,  das  der  Methode 
der  (rreew'schen  Funktionen  in  der  Potentialtheorie  genau  analog  ist. 
Wie  dort,  so  hat  diese  Methode  auch  hier  die  Bedeutung  eines  Ver- 
fahrens, das  ein  allgemeines  Problem  auf  ein  besonderes  zurückzu- 
führen gestattet. 
Bezeichnen 

«j  ,  l^j  ,  U\  :    11.2  ,   r2  }  ^^2  5    ^^3  }   ^3  5    ''s 

drei  Systeme  regidcb'er  Integrale  der  Grundgleichungen  des  elastischen 
Gleichgewichts  für  einen  isotropen  Körper  unter  Ausschluss  von  Massen- 
kräften,  die  auf  6  gegebenen  Bedingungen  genügen, 

X„^'^',    y^^^',   ^J'^';      ^J'^';    Y,^^^',    Z^^^'l      ^n^'^',    Y„^'^,   ^n^'^ 

die  Spannungen,  die  in  jedem  der  drei  Fälle  an  der  Oberfläche  6  an- 
greifen, so  hat  man  nach  dem  JBdti^Bchen.  Theorem: 

fQ^Xu,'ds  +/^x„t<,V(5  —jyx^^'yudö  =  0, 

S  an 

Jg^Xti^'dS  -\-f2x„u,'d6  —jyX^'^yude  ==  0, 

jQ^xu.'ds  -\-f^Xj(,'d6  —f2:xfyud6  =  o. 

S  fj  n 

Wenn  nun  auf  <?  die  Verscliichmujen  gegeben  sind  und  wenn 
man  fordert,  dass  u',  v,  w  so  bestimmt  werden,  dass  sie  auf  der 
Oberfläche  6  mit  den  Soiuigliana' sehen  Gruudlösungen  (^39 1  in  den 
Beziehungen : 

stehen,  so  liefern  die  Somi gl iana^ sehen  Formeln: 


39)  Pisa  Ann.  sc.  norm.  7  (1895),  p.  1. 
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S  (I 

Damit  ist  die  Lösung  des  Problems  des  elastischen  Gleichgewichts 
gegeben,  wenn  ausser  den  Verschiebungskomponenten  an  der  Ober- 
fläche noch  die  äusseren  Kräfte  für  die  inneren  Punkte  vorgeschrieben 
sind.  Die  regulären  Integralsysteme  w',  v',  iv ,  die  auf  der  Oberfläche 
6  die  vorgeschriebene  Unstetigkeit  haben  und  deren  Existenz  nur 
erst  postuliert  wird,  kann  man  in  Anlehnung  an  einen  Sprach- 
gebrauch der  Potentialtlieorie  die  Green  sehen  Funktionen  des  elastischen 
Gleichgewichts  nennen. 

Sind  andererseits  ausser  den  Kräften  X,  Y,  Z  auf  6  die  Span- 
nungen X^,  Y^,  Z^  gegeben,  so  muss  man  die  drei  Systeme  von 
Hülfslösungen :  u^,  v^,  tt\']  .  .  .,  iv^'  so  zu  bestimmen  suchen,  dass 
auf  6  die  Bedingungen: 

hV^+^J')'=0,     YW+YW=o,     ZJ^)+ZW'=0: 

erfüllt  sind.  In  diesem  Falle  aber  ergiebt  sich,  dass  dies  nicht  mög- 
lich ist,  falls  nicht  S  sich  ins  Unendliche  erstreckt;  denn  wenn  auf  6 
die  Spannungskomponenten  gegeben  sind,  so  sind  die  Verschiebungen 
nur  bis  auf  eine  Verrückung  des  Systems  als  eines  starren  bestimmt 
(vgl.  Nr.  7  b),  während  nach  dem  Ansatz  (46)  sich  die  Verschiebungen 
als  völlig  bestimmt  ergeben  müssten.  Hierzu  stimmt  folgendes: 
Wenn  u^',  i\',  .  .  .,  w^'  sich  so  bestimmen  liessen,  dass  die  Gl.  (46)  er- 
füllt wären,  so  müsste 

\     0^  fiZJ^y  y  -  Y^i^Yz)  d6  =  -J{ZW,j  _  Y,yh)  da,... 

\  a  a 

sein.  Setzt  man  aber  andererseits,  unter  a^,  ctg?  %;  Pn  P27  Ps  will" 
kürliche  Konstanten  verstanden,  für  u,  v,  tv  die  Ausdrücke 

ax+P^y—p^^,     ai  +  Pi^—Pä^c,     a^-\rP^x  —  p^y 
in  die   Somigliand' sehen  Formeln    ein   (was   unter  der  Voraussetzung 
zulässig  ist,    dass  S  sich  nicht  ins  Unendliche   erstreckt),    so   erhält 
man  ein  den  Glgn.  (47)  widersprechendes  Resultat,  da  jetzt: 

-4st^  =J[X„(')d6,      fY„('^d6=fzWd6  =  0;  .  .  . 

a  a  a 

(48)1    f{ZWy~YW,)dö  =  0,     -4;r«^o=/(X„(%-Z„(%)^^, 
47t^y,=J\Y„(')x-X„^'^y)da-  ... 
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J.  Frediiolm^^)  hat  gezeigt,  wie  man  der  vorliegenden  Schwierig- 
keit  entgeht.     Man   muss  u^',  i\',  ...  so   zu   bestimmen  suchen,  dass 

wo  a^^^\  a.J-^\  a^^'^\  jt/^),  7t^^^\  n^^'^^]  a/^',  .  .  .  lineare  Funktionen  von 
Xq,  Pq,  2q  sind,  die  so  angesetzt  sind,  dass  die  Gl.  (48j  und  gleich- 
zeitig die  Relationen 

erfüllt  sind.     Die  Soiniglianä' sehen  Formeln  liefern  dann: 

J  9^X(:ih  +  w/)  dS  -{-  /^X„(mi  +  u^')d6  -r  h,  +  A-3i/o  —  h^oy 

S  a 

WO  A^,  /?2,  A3;  Ä;i,  ^2,  Ä'3  Konstanten  sind;  damit  hat  man  die  voll- 
ständige Lösung  des  vorgelegten  Problems.] 

Alles  dies  findet  sein  genaues  Gegenstück  in  der  Potentialtheorie, 
wenn  es  sich  darum  handelt,  eine  Lösung  der  Gleichung  Acp  =  0  zu 
finden  bei  gegebenen  Randwerten  der  Ableitung  nach   der  Normalen. 

Natürlich  lassen  sich  diese  Überlecrunofen  auf  die  anderen  Fälle 
elastischen  Gleichgewichts  ausdehnen,  wo  am  Rande  irgendwie  zum 
Teil  die  Verschiebungs-,  zum  Teil  die  Spannungskompouenten  ge- 
gegeben sind. 

10  £  Die  Integrationsmethode  von  E.  Betti-V.  Cerruti.  Wie 
das  in  vorstehender  Nummer  entwickelte  Integi'ationsverfahz'cn  mittels 
Systeme  6r/'ee«'scher  Funktionen  von  den  Sotyiigliana^ sehen  Formeln 
Gebrauch  macht,  so  geht  die  ältere  Integrationsmethode  von  E.  Bctti 
und  F.  CerruW^^)  von  den  BeHi'schen  Formeln  aus.  Sie  ist  zwar 
weniger  direkt,  aber  im  einzelnen  weiter  ausgebildet  und  auf  das 
Problem  der  Ebene  und  Kugel  mit  Erfolg  angewendet  worden.  Es 
gestaltet  sich  im  einzelnen  folgendermassen: 

Sind  an  der  Oberfläche  6  die  Versc]tichungskonipone>ite>i  gegeben, 
so   sucht   man  zunächst  ein  System   regulärer  Integrale   u,  v,  iv    der 


40)  Acta  math.  23  (1900),  p.  41. 

41)  E.  Bctti,  Elasticita,  p.  55,  74;  F.  Cerruti,  Roma  Acc.  Liuc.  Mem.  13 
(1882),  p.  81.  Vgl.  auch  /.  Boussinesq,  Paris  C.  R.  106  (.1888\  p.  1043,  1119  uud 
Application,  Paris  1885. 
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Gleichungen   des   elastischen  Gleichgewichts  für  ein  isotropes  System 
bei  verschwindenden  Massonkräften  derart,  dass  auf  ö  gilt: 

s-L  si-  ai 

,  r  ,  r  ,  r 

u  =  -5 — ,      V  =  >r  -  ,     W  =  ^—  • 
öx  '  öy  '  oz 

Bezeichnet  man  mit  X„',  F„',  Z„'  die  entsprechenden  Oberflächen- 
spannungen, so  ergiebt  das  Betti'Bche  Theorem: 

(x„'+  Yv'+zwys  +J  \x,jl  +  r.-j^  +  ^„-gf ;«?« 

und  die  erste  der  Gleichungen  (43)  lässt  sich  schreiben 

—  4;r(A  +  2fi)@(i»o,  !/o,^o) 


t^Ä 


ai-        ,aA  .1 


4-  /  (X'm+ F't'4-Z'«(;)rf(?  +  2u  /  \  w^- V- +  ^  ^-^  4-«<^t--^ /<^<^• 
'  .y    ^    "       '      "      '       "     -^         '       "^y     \    dn  dx    '      dn  dy     '       dn  dz  J 

<r  n 

Damit  ist  die  Dilatation  bestimmt.  Die  Verschiebungen  u,  v,  iv  selbst 
sind  dann  als  Lösungen  der  Gleichungen 

(49)AoW  = —j^^,     \v  = ^^^,    \ii- ^-^ 

durch  die  gegebenen  Randwerte  bestimmt. 

Sind  auf  der  Oberfläche  die  Werte  der  Oherflächenspannimgen 
X^,  Y^,  Z^  vorgeschrieben,  so  muss  man  durch  ein  entsprechendes 
Verfahren  nicht  nur  ®,  sondern  auch  oJ^,  oTg,  oJg  zu  ermitteln  suchen; 
u,  V,  tv  sind  dann  als  Lösungen  der  Gl.  (49)  dadurch  bestimmt,  dass 
an  der  Oberfläche  die  Ableitungen  nach  der  Normale  gegebene  Werte 
annehmen  müssen : 

^  =  —  -^^  —  —  0  cos  (wa:)  -f  SJg  cos  (jiz)  —  W^  cos  (ny) ,  ... 

In  dem  Falle,  dass  S  nicht  sich  ins  Unendliche  erstreckt,  sind  töj,  W^,  ^^ 
nur  bis  auf  Konstanten  bestimmt,  und  es  greifen  in  diesem  Fall 
wieder  ähnliche  Bemerkungen  Platz,  wie  sie  im  gleichen  Falle  in  vor- 
stehender Nummer  gemacht  sind. 

10  g.  Ausdehnung  der  Resultate  für  krummlinige  Koordinaten 
und  auf  anisotrope  Körper.  Das  Betti  sehe  Theorem  in  Nr.  10  a 
wurde   zunächst   nur   für   cartesische   Koordinaten   aufgestellt,    es    gilt 

Encyklop.  d.  math.  Wisseusch.     IV  2,  u.  7 
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natürlich  auch  bei  Benutzung  von  rechtwinkligen  Jirummlinigen  Koordi- 
naten*^). Ebenso  ist  es  leicht  die  Somigliana' Bchen  und  BettPschen. 
Formeln  auf  krummlinige  Koordinaten  zu  transformieren*^),  so  dass  die 
in  den  voraufgehenden  Nummern  10b  — lOf  dargelegten  Betrachtungen 
sämtlich  auch  in  krummlinigen  Koordinaten  sich  aussprechen  lassen. 
Zugleich  ist  nach  einer  anderen  Seite  eine  Ausdehnung  der  Resul- 
tate möglich.  Alles  was  in  Nr.  10b  —  lOf  ausgeführt  wurde,  bezieht 
sich  zunächst  nur  auf  isotrope  elastische  Systeme.  J.  Fredholni^)  hat 
jedoch  gezeigt,  dass  diese  Überlegungen  sich  unmittelbar  auf  beliebige 
elastische  Systeme  übertragen  lassen.  Es  gelingt  nämlich  für  die 
Gleichungen  des  Gleichgewichts  eines  beliebigen  elastischen  Systems 
drei  Systeme  partikulärer  Integrale  bei  verschwindender  Massenkraft 
X,  Y,  Z  zu  bestimmen,  die  den  drei  Systemen  (39)  bei  den  Gleichungen 
für  isotrope  Körper  analog  sind,  also  Funktionen,  die  im  ganzen  Ge- 
biet  S   regulär    sind  ausser  im   Punkte   {x^,  y^,  z^),    wo   sie   in   dem 

Maasse  wie  —  unendlich    gross    werden.      Auf  weitere    Ausführungen 

kann  hier  nicht  eingegangen  werden. 

11.  Übertragung  der  Methode  der  Reihenentwicklungen  der 
Potentialtheorie.  Die  in  den  Nrn.  10  e  und  10  f  dargelegte  Methode 
der  Integration  mit  Hilfe  von  Systemen  (xree>i'scher  FunJdionen  ergiebt 
sich  als  naturgemässe  Folgerung  aus  der  zwischen  den  Grundgleichungen 
des  elastischen  Gleichgewichts  und  der  Potentialgleichung  bestehenden 
Analogie.  Sie  ist  daher  auch  der  zunächst  sich  darbietende  Weg  zur 
Darstellung  der  Lösungen  mittels  bestimmter  Integrale,  indem  man 
nämlich  häufig  in  speziellen  Fällen  zur  Kenntnis  der  Greenschen 
Funktionen  durch  besondere  Kunstgriffe  gelangen  kann. 

Es  lässt  sich  die  Analogie  natürlich  auch  noch  nach  der  Seite 
verfolgen,  dass  man  nach  Darstellung  der  Lösungen  durch  Beilien- 
entwicklungen  fragt.  Indessen  ist  es  bequemer,  nicht  speziell  Ai<  =  0, 
sondern  die  allgemeinere  Gleichung  /\u  -\-  Jc^u  =  0,  die  in  der  Theorie 
der  elastischen  Bewegung  eine  besondere  Rolle  spielt,  auch  schon 
hier  heranzuziehen.  Es  tritt  damit  der  Gedanke  der  Enticicklung  der 
Lösungen  nach  bestimmten  Partikularlösungen,  den  „Eigenfunktionen", 
in  den  Vordergrund,  eine  Methode,  die  bisher  noch  nicht  systematisch 
verfolgt  ist,    und    für  die   die  Theorie    der  Integralgleichungen   neue 


42)  E.  Cesäro,  Elasticitä,  p.  198. 

43)  0.  Tedone,  Nuov.  Cim.  (4)  11  (1900),  p.  3. 

44)  J.  Fredholm,  Acta  math.  23  (1900),  p.  1;  Untersuchungen  derselben  Art 
werden  auch  von  C.  Somigliana,  Ann.  di  mat.  (2^  22  (1S94),  p.  143  gegeben. 
Siehe  auch  M.  Gehhia,  Ann.  di  mat.  (3)  7  (1902),  p.  141  u.  (3)  10  (1904),  p.  157. 
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Gnmcilagen  giebt.  Zugleich  erscheint  damit  die  alte  Fourier-Cauchy^sche 
Methode  der  trigonometrischen  PartilcidarVösungen  in  einem  neuen  Lichte. 

Die  Methode  der  FartilcuhirVosmuicn  findet  bei  der  Integration  zahl- 
reicher Gleichungen  der  mathematischen  Physik  weitgehende  Anwen- 
dung. Sie  ist  weit  älter  als  die  Methode  der  (Treew'schen  Funktionen 
und,  was  die  Anwendung  auf  numerische  Berechnung  betrifft,  jener 
vielleicht  sogar  vorzuziehen.  Die  Sache  liegt  allerdings  so,  dass,  wenn 
die  Lösung  des  Problems  auf  beide  Weisen  gelingt,  in  der  Regel  auch 
der  Übergang  von  der  einen  analytischen  Darstellung  der  Lösung  zur 
andern  leicht  zu  bewerkstelligen  ist.  Es  handelt  sich  hier  im  Grunde 
um  zwei  klassische  Formen  analytischer  Darstellung,  die  ihr  ein- 
fachstes Gegenstück  in  der  Darstellung  einer  analytischen  Funktion 
mittels  des  Cauchy'?,c\ien  Integrals  und  mittels  der  Taylor  sehen  Reihe 
linden. 

Die  Methode  der  Partikularlösungen  ist  im  Prinzip  folgende:  Man 
bestimmt  unendlich  viele  partikuläre  Lösungen,  die  nur  einem  Teil 
der  Bedingungen  unterworfen  sind,  denen  die  allgemeine  Lösung 
genügen  muss,  und  die  gewisse,  nicht  ganz  willkürliche  Kon- 
stanten enthalten;  diese  Konstanten  bilden  eine  unendliche  diskon- 
tinuierliche oder  kontinuierliche  Wertfolge.  Man  bildet  dann  mit  Hilfe 
der  unendlich  vielen  partikulären  Lösungen  Reihen,  bezw.  Integrale, 
und  bedient  sich  der  damit  hereinkommenden  Koeffizienten,  um  die 
übrigen  Bedingungen  zu  erfüllen.  In  dieser  Fassung  ist  die  Methode 
von  C.  Jordan^^)  für  beliebige  Systeme  linearer  Differentialgleichungen 
allgemein  skizziert  worden;  sie  umfasst  als  spezielle  Fälle  die  alten 
Methoden  der  trigonometrischen  Partikularlösungen  für  den  unend- 
lichen Raum  von  J.  B.  Fourier^^)  und  A.  L.  Cauchy^^^).  Für  den  Fall 
der  Gleichimgen  der  Elastizität  ist  diese  Methode  von  C.  Somigliana^'^) 
näher  ausgeführt  worden. 

Einen  direkten  Ansatz  für  die  EntivicMung  der  Lösungen  nach 
„EigenfimJitionen"  haben  für  isotrope  elastische  Systeme  E.  und 
F.  Cosserat^^)  gemacht,  wobei  ihnen  gerade  die  Lösungsmethoden  der 
Gleichung  Am  -f-  Ä'^?<  =  0  als  Muster  dienen: 


45)  C.  Jordan,  Cours  d'analjse  3,  2.  Aufl  ,  Paris  1896,  p.  373. 

46)  J.  B.  Fourier,  The'orie  de  la  chaleur,  Paris  1822. 

46')  Ä.  L.  Cauchy,  Exercices  d'analyse  et  physique  mathematique  1  (1840). 

47)  Lombarde  Ist.  Rend.  (2)  24  (1891\  p.  1005;   idem  (2)  29  (1896),  p.  423. 

48)  Paris  C.  R.  126  (1898),  p.  1089;  idem  127  (1898),  p.  415;  idem  133  (1901), 
p.  145,  271,  326,  361,  382.  Siehe  auch  die  diesbezüglichen  „indications  som- 
maires"  von  P.  Appell,  Mecanique  rationelle,  Paris  1903,  3,  p.  528,  und  R.  Mar- 
colongo,  Teoria  matematica  dello  equilibrio  dei  corpi  elastici,  Mailand  1904,  p.  238. 
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Man  betrachtet  die  Lösungen  u,  v,  w  der  Gleichungen 
(50)      AM^-^^|  =  0,     At;  +  |||  =  0,     AK-  +  r^f  =  0, 

als  Funktionen  des  Parameters  |  (für  beliebiges  £,  während  ursprüng- 
lich I  =  ,  also  >  4,  gilt)  und  sucht  sie  durch  die  Entwicklungen 
darzustellen : 


(51) 


^  ^-K 


w  =  Wq  -\-  ^  ^ 


A,k,W, 


0  ~  *  ^  ^  —  A-/  ' 
hier  bedeuten,  falls  die  Randbedingungen  sich  auf  die  Verschiebungen 
beziehen,  Uq,  Vq,  w^  drei  harmonische  Funktionen  von  .r,  y,  z,  die  an 
der  Oberfläche  die  für  u,  v,  w  vorgeschriebene  Randwerte  annehmen; 
Ä^f  7f,.  sind  Konstante,  i/.,  F,.,  TT;  Funktionen  von  x,  y,  z,  die,  wie  leicht 
zu  erkennen,  an  der  Oberfläche  verschwinden  und  die  Gleichungen  (50) 
für  I  ==  /^i  befriedigen  müssen. 

Die  Lösung  des  Problems  ist  damit  auf  die  Bestimmung  der  Pol- 
steilen  Ä,-  von  u,  V,  IV  und  der  ihnen  entsprechenden  Eigenfunlfio)ien 
Ui,  Vf,  W.  zurückgeführt;  die  Konstanten  Ä/  ergeben  sich  mit  Hülfe 
der  Orthogonalitätsbeziehungen: 

jjj  &,(^,dxdydz  =  0  (i  =f  j),     wo  0,  =  -^  +  -^  +  -.-  . 

Der  Umstand,  dass  den  „Eigenwerten"  l\  des  Parameters  |  Lösmigen 
der  Gleichungen  (50)  entsprechen,  die  an  der  Oberfläche  verschwinden, 
scheint  dem  Eindeutigkeitstheorem  der  Elastizitätstheorie  zu  wider- 
sprechen. Der  Natur  der  Funktion  /"  zufolge  bezieht  sich  jedoch  letz- 
teres nur  auf  die  Werte  1  >  i  (Tgl-  ^r.  2  c).  E.  und  F.  Cosscrat  haben 
gezeigt,  dass  die  Polstellen  h^  sämtlich  reell  sind  und  zwischen  den 
Grenzen  —  oo  und  —  1  liegen.  Die  Möglichkeit  der  Entwicklungen 
(51)  allgemein  nachzuweisen,  ist  ihnen  nicht  gelungen,  welcher  Punkt 
eben  von  der  Theorie  der  Integralgleichungen  auszufüllen  ist.  Für 
die  Kugel  und  die  Kugelschale  haben  sie  die  Eigenwerte  Ä\  und  die 
entsprechenden  Eigenfunktionen    U^,  ]',,  IT,,  bestimmt. 

Sind  an  der  Oberfläche  die  Oherflächenspiuniioigcn  gegeben,  so  sind 
die  Funktionen  f/,.,  F|.,  W^  definiert  als  die  gewissen  Eigenwerten  k- 
entsprechenden  Lösungen  der  Gleichungen  (50),  für  welche  die  Aus- 
drücke für  die  Oberflächenspannungen  verschwinden.  Die  Lösung  der 
Gleichungen  (50)  hört  in  diesem  Falle  bereits  für  ^  =  ^  auf,  auf  alle 
Fälle  eindeutig  bestimmt  zu  sein. 
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1'2.  Gemischte  Integrationsmethoden.  Unter  diesem  Namen 
seien  zwei  Methoden  zur  Integration  zusammengefasst.  die  entweder 
direkt  die  Grundgleichungen  in  ein  System  von  Potentialgleichungen 
A(p  =  0  umsetzen  und  damit  von  den  Eigenschaften  der  sog.  hanno- 
nischeti  Fiinliionen  Gebrauch  machen  oder  imter  Heranziehung  der 
Gig.  AAqp  =  0  neben  den  harmonisclien  noch  die  sogenannten  bihar- 
moniachen  Funktionen  einführen.  Diese  beiden  Methoden  scheinen 
besonders  geeignet,  spezielle  Probleme  tatsächlich  zu  lösen. 

Von  den  Eigenschaften  der  harmonisclien  Fxüihtionen  macht 
die  von  0.  Tedone*^)  gegebene  Methode  Gebrauch.  Sie  geht  davon 
aus,  dass  die  Grundgleichungen  bei  fehlenden  Massenkräften  für  iso- 
trope elastische  Systeme  sich  schreiben  lassen: 

(52)  A^.  +  ^^a:0)  =  U,     t^{v  +  ^fy®)  =  0, 

wobei  benutzt  ist,  dass  &  eine  harmonische  Funktion,  also  A  0  =  0  ist. 
Es  handle  sich  zunächst  um  den  Fall,  dass  an  der  Oberfläche  6 
die  Verschiebungen  vorgeschrieben  sind.  Bezeichnet  dann  G  die  am 
Rande  verschwindende  (mit  Pol  versehene)  Green'sche  Funktion  der 
Potentialtheorie,  so  sind  die  Lösungen  der  obigen  Gleichungen,  wenn 
0  für  den  Augenblick  als  bekannt  vorausgesetzt  wird,  durch 

^^J       dn  '2 II  ^      SnfiJ    ^      d)i        ' 

a  r, 

1     C    dG  j  X^a      „     ,     X  +  a  C    ^dG  -, 

(53)  {  ^  =  I^j^'d77^^-^^®  +  ^j^®-rf7r^^' 

CT  ff 

inj       dn  2ft  '     ^tulJ    '      dn        ' 

CT  a 

gegeben,  wo  |,  t;,  g  die  Oberflächenwerte  von  x,  y,  z  bedeuten.    Das 
Problem  ist  jetzt  also  nur  noch,  &  so  zu  bestimmen,  dass  die  Relation 

ex     '    cy         oz 

identisch  erfüllt  ist.     Da  0  eine  harmonische  Funktion,  so  genügt  es, 

dafür  zu  sorsfeu.  dass  diese  Bedinsruncr  an  der  Oberfläche  befriedigt  ist. 

Sind  auf  der  Oberfläche  <?  die  Spannungskompunenten  X„,  r„,  Z^ 

gegeben,  so  setzt  man  zunächst  auch  co^,  a^,  Wj  als  bekannt  voraus; 


49i  Ann.  di  mat.  (3)  S  (1902^,  p.  129. 


(53)  { 
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bezeichnet    dann    G^    die    (rreew'sche    Funktion,     für    die    am    Rande 
-~  =  0,  so  lauten  die  Lösuncren  von  (52): 

u  =  -~^J  X^G^diS  +  ^J  [—  0COS wH- oäg  cos  w ^  —  Mj  cos  wg]  G^  da 

a  a 

^xS  —  -T-^-^  /  -f—  G.  (?(?  4-  const.. 

2^  8nfiJ    dn       ^  ' 

V  =  ^ —  /  Y^G^dö  -\-  ~  /    y~  ®  ^^s  «^  4~  ^^i  cos  n t,  —  Sg cos  n Ij  G^  dö 

(I  ij 

-  2T  2^  ®  -  sl^  j -i^  ^^^^-^  +  ^^"^^- ' 

ff 
^(;==^        I  Z^G^dö  -\-        I  \—-  @C0Bni,-\- Videos  r,i,  —  a^cosnrjjGide 

a  a 

±-^' 2&—  -r^^  I    P     G.da  4-  const. 

Das  Problem  ist  dann  darauf  zurückgeführt,  0;  VJ^,  SJj,  Wg  so  zu  be- 
stimmen, dass  die  Relationen 

^.         9m    ,     3t7  ,     dw 

ox    '     oy  '     dz  ■ 

jj  _  dw         dv        jj  ^  du         dw       n—    ^^  9" 

1        ^2/          9;sr'     "^     ^        9«  9a;'     "^     ^        dx         dy 

im  ganzen  Körper,  bezw.  an  der  Oberfläche,  befriedigt  werden. 

Diese  Methode  läßt  sich  auch  leicht  auf  den  Fall  nicht  ver- 
schwindender Massenkräfte  ausdehnen,  so  dass  also  die  Lösung  des 
Gleichgewichtsproblems  möglich  wird,  ohne  die  Bedingimgeu  am 
Rande  zu  ändern ^°).  Die  Idee,  die  Dilatation  vorübei-gehend  als  be- 
kannt anzunehmen  und  hernach  aus  einer  Identität  zu  bestimmen, 
findet  sich  bereits  bei  G.  Lame  und  E.  Clapeyron^^)  und  später  bei 
K  Cesäro^^). 

Auf  dasselbe  Problem  0,  bzw.  &,  (TJ^,  Wg,  oTg  zu  bestimmen, 
führt  die  andere  Methode,  die  neben  den  Eigenschaften  der  harmoni- 
schen die  der  biharmonischen  Funktionen  benutzt.  Hier  ist  der  Aus- 
gangspunkt  die   sich  sofort  darbietende   Bemerkung,   dass,   wenn  die 


50)  O.  Tedone,  Palermo  Circ.  mat.  Rend.  17  (1903\  p.  211.  0.  Tedone  hat 
seine  Integrationsmethode  auf  die  verschiedenen  Einzelprobleme  i^Kugel,  Halb- 
raum u.  8.  w.)  angewandt.    Vgl.  hierüber  IV  25,  Abschnitt  I  (0.  Tedone-A.  Thnpe). 

61)  J.  f.  Math.  7  (1831\  p.  155  =  Paris  Mem.  prt-s.  par  div.  sav.  i  (^1833),  p.  472. 

62)  E.  Cesäro,  Elasticitä,  p.  120. 
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Werte  von  &  im  ganzen  Ge])iet  S  oder  auch  nur  auf  dem  Rande  a 
gegeben  sind,  die  Verschiebungen  n,  v,  w  (wiederum  im  Falle  ver- 
schwindender Masseukräfte)  Li'tsungen  der  Gleichung 

werden,  mit  der  Bedingung,  dass  Aip  im  ganzen  Raum  oder  auf  der 

Begrenzung  o  bekannte  Werte  hat. 

Sind  auf  dem  Rande  6  die   Verschiebumjen   gegeben,   so    sind  die 

entsprechondeu  Lösungen  von  AA^  =  0  bestimmt  und  können  wieder 

mit  Hilfe  der  gewöhnlichen  Greenschen  Funktion  konstruiert  werden. 

Das   Problem    ist    also   in   der   Tat   auf  die    identische  Erfüllung    der 

Relation 

„         du     .     dv     ,     dw 

dx    ^    dy     ^     dz 
zurückgeführt. 

Sind  auf  der  Begrenzung  6  die  Oberflächenspannungen  gegeben, 
so  nimmt  man  wieder  auch  oTj,  W^,  »3  als  bekannt  an.  Die  Ver- 
schiebungen u,  V,  tv  sind  ebenfalls  wieder  als  Lösungen  von  AA9)  =  0 
bestimmt,  von  denen  man  die  A-Werte  und  die  Werte  der  normalen 
Ableitungen  am  Rande  kennt.  Also  ist  wieder  das  Problem  auf  die 
identische  Erfüllung  der  Relationen 

„ du    .     dv_    ,    dw 

^~J^'^dy^'di' 

^~         dw        dv        t>~    ^w         ^^        9—    _£^ ^ 

zurückgeführt. 

Hier  sei  noch  angemerkt,  dass  neuerdings  G.  Lauricdla''^)  unter 
Heranziehung  des  Verfahrens  der  successiven  Approximation  von  dieser 
Integrationsmethode  ausgeht,  um  das  Existenztheorem  für  den  Fall, 
dass  an  der  Oberfläche  die  Verschiebungen  gegeben  sind,  zu  beweisen. 
Für  den  gleichen  Fall  vgl.  auch  Ä.  Korn's^)  Beweis  des  Existenzsatzes. 

13.  Analytische  Verallgemeinerung  des  Gleichgewichts- 
problems ^^).  Das  System  der  Gleichungen  des  elastischen  Gleich- 
gewichts ist,   analytisch  betrachtet,   nur  ein  besonderer  Fall  viel  all- 


53)  G.  Lauricella,  Nuovo  Cim.  (4)  9  (1899),  p.  97;  idem  (4)  10  (1899),  p.  5; 
Ann.  di  mat.  (3)  11  (1905),  p.  269. 

54)  A.  Kom,  Paris  C.  R.  142  (1906),  p.  334;  München  Sitz.-Ber.  36  (1906), 
p.  37. 

55)  Aus  einer  Vorlesung  von  V.  Volterra.  C.  Somigliana  (Fussn.  47)  hat 
den  allgemeinen  Fall  von  Systemen  linearer,  homogenener  partieller  Differential- 
gleichungen 2.  Ordnung  mit  konstanten  Koeffizienten  betrachtet,  für  die  ein 
Bettai'sches  Theorem  gilt  und  die  er  „symmetrische  Systeme"  nennt. 
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gemeinerer  Gleichungssj-steme,  die  sämtlich  analoge  Eigenschaften 
aufweisen  und  durch  Nullsetzen  der  ersten  Variation  gewisser  be- 
stimmter Integrale  erhalten  werden.  Bedeuten  allgemein  x^,  x^,  ...,  x,^ 
A"  unabhängige  Variabele,  u^,  u.^,  ...,  «„^  7n  Funktionen  dieser  Yaria- 
beln;  bezeichnet  man  ferner  mit  2</^)  die  Ableitung  von  u^  nach  Xj, 
mit  G^(Wf)  eine  Funktion  der  u  und  eveutuell  der  x,  mit  f(Uf,  u^^)  eine 
Funktion  der  u,  u^^^  und  eventuell  auch  der  x,  mit  «(«<,)  eine  Funktion 
der  u  und  der  x  und  sucht  die  Funktionen  u  von  x  so  zu  bestimmen, 
dass  die  erste  Variation  des  über  den  Teil  S,^  des  Ä;-dimensionalen 
Raumes  (x^,  X2,  .  .  .,  x^  erstreckten  Integrals 

verschwindet  mit  der  Nebenbedingung,  dass  das  über  die  Grenze  ö^ 
von  Sj^  ausgedehnte  Integral 


fa{u^di 


"k 
konstant  gehalten  wird,  so  findet  man  das  Gleichungssystem: 

(54)  -!-  =  l^-^ö^(^l     0-  =  l,2,..,m), 
^     ^  du.       du.      -^^j  dx.\ctifO)J^     ^  '    '       >     /' 

mit  den  Bedingungen  au  der  Oberfläche   (?^.: 

(55)  :Sj^)<^os{nx,)  =  §^^     {i=h2,...,m). 

Wenn  die  Funktion  f  homogen  und  vom  zweiten  Grade  in  den 
u.  und  i(Si^  ist,  so  wird  für  das  hingeschriebene  Gleichungssystem  das 
Betti'sche  Tlieorem  bestehen  bleiben.  Bezeichnet  man  mit  i\  zu  u- 
analoge  Funktionen  und  mit  F,  a  zu  G,  a  analoge  Funktionen,  so  stellt 
sich  das  in  Rede  stehende  Theorem  durch  folgende  Formel  dar: 

(56)  /■^.»,  '^dS,-  f:^v,  l^de,=  f2,u,§dS,-  /j;.„,  l^rf«, 

^k  <^k  ^k  "k 

Ist  überdies  /'  eine  definite  Form  der  u  und  der  u'^\  so  gilt  für  die 
Lösung  der  Gl.  (54),  (55)  das  Eindeidigkeitstheorem  und  der  Beweis 
des  Existenztheorems  nach  der  Methode  des  Dirieltlct'si^hen  Prinzips. 
Wenn  es  dann  gelingt,  ein  System  partikulärer  Integrale  der  Gl.  (54) 
bei  verschwindendem  G  zu  bestimmen,  die  den  Integralen  (39)  der 
Gleichungen  des  elastischen  Gleichgewichts  für  ein  isotropes  System 
analog  sind,  so  lassen  sich  Formeln  bilden,  die  den  Soniifflia na  sehen 
analog  sind,  und  die  Methode  der  Integration  mit  Hülfe  (T;r<?»'scher 
Funktionen  lässt  sich  auf  diesen  allgemeinen  Fall  ausdehnen.     Wenn 
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die  X  und  die  u  sich  auf  drei  reduzieren  und  G  und  (t  lineare  Funk- 
tionen der  u  sind,  so  koninit  mau  auf  die  Gleichungen  der  Elastizität 
7Airück. 

Schliesslich  sei  noch  bemerkt,  dass  bei  Einführung  des  adjun- 
gierten  Gleichungssysteras  für  jedes  System  linearer  Gleichungen  ein 
Befti'BcheB  Theorem  existiert.  (Über  den  Begriff  der  adjungiertcn 
Gleichung  vgl.  IIA  7c,  Nr.  1,  Ä.  Sommerfeld.) 

III.  Allgemeine  Theorie  der  elastischen  Bewegung. 

14.  Eindeutigkeit  der  Lösung.  Der  Beweis  für  die  Eindeutigkeit 
der  Lösung  des  Problems  der  elastischen  Bewegung  (für  den  Fall 
eines  einfach  zusammenhängenden  Körpers)  gaben  zuerst  G.  Kirch- 
hoff' und  F.  Neumami^^).    Multipliziert  man  die  Hauptgleichungen  (2) 

bezüglich  mit  k-t  ,   07 ,   yr ,  summiert  und  integriert  über  den  ganzen 

vom  elastischen  System  eingenommenen  Raum  S,  so  gelangt  man 
durch  partielle  Integration  leicht  zu  der  folgenden  Identität: 


et 


(57) 


Angenommen  nun,  zu  jeder,  auf  den  Zeitanfang  t=  Iq  folgenden 
Zeit  t  sei  X  =  Y  =  Z  =  X^=  Y^  =  Z^  =  0  und  in  einem  be- 
liebigen Augenblick,  z.  B.  im  ersten  Augenblick,  t  =^  t^,  sei 

du  cv        dio        ^ 

dt         dt         dt  ' 

dann  zeigt  die  vorstehende  Identität,  dass  das  Integral 

s 
von  der  Zeit  unabhängig  ist;  da  es  aber  zur  Zeit  t  ^  t^  verschwindet, 
so  ist  es  identisch  null,  sc  dass  für  jedes  t 

du dv  dto .        ^ 

Jt~It~'dt^''^^- 

Diese  Folgerungen  in  Verbindung  mit  den  Eigenschaften  von 
/"  zeigen,  dass  zu  jeder  Zeit  u,  v,  tv  null  sind. 


56)  F.  Neumann,   Elastizität,  p.  125;  G.  Kirchhoff,  Mechanik,  p.  310,  der 
einen  speziellen  Fall  behandelt. 
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Könnten  nun  gegebenen  Massenkräften  X,  Y,  Z  und  gegebenen 
Oberflächenspannungen  X„,  Y^,  Z„,  die  als  Funktionen  der  Zeit  be- 
kannt sind,  sowie  gegebenen  Anfangsbedingungen  zwei  verschiedene 
Lösungssysteme  u ,  v',  «r';  u",  v",  w"  entsprechen,  so  müsste  das  System 
nicht  identisch  verschwindender  Funktionen:  u  =  u  —  u",  v  =  v  —  v" , 
li)  =  w'  —  w"  eine  Lösung  sein,  die  verschwindenden  Massenkräften 
und  Oberflächenspannungen,  sowie  den  Anfangsbedingungen  u  =  v  =  tv 

__  ^  __        __        __  Q  entspräche,  was  mit  dem  vorigen  Resultat  im 

öt        dt         et  '-  '  ° 

Widerspinich  steht. 

Zu  demselben  Schlüsse  gelangt  man,  wenn  man,  statt  auf  der 
Oberfläche  6  die  Werte  der  Spannungen  X^,  Y^,  Z^  als  Funktionen 
der  Zeit  vorzuschreiben,  dort  die  Komponenten  der  Verschiebungen 
«,  V,  IV  giebt,  oder  auch  die  Komponenten  der  Verschiebungen  nach 
einzelnen  Koordinatenrichtungen  und  die  Komponenten  der  Spannung 
nach  den  übrigen  Richtungen. 

15.    Die   ausgezeichneten  Lösungen   bei  begrenzten  Systemen. 

15  a.  Definition  der  ausgezeichneten  Lösungen.  Ilire  Haupt- 
eigenschaften. Das  allgemeine  Problem  der  Bewegung  eines  elastischen 
Systems  wurde  von  A.  Clebsch^"')  im  wesentlichen  auf  die  Theorie  ge- 
wisser partikulärer  Lösungen,  der  sog.  ausgezeichneten  Lösungen,  zurück- 
geführt. Beschränkt  man  sich  (nach  Nr.  3)  auf  die  Betrachtung  des 
Falles,  wo  sowohl  die  Massenkräfte  X,  Y,  Z  wie  die  Oberflächen- 
spannungen X^,  Y^,  Z^  null  sind  und  versucht  eine  partikuläre 
Lösung    des    damit    gegebenen    Problems   der  Form: 

(58)  u  =  u  tp{t),     V  ^  v'(p{t),     w  =  IV  (p{f), 

wo  11,  v',  IV  Funktionen   der  Koordinaten  x,  y,  z  allein  sind,   zu   be- 
stimmen, so  findet  man: 

(59)  if.{t)  =  A  cos  (A-  0  +  5  sin  (A- 1) , 

unter  A,  B  und  /.•   Konstanten    verstanden,    während    ii,  v',  u'    den 
Grundgleichungen : 


(60) 


,,     dx'cx'dx; 

dY'         dY'        dY' 
^  ox     '      cy  cz 

g  Ir  w  =  — ö — 5-^  -\ — ^Q — 


bl)  A.  Clehsch ,   Elastizität,   p.  62  ;  Cleht^ch-Saint -Vcnant ,   Elastioitö,  p.  126. 
Siehe  auch  E.  Cesäro,  Elasticita,  p.  58. 
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und  den  Bedingungen  an  der  Oberfläche  0 

IXJcos(nx)  -f-  -Xy'cos(w?/)  -\-  X/cos{nz)  =  0, 
YJco3(nx)  -\-  YJ  cos(ni/)  -\-  r'/cos(w^)  =  0, 
ZJ  cos  (nx)  -j-  -^j,'  cos  (ni/)  -(-  Z/  cos  (w^^)  ^  0 

genügen  müssen;  die  Grössen  sind  mit  Accenten  versehen,  da  sie  als 
mit  den  Funktionen  ii,  v,  iv  gebildet  aufzufassen  sind.  Bewegt  sich 
ein  elastisches  System  den  Gleichungen  (58)  entsprechend,  so  sagt  man, 
das  System  führt  eine  harmonische  Sclnviwjung  aus.  Die  Gleichungen 
(60)  und  (61)  heissen  die  Grimdgleichungen  der  harmonischen  Be- 
wegungen und  zwar  Gleichungen  (60)  die  Hauptgleichungen. 

In  Betreff  der  ausführlichen  Untersuchung  der  harmonischen 
Schwingungen  verweisen  wir  auf  die  Artikel  über  Akustik  IV  20 
{H.  Lamh)  und  Optik  V  21—23  {Ä.  Wangerin  und  W.  Wien).  Hier 
sei  über  die  Haupteigenschaften  der  ausgezeichneten  Lösungen  nur 
folgendes  bemerkt: 

Die  Erfahrung  führt  zu  der  Annahme,  dass  ein  elastischer  Körper 
bei  verschwindenden  Randwerten  unendlich  viele  harmonische  Schwin- 
gungen auszuführen  im  Stande  ist,  die  unendlich  vielen  Werten 
von  k  und  willkürlichen  Werten  von  A  und  B  entsprechen.  Die 
Werte  von  h,  die  sich  als  Wurzeln  einer  gewissen  trauscendenten 
(Determinanten-)  Gleichung  bestimmen,  heissen  die  ausgezeichneten  Werte 
(Eigenwerte)  und  die  entsprechenden  Funktionen  u,  v,  iv  die  aus- 
gezeichneten Lösungen  (EigenfunJctionen)  des  Problems.  Die  ausgezeich- 
neten Werte  von  k,  deren  Existenz  vor  der  Hand  einfach  vorausgesetzt 
werde,  mögen  mit  k^,  k^,  k^,  .  .  .,  die  entsprechenden  ausgezeichneten 
Lösungen  mit  m^,  v^,  w^;  u^,  v^,  w^]  u^,  v^,  it'g;  .  .  .  bezeichnet  werden. 

Es  sei  nun 
(62)  K,,  ==f(n,uj  +  v,vj  -f  w,w^)  QdS, 

gesetzt,  wo  i  und  j  zwei  Indices  bedeuten,  die  z\rei  gleichen  oder  ver- 
schiedenen Werten  von  k  entsprechen.  Setzt  man  u-,  v^,  w^  statt  u, 
V,  iv  in  die  Gleichungen  (60)  ein  und  multipliziert  diese  Gleichungen 
bezüglich  mit  Uj,  Vj,  tVj,  so  findet  man,  indem  man  wie  beim  Be- 
weise des  Betti'ächen  Theorems  verfährt: 

(63)    A-^„  =  -/(^l^  X.«  +  -^y,^'>+-  +  ^-;'ys. 

Da  die  rechte  Seite  sich  nicht  ändert,  wenn  man  die  Indices  i 
und  j  vertauscht,  so  folgt: 

(Ä;,2-A-/)^,,=  0. 
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(64) 


K,,=  ()  für  i+j, 


Hieraus  läßt  sich  leicht  ableiten,  daß  die  ausgezeichneten  Werte 
nicht l~oni2)lex  sein  können^'*).  In  der  Tat,  da  alle  übrigen  vorkommenden 
Grössen  reell  sind,  so  raüssten  die  Gleichungen  (60)  und  (61),  wenn  sie 
von  einem  System  komplexer  Werte  Jc^,  u^,  v^,  iv^  erfüllt  würden,  auch 
von  den  konjugierten  Werten  befriedigt  werden.  Entspricht  dem 
Index  j  dies  neue  System  von  Werten,  so  hätte  man: 

Kij  =fiUiUj  4-  v,v^  +  iv,w;)dS  =  0; 

das  ist  aber  unmöglich,  da  die  Produkte  «^m^,  v.Vj,  w^Wj  im  vorliegen- 
den Falle  Summen  von  Quadraten  werden. 

Der  Fall,  dass  mehrere,  etwa  v,  ausgezeichnete  Werte  von  k 
zusammenfallen,  scheint  zunächst  auf  Lösungen  zu  führen,  die  mit 
einer  Potenz  von  t  proportional  sind  und  daher  einer  instabilen  Be- 
wegung entsprechen.  K,  Weicrsfrass^'^^')  hat  jedoch,  wenigstens  für 
ein  System  von  endlichem  Freiheitsgi-ade  gezeigt,  dass  auch  in  diesem 
Falle  sämtliche  Potenzen  von  t  verschwinden^^*'). 

Die  Ausführungen  dieser  Nummer  gelten  ohne  Einschränkung 
nur  für  begrenzte  Körper.  Handelt  es  sich  um  den  unbegrenzten 
Raum,  so  bilden  die  ausgezeichneten  Werte  k  eine  kontinuierliche 
Reihenfolge  (vgl.  oben  Nr.  11)  und  die  ausgezeichneten  Lösungen 
sind  in  hohem  Grade  willkürlich.  Besonders  einfach  ausgezeichnete 
Lösungen  sind  dann  die  ebenen  Wellen  (vgl.  IV  20,  Nr.  Ga,  H.  Lamh). 

15  b.  Die  Superposition  der  ausgezeichneten  Lösungen  (das 
Prinzip  von  D.  Bernoulli).  Die  Theorie  der  Schwingungen  elas- 
tischer Körper  stützt  sich  wesentlich  auf  das  Prinzip  der  Vhcr- 
lagenimien  der  Jdeinen  Bewegungen,  wonach  man  aus  zwei,  oder 
allgemeiner  aus  mehreren  partikulären  Lösungen  eines  Problems 
der  Bewegung  elastischer  Körper  wiederum  eine  Lösimg  erhält, 
wenn  man  die  entsprechenden  Komponenten  der  verschiedenen  Ver- 
schiebungen eines  und  desselben  Punktes,  wie  sie  den  verschie- 
denen   partikulären    Lösungen     entsprechen,     algebraisch     summiert. 


57')  S.  D.  Poissou,  Bull.  Soc.  philom.  1826,  p.  145. 

57")  Ä.  Weierstrass,  Berlin  Ber.  1858,  p.  207.    Vgl.  auch  Fr.  Fockck.  Über 
die  Differentialgleichung  A»-|-Z;*m^O,  Leipzig  1891,  p.  48. 

57'')  Vgl.  ü".  /.  lioKth.,  Advanced  rigid  dvnamics,  chap.  6. 
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Seine  analytische  Begründung  beruht  auf  dem  linearen  Charakter  der 
Gleichungen,  die  bei  der  Lösung  ähnlicher  Probleme  angewendet 
werden.     Diesem  Prinzip  zufolge  hat  man  also,  wenn 

in 

71  n  n 

1  *  1  *  1  * 

für  beliebiges  n  stets  eine  Lösung  des  Problems  der  Bewegung  eines 
elastischen  Körpers. 

Die  Erfahrung  lehrt  umgekehrt,  dass  der  von  einem  schwin- 
genden Körper  herrührende  Ton  stets  durch  die  Überlagerung  ein- 
facher Töne  zu  Stande  kommt,  von  denen  jeder  einer  bestimmten  har- 
monischen Schwingung  entspricht  ^^).  Natürlich  kann  die  Erfahrung 
bei  irgend  einem  schwingenden  Körper  nur  eine  endliche  Zahl  von 
Tönen  nachweisen;  aber  es  ist  bei  den  Physikern  stehende  Annahme, 
dass  die  Zahl  der  harmonischen  Schwingungen,  die  ein  elastischer 
Körper  auszuführen  vermag,  unendlich  gross  ist  und  dass  jeder  von 
diesem  Körper  ausgehende  Schall  von  der  Überlagerung  einer  end- 
lichen oder  unendlichen  Zahl  von  Tönen  herrührt,  die  ebenso  vielen 
harmonischen  Schwingungen  entsprechen.  So  legt  die  Erfahrung  selbst 
für  die  allgemeine  Lösung  des  Problems  der  Bewegung  eines  elastischen 
Körpers  den  Ansatz  nahe: 

OD  00  00 

(65)  w  =  ^.  M.qp.(0 ,     v  =  X  ViCp.iß) ,     w  =^.  iVifPiiß)  y 

1  *  1  *  1  * 

worin  die  Konstanten  A.  und  B.  in  geeigneter  Weise  zu  bestimmen 
sind.  Diese  Induktion  hat  zuerst  Daniel  BernoullP^)  durchgeführt; 
er  war  der  erste,  der  auf  diese  Weise  das  allgemeine  Integral  der 
Gleichung  der  schwingenden  Saite  bildete.  Übrigens  ist  dies  Ver- 
fahren in  genauer  Übereinstimmung  mit  der  Methode  der  Integration 
mittels  Partikularlösungen,  von  der  in  Nr.  IIa  die  Rede  war;  die 
Methode  der  Integration  mittels  (ausgezeichneter)  Partikularlösungen 
hat  geradezu  vom  BernouF '.' ^chen  Prinzip  her  ihren  Ursprung  ge- 
nommen und  ihre  besten  Beispiele  empfangen. 

Setzt  man  die  Existenz  der  unendlich  vielen  ausgezeichneten 
Lösungen  voraus  und  nimmt  überdies  an,  dass  die  Reihen  (65)  kon- 
vergent   und  wenigstens  zweimal  nach  jeder  der  Variabein  x,  y,  z,  t 


58)  G.  S.  Ohm,  Ann.  Phys.  Chem.  59  {ISiS),  p.  513;    H.  v.  Helmholtz,  Ann. 
Phys.  Chem.   108  (1859),  p.  280. 

59)  D.  BernoulU,  Comm.  Acad.  Petrop.  6  ad  annos  1732/33  (1738),    p.  108. 
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gliedweise  differentiierbar  sind,  so  muss  es,  wenn  die  Reihen  (65)  das 
allgemeine  Integral  des  Torliegenden  Problems  darstellen  sollen,  mög- 
lich sein,  die  Konstanten  Ä^  und  B-  so  zu  bestimmen,  dass  zu  An- 
fang d.  h.  für  f  ==  0: 


(66) 


8  CC  OB 

1    *  ]    '  1    ' 


Idii^j/v^'---  (i^).=^A^^.'  (m=2'A^".. 

wie  auch  immer  Uq,  i'q,  iVq]  U-j  ,   ijA  ,   \-^\    als  Funktionen    von 

X,  y,  z  gegeben  sein  mögen.  Vorausgesetzt,  dass  sich  jene  Grössen  in 
der  in  (66)  angedeuteten  Weise  entwickeln  lassen  und  dass  die  Reihen 
integrabel  sind,  folgt  aus  den  in  Nr.  14a  für  die  ausgezeichneten 
Lösungen  angemerkten  Eigenschaften 


(67) 


A.  =  ' 


'       /(V  +  ^/ +  «'/)<•  ^'5 

/[(l-a»^+§)/-+(l-:).-J^''« 


s, 


hß"'  +  "'  +  'V^"** 

15  c.  Die  Existenz  der  Lösung,  insbesondere  der  ausgezeich- 
neten Lösungen.  Das  Rayleigh'sche  Prinzip.  Der  in  den  Xrn.  1-la 
und  14  b  gegebene  Ansatz  für  die  Lösung  des  Problems  der  elasti- 
schen Bewegung  beruhte  auf  physikalischer  Induktion.  Vom  mathe- 
matischen Standpunkt  wird  das  Problem  erst  dann  als  in  der  an- 
gegebenen Weise  gelöst  angesehen  werden  können,  wenn''°): 

1)  die  Existenz  der  unendlich  vielen  ausgezeichneten  Werte  1\\ 
und  der  entsprechenden  ausgezeichneten  Lösungen  u^ ,  v- ,  ic.  be- 
wiesen ist; 

2)  der  analytische  Ausdruck  dieser  ausgezeichneten  Funktionen  be- 
stimmt ist; 

3)  der    Nachweis    dafür    erbracht    ist,    dass,    wenn    u^^,  Vq,  iCq] 

("t)  '   (^)  '   (^)    """illkürlich   als   Funktionen   von  .r.  y.  ~   gegeben 
sind,    die    Reihen    rechter   Hand  (66)    mit    den    aus  (67)   bestimmten 


60)  H.  Poincare,  Elasticite,  p.  111  und  Amer.  Journ.  12  (1890),  p.  211;    Pa- 
lermo Circ.  mat.  Rend.  8  (1894),  p.  r>7 . 
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A^,  B.  konvergieren  und  die  entsprechenden  Grössen  Mq,  Vq,  .  .  . ,  (--) 
wirklich  darstellen; 

4)  bewiesen  ist,  dass  die  Reihen  (65)  in  jedem  Punkte  von  S 
endliche  Funktionen  sind,  die  nach  jeder  der  Variabein  x,  y,  z,  t 
wenigstens  zweimal  gliedweise  differentiierbar  sind. 

Man  hat  sich  nun  in  der  Hauptsache  mit  der  Frage  1)  beschäftigt, 
in  der  Annahme,  dass  die  Voraussetzungen  3)  und  4)  im  allgemeinen 
erfüllt  sind,  wenn  es  gelungen  ist,  die  analytischen  Ausdrücke  der 
unendlich  vielen  ausgezeichneten  Lösungen  «.,  v-,  iv-  zu  bilden. 

Einer  der  ersten  Versuche,  die  Existenz  der  unendlich  vielen 
Systeme  ausgezeichneter  Lösungen  nachzuweisen,  besteht  in  dem  so- 
genannten RayleigK sehen  Frinzip^^),  das  übrigens  schon  die  Mathe- 
matiker des  18.  Jahrhunderts  ganz  ungescheut  verwendet  haben.  Da- 
nach wird  angenommen,  dass  die  streng  bewiesenen  Gesetze  für  die 
unendlich  kleinen  Schwingungen  eines  mechanischen  Systems,  das 
eine  endliche  Anzahl  n  von  Freiheitsgraden  besitzt,  richtig  bleiben, 
wenn  n  gegen  Unendlich  strebt  und  das  System  gewöhnlicher 
Gleichungen,  das  uns  in  jenem  Fall  die  Bewegung  darstellt,  in  ein 
System  partieller  Differentialgleichungen  übergeht,  während  das  Punkt- 
system in  ein  Kontinuum  übergeht.  In  dieser  Form  ist  das  Prinzip 
insbesondere  in  der  Akustik  zu  allseitiger  Verwendung  gekommen 
(vgl.  IV  26,  Nr.  le,  H.  Lamb).  Erst  neuerdings  ist  es  von  D.  Hilhert^^) 
in  Verfolg  seiner  Beiträge  zur  Theorie  der  Integralgleichungen  im 
Prinzip  mathematisch  streng  ausgestaltet  worden,  womit  sich  zugleich 
auch  die  Punkte  3)  und  4)  erledigen.  Es  wird  jedoch  hierauf  an 
dieser  Stelle  nicht  weiter  eingegangen,  sondern  in  der  folgenden  Nr.  15  d 
über  sonstige  Versuche,  die  Existenz  der  Lösung  zu  beweisen,  berichtet, 
um  so  lieber  als  zur  Zeit  die  Ansätze  der  Theorie  der  Integral- 
gleichungen für  den  Eall  der  Elastizität  noch  fehlen. 

15 d.  Fortsetzung:  "Weitere  Existenzbeweise.  Wir  nennen  zuerst 
die  Entwicklungen  von  H.  Poincare^^),  die  zwar  zunächst  von  den 
Einwänden  getroffen  werden,  '^ie  sich  gegen  die  auf  das  Dirichlefsche 
Prinzip  gegründeten  Beweise   richten,    wo    aber    die    Untersuchungen 

61)  Lord  Bayleigh,  Theory  of  sound,  London  1877  (ins  Deutsche  übersetzt 
von  F.  Neesen,  Braunschweig  1880);  2.  ed.  London  1894.  —  YgL  F.  Pockels, 
Über  die  partielle  Differentialgleichung  du  -\-  k-ii  =  0,  Leipzig  1891,  p.  39. 

62)  Z).  Hubert,  Grundzüge  einer  Theorie  der  linearen  Integralgleichungen, 
Gott.  Nachr.  1904 ff.  (bisher  5  Noten). 

63)  H.  Poincare,  Amer.  Joum.  of  math.  12  (,1890),  p.  211;  Elasticite,  p.  103 ff.; 
siehe  auch  H.  Weber,  Math.  Ann.  1  (18(38),  -wo  für  den  einfachen  Fall  der 
Gleichung  Ju  -\-  k-u  =  0  bereits  dieselben  Betrachtungen  gegeben  werden. 
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von  D.  Hubert  inzwischen   den  Weg  gezeigt   haben,   wie  diesen  Ein- 
wänden zu  begegnen  ist  (vgl.  Nr.  9). 

Die  unendlich  vielen  Systeme  ausgezeichneter  Lösungen  sind  beim 
Poiwcare'schen  Beweis  die  Funktionssysteme,  die  das  Integral 

ffdS 

s 

zum   Maximum    machen    und   den  successiven   Bedingungen   genügen: 

s 

J  {^h^  ~\-  '^%'  +  W^^QÜS  =  1  ,  /  (% Wo  +^1^2"!-  iv^w^QdS  =  0 ; 

s  s 

j  (^3^  4~  ^3^  H~  w^^)QdS  =  1 ,  j  (Wx^*3  +  ^'i^a  +  ^^i^a)  Q^^  =  0 , 

s  s 

J  («2^3  +  ^2^3  +  ^f^i^a)  QdS=0] 


Hiernach  genügen  u-,  v-,  iv^  einer  Gleichung  folgender  Art: 
•   fdfdS  -f  2kj\u8u  +  vöv  +  ivdiv)QdS 

+  Aj   /  (iiy  du  -\-  ^1  Öv  -\-  iv^ 8w)QdS -) 

-{-^i-ij  (Ui_idu  +  v._iöv  +  u\_idw)QdS  =  0, 


(68) 


wo  A,  Aj,  >l2,  .  •  •  Aj_i  zu  bestimmende  Konstanten  sind.  Setzt  man 
in  dieser  Gleichung  u^,  v^,  w^  für  die  willkürlichen  du,  öv,  öw  und 
berücksichtigt  die  Bedingungen,  denen  die  w^.,  v,.,  w^  unterworfen  sind, 
so  findet  man 

jy^ds+x  =  o, 

wo /^  den  Ausdruck  von  /"  bedeutet,  der  mit  den  Funktionen  ii-,  t',.,  h\ 
gebildet  ist.  l  ist  also  eine  positive  Konstante,  die  mit  l-.^  bezeichnet 
werden  mag.  Setzt  man  andererseits  in  (68)  für  ö  u,  öv,  ön-  nach- 
einander die  Funktionssysteme:  tti-i,  v._^,  «-,_i;  «,_2>  ^',-27  "',-2*  •  •  • 
M^,  ^1)  ^^1  und  berücksichtigt  die  successiven  Bedingungen,  denen  diese 
Funktionen  unterliegen,  so  findet  man: 

Daraus  folgt,  dass  m-,  r.,  w.  der  Gleichung  genügen: 
(69)  föfdS  +  2l;\f{uöu  +  vdv  +  iröiv)QdS  =  0 
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und  mithin  auch  den  Gleichungen  (60)  und  (61)  für  den  Wert  h^ 
von  Tc^. 

Jedem  System  vun  Funktionen  u^,  t\,  w^,  die  einer  der  Glei- 
chungen (68)  genügen,  entspricht  ein  einziger  Wert  k.^  von  A,  aber 
nicht  umgekehrt.  Zwei  Funktionssysteme,  die  zwei  verschiedenen 
Gleichungen  genügen,  können  nicht  übereinstimmen;  wäre  z.B.  ii^  =  Ui, 
v^  =  v^,  iv^  =  u\,  so  würde  folgen: 

/  (Wi?*2  +  ^^1^2    "4"  M'iM'2)P'^'^  =    /  (^1^  +  ^1^  +  lVi^)QdS 

s  s 

=  /(V  +  V  + 09^^  =  0. 

s 

Man  hat  sonach  unendlich  viele  Systeme  von  Funktionen  m^.,  v^, 
Wf,  die  sämtlich  von  einander  verschieden  sind,  vorausgesetzt  natürlich, 
dass  jede  Gleichung  (68)  wenigstens  eine  Lösung  hat.  Die  Funktionen 
eines  dieser  Systeme  lassen  sich  nicht  linear  und  in  derselben  Weise 
durch  die  Funktionen  der  vorhergehenden  Systeme  ausdrücken.  Von 
den  Werten  h^^,  die  den  unendlich  vielen  Systemen  von  Funktionen 
M^,  V.,  w^  entsprechen,  welche  den  successiven  Gleichungen  (68)  genügen, 
können  nicht  unendlich  viele  null  werden;  andernfalls  würden  die 
entsprechenden  Funktionen  u-,  v.,  w^  Verrückungen  des  elastischen 
Systems  als  eines  starren  darstellen  und  es  würde  deren  unendlich 
viele  geben,  die  sich  ftls  lineare  Funktionen  einer  endlichen  Anzahl 
derselben  würden  ausdrücken  lassen.  Schliesslich  kann  es,  wie  man 
zeigt,  unter  den  Werten  A'^  nicht  unendlich  viele  geben,  die  einander 
gleich  sind. 

15 e.  Portsetzung:  Der  Spezialfall  der  Isotropie.    Die  Gleichung 

AM-f-A'^w  =  0.  Für  den  Fall,  wo  d&s  elastiscJie  System  isotrop  ist,  kann 
der  Beweis  des  Existenztheorems  noch  weiter  geführt  und  in  dem  Falle, 
wo  an  der  Oberfläche  die  Verschiebungen  vorgeschrieben  sind,  mit 
den  alten  Methoden  sogar  streng  ausgestaltet  werden.  Es  ist  hierfür 
die  Bemerkung  wichtig,  daß  vie  die  Theorie  der  Gleichungen  des 
elastischen  Gleichgewichts  sich  zunächst  als  eine  Verallgemeinerung 
der  Theorie  der  Potentialgleichung  darstellt,  so  die  Theorie  der 
Schwingungen  eines  begrenzten  elastischen  Systems  als  eine  Verall- 
gemeinerung  der  Theorie  erscheint,  die  sich  auf  die  Gleichung 

Au  -f  Pu  =  0 

mit  zwei  unabhängigen  Variablen  der  Schwingungen  einer  elastischen 
Membran  bezieht. 

Die  grundlegende  Arbeit  bezüglich  des  Existenztheorems  für  diese 

Encjklop.  d.  math.  Wissensch.     IV  2,  n.  8 
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Gleichung  ist  die  von  H.  A.  Schwarz^),  in  der  zum  erstenmal  für 
zweidimensionale  Gebiete  die  Existenz  der  ersten  ausgezeichneten 
Lösung  unter  der  Voraussetzung  streng  bewiesen  ist,  dass  an  dem 
Rande  die  Lösung  selbst  null  wird.  Diese  Arbeit  hat  eine  ganze 
Reihe  von  Arbeiten  seitens  anderer  Mathematiker  hervorgerufen,  von 
denen  am  bemerkenswertesten  die  von  E.  Picard  und  die  von 
H.  Poincare^^)  sind.  Der  letztere  beweist  unter  der  üblichen  Voraus- 
setzung für  die  genannten  Gleichungen  die  Existenz  der  unendlich 
vielen  ausgezeichneten  Lösungen.  Ein  zusammenfassendes  Referat 
über  die  älteren  Untersuchungen  bezüglich  der  Gleichung  Am  -\-Ji^u^O 
hat  Fr.  Pockels  gegeben  ^^)- 

Diese  Resultate  sind  nun  von  G.  Lauricella  auf  den  Fall  der 
Schwingungsgleichungen  für  ein  isotropes  elastisches  System  und  noch 
anderer  Gleichungen  ausgedehnt  worden®^). 

Damit  ergiebt  sich,  dass  das  Studium  der  Bewegungsprobleme 
bei  elastischen  Systemen,  das  analytisch  sich  in  letzter  Linie  auf  das 
Studium  der  Gleichungen  der  harmonischen  Schwingungen  (60),  (61) 
reduziert,  als  naturgemässe  Verallgemeinerung  der  bekannten  Glei- 
chung hu  -\-  h^u  =  Q  erscheint,  und  man  kann  sagen,  dass  die  Re- 
sultate, die  für  diese  Gleichung  gelten,  zum  grössten  Teil  auch  für 
die  Gleichungen  (60)  zutreffen  werden,  was  allerdings  bisher  nicht 
durchweg  bewiesen  ist.  Im  Falle  eines  isotropen  Systems  ist  diese 
Übertragung  tatsächlich  grösstenteils  geleistet, 

15  f.  Die  Aufstellung  der  ausgezeichneten  Lösungen.  Für 
die  wirkliche  Ermittlung  der  ausgezeichneten  Lösungen  oder  allge- 
meiner für  die  Integration  der  Gl.  (60)  bei  gegebenen  Rand- 
bedingungen bietet  sich  zunächst  die  Methode  der  Partihdarlösungen 
dar.  In  der  Tat  ist  dies  die  in  den  Fällen,  wo  das  Problem  sich 
lösen  lässt,  vorzugsweise  befolgte  Methode.  Man  kann  aber  auch 
versuchen,  die  in  Rede  stehenden  Gleichungen  nach  den  üblichen 
Methoden  mittels  Green' scher  FunMionen  zu  integrieren,  wofür  von 
0.  Tedone^^)  für  den  Fall  isotroper  Systeme  Formeln  aufgestellt  worden 

64)  Helsingfors  Acta  soc.  scient.  Fenn.  15  (1885),  p.  333  =  Ges.  math.  Abh.  1. 
Berlin  1890,  p.  241. 

65)  n.  Poincare,  Palermo  Circ.  mat.  Rend  8  (1894),  p.  57;  E.  Picard,  Acta 
math.  12  (1889),  p.  323;  Traite  d'analyse  3,  Paris  1S96,  p.  105.  S.  auch 
n  A  7  c,  Nr.  9  [Sommerfeld). 

66)  Fr.  Pockels,  Über  die  partielle  Differentialgleichung  Ju  -\-  k*u  =  0, 
Leipzig  1891. 

67)  Ann.  di  mat  (2^  26  (1897),  p.  113;  Torino  Mem.  (2)  45  (1895),  p.  295; 
idem  (2)  46  (1896),   p.  65.     Siehe  auch  ,1.  Koni,   Paris  C.  R.  142  (1906),   p.  508. 

68)  0.  Tedone,  Torino  Mem.  (2)  47  (1896—97),  p.  228  bezw.  4S  und  255  bezw.  75. 
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sind,  die  der  Formel  von  H.  Weher  und  H.  v.  Helmholtz  für  die 
Gleichung  A«  +  Ic^u  =  0  bei  zwei  oder  drei  Dimensionen  analog 
sind  (vgl.  II  A  7c,  Nr.  9,  Ä.  Sommerfeld). 

16.    Der  Fall  eines  unbegrenzten  Mediums.     "Wellen. 

Wenn  das  elastische  System  den  ganzen  Raum  erfüllt,  ver- 
schwinden die  Randbedingungen,  und  das  Studium  des  Problems  der 
Bewegung  des  elastischen  Systems  reduziert  sich  im  allgemeinen  Falle 
auf  das  Studium  der  Integrale  der  Differentialgleichungen  (2)  bei  ge- 
gebenen Anfangsbedingungen,  im  Falle  der  Isotropie  auf  das  der 
Gleichungen  (8)  bzw.  (9).  Diese  werden  durch  Differentiation  und 
Addition  leicht  in  die  anderen: 

und 

^/  =  h'Am,  (für  /  =  1,  2,  3) 

umgesetzt  (vgl.  IV  26,  Nr.  8  a,  H.  Lamh).  Die  Untersuchung  dieser 
Gleichungen  stellt  sich  damit  als  eine  Verallgemeinerung  der  Theorie 
der  Differentialgleichung 

(70)  ^  =  a^A(p 

dar,  welche  die  Ausbreitung  des  Schalles  beherrscht,  und  die  unter  An- 
nahme eines  allseitig  normalen  Drucks  sofort  aus  den  Gleichungen  (8) 

mit  a^  =  — It-^  folgt,  andererseits  natürlich    unter   Annahme  eines 

Geschwindigheitspotentials  g)  und  Wellen  unendlich  kleiner  Amplitude 
sich  aus  den  hydrodynamischen  Grundgleichungen  ergiebt  (vgl.  IV  26, 
Nr.  6  a,  H.  Lamh). 

16  a.  Der  besondere  Fall  der  Schallgleicliung.  Zu  den  wich- 
tigsten, an  die  Schallgleichung  anknüpfenden  Fragen  gehört  die  der 
Ausbreitung  der  Wellen.  CJir.  Huygens^^) ,  der  sich  wesentlich  von  der 
physikalischen  Anschauung  leiten  lic  ^s,  hat  hier  das  fundamentale  nach 
ihm  benannte  Prinzip  aufgestellt,  allerdings  in  einer  ungenauen  und 
nicht  sehr  klaren  Form,  die  zu  langen  Auseinandersetzungen  speziell 
zwischen  A.  Fresnel  und  S.  D.  Poisson  geführt  hat.  Foisson"^^)  verdankt 
man  die  Auffindung  des  allgemeinen  Integrals  der  Gleichung  (70),  die 
an  sich  jeden  Einwand  hätte  abschneiden  und  die  Klarheit  im 
Hnygens^ sehen  Prinzip   hätte  herstellen  können.      Doch    wurde  diese 


69)  Chr.  Huygem,  Trait^  de  la  lumiere,  1690. 

70)  S.  B.  Pokson,  Paris  Mem.  de  l'Acad.  3  (1818). 
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erst  später  vollständig  erreicht,  als  G.  Kirchhoff^)  seine  Formel 
entdeckte,  von  der  die  Poisson'sche  ein  besonderer  Fall  ist. 

Die  Kirchho /fische  Formel  steht  zur  Gleichung  (70)  in  demselben 
Verhältnis  wie  die  Green'sche  Formel  zur  Potentialgleiehung  und  lässt 
sich  zugleich  mit  der  Poisson^schen  Formel  aus  einer  anderen,  erheb- 
lieh  allgemeineren  ableiten,  welch  letztere  im  linearen  vierdimensio- 
nalen  Raum  gilt,  wo  die  Koordinaten  eines  Punktes  durch  (x,  y,  z,  t) 
gegeben  sind''^). 

Ist  (Xq,  y^,  Zq,  ^o)  ein  Punkt  dieses  Raumes  und  E  das  Stück 
einer  dreidimensionalen  Mannigfaltigkeit,  die  in  diesen  Raum  ein- 
getaucht ist  und  von  der  kegelartigen  Mannigfaltigkeit 

^  (^0  —  0  =  y(^o  — •^)'  +  (2/o — yf  +  (^^0 —^Y=r 

begrenzt  wird,  so  lautet  die  in  Rede  stehende  Formel: 

/n-i\  Air  4.\  ^      Cß  q)  dt  ^      dq)  dT\di: 

(71)  4;raV(^o,  Vo,  ^o,  h)=^^^J  {jVdn-^^Jxdn}^ 


j'    /*/       dt    .      ^to  —  tdr\ 


2 

wOt— ,   ~,  -,--,   T—  die  Richtungscosinus   der  Normalen   von  E  be- 
dn'   dn'   dn'    dn  ° 

deuten.     Die  Aufstellung  dieser  Formel  gelingt  mit  Hilfe  des  Charak- 

teristikenbegrifFs  (vgl.  11  A  7c,  Nr.  3,  Ä.  Sommerfeld). 

Wird  E  gebildet   von   dem  Stück  des  linearen  Raumes  (x,  y,  z) 

das  von  der  gewöhnlichen  Oberfläche  6  begreuzt  wird,  und  von  einem 

Stück   der  dreidimensionalen  cylindrischen  Mannigfaltigkeit,   die   man 

erhält,  wenn  man  durch  jeden  Punkt  der  Oberfläche  6  eine  Parallele 

zur  t-Axe  zieht,  so  ergiebt  sich  unmittelbar  die  Kirchhoff  sehe  Formel 

(72)  A7C(p{xQ,yQ,ZQ,Q 

=/    \-rn r 7-J,.9'(^'^'-^o-irjP^^' 


worin 


8    c    dr  d    ^    ^  _\ ^  ^  j £_  Al  . 

^n         ^^'       dn         dx  dn     '     oy   dn     '     dz  dn 

Reduziert  sich  hier  6  auf  eine  Kugel,  so  findet  man  die  Poisson'sdie 
Formel]  man  erhält  diese  auch  unmittelbar  aus  (71),  indem  man  an- 
nimmt, dass  E  sich   eben   auf  das  Stück  des  Raumes  (j,  y,  ~)   redu- 


71)  Berlin  Ber.  1882,  p.  641;  Ann.  Phys.  Chem.  (2)  18  (1883\  p.  063;  Ann. 
6c.  norm.  sup.  (3)  3  (1886),  p.  303;  Vorlesungen  über  math.  Physik:  Optik, 
Leipzig  1901,  p.  22. 

72)  0.  Tedone,  Roma  Acc.  Line.  Rend.  [b)  6'  (1896\  p.  357. 
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ziert,  das  von  jener  Kugel  6  und  einem  Stück  der  oben  genannten 
zylindrischen  Mannigfaltigkeit  eingeschlossen  ist.  Die  Poisson'Bch.e 
Formel  lässt  sich  schreiben: 

(73)  •  47t(p(x,y,z,t) 

n  In 

=   f  dio  f  dd^(pi{x  -\-  atshi  co  cos  d;y  -f-  a^sin  o}sind-,2  -f-  a ^ cos ca)^ sin ca 

0  ü 

-\-  -Ti  j  da  I  dd'(p2{x-\-atsincos'md;y-\-at3mco8ind;2-\-atcoac3)tsma, 

0  0 

wo  die  Funktionen  ^^  und  q)^  unter  den  Integralzeichen  die  willkür- 
lichen Funktionen  bedeuten,  auf  die  sich  9?  und  -^y  für  ^  =  0  redu- 
zieren. Die  Formel  (73)  stellt  mithin  auch  das  „allgemeine  Integral" 
der  Gleichung  (70)  dar,  wie  es  in  der  Regel  in  der  Theorie  der  par- 
tiellen Differentialgleichungen  verstanden  wird  und  dessen  Existenz 
ohne  weiteres  aus  den  dort  üblichen  Cauchy-Kowalewski'schen  Existenz- 
sätzen folgt  (vgl.  II  A  5,  Nr.  1,  E.  v.  Weber). 

Es  sei  noch  bemerkt,  dass,  wenn  man  in  der  Kirchhoff' sehen 
Formel  die  Lösung  cp  von  (70)  als  Produkt  einer  Funktion  cp'  von 
X,  y,  z  und  einer  Funktion  von  t  voraussetzt,  eben  diese  Formel  in  die 
von  H.  V.  Helmkoltz'^^)  für  die  harmonischen  Schwingungen  aufgestellte: 

(74)  4.7Cfp{x^,y^,z^)=J(cp  j^~ r^Jn)^^' 

o 

die  bereits  erwähnt  wurde  (vgl.  Nr.  15  f),  übergeht. 

F.  Volterra''^)  und  0.  Tedone"^)  haben  für  die  Gleichungen  vom 
Typus  (70)  bei  zwei  Dimensionen,  bzw.  bei  beliebiger  Zahl  von 
Dimensionen,  Formeln  entwickelt,  die  den  Gleichungen  (71),  (72),  (73), 
(74)  entsprechen. 

16  b.  Ausdehnung  der  Resultate  uf  allgemeine  isotrope  Systeme. 
Analoge  Formeln  lassen  sich  nun  sehr  wahrscheinlich  auch  für  das 
allgemeine  System  der  Grundgleichungen  (2)  der  Bewegungen  eines 
elastischen  Körpers  aufstellen.  Im  Falle  der  Isotropie  gelingt  dies 
ziemlich  einfach '^^). 

Mittels     der    Methode     der    Charakteristiken    hat    in     der    Tat 


73)  J.  f.  Math.  57  (1860),  p.  1. 

74)  Acta  math.  18   (1894),    p.  161;    Roma   Acc.   Line.  Rend.  (5)  2*  (1893), 
p.  389,  549. 

75)  Ann.  di  mat.  (3)  1  (1898),  p.  1. 

76)  0.  Tedone,  Torino   Mem.  (2)   47    (^1896/97),  p.  181;   siehe  auch:  Torino 
Rend.  34  (1899),  p.  1054  und  35  (1900),  p.  460. 


118     IV  24.    0.  Tedone.     Allgemeine  Theoreme  d.  math.  Elastizitätslehre. 

0.  Tedone  im  linearen  Raum  (x,  y,  z,  t)  Formeln  abgeleitet,  die 
der  Formel  (71)  für  Gleichung  (10)  analog  sind  und  die  das  all- 
gemeine Integral  des  Gleichungssystems  in  diesem  Raum  dar- 
stellen. Es  ergeben  sich  aus  diesen  Formeln  genau  in  der  für  die 
Gleichung  (70)  beschriebenen  Weise  Formeln,  die  der  Kirchhoff' sehen 
und  der  Helmholtz^ sehen  analog  sind'^®*).  Ebenso  leicht  lassen  sich 
auch  Formeln  aufstellen,  die  der  Poisson'schen  analog  sind  und  das 
allgemeine  Integral  der  Gleichungen  der  Bewegung  isotroper  elastischer 
Körper  im  Raum  (x,  y,  z)  darstellen;  aus  ihnen  folgt  auch  sofort 
der  Satz  von  Stokes-Clebsch"''^) ,  dass  jedes  System  von  Integralen  der 
Gleichungen  der  Bewegung  eines  isotropen  elastischen  Mediums  sich  in 
folgender  Form  darstellen  lässt: 

^ap  ,  cW       cV 

'        ex  ~^  dy  dz  ' 


(Ib) 


^cP    .    cU        dW 

cy  ~^  dz  ex  ■ 

,  .  ^dP_    ,d^_dU_ 
cz     '    dx         dy 


wo   in  dem  Fall,   dass   die  Massenkräfte  null   sind,   P  der  Gleichung 

^  =  h^AP 

et' 

genügt,  während   U,  V,  W  die  Gleichung 

befriedigen. 

Von  diesem  Satze  existieren  auch  mehrere  direkte  Beweise""). 
Bemerkt  sei  noch,  dass  analoge  Resultate  für  die  Gleichungen  der 
Schwingungen  eines  elastischen  Systems  in  einem  zweidimensionalen 
Raum''^)  und  auch  in  einem  Kaum  von  n  Dimensionen  gelten"*). 

16  c.  "Weitergehende  Untersuchtmgen.  Die  Po/ssow'sche  Formel 
ist  in  der  Analysis  und  in  der  mathematischen  Physik  von  großer 
Bedeutung,  auch  historisch,  da  sie  das  allgemeine  Integral  einer  der 
ersten  und  wichtigsten  Gleichungen  der  mathematischen  Physik  darstellt, 
deren  Integration  gelungen  ist.     In  der  Folgezeit  ist  nun  auf  mannig- 


76a)  Vgl.  A.  E.  H.  Love,  Lond.  Math.  Soc.  Proc.  {2)  1  a^Ol"^.  P-  291; 
C.  Somigliana,  Torino  Atti  41  (1905/6),  (drei  Noten). 

77)  A.  Chbsch,  J.  f.  Math.  61  (1863\  p.  125;  G.  G.  Stohs.  Cambr.  Phil. 
Soc.  Trans.  9  (1849)=  Math.  phys.  papers  2,  p.  258;  C.  Soniigliatui,  Roma  Acc. 
Line.  Rend.  (5)  1*  (1892),  p.  111;  0.  Ttdone,  Torino  Mem.  (2)  47,  p.  237  bezw.  57; 
P.  Duhan,  J.  de  math.  (5)  6  (1900),  p.  215. 

77")  0.  Tedone,  Ann.  di  mat.  (3)  1  (1898),  p.  283. 
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fache  Weisen  versucht  worden,  für  andere  Gleichungen  oder  Systeme 
von  Gleichungen  analoge  Formeln  und  Intergrationsmethoden  zu  ent- 
wickeln. Au.sser  der  Poisson' sehen  Methode'")  zur  Ermittlung  des 
allgemeinen  Integrals  von  Gleichungen  oder  Gleichungssystemen  kennt 
man  die  von  Ä.  Cauclnj''^),  von  der  in  Nr.  11  die  Rede  war  und 
die  im  vorliegenden  Falle  mit  den  ebenen  Wellen  als  ausgezeichneten 
Lösungen  für  den  unbegrenzten  Raum  operiert,  und  die  Methode,  die 
später  von  K.  Weierstrass  angegeben  und  von  S.  v.  Koivaleivsky  ver- 
öffentlicht wurde '^).  In  der  betreffenden  Arbeit  beschäftigt  sich 
S.  V.  Koivaleivsky  ausser  mit  der  Gleichung  (70)  und  den  Gleichungen 
der  Bewegung  isotroper  Körper  speziell  mit  den  Gleichungen,  die  für 
die  Schwingungen  in  einem  sogenannten  Green'schen  Medium  gelten. 
Dieses  Medium,  zu  dessen  Einführung  G.  Green  in  Verfolg  seiner  opti- 
schen Untersuchungen  geführt  wurde,  ist  dadurch  definiert,  dass  bei 
geeigneter  Wahl  der  Koordinatenaxeii  das  elastische  Potential  durch 
den  Ausdruck: 

-2f=  «0  (x,  -\-yy  +  z:)'  +  «^  (i//  -  4.y^z,)  +  h'  {z^^  -  Az^x^) 

-\-  c^  {x/  —  4x^yy) 

gegeben  ist.  Die  Arbeit  von  S.  v.  Kowalewsky  ist  dann  später  zum 
Teil  von  V.  Volterra^^)  berichtigt  worden. 

Die  Kirchho/f' sehe  Formel  ist  gleichfalls  Gegenstand  vieler  Studien 
und  Untersuchungen  gewesen,  und  es  existieren  von  ihr  jetzt  mehrere 
Beweise,  von  denen  ausser  dem  angegebenen  und  dem  von  G.  Kirch- 
hojf  selbst,  diejenigen  von  G.  A.  Maggi^^),  von  E.  Beltrami^'^)  und 
von  Ä.  Gutzmer^^)  genannt  sein  mögen.  Wie  bereits  erwähnt  wurde, 
bildet  die  Kirchhoff' sehe  Formel  für  die  Gleichung  (70)  gewissermassen 
das  Analogon  zu  den  Greew'schen  Formeln  bei  der  Potentialgleichung. 
Diese  beiden  Formeln  lassen  auch  viele  der  Analogien  hervortreten, 
die  zwischen  den  Eigenschaften  der  Integrale  der  beiden  Gleichungen 
bestehen^),   andererseits   aber  auch   die  Unterschiede,  von  denen   der 

78)  A.  L.  Cauchy,  Exercices  d'analyse  et  physique  math.  1  (1840);  siehe 
auch  B.  Biemann,  Partielle  Differentialgleichungen,  Braunschweig  1869,  p.  105  ff 
und  C.  Jordan,  Cours  d'analyse  3,  2.  Aufl.,  Paris  1896,  p.  373. 

79)  Acta  niath.  6  (1885),  p.  249. 

80)  Acta  math.  16  (1892),  p.  153. 

81)  Ann.  di  mat.  (2)  16  (1888),  p.  21. 

82)  Lombards  Ist.  Rend.  (2)  22  (1889),  p.  428;  Roma  Acc.  Lim.  Rend.  (5)  1* 
(1892),  p.  99;  idem  (5)  4*  (1895),  p.  29  und  p.  51. 

83)  J.  f.  Math.  114  (1895),  p.  333. 

84)  F.  Volterra,  Nuovo  Cim.  (3)  31  (1892),  p.  251.  Siehe  auch  T.  Levi-Civitä, 
Nuovo  Cim.  (4)  6  (1897). 
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wesentlichste  der  ist,  dass  die  Integrale  der  Gleichung  (70;,  wie  über- 
haupt die  Integrale  der  Gleichungen  und  Gleichungssysteme  vom  Typus 
der  Gleichung  (70),  nicht  analytisch  sein  können  und  überhaupt  nicht 
mehr  als  zweimal  differentiierbar  zu  sein  brauchen,  während  die 
Gleichungen  und  Gleichungssysteme  vom  Typus  der  Potentialgleichung 
nur  analytische  Integrale  zulassen. 

Soweit  dem  Referenten  bekannt,  ist  bisher  noch  kein  all- 
gemeines Verfahren  angegeben  worden,  die  Gleichung  (70)  und  solche 
von  ihrem  Typus  unter  Benutzung  der  KirchJioff' sehen  und  der  dazu 
analogen  Formeln  mittels  Green^schei  Funktionen  zu  integrieren  und 
von  da  aus  womöglich  zur  Integration  dieser  Gleichungen  bei  ge- 
gebenen Randbedingungen  mittels  bestimmter  Integrale  zu  gelangen*^). 
Indessen  sind  hierzu  in  neuerer  Zeit  verschiedene  Ansätze  gegeben, 
über  die  hier  noch  einiges  mitgeteilt  sei. 

Kirchhoff  war  bei  Ableitung  seiner  Formel  von  einer  gewissen 
partikulären  Lösung,  der  „Grundlösung^^,  der  Gleichung  (70)  ausge- 
gangen. Die  Versuche,  das  Kirchhoff'^ sehe  Integrationsverfahren  auf 
allgemeinere  Gleichungen,  in  erster  Linie  auf  die  vom   Typus 

1 

auszudehnen,  scheiterten  nun  zunächst  an  dem  Umstände,  dass  die 
Auffindimg  einer  derartigen  Grundlösung  von  (76)  durch  eine  ein- 
fache Übertragung  vom  Falle  w  =  3  her  sich  nicht  erreichen  liess*®). 
Diese  Schwierigkeit  wurde  jedoch  von  V.  VoUerra^'')  überwunden,  und 
die  Methode  selbst  hat  sich  als  geeignet  erwiesen,  auch  auf  Systeme 
von  Gleichungen  ausgedehnt  zu  werden*^). 

Für  den  Fall  w  =  1  hat  bereits  B.  Riemann^^)  eine  Integrations- 
methode angegeben,  die  vielfach  als  die  i?/ew^a« wasche  Methode  der 
Charakteristiken  bezeichnet  wird  (vgl.  II  A  7  c,  Nr.  3,  Ä.  Sommerfeld). 
Mit  derselben  haben  sich  weiterhin  P.  du  Bois-BeymomP'^)  und  G.  Dar- 
boux^^)  eingehend  beschäftigt.     Eine  Verallgemeinerung  hat  sie  durch 


85)  Es  existiert  allerdings  ein  früherer  Versuch  von  V.  Cerruti.  Aber  am 
SchlusB  der  Ausgangsformel  befindet  sich  ein  Versehen,  das  die  Resultate  nichtig 
macht,  Roma  Acc.  Line.  Mem.  8  (1882),  p.  361. 

86)  P.  Diihem,  Hvdrodynamique,  elasticite,  acoustique,  Cours  prof.  en  1890 
bis  91,  Paris  1891,  livr  DI,  chap.  VIII. 

87)  V.  Volterra,  Roma  Acc.  Luic.  Rend.  (5)  1*  (1892;»,  p.  161,  265. 

88)  0.  Tedone,  Torino  Mem.  (2)  47  (1896/7),  p.  244  bezw.  64. 

89)  Göttingen  Abh.  8  a8ü0),  p.  4o  =  Ges.  Werke,  p.  145. 

90)  0.  Büklen,  Math,  natuxw.  Mitteil.  Tübingen  1  (1883),  p.  34. 

91)  Legons  sur  la  thöorie  des  surfaces  2,  Paris  1889,  p.  71. 
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V.  VoWrra  erfahren,  der  sich  ihrer  bei  der  Integration  von  Gleichungen 
und  Gleichungssystemen  bedient,  die  ausser  von  der  Zeit  von  zwei 
Koordinaten  abhängen'').  Den  beiden  Charakteristiken,  die  beim 
Riemann' achen.  Problem  von  einem  Punkte  der  ici- Ebene  auslaufen,  ent- 
spricht hier  ein  von  einem  Punkte  des  xyt-KaumH  auslaufender  cliarakte- 
ristischer  Kegel.  0.  Tcdone  '^'•'),  ^^)  hat  die  Theorie  y'uUerrd's  auf  Glei- 
chungen und  Gleichungssysteme  vom  Typus  (76)  angevs^endet,  die  ausser 
von  der  Zeit  von  drei  oder  einer  beliebigen  Zahl  von  Koordi- 
naten abhängen.  Zugleich  gab  Coulon^^)  die  Ausdehnung  der  Methode 
der  Charakteristiken  auf  Gleichungen  der  Form: 

1  1 

Die  Verallgemeinerung  auf  lineare  Differentialgleichungen  zweiter  Ord- 
nung mit  variablen  Koeffizienten,  die  durch  J.  Beudon's^^)  Theorie  der 
Mannigfaltigkeiten  und  die  von  ihm  eingeführte  Erweiterung  des 
Charakteristikenbegriffs  ermöglicht  wurde,  gab  J.  üoulon^^).  Die  Lösung 
der  Randwertaufgabe  gelingt  mit  Hülfe  eines  dem  Green'schen  Satze 
analogen  Theorems  und  einer  der  Grren'schen  Funktion  analogen  Funk- 
tion, deren  Existenz  durch  die  Picard'sche  Methode  der  successiven 
Approximationen  für  eine  bestimmte  Klasse  von  Gleichungen  nach- 
gewiesen wird;  dem  charakteristischen  Kegel  in  Volterrd's  Theorie 
entspricht  die  von  G.  Darhoux^^)  eingeführte  „surface  ä  point  singm- 
lier",  d.  h.  die  konische  Fläche,  die  von  den  durch  den  betreffenden 
Raumpunkt  gehenden  Bicharakteristiken  der  Differentialgleichung  ge- 
bildet wird^^).  Die  Verallgemeinerung  des  Charakteristikenbegriffs  auf 
Systeme  von     Differentialgleichungen  lieferte  Hadamard^^). 

Den  Zusammenhang  der  Theorie  der  Charakteristiken  mit  der 
Fortpflanzung  von  Wellen  haben  -/  Coulon^'^  und  Hadamard^^)  näher 
aufgedeckt. 

17.  Ausbreitung  einer  Stosswelle  in  einem  unbegrenzten  be- 
liebigen elastischen  Medium.    Der  in  vorstehender  Nr.  16c  erwähnte 


92)  Bull.  Soc.  math.  de  France  25  (1897),  p.  108:  Paris  C.  R.  124  (1897),  p.  671. 

93)  /.  Coulon,  Paris  C.  R.  130  (1900),  p.  765,  1064  und  These  Paris,  1902. 

94)  G.  Barboux,  Paris  Mem.  pres.  par.  div.  sav.  27  (1883),  p.  34. 

95)  Verschiedene  Ergänzungen  und  Vereinfachungi  n  der  Theorie  verdankt 
man  B.  d'Ädhemar,  Paris  C.  R.  132  (1901),  p.  310;  Thtfse  Paris  1904;  Palermo 
Circ.  mat.  Rend.  20  (1905),  142. 

96)  Theorie  des  ondes,  Paris  1903,  p.  263. 

97)  /.  Coulon,  These  Paris  1902,  p.  100. 

98)  Theorie  des  ondes,  p.  159,  274,  Bull.  Soc.  math.  de  France  29  (1901),  p.  50. 

Enoyklop.   d.  math.  Wissensch.    IV  2,  n.  8** 
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Zusammenhang  der  Theorie  der  Charakteristiken  mit  der  Fortpflanzung 
von  Wellen  kann  als  Folge  einer  besonderen  Fassung  des  Begriff's  der  Welle 
angesehen  werden,  wie  sie  zuerst  H.  Hugoniot^^)  gegeben.  Hugoniot  be- 
zeichnet als  Welle  eine  Unstetigh'it  entweder  in  den  ersten  oder  höheren 
DiflFerentialquotienten  der  Verschiebungskomponenten  nach  der  Zeit 
und  den  Koordinaten,  die  entlang  einer  Fläche  statt  hat  und  auch  im 
Laufe  der  Zeit  auf  einer  Fläche  bleibt,  sich  also  fc/rtpflanzt.  Sind  nun 
die  Unstetiorkeiten  von  zweiter  und  höherer  Ordnuncr.  so  werden  diese 
Unstetigkeitsflächen  gerade  durch  die  Charakteristiken  der  DiflFerential- 
gleichungen  gegeben  (vgl.  IV  19,  Xr.  \,  G.  Zeynplen).  Ist  da- 
gegen die  Unstetigkeit  erster  Ordnung,  liegen  sog.  Stosswellen  vor,  so 
gilt  der  er\vähnte  Zusammenhang  nicht  mehr.  Es  greifen  hier  dann 
Überlegungen  Platz,  für  die  E.  B.  Cliristo/f'eV^)  die  ersten  Entwicke- 
lungen  gegeben  hat. 

Christoff'el  nimmt  an,  dass  in  einem  beliebigen  elastischen 
Medium  die  Ableitungen  der  Versehiebungskomponenten  nach  der 
Zeit  und  nach  den  Koordinaten  auf  einer  Fläche  6  einen  Sprung 
erleiden,  und  stellt  sich  die  Aufgabe,  die  Art  der  Fortpflanzung  dieser 
Fläche  in  dem  elastischen  Medium  zu  studieren.  Es  seien  u^,  t\.  u\ 
die  Werte  der  Verschiebungen  auf  der  positiven  Seite  von  ö  und 
?^,  0.2,^2  die  Werte  derselben  Verschiebungen  auf  der  negativen  Seite. 
Wenn  ferner  eine  Tangentialebene  in  einem  Punkt  von  6  sich  mit 
der  Geschwindigkeit  lo  in  der  positiven  Richtung  der  Normalen  von 
6  bewegt,  so  wird  für  ein  unendlich  kleines  cylindrisches  Element 
Qcodtdö  des  Mediums  in  der  Nachbarschaft  des  Berührungspunktes 
die  Geschwindigkeit  von 

du^    dvi     diCi  „     du^    ci\     ctr^ 

dt  '  Ji''  TT      ^"^     JT'  dt'  dt 

springen.  Dies  wird  man  als  die  Folge  eines  Impulses  auffassen 
können,  dessen  Komponenten  sind: 

diese  werden  den  mit  dt  multiplizierten  Differenzen  der  Werte  der 
entsprechenden  Spannungskomponenten  gleich  sein,  die  auf  das  Element 
von  6  auf  der  einen  und  auf  der  andern  Seite  wirken.  Bezeichnen 
t,,  r],  i  die  Werte  der  Differenzen 

CUi  cu^         ct\  C  l\         cu\  Cll\ 

dt         ~di  '      dt   ~  Tt'       dt  dt 

99)  H.  Hugoniot,  Paris  C.  R.  101  (1S85)  uud  .T.  e'c.  polyt.  59  (1887).  Im 
übrigen  vgl.  immer  ,/.  Hadamurd,  Theorie  des  ondes,  Paris  1903. 

100)  Ann.  di  niat.  (2)  8  (1877),  p.  81,   103. 
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und  X^,  Yy,  .  .  .,  Xy  die  Differenzen  der  Werte  der  X^,  Yy,  .  .  .,  Xy  auf 
der  einen  und  auf  der  andern  Seite  von  6,  so  gelten  die  Beziehungen: 

I  ()Cl)$  =  Xj.  cos  (nx)  +  Xy  cos  {ny)  -\-  X,  cos  (nz) , 

{11)         I  pwij  =  Y'j:Co^inx)  -\-  Y'y  cos  {ny)  -\-  FJ  cos  {nz) , 

l()a3i;  =  Z'x  cos  {nx)  -\-  Z'y  cos  {ny)  -\-  Z'^  cos  {nz) . 

Bezeichnen  andererseits  x'x^  yy,  .  .  . ,  Xy  die  Überschüsse  der  Formände- 
rungskomponenten der  positiven  Seite  von  6  über  die  der  negativen 
und  /"  den  Ausdruck  von  f,  der  mit  den  Grössen  Xx,  yy,  .  .  .,  x'y  ge- 
bildet ist,  so  hat  man  weiterhin 

Y' pf'^       Y' ^  Y' ^JL 

^^"^ ~  'dxV     ■^'■'~'dyy''  ■''      ''~  'dXy ' 

Längs  der  ganzen  Oberfläche  6  müssen  die  Beziehungen  erfüllt  sein: 

c3Xx  -\-  i,  COS  {nx)  ==  0, 

tay'y  -f-  ri  cos  {ny)  =  0,  .  .  .  ,  axl,  -\-  l  cos  {ny)  -\-  i^  cos  {nx)  =  0, 

und  vermöge  dieser  Beziehungen  geht  der  Ausdruck  cj^/"  in  eine 
definite  P^orm  zweiten  Giades  (p  der  Variabein  |,  i?;  S  über,  in  der  die 
Koeffizienten  Fimktionen  von  cos(wa;),  cos  {ny),  cos  {nz)  sind.  Die 
Gl.  (77)  schreiben  sich  dann  einfach: 

pc^l  +  ll^O,     ^«2^  +  1^  =  0,      QcoH  +  '^^O, 

und  diese  Gleichungen  sind  linear  und  homogen  in  ^,  rj,  ^.  Sollen 
sie  mit  einander  verträglich  sein,  so   muss,  wenn 

gesetzt  wird,  die  Bedingung  erfüllt  sein: 

(78)  Agi  Ago  +  ()«'     Agg  =0 

''■31  ''•32  ''■33  +   9^)" 

und  diese  Gleichung  für  «^  hat  bekanntlich  drei  reelle  und  positive 
Wurzeln,  die  also  Funktionen  von  cos  {nx),  cos  {ny),  cos  {nz)  sind.  Jede 
Tangentialebene  von  a  schreitet  mit  einer  Geschwindigkeit  vorwärts, 
die  gleich  irgend  einem  der  diesen  Wurzeln  entsprechenden  Werte 
von  G3  ist.  Im  allgemeinen  giebt  also  die  ursprüngliche  Fläche 
zu  drei  Unstetigkeitsflächen  Anlass,  die  sich  durch  das  elastische 
Medium  hindurch  fortpflanzen. 

Der  Ort  der  Berührungspunkte  der  eine  Fläche  6  in  ihren  ver- 
schiedenen Lagen  berührenden  parallelen  Ebenen  ist  eine  Gerade,  die 
ein  Strahl  genannt  wird.  Die  Welleufläche  ist  die  Fläche,  mit  der 
eine   ursprünglich   verschwindend   kleine    Kugelfläche   d  nach  Verlauf 
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der  Zeiteinheit  zur  Deckung   gelangt.     (Vgl.  hierüber  Näheres  in  dem 
Referate  über  Optik  V  21,  A.  Wangerin.) 

18.  Anal3rti8Che  Verallgemeinerung  des  Bewegungsproblems. 
Wie  die  Gleichungen  des  elastischen  Gleichgewichts,  so  lassen 
sich  auch  die  Gleichungen  der  elastischen  Bewegung  analytisch 
als  ein  höchst  spezieller  Fall  von  Gleichungssystemen  auffassen, 
die  man  erhält,  wenn  man  die  erste  Variation  gewisser  Integrale 
gleich  null  setzt.  Man  bezeichne  mit  2<i,  «2?  •■  •;  "«.?  »'Funktionen 
der  p  -\-  q  Variabein  t^^,  t^,  .  .  . ,  t^-^  x^,  x^,  .  .  .,  x^^,  mit  T  und  P  zwei 
definite  Formen,  von  denen  die  erste  positiv  ist  und  von  den  u  und 
den  Ableitungen  der  u  nach  den  t  abhängt,  die  zweite  aber  negativ  ist 
und  von  den  Ableitungen  der  u  nach  den  x  und  eventuell  auch  von 
den  u  selbst  abhängt,  mit  a{u^  eine  Funktion  die  von  den  n  und  den 
X  abhängt  und  suche  die  Funktionen  u^,  Ug,  .  .  .,  «<„,  so  zu  bestimmen, 
dass  die  erste  Variation  des  folgenden  Integrals  verschwindet: 

fdtjdt,  . .  ■JdtJ{T  +  T)dS^, 

mit  der  Nebenbedingung  dass 

fa{u^d6,^ 

konstant  sei,  wo  t'i,  ^,...,  tp\  t'i,  t'-i,..-,  tp  zwei  Systeme  von  Werten 
von  ^j,  t^,...,  t  bezeichnen,  denen  verschwindende  Variationen  von 
Wj,  u^,...,  M,„  entsprechen,  S  ein  bestimmtes  Stück  des  linearen 
g-dimensionalen  Raumes  {x.^^,  x.2, .  .  ■ ,  x^)  bedeutet  und  6^  seine  Grenze 
sei.  Bezeichnet  n  die  Normale  der  Begrenzung  von  S^,  so  ergibt  sich 
sofort,  dass  die  u  den  Gleichungen  genügen  müssen: 

^kdtJ  .duA'^  ^KcxJ   duA      dui      du, 

y  4-  cos  (nx.)  =  ^  ^/  =  1,  2, . . . ,  m). 

Diese  Gleichungen  ergeben  die  Möglichkeit,  Reziprozitätssätze  aufzu- 
stellen, die  dem  -Be^^schen  analog  sind,  und  viele  der  frühereu  Be- 
trachtungen behalten,    passend   verallgemeinert,   hier  ihre   Gültigkeit. 


(AbgeschloBBen  im  April  1906.) 
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iy25.   SPEZIELLE  AUSFÜHRIHSTGE^ 
ZUR  STATIK  ELASTISCHER  KÖRPER. 

Von 

O.   TEDONE        UND        A.   TIMPE 

IN    GENUA  IN     UANZIG. 


Inhaltstibersicht. 

Vorbemerkung. 

I.    Allgemeine  Lösung^en  für  Körper  einfachster  Begrenzung. 

1.  Isotroper  Boden  (unendlicher  Halbraum). 

2.  Allgemeinere  von  Ebenen  begrenzte  (auch  anisotrope)  Körper. 

3.  Isotrope  Kugel:    Erste  Lösung  mittels  bestimmter  Integrale  über  Green^ache 

Funktionen. 

4.  Isotrope  Kugel:   Zweite  Lösung  mittels   Reihenentwickelungen   nach   Kugel- 
funktiouen. 

5.  Isotropes  Rotationsellipsoid. 

6.  Unendlicher  isotroper  Kreiszylinder. 

7.  Allgemeinere  isotrope  Rotationskörper. 

II.    Lösungen  für  besondere  Kandbedingungen  oder  Singularitäten. 

8.  Einleitende  Bemerkung.     Ableitung  partikulärer  Lösungen  überhaupt. 

9.  Potentialdeformationen  und  dilatationsfreie  Drillungsdeformationen. 

10.  Eindimensionale  Probleme: 

a)  Isotroper  Hohlzylinder  unter  normalem  Druck.     Thermische  Deformation 
eines  Zylinders. 

b)  Isotrope    Hohlkugel    unter    normalem    Druck.      Thermische    Deformation 
einer  Kugel. 

11.  Zweidimensionale  Probleme:    Allgemeine  Integrationstheorie. 

a)  Ebene  Deformation. 

b)  Ebener  Spannuugszustand. 

c)  Axensymmetrische  Deformation. 

12.  Einfache  Polynome  als  Lösungen  der  elastischen  Gleichungen: 

a)  Lösungen  in  zwei  Dimensionen. 

b)  Lösungen  in  drei  Dimensionen. 

13.  Balkentheorie  im  Besonderen. 

a)  Historische  Bemerkungen. 

b)  Von    z    unabhängiger    Spannungszustand    leinfacher    Zug;    gleichförmige 
Biegung;  Torsion). 

Encyklop.  d.  math.  "Wissensch.     IT  2,  n.  9 


126  IV  25.  0.  Tedone-A.  Timpe.  Spezielle  Auriführungea  z.  Statik  elastischer  Körper. 

c)  Von  z  linear    abhängiger    Spannungszustand   (Biegung   durch  Querkraft;. 

d)  Von  z  quadratisch  abhängiger  Spannungszustand  (gleichmässig  belasteter 
Balken). 

14.    riattentheorie  im  Besonderen. 

a)  Historische  Bemerkungen. 

b)  Die  Kirchhoß" sehe  Xäherungstheorie. 

c)  Die  genauere  Theorie. 

16.    Singularitäten  in  zwei  und  drei  Dimensionen : 

a)  Singularitäten  in  zwei  Dimensionen. 

b)  Singularitäten  in  drei  Dimensionen. 

III.    Körper  mit  einer  oder  zwei  unendlich  kleinen  Dimensionen. 

16.  Allgemeine  Prinzipien. 

17.  Anfänglich  gerade  unendlich  dünne  Stäbe. 

18.  Gerade  Stäbe,  bei   denen  nur  an  den  Enden  Spannungen  angreifen.     Kine- 
tische Analogie. 

19.  Anfänglich  krumme  unendlich  dünne  Stäbe. 

20.  Unendlich  dünne  Platten  und  Schalen. 

21.  Stabilität  des  Gleichgewichts. 
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Vorbemerkung.  Das  vorliegende  Referat  bringt  in  Ergänzung 
des  voraufgehenden  Artikels  lY  24  (0.  Tedone)  spezielle  Ausführungen 
zur  Statik  elastischer  Körper.  Dabei  scheidet  sich  der  Stoff  nicht 
ganz  gleichmässig  in  drei  Hauptabschnitte. 

Ein  erster  Abschnitt  dient  gewissermassen  als  Illustration  zu  der 
in  dem  voraufgehenden  Referat  gegebeneu  allgemeinen  Integrations- 
theorie. Er  zeigt,  wie  die  dort  berichteten  Integrationsmethoden 
für  hestimmte  Körper  einfachster  Begrenzung  (unendKcher  Halbraum, 
Kugel  u.  s.  w. )    zur   tatsächlichen  Aufstellung   der   allgemeinen  Lösung 
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führen.  Dabei  soll  es  nicht  die  Absieht  sein,  über  alle  Lösungs- 
methoden,  die  für  ein  spezielles  Problem  gegeben  sind,  gleichmässig 
ausführlich  zu  berichten.  Vielmehr  wird  im  Allgemeinen  nur  immer 
eine  Lösung,  die  unter  den  gegebenen  Verhältnissen  als  die  einfachste 
erscheint,  näher  ausgeführt,  während  für  die  übrigen  die  nötigen 
Litteraturnachweise  gegeben  werden. 

Ein  zweiter  Abschnitt  giebt  Ausführungen  über  Lösungsversuche, 
die  das  allgemeine  Integrationsproblem  nach  der  Seite  spezialisieren, 
dass  nicht  nur  über  die  Körperform,  die  in  den  Anwendungen  meist  ge- 
geben, sondern  auch  über  die  Randhedingungen  spezielle  Annahmen  ge- 
macht werden.  Indem  man  dann  die  Randbedingungen  von  vornherein 
in  einfache  natürliche  Beziehung  zur  Köi-jierform  setzen  kann,  wird  es 
oft  möglich,  spezielle  Lösungen  zu  finden.  Hierzu  dient  insbesondere 
die  zweckmässige  Einführung  geeigneter  Koordinaten  und  geeigneter 
Komponenten  der  Verschiebung.  Dabei  ist  die  Bemerkung  von  Wichtig- 
keit, dass  die  auf  dieses  Prinzip  gegründeten  Ansätze  zur  Ableitung 
spezieller  Lösungen  häufig  von  vornherein  bestimmte  Voraussetzungen 
über  die  Abhängigkeit  der  gesuchten  Funktionen  von  den  einzelnen 
Koordinaten  zu  Hilfe  nehmen,  womit  ein  ordnendes  Prinzip  für  die 
Menge  solcherweise  gefundener  Einzellösungen  gegeben  ist. 

Ein  dritter  Abschnitt  giebt  endlich  Ausführungen  zur  Elastizität 
der  Körper  mit  einer  oder  zivei  tinendlich  Idcinen  Dimensionen^). 

I.    Allgemeine   Lösuui^eu   für  Körper   einfachster   Bei?renzuug. 

1.  Isotroper  Boden  (unendlicher  Halbraum).  Die  erste  Lösung 
dieses  Problems  (für  den  Fall  rein  normaler  Belastung)  wurde  von 
(r.  Lame  undi  E.  Clapeyron  im  Jahre  1828  mittels  Reihenentwickelimgen 
gegeben').  Einen  ersten  Fortschritt  in  dem  Problem  erzielte  J.  Bous- 
sinesq  ^)  durch  Einführung  der  verschiedenen  Arten  direkten  und  in- 
versen  Potentials,  wodurch  es  ihm  üelangr,  die  Lösung  mittels  be- 
stimmter  Integrale  darzustellen.  In  der  Behandlung  des  allgemeinen 
Falles  beliebiger  Belastung  begegnete  er  sich  mit  V.  Cerruti^),  der 
1882    die   Lösung    mittels    bestimmter  Integrale    aufstellte,    wobei   er 


1)  Die  Abschnitte  I  und  III  sind  im  wesentlichen  von  O.  Tcdotie .  der  Ab- 
schnitt II  von  Ä.  Tiuipc  verfasst. 

2)  J.  f.  Math.  7  U831),  p.  145,  237,  381  =  Paris  Möm.  pres,  par  div.  sav.  4 
(1833),  p.  465. 

3)  Paris  0.  K.  86  (,1878),  p.  1260;  87  vl8"8),  p.  402;  88  (,1879),  p.  331,  375, 
701,  741;  Application  des  potentiels,  Paris  1885,  p.  21  ff.  —  Vgl.  Clahsch- 
St.  Venant,  Klasticite,  Note  zu  §  46,  p.  374. 

4)  Roma  Acc.  Line.  Mem.  (3)  13  (1882),  p.  81. 
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sich  der  Methode  der  Integration  durch  6rreen'sche  Funktionen  be- 
diente. Weiterhin  ist  das  Problem  noch  in  zahlreichen  anderen 
Arbeiten  behandelt  worden,  die  z.  T.  bedeutsame  Verallgemeinerungen 
oder  Vereinfachungen  der  Lösung  enthalten;  zur  Orientierung  mögen 
die  in  der  Fussnote  gegebenen  Zitate  genügen*). 

Im  Folgenden  soll  nur  diejenige  Lösung,  die  als  die  einfachste 
erscheint,  näher  ausgeführt  werden,  und  zwar  nur  für  den  Fall,  dass 
an  der  Oberfläche  entweder  nur  die  Verschiebungen  oder  nur  die  Span- 
nungen vorgeschrieben  sind,  wenngleich  auch  für  die  Fälle  Lösungen 
bekannt  sind,  wo  an  der  Oberfläche  teilweise  die  Verschiebungen 
und  teilweise  die  Spannungen  gegeben  sind^).  Überdies  werden  die 
Massenkräfte  als  Null  vorausgesetzt. 

a)  Gegeben  also  ein  unendlicher  elastischer  Körper,  der  den  von 
der  Ebene  2;  =  0  begrenzten  Raum  S,  in  welchem  2  <C0,  erfüllt. 
Das  Problem  des  elastischen  Gleichgewichts  des  Körpers  >S*,  wenn  an 
dessen  Oberfläche  s  ==  0  zunächst  die  Verschiebungen  gegeben  sind, 
drückt  sich  dann  aus  durch  die  Aufgabe:  das  System  regulärer  Funk- 
tionen u,  V,  IV  zu  bestimmen,  die  in  jedem  Punkte  von  S  den  Glei- 
chungen 

H      dx  ' 

x-\-iL  de 


(1) 


Am  = 


Av  =  — 


A«  =  - 


oder  auch 


(n 


II      dz 


„        du    .     dv    .    cw 
'^ '»'    '     cy        cz 


d  X 


(.  +  2,)|f  +  2,(f-^^')  =  0, 


5)  C.  Somigliana,  Nuovo  Cim.  (3)  17,  18  (1885),  19,  20  (1886);  Roma  Acc. 
Line.  Rend.  (5)  11^  (1902),  p.  145;  B.  Marcolongo,  Napoli  Rend.  (2)  3  (1889), 
p.  205;  G.  Lauricella,  Pisa  Ann.  sc.  norm  7  (1895),  p.  17;  E.  Älmansi,  Ann.  di 
mat.  (3)  2  (1898),  p.  36;  J.  H.  Micliell,  London  Math.  Soc.  Proc.  31  (1899),  p.  183; 
32  (1900),  p.  247;  H.  Lamb,  London  Math.  Soc.  Proc.  34  (1901/02),  p.  276; 
B.  Biemann-H.  Weher,  Partielle  Differentialgleichungen  der  Physik  2,  4.  Aufl., 
Braunschweig  1901,  p.  188;  0.  Tedone,  Ann.  di  mat.  (3)  8  (1902),  p.  35; 
L.  Orlando,  Palermo  Circ.  mat.  Rend.  18  (1904),  p.  311;  E.  Cesäro,  Napoli  Rend. 
1906.  —  Vgl.  B.  Marcolongo,  Elasticitä,  p.  245. 

6)  /.  Boussinesq,  Paris  C.  R.  106  (1888),  p.  1043,  1119;  F.  Cerruti,  Roma 
Acc.  Line.  Rend.  (4)  4»  (1888),  p.  785;  B.  Marcolongo,  Napoli  Rend.  (2)  5  (1891), 
p.  25;  0.  Tedone,  Ann.  di  mat.  (3)  8  (1902),  p.  41. 
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2w 


c^         dw        dv 
1        dy 


c  u 

genügen,  während  an  der  Oberfläche  6  sich  u,  v,  w  auf  bekannte,  im 
Unendlichen  verschwindende  Funktionen  von  x  und  y  reduzieren. 

Die  Lösung  ergiebt  sich  nun  am  einfachsten  unter  Benutzung 
der  in  IV  24,  Nr.  12  (0.  Techno)  skizzierten  Integrationsmethode  unter 
Heranziehung  der  Eigenschaften  der  harmonischen  Funktionen.  Dort 
werden  für  u,  v,  w  folgende  drei  Formeln  aufgestellt: 

1        /         dO    ^  ^  +  M'       ^,      I      '•  +  "/}.   ^^  ^    7 

^TtJ        dn  2fi  '      87ra^  '       rf«         ' 

:7t J       dn  2u    ^'         '      fiTtaJ    '      dn         ' 


(2) 


l  r 


w 


1      r     dG  j  ^         ^  +  fi     r\     I     ^  ~r  y'  If.  r^'^^  1^ 
4:7t  J        dn  2fi  '      ^'^l^J  f/» 


wo  G^  die  am  Rande  verschwindende  Greewsche  Funktion  der  Potential- 
theorie ist  und  ^,  rj,  ^  die  Oberflächenwerte  von  x,  y,  s  bedeuten.  Die 
Formeln  (2)  lassen  sich  nun  auch  in  der  Form  schreiben: 

n  =  —      u  ^r~d<3  —  —^-^  I  (x  —  ^)@  j~  da, 
4:7t  J       dn  87t(j,  ^  '       dn        ' 

(7  (! 

1      C    dG  j  X  +  iL  r.  \  r^dG  j 

(2')  ^-  =r.j'-dn^^-  ^J  ^y  -  ^')  ®  rf^^^' 

n  (j 

1      /      d  G  ^  X  -4-  u   I  /  c\  j-^d  G  j 

IV  =  -—    I  IV  ,     dö  —  ^^^  I  (z  —  V)®   ,     d6, 
\  47t, 1        dn  i^TTfi  ,/  ^  "^       dn         ' 

n  o 

in  die  man  leicht  die  für  den  Halbraum  bekannte  (rremsche  Funktion 
einführen  kann,  womit  sich  für  u,  v,  z  die  Werte  ergeben: 


(3) 


/        1  i  c  r  dl 

27t  [  dz  J        r 


2u-        dx, 


w 


a  a 

1     i    d      r     da        ;.  -f-  tt       d      C ..  dl 
iTt  \  oz  J         r  -ijj         dz  J         r 


27t  [dz , 


A  -f  ft       d 

'Z  — 

2fi,       dy 


hierin    ist  r    die   Entfernung   des   Punktes  x,  y,  z,    auf    den   sich    die 

Verschiebungen   beziehen,  von  dem  variablen  Punkt  ^,  r^,  'Z. 

Die  Formeln  (3)   stellen  die  Lösung  des   1^-obleius  dar,    wenn   ö 

als  Funktion   der  Werte,   die   u,  v,  w   auf  6  annehmen,   so  bestimmt 

wird ,    dass 

^j du  j^  dv  j.     cjc 


ex 


dy 


dz 
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d.  h.  narh  den  Formeln  (i\) 

2«  1  dz  \_dxj        r     '    oyj        r     '     r^z  J  r  _\  f*  ) 

n  a  a 

Hieraus   ergiebt  sich  &  ausgedrückt  durch   die  Obei-flächenwerte  von 
u,  V,  w  in  der  Form: 


(4) 


0  = 


d     i'     de    .     d     C    da    .     d     C     da 

dxj        r     '    dyj        r         rzj  r 


womit  durch  die  Formeln  (3)  und  (4)  das  Problem  gelöst  ist. 

b)  Wenn  auf  6  die  Werte  der  Spannungen  X^,  Y^,  Z,  gegeben 
sind,  so  reduziert  sich  das  Problem  des  elastischen  Gleichgewichts 
auf  die  Bestimmung  des  Systems  der  regulären  Funktionen  ?<,  v,  w, 
die  in  jedem  Punkte  von  S  den  Gleichungen  (1)  genügen,  während 
auf  6  die  Bedingungen  zu  erfüllen  sind: 

wo  Xj,  Y^,  Z,  bekannte  Funktionen  von   x  und  y  sind,   die   im   Un- 
endlichen verschwinden. 

Um  dies  Problem  analog  zu  lösen,  setze  man  jetzt  für  einen 
Augenblick  neben  0  auch  Ö7^,  öJg  als  bekannt  voraus  und  wende  die 
Formeln  (2)  auf  die  nach  s  differenzierten  Gleichungen  (1)  an.  Be- 
denkt man,  daß 

n  o  n 

und  integriert  nach  z,  so  findet  man  mit  Rücksicht  auf  (5)  für  u,  v,  iv 
im  Punkte  {x,  y,  z)  die  Werte: 

1     \    C^-   da  r       da 

-  a  +  .a)  A  r^J©^  _J0  log  (z  +  r)d6]  }, 

a  a 

1      I     r^r  da         ^      r       da 
V  =  -. —      /  1 , 2fi  I  CO,  — 

-  (/  +  ^)  1^  \zj&  ^  -f&  log  (^-f  ,•)  dö]  }, 

ff  ff 

1      f     Cr^    da  r     da 

w  =  - —  \    I  Z^ A  /  0  — 

n  n 

-  (A+a)  ^  [^J&^i  -Je  log  {z  +  r)d6]  }. 


(6) 
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Die  Bestimmung  von  &  geschieht  wieder  durch  die  Kelation: 

„         /du    ,     dv    .    dw\ 

d.  h.  nach  obigen  Gleichungen  (6) 

1     1  A    Tx  —  -X-  ~    Cy  —  -I-  —    fz  — 

~~iitii\dxj      '    r    ~^  cyj      '    r    ~^  dz  J      '    r 

a  o  o 

+  ^>/(t-t)v-2.(2A  +  rte). 

(1 

Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (l')  ergiebt  sich  hieraus 

_,  ^^  1  \'d     f^  d'^i      (^     fvdc  d     ( y   da~\ 

(0         ^  -2^^(P^)\_dxJ  ^^~r  +  TyJ  ^^T  +  ^y^'Tj- 


Die    beiden  Rotationskomponenten  ca^  und  W^    ergeben   sich   aus  den 
Relationen : 

'dw        dv\         rt-T^         Z^**       ^"''^ 

\dy 

so   dasB   man   erhält: 


rt~.         Z^«'       ^A         w-»—         Z^«*       ^«'N 


(8) 


[ -  _  J_  Ta  /V  ^ _  ^  / V  ^1  _L  J_  A  /fl^ 

"'^~~  ^TiiLldyJ     '  r  dzj -^^   r  j^  indyj       r  ' 

a  a  a 

57,= -^  [i-  /"x,  ^°  -  i-  Z'^,  -}-^f  ß~  ■ 

^       i7t(i\_czj      '    r         cxj     *■   r  ]        ^n  C  xj        r 


Ähnlich  ergiebt  sieh  für  co^: 

1_  r^   /y  da ^   /'y  ^ 

a  o 

Damit  ist  das  Problem  wiederum  gelöst ,  da  durch  die  Gleichungen 
(6),  (7)  und  (8)  alle  in  Frage  kommenden  Größen  durch  die  Ober- 
flächenwerte X^,  Y.,  Z.  ausgedrückt  sind. 

Bemerkung  1.     Die  gleichen  Probleme  a)  und  b)  lassen  sich  für 
den  von  zivei  parallelen  Ebenen  begrenzten  Körper  lösen'). 


7)  G.  Lame  und  E.  Clapeyron,  J.  f.  Math.  7  (1831\  p.  404  =  PariB  Mem. 
pres.  par  div.  sav.  4  (1833),  p.  548;  V.  Ccrruti ,  Roma  Acc.  Line.  Rend.  (4)  1 
(1885),  p.  521;  C.  Somiglinna,  Nuov.  Cim.  (3)  18  (1885),  p.  161;  19  (18S6\  p.  84, 
278;  J.  H.  Michell,  London  Math.  Soc.  Proc.  31  (1899),  p.  100;  H.  Laiiib,  London 
Math.  Soc.  Proc.  34  (1902),  p.  276;  0.  Tedone,  Palermo  Circ.  mat.  Rend.  18  1^1904), 
p.  308;  Ann.  di  mat.  (3)  10  (1904),  p.  13;  L.  Orlando,  Palermo  Circ.  mat.  Rend.  19 
(1905),  p.  66,  78;  J.  BougaU,  Edinburgh  Roy.  Soc.  Trans.  41  (,1904\  p.  12ii. 
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2.  Allgemeinere  von  Ebenen  begrenzte  (auch  anisotrope)  Körper. 

(\Sonii(/l/ana^)  eriiiö<^liclit  bei  boötinniiteu  Typen  von  KuJidbedinguiigen 
die  Integration  der  Grundgleichiingen  der  Elastizität  in  Gebieten,  die 
von  Ebenen  begrenzt  sind,  dadurch  dass  er  die  von  W.  Thomson  ge- 
gebene ,,Methode  der  elektrischen  Bilder"  (vgl.  IIA  7  b,  Nr.  16 
H.  Barlhardl-  W.  Fr.  Mcyc)-)  auf  die  Gleichungen  der  Elastizität  an- 
wendet. 

Die  begrenzenden  E})enen  seien  Struktursymmetrieebenen  des 
elastischen  Mediums.  Ferner  sei  angenommen,  dass  die  Massenkräfte 
verschwinden.  Dann  lässt  sich  zunächst  der  Satz  beweisen:  Stellen 
die  Funktionen  w,  v,  w  eine  Lösung  der  Gleichungen  der  Elastizität 
dar,  der  die  Oberflächenspannungen  X.,  Y,,  Z,  auf  ^  =  0  entsprechen^ 
so  erhält  man  eine  neue  Lösung  ü,  v,  w,  indem  man  die  Funktionen 
w,  r,  w  an  der  Ebene  z  =  0  „spiegelt",  d.  h.  indem  man  bildet 
(9)      ü  =  u{x,  y,—e),     V  =  v{x,y,—z),     w  =  —  iv{x,  y,—z). 

Die  entsprechenden  Oberflächenspannungen  auf  z  =  0  sind 

(10)  x^=-x^,   F,=  -r,,   z=z^. 

Da  auf  z  =  0  die  Relationen  U  ^  u,  v  =  v,  w  =  —  tv  gelten,  so 
liefern  die  Funktionen 

u  =  u  -\-  U,     v'=  V  -\-  v ,     iv  ^=  w  -\-  w 
eine  neue  Lösung,  die  auf  z  =  0  den  Bedingungen  genügt: 

(11)  x'=o,    r;=o,   /f'  ^0, 

unter  X.',  Y,' ,  ZJ  die  den  Verschiebungen  u,  v',  w'  entsprechenden 
Oberflächenspannungen  verstanden;  andererseits  stellen  die  Funktionen 

m"=  U  Ü,    v"  =  V  V  ,    w" ^  IV  —  w 

eine  weitere  Lösung  dar,   die  auf  ^  ^  0  den  Bedingungen  genügt: 

(12)  w"=o,   v"=o,   z;'=o, 

falls  X.",  Y^',  Z['  die  den  Verschiebungen  u' ,  v",  w"  entsprechenden 
Oberflächenspannungen  bezeichnen. 

Ist  nun  der  Körper  von  m  Ebenen  begrenzt,  die  durch  einen 
Punkt  gehen  und  eine  reguläre  Gebietseinteilung  des  Raumes  be- 
wirken, so  lassen  sich  aus  einer  Lösung  w^,  v^,  u\  durch  fortgesetzte 
Spiegelung  an  den  begrenzenden  Ebenen  weitere  Lösuugssysteme 
Mg,  V2,  u'i'i  «3?  v^,  w^'  .  .  .;  U2,^,  Voj,^,  u\^  ableiten,   die   zusammen  mit 

8)  Roma  Ace.  Line.  Rend.  (5)  11'  (190-2),  p.  145;  (5)  13'  (1904),  p.  307;  (5) 
13-  (1904),  p.  1-29. 
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Mj,  y^,  w^  eine  2m-gliedrige  Gruppe  bilden,  wo  m  eine  endliche  ganze 
Zahl.     Diese  Lösungen  zerfallen  in  zwei  Klassen: 

^2>   ^'2J   ^25    ^4?   ^4?   ^^•'47    •  •  -5    %m>   ^2rn?   ^*'2  m 

und 

Mj,  Vj,   Wj^;    t<3,   Vg,   ««Jg;    .  .  .;    W2m-17    ^"am-U   *^"2m-l> 

von  denen  die  eine  durch  Spiegelung  an  irgend  einer  der  begrenzen- 
den Ebenen  in  die  andere  übergeführt  wird.  Bildet  man  daher  die 
Funktionen: 


(13) 


u=^u,„  y=^v,„   w=^iv,,, 

1  =  \  J==l  1—1 

m  m  rn 

Ü=^nu-.,     V=y.^u-r,     W=^w,,_„ 


so  stellen  u'=  U-\-Ü,  v  =  V-\-V,  u'=W-\-W  eine  Lösung  dar, 
die  auf  jeder  begrenzenden  Ebene  die  Bedingung  erfüllt,  dass  die 
tangentiale  Komponente  der  Oberflächenspannung  und  die  Xormal- 
komponente  der  Verschiebung  verschwinden.  Andererseits  stellen 
u"=  U — U,  v"===V — V,  w"=W — W  eine  Lösung  dar,  die  auf 
jeder  begrenzenden  Ebene  der  Bedingung  genügt,  dass  die  tangentiale 
Komponente  der  Verschiebung  und  die  Xormalkomponente  der  Ober- 
flächenspannung verschwinden. 

Man  wähle  nun  für  «j,  i\,  «r^  eine  der  Grundlösungen,  die 
in  einem  bestimmten  Punkte  P  des  von  dem  elastischen  Medium  er- 
füllten Raumteils  einen  Pol  erster  Ordnung  besitzen;  im  Falle  der 
Isotropie  siud  diese  Grundlösungen  durch  die  Gl.  (39)  von  IV  24, 
Nr.  10  b  (Tedone)  gegeben.  Die  Funktionen  u,  v\  n'  imd  n",  v",  w" 
besitzen  dann  in  P  und  in  den  sämtlichen  Bildpunkten  von  P  eben- 
falls Pole  erster  Ordnung.  Sie  spielen  dieselbe  Rolle  wie  die  Green- 
schen  Funktionen  in  der  Potentialtheorie.  Wendet  man  auf  u,  v',  w' 
und  ein  zu  bestimmendes  Verschiebungssjstem  n,  v ,  iv  das  Bettische 
Reziprozitätstheorem  an,  wobei  der  Punkt  P  durch  eine  kleine  Kugel 
aus  dem  Integrationsbereich  auszusondern  ist,  so  crelangt  man  zu  einer 
der  Greenschen  analogen  Formel,  in  der  eine  lineare  Verbindung  der 
Werte  von  u,  v,  w  in  P  durch  die  Tangentialkompononte  der  Ober- 
flächenspannung und  die  Xormalkomponente  der  Oberflächenverschie- 
bung ausgedrückt  erscheint.  Operiert  man  in  entsprechender  Weise 
mit  den  beiden  anderen  Grundlösungen ,  so  erhält  man  zwei 
weitere  lineare  Verbindungen  zwischen  jenen  Werten,  so  dass  diese 
selbst  ermittelt  werden  können,  wenn  überall  an  der  Oberfläche  die 
tangentiale  SpannwHj  und  die  normale   Verschiehunp  gegeben  sind. 
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In  derselben  Weise  liefert  die  Anwendun«^  des  Brttiachen  Theorems 
auf  u",  v",  iv"  und  eine  zu  bestimmende  Verschiebung  u,  v,  w  den  Wert 
der  letzteren  in  irgend  einem  Punkte  P,  wenn  an  der  Oberfläche  die 
tangentiale  Komponente  der  Verschiebung  und  die  normale  Komponente 
der  Spannung  bekannt  sind. 

Das  Verfaliren  ist  anwendbar  auf  Dieder,  deren  Winkel  durch 
einen  ganzzahligen  Bniehteil  von  7t  gegeben  ist;  Trieder,  die  aus 
solchen  Biedern  durch  eine  senkrecht  schneidende  Ebene  abgegrenzt 
werden,  und  Trieder,  die  von  den  Syrametrieebenen  des  Tetraeders, 
Oktaeders  oder  Ikosaeders  ausgeschnitten  werden.  Es  ist  auch  an- 
wendbar für  den  Fall,  dass  die  Zahl  2m  der  durch  successive  Reflexion 
au  den  begrenzenden  Seitenflächen  des  elastischen  Körpers  sich  er- 
gebenden Lösungen  unendlich  ist,  sofern  es  gelingt  sich  von  der 
Konvergenz  der  solcherweise  entstehenden  Reihen  zu  überzeugen.  Den 
P'ull  des  rechteclcigen  Prismas,  das  gewissen  Grenzbedingungen  von 
dem  hier  betrachteten  Typus  unterworfen  ist,  hat  L.  Lorenz'')  nach 
einem  andern  Verfahren  behandelt.  0.  Tedone^^)  behandelte  das 
Problem  des  rechtwinkligen  Dieders  oder  Trieders,  an  dessen  Ober- 
fläche die  Verschiebungen  gegeben  sind.  Die  Anwendung  der  Methode 
von  Betti-Cerruti  (IV  24,  Nr.  10  f,  0.  Tedone)  auf  Probleme  dieser  Art 
gab  B.  Mnrcolongo^^). 

3.  Isotrope  Kugel:  Erste  Lösung  mittels  bestimmter  Integrale 
über  Greensche  Funktionen.  Das  Problem  des  elastischen  Gleich- 
gewichts eines  homogenen  und  isotropen  K"  ^lers,  der  von  einer 
Kugelfläche  begrenzt  wird,  ist  eins  der  wenigen  anderen  Probleme 
elastischen  Gleichgewichts,  von  denen  eine  vollständige  Lösung  seit 
langer  Zeit  gegeben  ist.  Die  älteste  Lösung  desselben  stammt  von 
G.  Lame^'),  der  sie  mittels  der  gewöhnlichen  Methode  der  Reihen- 
entwicklungen fand,  indem  er  zunächst  die  Gleichungen  des  Problems 
auf  Polarkoordinaten  transformierte.  Diese  Lösung  erfuhr  eine  beträcht- 
liche Verallgemeinerung  durch  W.  Thomson  ^^),  der  das  Problem  unter 


9)  J.  f.  Math.  58  (1861),  p.  347. 

10)  Roma  Acc.  Line.  Rend.  (5)  10*  (1901),  p.  251. 

11)  Roma  Acc.  Line.  Rend.  (5)  11^  (1902),  p.  318.  Vgl.  auch  L.  Orlando, 
Palermo  Circ.  mat.  Rend.  17  (1903),  p.  335;  Xuovo  Cim.  (5)  7  (1904),  p.  421;  Ronna 
Acc.  Line.  Rend.  (5)  13  (1904),  p.  513  und  Sopra  alcuni  problemi  di  fisica  mate- 
matica,  Messina  1905;  M.  Puglisi,  Palermo  Circ.  mat.  Rend.  17  (1903),  p.  353; 
E.  Morandi,  Ann.  di  mat.  (3)  9  (1904),  p.  161,  in  welchen  Arbeiten  mit  mehr 
oder  weniger  verschiedenen  Methoden  ähnliche  Probleme  gelöst  werden, 

12)  J.  de  math.  19  (1854),  p.  51   =  Coordonnees  curvilignes,  p.  309. 

13)  London  Phil.  Trans.  153  (1863),  p.  583  =  TT".  Tlioinson,  Math,  and  phys. 
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Berücksichtignng  von  Massenkräften,  die  ein  Potential  besitzen,  be- 
handelte und  auch  zeigte,  dass  man  zum  Ziele  kommen  könne,  ohne 
die  Gleichungen  auf  Polarkoordinaten  zu  transformieren.  C.  W.  Bor- 
chardt  ^^)  andererseits  verdankt  man  die  erste  Lösung  in  Form  be- 
stimmter Integrale.  In  der  Folge  sind  zahlreiche  Arbeiten  im  An- 
schluss  an  die  vorstehend  genannten  entstanden,  die  die  Lösung  des 
Problems  entweder  in  Form  von  Reihenentwicklungen  ^^  i  oder  aber 
in  Form  bestimmter  Integrale^")  behandeln,  und  die  den  Lösungen 
entweder  grössere  Allgemeinheit  oder  grössere  Einfachheit  zu  verleihen 
suchen.  Wir  geben  im  Folgenden  zunächst  wieder  nur  die  einfachste 
Lösung. 

a)  Gegeben  also  ein  homogener  und  isotroper  elastischer  Körper, 
der  von  der  Kugelfläche  6  begrenzt  ist,  deren  Gleichung  lautet: 

Sind  auf  6  die  Verschiebungen  gegeben,  so  besteht  das  Problem 
des  elastischen  Gleichgewichts  darin,  das  System  regulärer  Funktionen 
u,  V,  tv  zu  bestimmen,  die  in  jedem  Punkte  innerhalb  6  den  Glei- 
chungen (1)  genügen  und  auf  6  gegebene   Werte  annehmen. 

Zu  dem  Zwecke  kann  man  in  die  Gleichungen  (2')  die  für  die 
Kugel  bekannte  Greensche  Funktion  G  einsetzen,  die  sich  auf  einen 
Punkt  X,  y,  s  im  Innern  der  Kugel  bezieht,  und  erhält  sofort: 


I  .r  =  ir+((,2-i?^)|^ 


papers   3,    Cambridge   1890,    p.  351.     Vgl.    auch    W.  Thomson    and    F.  G.  Tait, 
Treatise  on  natural  philosophy  2,  Cambridge  1883,  p.  286. 

14)  Berlin  Monatsber.  1873,  p.  9  =  Ges.  Werke,  p.  248. 

15)  G.  H.  Darwin,  London  Phil.  Trans.  170  (1879),  p.  1  und  173  (1882^, 
p.  187;  C.  Chrec,  Quart.  Journ.  of  math.  21  (1886),  p.  193,  und  23  (1888\  p.  11; 
Cambr.  Phil.  Soc.  Trans.  14  (1889),  p.  250;  C.  Somigliana,  Lomb.  Ist.  Kend.  (2) 
29  (1896),  p.  423. 

16)  V.  Cerruti,  Assoc.  frany.  pour  Tavanc.  d.  sc,  C.  K.  de  la  14™'  sess., 
2™*  pari,  p.  68  (1885);  Roma  Acc.  Line.  Rend.  (4)  2*  (1886),  p.  461  und  586; 
(4)  5*  (1889),  p.  189;  Roma  Acc.  Line.  Mem.  (4)  7  (1891),  p.  25,  abgedruckt  im 
Nuovo  Cim.  (3)  33  (1893),  p.  97,  145,  202,  259;  C.  Somigliana ,  Pisa  Ann.  sc. 
norm.  4  (1887),  p.  101;  R.  Marcolongo ,  Roma  Acc.  Line.  Rend.  (4)  5-  (1889, 
p.  349;  (5)  V  (1892),  p.  335;  Ann.  di  mat.  (2)  23  {l^^b),  p.  111;  G.  Lauricella. 
Pisa  Ann.  sc.  norm.  7  (1895),  p.  81;  Ann.  di  mat.  (3)  6  (1901),  p.  289;  E.  Ahnansi. 
Torino  Mem.  (2)  47  (1897),  p.  103;  Ann.  di  mat.  (3)  2  (1898),  p.  34;  E.  u.  F.  Cosserat, 
Paris  C.  R.  126  (1898),  p.  1089;  133  (1901),  p.  326;  J.  H.  Michell,  Messenger 
of  math.  (2)  30  (1900),  p.  16;  /.  Hadamard,  Ann.  ec.  norm.  18  (1901\  p.  313; 
O.  Tedone,  Ann.  di  mat.  (3)  8  (1902),  p.  147:  Palermo  Circ.  mat.  Rend.  17 
(1903),     p.  241. 
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In  diesen  Gleichungen  ist 


und 

oder  auch 
(15) 

Weiter  ist 


T 


0 


dö 


o  n  a 

80    dass    das    Problem    gelöst    ist,    wenn    T   und    ®    aus    den    beiden 
Gleichungen 


(1^: 


2o|f+r  = 


0, 


^^^  —  p..  +  ^2,  -r  a^  —  3.:^"  -\-  ^y  -f-  ^2   "1    "^  ae" 


a.T 


bestimmt  werden.     Aus   den  Gleichungen  (17)  folgt  sofort  für  T  die 
Gleichung: 

1  +  ^i  (du    ,     dV    ,    cW\ 


(18)  ^+1/^^11  +  ^  = 


-,a  /d_u  ,   aF      a_M^\ 

ft     \dx  ~^  cy  ^    ds  /' 
aus    der    sich    T   als    eindeutige    (harmonische)   Funktion    durch   eine 
Quadratur  ergiebt. 

b)  Sind  andererseits  auf  ö  die  Spannungen  gegeben,  so  sind  jetzt 
neben  den  Gleichungen  (1)  im  Innern  auf  6  die  Beuingungen: 

■  RX^  =  Xx&  +  2^(1  (i?  1^-  -\-yöj^  —  .^öj,), 


(19) 


xo) 


R  Z^=  kz  Q  -^  2^(li^  ^  XG,,  -  ym,) 


)• 


zu  befriedigen,  wo  X  ,  Y, ,  Z„  bekannte  stetige  Funktionen  der  Punkte 

O"  71/71/71  O 

der  Oberfläche  6  sind. 

Eine  Lösung  findet  man,  wenn  man  bemerkt,  dass  die  Gleichungen 
(1)  sich  auch  in  der  Form  schreiben  lassen: 

X-\-li  d    {    d& 


(1") 


\-    dg)  u      oz  V    dQ     '        /' 

a©  ,   .,       a  /    c'w\  1    a  /    ai-\  .    a  /  a?r\ 
^  ä7  +  ^  =  ä^  (^  a?)  +  ä^  (^  1^)  +  äl  i^  avJ 
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Es  werden  dann  unter  Berücksichtigung  von  (19j  die  Ableitungen 
der  Verschiebungen  u,  v,  tv  nach  q  durch  folgende  Formeln  gegeben, 
die  genau  den  Gleichungen  (14j  entsprechen: 

du        R'-Q*   r^   da        E-'-Q^T/X    .,,     ,        _  ^~\<i«y 

^F^  =  -^^^^J  ^n 73  -  4,ir J  (27^®  +  ^^3 -  .'^2)73 

a  ti 

I      .s  ''    ex ' 

dv         B'-q'    r^    da         R^-g^r^X       ^     ,     ._  t~\d'! 


(20) 


^  a?         "  8Äft    J  '^"   r»  47tü   J  \2,u  ^^ 


+   l«2 


de 


+  (Cä  -  -R^) 


ar 


a^ 


Aus  diesen  Gleichungen  ergeben  sich  die  Werte  von  u,  v,  w  im  Punkte 
X,  y,  z  durch  Integration  nach  p.  Die  noch  unbekannten  Funktionen 
0,  ü7j,  SJTg,  Wg  sind  dabei  so  zu  bestimmen,  dass  die  folgenden 
Gleichungen  identisch  erfüllt  sind: 


(21) 


x-Y \i  i  a<9 


^^(^1^+-) 


cT 

CQ 


+  T, 


a©    1    ^.  d    /    cu\    ,      c    (    cv\    .     c    I    dw\ 

^  ap  +  ®  =  ä^  l^  a^j  +  ä^  l^  T,)  +  ä7  l^  ä7J' 
?  äp  +  ^'^i  =  Y  Laj,  i?  ä7J  -  Tz  \S  ä^)J' 

_  1  r  a^  /  a^\ a_  /   a  «^xn 

~  2  Laa;l^aeJ       dy^  dq)\' 


a®j  , 


asg  . 


ae 


Die  Erfüllung  dieser  Gleichungen  (21)  geschieht  folgendermassen: 
Man  beachte  zunächst,  dass  die  Formeln 


(22) 


^7i?..=.6>  +  (iJ^ -.-)!?, 


bestehen,  wo  9  mit  (3  diiich  dio  Beziehung  verknüpft  ist: 
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'f) 


(23)  (p  +  2()  ^^  =  &,     mithin  auch     <jp  =  ^^j,J  '^^ 


(16. 


Lässt  man  nun  i/'j,  i^'g,  i/^'s  und  ö^,  VJ^,  ög  in  derselben  Weise  einander 
entsprechen  wie  (p  und  0  und  berücksichtigt  die  Relationen,  welche 
^,  (Tij,  ßj,  ojg  verknüpfen,  so  findet  man  leicht,  dass  die  zweite  der 
Gleichungen  (21)  sich  schreiben  läßt: 

(24)    '^±^0-2'  +  ^-^;'^ -2q'/ 

(1  o  a 

Aus  dieser  Gleichung  kann  man  (p  und  T  mit  Hilfe  von  (23) 
und  der  ersten  der  Gleichungen  (21)  eliminieren.  Bezeichnet  man  mit 
T  die  rechte  Seite  von  (24),  so  erhält  man  in  der  Tat: 

3A  +  2fi/  ^(S,^  XJ^y^        c-f>  dt     .       1 

Die  Funktion  &  bestimmt  sich  aus  dieser  Gleichung  eindeutig  durch 
zwei  Quadraturen.  Ist  &  bestimmt,  so  erhält  man  cp  aus  (23)  und  T 
aus  der  ersten  der  Gleichungen  (21).  Sind  so  fe>,  qp  und  T  bekannt, 
so  ist  es  leicht,  w^,  W^,  EJg  aus  den  letzten  drei  Gleichungen  (21)  zu 
bestimmen.  Um  z.  B.  <7)^  zu  ermitteln,  bemerkt  man,  dass  die  erste 
dieser  drei  Gleichungen  sich  reduziert  auf: 

(j  a 

In  gleicher  Weise  bestimmen  sich  STo  und  oJg,  so  dass  das  Problem 
damit  vollständig  gelöst  ist. 

Bemerkung  1.  Die  vorstehend  gegebene  Lösungsmethode  steht 
in  naher  Beziehung  zu  einem  von  E.  Ahnansi^'^)  eingeschlagenen 
Integrationsverfahren.  In  der  Tat  ist  für  den  Fall  a)  sein  Ausgangs- 
punkt ebenfalls  durch  die  Formeln  (14)  und  (15)  gegeben,  von  denen 
er  aber  a  posteriori  beweist,  dass  sie  den  ursprünglichen  drei  Glei- 
chungen (1)  für  eine  beliebige  harmonische  Funktion  T  genügen.  Im 
Falle  b)  des  Spannuugsproblems  zieht  er  auch  noch  die  Beltrami- 
schen  Gleichungen  (vgl.  IV  24,  Nr.  7  a,  0.  Tedone)  heran. 

Bemerlmng  2.  Ebenso  wie  für  die  Kugel  vom  Radius  H  führt 
das    Integrationsverfahren    von    0.  Tedone    auch    ohne    weiteres    zur 


17)  E.  Almansi,  Torino  Mem.  (2;  47  (1897),  p.  103. 
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Lösung  des  Problems  des  elastischen  Gleichgewichts  eines  isotropen, 
homogenen  Mediums,  das  den  Aussenraum  der  Kugelfiäche  vom 
Radius  E  erfüllt.  Auch  auf  den  Fall  eines  von  zwei  konzentrischen 
Kugeln  begrenzten  Körpers  unter  beliebigen  Randbedingungen  ist  die 
Methode  leicht  anwendbar  ^^).  Ebenso  ergiebt  sich  leicht,  dass  für 
72  =  oü  die  Lösungen  a)  und  b)  in  jene  für  den  unendlichen  Halb- 
raum übergehen  (vgl.  Nr.  1)^^). 

ßnmerhumj  3.  Die  in  dieser  Xummer  ('sowie  auch  in  1)  gemachte 
Annahme  verschwindender  Massenkräfte  ist  für  die  Anwendung  des  skiz- 
zierten Integrationsverfahrens  nicht  wesentlich.  Es  lässt  sich  leicht  auf 
den  Fall  beliebig  gegebener  Massen-  und  Oberflächenkräfte  ausdehnen^"). 

4.  Isotrope  Kugel:  Zweite  Lösung  mittels  Reilienentwick- 
lungen  nach  Kugelfunktionen.  Aus  der  durch  die  Gleichungen  1 14) 
und  (18)  gegebene  Darstellung  für  u,  v,  w  und  T  geht  hervor,  dass 
das  allgemeine  Integral  der  Gleichungen  (1),  das  innerhalb  der  Kugel 
vom  Radius  R  um  den  Koordinatenanfang  als  Mittelpunkt  eindeutig 
ist,  sich  in  Reiheufo rm  durch  die  Formeln  darstellen  lässt: 


(27) 


IV  = 


worin  f/^,  F,.,  TF^,  W^  räumliche  Kugelfunktionen,  d.  h.  homogene 
Polynome  vom  Grade  i  in  x,  y,  z  sind,  die  der  Gleichung  A  =0  ge- 
nügen, r'  =  x^  -\-  \ß  -\-  z^  und 

(28^    M=^  ^+-^ W      —  ^^4-^-L^. 

V^)     ^^i         2  ;.(i_l)-j-^a(3i  — 2)'        -*^<-i  —   dx    ^  dy    ^    CS 

Die  Gleichungen  (27)  und  (28)  bilden  bei  W.  Tlwmson^^)  den 
Ausgangspunkt,  der  gerade  damit  beginnt  direkt  zu  zeigen,  dass  sie 
für  beliebige   CT.,   V-,   IF^  den  Gleichungen  (1)  genügen. 

a)  Sind  auf  der  Kugeloberfläche  6  nun  zunächst  die  TVr- 
schiehungen  u,  v,  w  gegeben  und  nach  Kugelflächenfunktionen,  d.  h. 
den  sogenannten  La^>/a/rschen  Kugelfunktionen  entwickelt,  also 

OO  00  oc 

(29)       «—^A.  v=^B,  ^•=y}c,, 

1  1  1 

18)  0.  Tedone,  Ann.  di  mat.  (2)  10  (1904),  p.  40. 

19)  0.  Tedone,  Ann.  di  mat.  (3)  8  (;i902),  p.  177. 

20)  O.  Tedone,  Palermo  Circ.  mat.  Rend.  17  (1903),  p.  2-11. 
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WO  Ä-,  B-,  Ci,  Laplacesche  Funktionen  von  der  Ordnung  i  be- 
deuten, so  findet  man  bei  Berücksichtigung  von  (27)  und  (28)  ohne 
weiteres : 

Mit  diesen  Werten  von  Ui,  V-,  W^,  Wi_i  lösen  die  Gleichungen  (27) 
das  vorgegebene  Problem  des  elastischen  Gleichgewichts  der  isotropen 
Vollkugel. 

b)  Durch  einfache  Rechnung  findet  man  nun  sofort,  dass  die 
Ausdrücke  von  X„r,  Y^r,  Zj-,  die  der  Lösung  (27)  mit  den  aus  (30) 
eingesetzten  U^,  V^,  W^,  ^F^_^  entsprechen,  sich  in  folgender  Weise 
schreiben  lassen: 


1 
—  2(i-  2)  M,r'  ^^  —  -^^  /-  (-^^  0  ,   ,) 

1 
(31)  {  -  2(i  -  2)  M,r'  t^-'       »  (4;;  0  ,_,) 


1 d_ 


2(i  -  2)My'  ^1^  -  ^'—  ^  (4^  ^  ,   .) 


äi+l        ;^        ,-r>2i-l 


jl^'-^  dz  \  r' 
worin 


^'  r2'-i  a^  l  2i-i  -^.--i/j' 


(31) 


^_       1         ^' +  2)  -  f*(i' -  3) 


2  i  -f  1  ^(?:  —  1)  +  fi.(3t  —  2) 

Sind  also   auf  der  Oberfläche  6   die  Spammngen  X„,    !"„,  Z„   in   der 
Form  gegeben 

Encyklop.   d.  math.  Wissensch.    IV  2,  ii.  10 
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(32) 


X.  = 


^F,,    r„=JlG„   z„  =  2^.' 


wo  F^,  G-,  H-    wieder    Laplacesche    Funktionen    von    der    Ordnung  i 
sind,   so  ist  für  r  =  JR: 


(33) 


-^^\  =  (. 


,  =  (^-1)^.- 


B' 


E. 


II 


2»+  1  ^y  \j?2'  +  » 


2.  + 3 


_2i-(-l      -      ,  p2i 


^    '  R' 


2i  +  3 


2i  +  i  a^Vu 
—  J5;.. 


(i^TTi  ^-.-2) 


ii+1 


a  /ii 


••....), 


vp-. 


■-.)' 


^ 


.-) 


'  _r2'-i  a^ 

Da  die  beiden  Seiten  dieser  Gleichungen  harmonische  Funktionen 
sind,  so  müssen  sie  auch  überall  innerhalb  6  einander  gleich  sein. 
Aus  (33)  folgen  sofort  die  beiden  Gleichungen: 


m      —  _ 


i(2i*-f  l)  +  2u(i'' 


(34) 


i+1 


-'--       2/>  Idx  \/+i  ^'7  ^  cy  \,'+^     V  ^  c^  \r'  +  '     V-J' 

Das  Problem  des  elastischen  Gleichgewichts  der  Kugel  im  Falle^ 
wo  auf  6  die  Spannungen  X„,  1',,,  Z„  in  der  Form  (32)  gegeben 
sind,  ist  damit  durch  die  Formeln  (27)  gelöst,  wenn  für  ^,_i  der 
durch    die    erste    der    Gleichungen    (34)    bestimmte    Wert    und    für 


U,  =  A 


•i?" 


V,  =  B..,   Wi=^Ci~    die    Werte    eingesetzt    werden. 


welche   durch   die  Gleichungen  (33)  vollkommen  bestimmt   sind. 

Bemerkung  1.  Das  Problem  des  elastischen  Gleichgewichts  eines 
homogenen  und  isotropen  Mediums,  das  den  Aussenraum  der  Kugel 
vom  Radius  R  erfüllt,  wird  «"enau  wie  das  vorige  gelöst,  indem  man 
in  (27)  —  /  für  /,  d.  b.  räumliche  Kugelfunktiouen  von  negativem 
Grade  für  die  von  positivem  Grade  substituiert. 

Bemerkung  2.  Das  Problem  des  elastischen  Gleichgewichts  eines 
homogenen  und  isotropen  Körpers,  der  von  den  konzentrischen  Kugeln 
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vt)m  Radius  B  und  7i'  begrenzt  wird,  wird  dagegen  so  gelöst,  dass 
zugleich  die  homogenen  harmonischen  Polynome  von  positivem  und 
die  von  negativem  Grade  in  Betracht  gezogen  werden  und  gesetzt  wird: 

—  00 

^      -^    •  j^  L    '  •        cy   s        '"^        ex    ^     oy    ^     dz  ' 

—  00 

M-  hat  hierin  die  frühere  Bedeutung.  Bezüglich  der  wirklichen 
Bestiramimg  von  fTj-,  F|-,  W^,  wenn  auf  den  beiden  Kugelflächen  vom 
Radius  JR  und  M'  die  Verschiebungen  oder  aber  die  Spannungen  als 
Entwicklungen  nach  L(qilacescheji  Funktionen  gegeben  sind,  vgl.  die 
oben  erwähnte  Abhandlung  von    W.  TJiomson^^). 

5.  Isotropes  Rotationsellipsoid.  Wenn  man  den  Gedankengang 
Lames  hinsichtlich  der  Probleme  der  Elastizität  oder  überhaupt  der 
mathematischen  Physik  verfolgt,  so  drängt  sich  unwillkürlich  die 
Überzeugung  auf,  dass  er  wiederholt  die  Lösimg  des  Problems  des 
elastischen  Gleichgewichts  eines  Ellipsoids  versucht  haben  muss.  In 
seinem  Buche  „Le9ons  sur  les  coordonnees  curvilignes"  [§  179,  p.  837] 
bemerkt  er,  nachdem  er  seine  Lösimg  des  Problems  (des  elastischen 
Gleichgewichts)  der  Kugel  auseinandergesetzt  hat,  dass  damit  das 
erste  Beispiel  für  die  Lösung  der  in  Rede  stehenden  Probleme  für 
einen  allseitig  begrenzten  Körper  gegeben  sei,  und  sagt  dann:  „11  y 
a  tout  lieu  de  penser  quon  ne  reussira,  dans  la  meme  voie,  avec 
un  autre  Systeme  orthogonal,  qu'en  lui  decouvrant,  d'abord,  la  faculte 
analogue,  de  developper  sbmdtanement  deux  ou  trois  fonctions,  de  une 
ou  de  deux  de  ses  coordonnees."  Man  wird  daher  vermuten,  dass 
Lame  untersucht  hat,  ob  jene  Bedingungen  für  den  nach  der  Kugel 
einfachsten  allseitig  begrenzten  Körper,  für  das  von  ihm  in  die  mathe- 
matische Physik  eingeführte  Ellipsoid,  zutreffen.  Doch  hat  Lame,  so- 
weit den  Referenten  bekannt  ist,  nichts  über  den  Gegenstand  ver- 
öffentlicht. 

In  der  Folgezeit  sind  zahlreiche  Versuche  zur  Lösung  des  Pro- 
blems unternommen.  Wir  nennen  die  Arbeiten  von  C.  Somigliana  ^^), 
von  C.  Chree^'^),  von  E.  und  F.  Cosserat^^)  und  von  T.  Boggio^),  in 

21)  Ist.  Lomb.  Rend.  (2)  24  (1891),  p.  1005. 

22)  Quart.  J.  of  math.  27   (18951,  p.  338. 
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denen  so  vorgegangen  wird,  dass  zunächst  Partikularlösungen  in  Form 
von  Polynomen  konstruiert  werden.  Ihre  Resultate  sind  aber  auf  das 
Äussere  des  Ellipsoids  nicht  leicht  auszudehnen.  Eine  Lösung  im 
eigentlichen  Sinne  des  Woi:tes  dürfte  von  keiner  dieser  Arbeiten  erbracht 
sein^"^).  Für  das  Rotationsellipsoid  hat  0.  Tedone^^)  auf  Grund  des  von 
ihm  entwickelten  Integrationsverfahrens  (IV  24,  Nr.  12,  0.  Tedone) 
eine  völlig  allgemeine  Lösung  in  Reihenform  gegeben,  die  hier  skizziert 
werden  kann.  Insbesondere  sei  wegen  der  Eigenschaften  der  Kugel- 
funktionen, von  denen  im  folgenden  weitgehender  Gebrauch  gemacht 
wird,  auf  das  Referat  von  A.  Wangerin  (11 A  10)  verwiesen. 

a)  An  der  Oberfläche  des  Ellipsoids  seien  die  Verschiebungen  vor- 
geschrieben.    Die  Lösung  des  Problems  ist  dann  gegeben  durch 


(35) 


wo  U,  F,  W  im  Innern  des  Ellipsoids  reguläre  harmonische  Funk- 
tionen, welche  auf  der  Oberfläche  die  für  u,  v,  ic  vorgeschriebenen  Werte 
annehmen,  0  die  Dilatation  und  ®j.,  0  ,  ®.  ebenfalls  im  Innern  des 
Ellipsoids  reguläre  harmonische  Funktionen,  die  auf  der  Oberfläche 
bezüglich  die  Werte  von  x®,  y®,  z®  annehmen.  Wenn  diese  Funk- 
tionen durch  die  Oberflächenwerte  von  m,  v,  iv  bzw.  von  U,  V,  W 
ausgedrückt  sind,  ist  das  Problem  gelöst. 
Es  werde  nun  uesetzt: 


(36) 


JC  =  JiQt, 


y  =  Äl/((,2-l)(l_^2)C08^, 

s  =  h  i/(()2  —  iY(\^:rf-^  sin  i' , 


wobei  I^J^l  und  entweder  //,  q  reell,  oder  h,  q  rein  imaginär;  im 
ersteren  Falle  |  ^  j  ^  1.  Dann  stellen  bekanntlich  q,  f,  i<  ein  System 
rechtwinkliger  Koordinaten  dar,  und  die  Flächen  q  =  coust.  sind  im 
ersteren  Falle   verlängerte,    im    zweiten   Falle   abgeplattete   Rotations- 


23)  Paris  C.  R.   127   (_1898),  p.  315;  133  (1901),  p.  3G1. 

24)  Roma  Acc.  Line.  Rend.  (5)  15  (1906),  p.  104. 

24')  Spezielle  Probleme  betr.  das  EUipsoid  sind  auch  gelöst  worden  von 
C.  Ghree,  Quart.  J.  of  math.  23  (1888),  p.  11;  L.  Lecornu,  Paris  C.  R.  123  (189G), 
p.  96  und  A.  Viterbi,  Roma  Acc.  Line.  Rend.  {b)  12'  (1903\  p.  249  u.  300. 

25)  Roma  Acc.  Line,  Rend.  (6)  14'  (1905),  p.  76. 
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ellipsoide.  Ob  der  eine  oder  der  andere  Fall  vorliegt,  möge  un- 
bestimmt gelassen  werden,  und  es  sei  r  der  dem  gegebenen  Ellipsoid 
entsprechende  Wert  von  (j. 

Zunächst  kann  man  U,  V,  W  in  Reihenform  darstellen.  Bedeute 
P„^{t)  das  Legendresche  Polynom  vom  Argument  t  und  der  Ordnung  m, 
und  bezeichne  P,„  ^it)  den  Ausdruck 


1  d*P^{t) 


80  kann  man  setzen: 


(37)     cr=  2  2"'  K^  '^'  '>  +  K<  '^  *^)  ~  tI  ^r.M 

0  (■  "m,iv) 

wo  die  Konstanten  a  und  b  als  bekannt  anzusehen  sind.  V  und  W 
werden  durch  zwei  analoge  Formeln  gegeben,  die  sich  ergeben,  wenn 
die  a,  b  etwa  mit  a,  b'  bzw.  mit  a",  b"  vertauscht  werden. 

Analog  kann  man  die  Dilatation  &  als  harmonische  Funktion  in 
der  Form 

OD  30 

(38)      @  =  2  2"  (^"M  c««  '■'^'  +  ^m,i  Sin  *»  ^^  Pm,iit) 

0  1  "m,iv) 

ansetzen,  in  der  aber  die  Konstanten  A^  .  zunächst  noch  unbekannt 
sind.  Damit  ist  dann  das  Problem  darauf  zurückgeführt,  die  Funk- 
tionen @^,  &y,  &.  zu  konstruieren  und  die  Konstanten  A^^^^,  B^^  so 
zu  bestimmen,  daß  die  Relation 

3^  +  5fx  ^        l^\^  /^  ^  _L  ^  ^    1    ^  ^  _  ^  ®x  _  L^  _  ^  ® A 
(ock\        ^^  ^."    ^     dx  ^  ^  dy  ~^      cz  ex  dy  dz ) 

=  ^^'    ^    dV    ,    dW 

ex  ~^  dy  '^   cz 

identisch  erfüllt  ist. 

Berücksichtigt  man  die  Formeln  (vgl.  II A  10,  Nr.  6,  A.  Wangerin): 


(40) 


(1  -  f)  "^     =  {m  +  mPJi)  ~  P,„,,a)], 
(2m  +  1)^P,„(0  =  (^'^  +  l)^.  +  i(0  +  >"^.-i(0, 
{2m  +  1)  PJO  =  ^,  [P.^.CO  -  P.-i(0], 


sowie  die  entsprechenden  allgemeinen  Formeln,  die  sich  auf  die  P„, ,. 
beziehen,  und  die  Integralformeln,  die  die  Werte  der  Konstanten 
^m,t?  ^m,i  durch  die  Oberflächenwerte  von  &  ausdrücken,  so  ergeben 
sich  ohne  weiteres  für  die   &^,  &  ,  0,  folgende  Formeln: 
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CC  OD 


(41)  • 


^  "^    "^     r/«'     ^  7      >4  ^m  +  l,.-l      ,      -^I7l-l,f-l\ 

0  r  '^ 

r     /a'  T.  ■/  T)  -^m  +  l.t-l     I     ■°m-l,i-l\     .      •  ,    I      »'.»(^^   TJ  i 

+  (-^i?,+M+i-^-^^«-i,i+i ^H d~-  V'"^^^Jp-(r)^"»''^^-'' 

*        *      r/   ,  '  R  R  \ 

0  r 

w©  zur  Abkürzung 

c  =  hr,         q=-]/r2— 1, 
a  ^  m  -}-  i  -\-  1,         y  =  m  —  i,         a  =  a{a  -\-  1) 
/3  =  2w+3,  (3  =  2m  — 1,      /  =  ^(y  —  1) 

gesetzt  ist. 

Um  nun  zur  Berechnung  der  Konstanten  A^  ^,  B^  ■  überzugehen, 
ist  es  zunächst  erforderlich  Formeln  aufzustellen,  die  die  Ableitungen 
der  Reihe  (38)  nach  x^  y,  z  liefern.     Setzt  man  zur  Abkürzung 

so    findet    man    unter   Anwendung    der    Formeln    (40)    und    der  ent- 
sprechenden allgemeineren  Formeln: 

^^    (w  +  »)  (7»  —  i  -f  1)  [A     .  cos  i  ip  +  B    ,.  sin  i  i/»]  , 

=  Z'Z"^ (2»»  +  l)P,,(r) ^m-^A9,i), 

h{Q- — ^)---==^/(p^ —  1)(1  —  ^Jcosi^  [q- t-^] ,   .       --^=^  >rr 


(42) 


<X  3C 


^'^  '  cz        ^  ^^  '^  '  V  dg  ^«/  T^  y(„s_i)(i_f*)  «^Tf» 

_   _    1    V'V     ^V«-^'°(*'  +  ^^  "^  ~  ^'",  •^°'  ^*  +  ^^  '^  s-l?  A 

-  ^  ;^  (2  w  -f  1^  p„, ,.(r)  y—  i 

1  yr.  ^^  (m+0(w+f-l)(w-t-f  l)(w-i+2) [^,„  .sin  ^/-l) ii>-.g„.^  .C08(t-l)»f>] 
'^'^  (2-  +  l)P«..(r)V^  ?N„-M-.(P.O. 
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wo  der  dem  Suninienzeiehen  iu  deu  beiden  letzten  Formeln  angehängte 
Akzent  anzeigt,  daß  für  /  ^  0  der  Faktor  ^  fortfällt.  Mit  Hilfe 
dieser  Formeln  transformiert  sich  Relation  (39)  in 


(•i3) 


yj'y'".        ^         rr(m-i4-l)(m-e  +  2) 
^^     2 »1  +  3  IL  2m +  1  ^7«,.-^V< 

0  I 


2?«  +  1 


H    B 


hierin  ist 

^  R     .=  31+5ft  +  w(^  +  f*)  _  ^  w  +  t  +  1  yi-r» 


(44)    { 


(^ +.")-?;„,  .W 


Pm  +  i,i(r)     '     2P^^,,_,(r) 


_  (w  +  X  -|-  1)  (w  +  t  +  2)-)/l  —  r' 

c,                 —  3i  — 5|(i  +  (m  +  3)(l-|-/i)  m  — i  +  2 

o„  ,  i)  i== 7:i — ; t^f: T^ T 


yi^ 


a+f^)^n,  +  2,,-W 


^„.  +  i,.-W  2P„,^,_,_,(r) 


+ 


(m  —  i  +  l)(m  —  1  +  2)  |/l  —  r* 


2P. 


m  +  l 


,(+iW 


^".'  =  MTTS  [^ (»'  +  '•  +  iH»  -  ^  +  2)  j^ 


*m  +  l,t"-l 


'^m  + 1,1-1 


IP. 


m  +  l 


./-iW 


]' 


_  (ffl  +  i  +  l)(m  +  t  +  2)(m-t  +  l)(m-i  +  2)(a;„^^,.^,-f  &;;^^^ ,  + 1) 
V^^^,„  +  i,,-  +  iW 

^m  +  l,t-l  -\-  "m  +  l,»-l 

y'=^n.-.i,.-iW 

_  (ffl  +  t  +  l)(m+z+2)(>«-i  +  l)(/»-r  +  2)(b;„^i^,.^,  — a;;^^^ , ^. j) 

V=^^m  +  l,,-4.lW 

der  dem  Summenzeichen  angehängte  Akzent  deutet  an,  daß  die 
den  beiden  ersten  Werten  von  i  entsprechenden  Größen  -R,„^o> 
^mij  ^m+2  of  •  ■  ■  einen  vom  allgemeinen  Gesetz  abweichenden  Wert 
haben. 

Um  nunmehr  die  Gleichungen   zu  finden,    denen   die  Konstanten 
■^m  t»  -^m  .•  genügen,  bemerke  man,  daß 


}' 
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m 

=  ie'  -  t'){2m  +  3)  2(2''-+  DsiT^+V.™  ^M-W-PvCO, 

<od.!  +  l 

WO  der  untere  Index  des  Summenzeieliens  /  ist,  wenn  m  —  i  gerade, 
und  *  +  1,  wenn  m  —  i  ungerade.  Setzt  man  diesen  Wert  von  ^^ ,. 
in  (43)  ein  und  ordnet  rücksichtlich  der  P„i,SQ)Prn,i{^)}  '^^  ergeben 
sich  die  gesuchten  Gleichungen,  indem  man  in  der  so  transformierten 
Formel  (43)  die  Koeffizienten  von  P^  .  (p)  P^  .(fj  cos  /^  und 
P  ^{q)  P„^i{t)  ainiip  gleich  Null  setzt.  Aus  diesen  Gleichungen  ergiebt 
sich  dann,  dass  die  Koeffizienten  von  ^„,^i(Q,  t)  cos  iii),  ^m,f(?,  f)  sin  ?> 
in  der  Formel  (43)  verschwinden.  Wir  betrachten  im  folgenden  nur 
diejenigen  Koeffizienten,  welche  die  ^„^ ,.  mit  geradem  m  —  /  ent- 
halten; für  die  J.^  ^  mit  ungeradem  m  —  i  und  für  die  B^  ■  ist  die 
Überlegung  analog.  Bemerkt  man,  dass  für  jedes  Wertesystem  von 
m,  i  die  Gleichung: 

(45)  K,iPrr.,i(r)  +  'S'„,^.,,,P,„^,,,(r)  =  0 

besteht,  so  folgt  sofort  aus  den  genannten  Gleichungen: 


(46) 


(2i  +  2i')!  ^i+-2k,i 


{2ky.       (2*  +  4Ä:  +  l)P.^2t,.W 


^'■■-  -^.(2^+201  ^i  +  2j,i 


=  (2^)J  lüT^kl^,  -  2 


(2i+l)P.,(r)         ^    (2i  +  2)!  2?,.^2.^,P,^2.,(r) 

Geht    man    nunmehr    zur    Grenze    k  =  oo    über    und    bemerkt,    dass 
wegen  der  Konvergenz  von  (38) 

lim  A  +  2*,.  =  0, 

so  findet  man,  wenn  man  noch  die  asymptotischen  Werte  von  P.  +  st  A'') 
in  Rücksicht  zieht, 

^      ^  (2i  +  l)P..(r)         ("20!4-'    (2J+2)!  P.^,..P,^3.^.(r) 

und  daher  auch 

(Ar\   ^'  +  2A-,i {2ky.        •VT.(2j-{-2r.!  Ti  +  ij,i 

K       ;   (2i+2Ä+l)P.^2,^.(r)  (2t  +  2A-)!4.'    '-•^' +  2)!   i?.^^.^  .P,^3^^,(r)  ' 

b)  Durch  ähnliche  Rechnungen  gelangt  man  zur  Lösung  des 
Problems,  wenn  an  der  Oberfläche  des  EUipsoids  die  Spamnitigcn  vor- 
geschrieben sind.  Wir  wollen  hier  das  Verfahren  nur  kurz  andeuten. 
Man  hat  in  diesem  Falle  ausser  &  auch  die  Rotationskomponenten  Wj, 
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SJj,,  0^3  zunächst  als  bekannt  anzunehmen.  Als  harmonische  Funk- 
tionen lassen  sie  sich  in  einer  zu  (38)  analogen  Form  ansetzen.  Man 
hat  dann   die  drei   Ausdrücke  zu  konstruieren: 


;48) 


wo  ti,  V,  (V  die  im  vorigen  Problem  bestimmten  Funktionen  sind.  Setzt 
man  q  =  r  und  benutzt  die  früher  angewendeten  Formeln  (41),  so  kann 
man  jeden  der  so  umgeformten  Ausdrücke  (48)  nach  Kugelfunktionen 
entwickeln.  Bedient  man  sich  überdies  der  Gleichungen  (1'),  so  kann 
man  aus  den  erhaltenen  Ausdrücken  die  Konstanten  eliminieren,  die 
in  den  Reihen  für  w^,  oT,,  STs  vorkommen.  Da  nun  die  Ausdrücke 
(48)  für  p  =  r  die  Werte  von 


(49)  A„  (/  ^  -h  p3T)"      ^«V  r'^  {r^-  -  1)"     ^"  V  r*  ^  (r*-  1)«' 

annehmen,  so  erhält  man,  wenn  man  die  Ausdrücke  (49)  für  Q  =  >' 
nach  Kugelfunktionen  entwickelt  und  mit  den  analogen  Entwicklungen 
der  (48)  für  Q  =  r  identifiziert,  eine  Reihe  von  Gleichungen  zur  Be- 
stimmimg  der  Konstanten  «,  &;  a,  &';  a",  h",  die  in  die  Ausdrücke  für 
u,  V,  IV  mittels  der  Konstanten  der  Reihenentwicklungen  für  (49)  und 
der  Konstanten  A  und  B  der  Entwicklung  für  @  eingehen.  Setzt 
man  schliesslich  diese  Werte  von  a,  h:  a,  &';  a",  d"  in  (46)  und  den 
analogen  Gleichungen  ein,  so  ergeben  sich  Gleichungen,  in  denen  als 
Unbekannte  nur  die  Ä  bzw.  die  B  vorkommen.  Diese  Gleichungen 
lassen  sich  wie  in  dem  Falle,  wo  an  der  Oberfläche  die  Verschiebungen 
gegeben  sind,  lösen. 

Bemerkung.  Vertauscht  man  die  Kugelfunktionen  P  mit  denen 
2.  Art,  so  erhält  man  die  Lösung  der  entsprechenden  Probleme  für 
den  Aussenraum  des  Ellipsoids.  Kombiniert  man  die  beiden  Lösungen, 
so  kann  man  die  crenannten  Probleme  auch  für  den  von  zwei  kon- 
fokalen  Rotationsellipsoiden  begrenzten  Raum  lösen. 

6.  Unendlicher  isotroper  Kreiszylinder.  Die  erste  Behandlung 
des  Zylinderproblems  wurde  wieder  von  G.  Lame  und  E.  Clapeyron  ^^) 
in  Angriff  genommen.  Mehr  oder  minder  spezielle  Fälle  sind  dann 
in   grosser  Zahl  gelöst  worden,   worüber  im  Abschnitt  II  ausführlich 


26)  J.  f.  Math.  7  (1831),  p.  407. 
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berichtet  wird.  Eine  allgemeine  Lösung  gab  nach  der  Methode  der 
Partikularlösungen  (vgl.  IV  24,  Nr.  11,  0.  Tedrme)  L.  Pochhammer -^'■) 
im  Falle,  dass  die  Spannungen  an  der  Begrenzung  periodisch  im  Sinne 
der  Zylinderaxe  verteilt  sind.  Für  beliebige  Spannungen  an  der  Ober- 
flüche gab  0.  Tedone  ^^)  nach  der  von  ihm  entwickelten  Integrations- 
methode (IV  24,  Nr.  12  f.,   0.  Tedom)  die  Lösung. 

a)  Sind  auf  dem  Mantel  des  unendlichen  Zylinders  vom  Radius  B, 
die  Verschiebungen  vorgeschrieben,  so  geht  man  von  den  Formeln  (2)  aus. 
Die  Axe  des  Zylindei's  falle  zusammen  mit  der  a;-Axe.  Führt  man 
nun  Zylinderkoordinaten  x,  I,  4'  ein,  sodass  y  =  Z  cos  t^,  ^  =  /sin^ 
und  bezeichnet  mit  ./,,  die  Sessehche  Funktion  1.  Art  von  der  Ord- 
nung V  (vgl.  II  A  10,  Nr.  44,  Ä.  Wangerin),  so  lassen  sich  nach  einer 
von  G.  Kirchhoff' -''^)  gegebenen  Ent^vicklung  die  Funktionen 


U 


hcß' 


dG 
dn 


dö,    y 


iTtJ 


dG 
dn 


da,     W 


Lf"- 


dG 
d)t 


l6 


und  0   als   harmonische   Funktionen   in    folgende   Reihen    entwickeln; 


(50) 


O  "         —  35  —  X 

-f-  M,,(|)  sin  vxp\  cos  f(|  —  x^di,, 


(51) 


^  =  h^Jf:JmO^I^^^^^^ 


^ 


+  0,.(|)sint/^t']cos^(|  —  x)di,, 

wo  i  =  y —  1;  ^/,,,  w,,  .  .  .  ü\  sind  die  Koeffizienten  der  Fonrierschew 
Entwicklung  der  gegebenen  Oberflächenwerte  von  u,  v,  ir  und  daher 
als  bekannt  anzusehen.     Da  ferner  auf  dem  Zylindermantel 

00 

ö  =  2  [<y.  (^)  cos  V  i'  +  0,,(^)  sin  V  ^i'J , 

0 

so  kann  man  auch  für  die  in  den  Formeln  (2)  auftretenden  Ausdrücke: 


26»)  L.  Pochhammer,  J.  f.  Math.  81  (1876),  p.  33:  vgl.  C.  Oiree,  Cambr.  Phil. 
Soc.  Trans.  14  (1889),  p.  250. 

27)  Roma  Acc.  Line.  Rend.  lö^  13'  (1904),  p.  -232. 

27*)  G.  Kirchhof,  Über  den  induzierten  Magnetismus  eines  unbegrenzten 
Zylinders  von  weichem  Eisen,  J.  f.  Math.  48  (1853),  p.  348  =  Ges.  Abb.,  Leipzig 
1882,  p.  193. 
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4«^  '       an         '  ^TtJ    '       an         '  ^nj  '       dn 

a 

ähnliche,  die  fe>,,  ö^,  als  Koeffizieuten  enthaltende  Entwicklungen  auf- 
stellen. Die  Reihen,  die  sich  so  für  u,  v,  iv  ergehen,  hat  man  nun 
in  die  Identität 

ex    *    cy    '    dz 

einzuführen  iind  alsdann  die  Koeffizienten  der  einzelnen  trigono- 
metrischen Terme  links  und  rechts  gleichzusetzen.  Man  erhält  so 
folgende  Relationen  für  die  0,,: 

—  00  —  00 


und  analoge  Relationen  für  die  &^. 

Diese  Integralgleichungen  sind  von  der  Form 

+  OD  +  OC 

(53)  &*{x)  +  ~J(pit)dtJ&*(^)  coHt{^  -  x)d^  =  f{x), 

wo  fp(J)  und  f{x)  bekannte  Funktionen  und  (pif)  eine  gerade  Funktion 
ist;    ihre  Lösung    ist    gegeben  durch 


+  x  +x 


(54)  e\.)  =  ±J^^^Jf<^)  cos«(l  -  x)rfS. 

—  00  —  X 

b)  In  ähnlicher  Weise  erledigt  sich  das  Problem  des  unendlichen 
isotropen  Zylinders,  wenn  die  auf  den  Mantel  wirkenden  Spannungen 
vorgeschrieben  sind. 

Bemerkung  1.  Führt  man  statt  der  Bessehoheu  Funktionen  1.  Art 
diejenigen  2.  Art  ein,  so  erhält  man  die  Lösung  für  einen  den  Aussen- 
raum  des  Zylinders  erfüllenden  Körper. 

Bemerl'ioig  2.  Das  Problem  des  elastischen  Gleichgewichts  eines 
geraden  Kreiskegels  ist  von  0.  Tedone'^^)  in  ähnlicher  Weise  durch 
Einführung  der  3ieÄ?erschen  Kegelfunktion  (vgl.  II  A  10,  Nr.  28, 
A.  Wangerin)  gelöst  worden. 


28)  Roma  Acc.  Line.  Rend.  (.5)  14'  (1905),  p.  316. 
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7.  Allgemeinere  isotrope  Rotationskörper.  A.  Wangerin^)  ist 
es  auch  für  allgemeinere  Fälle  gelungen,  die  Lösungen  der  Haupt- 
gleichungen des  elastischen  Gleichgewichts  eines  homogenen  isotropen 
Körpers,  der  von  einer  beliebigen  Uradrehungsfliiche  begrenzt  ist, 
durch  Verallgemeinerung  des  Latneschen  Ansatzes  für  die  Kugel  in 
eine  Form  zu  bringen,  die  für  die  Befriedigung  von  Randbedingungen 
geeignet  ist.  Die  in  den  vorstehenden  Nummern  behandelten  Probleme 
ordnen  sich  als  spezielle  Fälle  dieser  allgemeinen  Kategorie  unter. 

Es  werden  Zylinderkoordinaten  r,  if,  z  eingeführt,  in  denen  sich 
das  Quadrat  des  Bogenelements  durch 

(55)  ds''  =  (h-  +  rW^''  +  dz\ 
ausdrückt. 

In  einer  Ebene  '\\}  =  const.  seien  nun  zwei  orthogonale  Kurven- 
systeme  gegeben,   die   stets   als   durch   eine  Gleichung  von  der  Form 

(56)  a  +  iß  =  f(z  +  ir) 

bestimmt  angesehen  werden  können,  unter  f  eine  Funktion  der  Varia- 
bein z  -)-  ir  verstanden.  a,  ß,  ip  können  dann  als  die  Parameter 
eines  Systems  rechtwinkliger  Koordinaten  im  Raum  betrachtet  werden, 
und  das  Quadrat  des  Bogenelements  in  diesem  neuen  Koordinaten- 
system wird  sich  ausdrücken  durch: 

(57)  ds^  =  Jr{d-x'-  +  dß')  +  r'dil^\     Jr^  =  modf'iz  +  ir). 
Die  Elementardilatation  &  genügt  nun  der  Gleichung: 

(^^)  Ä  (*"!?)  +  Wß  (''^)  +  F  1^  =  ^5 

mithin  kann  man  setzen: 

(X 

(59)  0  =  x,  +  2^V^n 

wo  Xq  und  X,  reguläre  Lösungen  der  beiden  Gleichungen 

/gQ\  da  \     dcc  /     ^    cß  \     dß  /  ' 


c 
sind. 


a  \     ccc  J     '     dß  \      Cß  /  r        ' 


Setzt  man  nun  &  in  der  Form  (59")  als  gegeben  voraus,  so 
handelt  es  sich  zunächst  darum,  die  Rotationskompouenten  '*?j,  "v?g,  Vj 
aus  den  vier  Gleichungen  zu  bestimmen: 


29)  Arch.  Math.  Phys.  55  (1873),  p.  113.  Die  Theorie  wurde  weiter  aus- 
gestaltet von  P.Jaerisch,  J.  f.  Math.  104  (1889),  p.  177,  und  Hamburg  uiath.  Ges. 
Mitt.  1  (1889),  p.  278. 
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\'[M^-''^)-'7;]='^, 


(61) 


da  ' 

x-\-2(i  a« 


Zu  diesem  Zwecke  setzt  mau: 

(62) 

2>-^^3  =  ^%  +  2''^'^^-"'' 

1 
wo  die  L,  M,  N  nur  von  a  und  ß  abhängen.     Man  findet  so: 

'  Od      '  (i        Oa  ^        'S      '  ji  (^^  ' 


(63) 


(64) 


in  diesen  Formeln   sind    l^^  und   Y^  Funktionen,   die  den  X^  und  X^ 
analog  sind  bzw.  denselben  Gleichungen  genügen. 

Es   bleibt   noch   übrig,    die   Verschiebungen   x^,  k^,  z^   nach   den 
Richtungen  a,  ß,  ip  aus  den  Gleichungen  zu  bestimmen: 

0  _  4_  (?'-^  +  ^i' -.  +  /,2aji3\  =  Xo  +  yi ^.^''^ 

1 

Zu  diesem  Zweck  macht  man  den  Ansatz: 

i  1 

00 
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wo    U,  V,  W  ebenfalls    nur   von  u   und  ß   abhängen.     Durch    direkte 
Substitution  findet  man: 


(65) 


TT  =  ^'^^  _L  ^*  _  i_^^ 
^-^0         'da    ~^   da  r    dß  ' 


da 


V  =^0  4-^4-1^ 
ö  dß    ~^   Cß  ~^    r    du-> 


«— /'-(f  "''-^'"')> 


in  diesen  Formeln  ist  Z^^  eine  Funktion  von  derselben  Art  wie  Xq 
und  Yo,  und  ^  und  '^¥  sind  bezüglich  partikuläre  Integrale  der 
Gleichungen : 

d    (   d^\    ,      d    (   d^\        ,2    V 
daV-d^)+dßV-dß)=^''^^^ 


0 
d  a 


/  1    ^  ^A     ,     A  /  jL  ^\  _L  ^  AT   —  0 
\7    da)  ~^  dß\r    cß)  ~^    r   ^o  ~  ^' 


die  sich  leicht  in  der  Form  bestimmen  lassen 
0  =  PX,4-  Q-^-4-  R~^,     ^ 


^     '      ^    ca      '  cß  ' 


wo  P,  ^^,  i?;  P',  C^',  P'  geeignete  Funktionen  von  a  und  /3  sind. 
Schliesslich  ist: 


dW 


(66) 


is  F  = 


da 

dß" 


isW,  =  Z^  +  zY,-\-\  '-±^  {^  +  r')X,  +  P"X, 


^   ^      da    ^  ^       dß  ' 

WO  .Z^  eine  Funktion  von  derselben  Natur  wie  A'^  und  1'^  und  P", 
Q",  R"  von  derselben  Natur  wie  P,  Q,  R  sind. 

Die   allgemeine   Lösung   der  Gleichungen   des   elastischen  Gleich- 

o  o  o 

gewichts  für  einen  homogenen  und  isotropen  Körper  ist  damit  aus- 
gedrückt in  Reihen,  in  die  die  unbekannten  Funktionen  X,  1'  Z  ein- 
gehen. In  jedem  speziellen  Fall  kann  man  sich  mm  dieser  unbekajmten 
Funktionen  bedienen,  um  Oberflächeubedingungen  zu  genügen. 

A.  Wanger  in  hat  diesen  Ansatz  für  das  Rotationsellipsoid,  die 
von  zwei  exzentrischen  Kugeln  begrenzte  Schale  und  den  Kreisring 
unter  der  Annahme,  dass  an  der  Oberfläche  die  Spannungen  gegeben 
sind,  weiter  verfolgt.  Er  zeigt  jedoch  nur  au  dem  Beispiele  des 
Kreisringes,  dass  die  üblichen  Methoden  zur  Bestimmung  der  willkür- 
lichen Konstanten  ausreichen. 
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II.   Lösiinp:eii  für  l)eson<lerc  Handbcdin^unj^en  oder 
Siiii^ularitäteii. 

8.  Einleitende  Bemerkung.  Ableitung  partikulärer  Lösungen 
überhaupt.  Deu  weuij^eii  Füllen  gegenüber,  in  denen  die  Integration 
der  Gleichungen  des  Gleichgewichts  elastischer  Körper  bisher  all- 
gemein, d.  h.  unter  den  allgemeinsten  Kandbedingnngen  möglich,  ist 
die  Zahl  der  speziellen  L()snngen  für  besondere  Randbedingungen  eine 
sehr  große.  Wie  bereits  in  der  Vorbemerkung  angedeutet,  giebt  es 
solche  spezielle  Lösungen  besonders  in  Fällen,  in  denen  die  Daten 
des  Problems  (Randbedingungen  und  Massenkräfte)  in  einfacher, 
natürlicher  Beziehung  zur  Form  des  Körpers  stehen.  Dies  bedingt, 
dass  bei  Einführung  geeigneter  Koordinaten  und  geeigneter  Kom- 
ponenten der  Verschiebung  die  Lösungen  in  diesen  Fällen  durch  ver- 
hältnismässig einfache  Ausdrücke  gegeben  sind.  Zugleich  ist  das  ord- 
nende Prinzip  für  die  auf  diesen  Ansätzen  beruhenden  speziellen 
Lösungen  häufig  dadurch  gegeben,  dass  bestimmte  Voraussetzungen 
über  die  Abhängigkeit  der  gesuchten  Funktionen  von  den  einzelnen 
Koordinaten  zu  Hilfe  genommen  werden.  So  werden  z.  B.  einzelne 
Verschiebungs-,  Formänderungs-  oder  Spannungskomponenten  als  un- 
abhängig von  einer  oder  von  zwei  Koordinaten  oder  als  verschwindend 
vorausgesetzt.  Dabei  ist  aber  zu  beachten,  dass  derartige  Voraus- 
setzungen bezw.  die  daran  geknüpften  Folgerungen  stets  mit  Hilfe 
der  Kompatibilitätsbedingungen  (vgl.  IV  24,  Xr.  7a,  0.  Tedone)  kon- 
trolliert werden  müssen. 

Die  Ableitung  partikulärer  Lösungen  des  Problems  des  elastischen 
Gleichgewichts,  die  zunächst  etwas  verwickelt  erscheint,  da  die  un- 
bekannten Funktionen  u,  v,  tv  drei  simultanen  Differentialgleichungen 
genügen  müssen,  wird  für  den  Fall  der  Isotropie,  wie  J.  Boussinesq  ^°) 
gezeigt  hat,  dadurch  erleichtert,  dass  es  gelingt,  dies  Gleichungssystem 
auf  drei  Gleichungen  mit  nur  je  einer  unbekannten  Funktion  zurück- 
zuführen.    In  der  Tat  werden  die  Gleichungen 


(1") 


durch  den  Ansatz 


^AH  +  (A  +  ^)|f +  pX  =  0 
^At;  +  (A  +  ^)||+pr=0 


30)  Appl.  des  potentiels,  p.  281;   vgl.  auch  C.  Somigliana,  Ann.  di  mat.  (2) 
17  (1889),  p.  37;  Nuovo  Cim.  (3)  36  (1894),  p.  28. 
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(67) 


w  =  (A  +  2^)AU-a  +  ^)|*;, 
(^  +  ^)||' 

befriedigt,  wenn  U,  35,  2Ö  Lösungen  der  Gleichungen 

(  /i(A  +  2,a)AAU  +  ^X  =  0, 

(68)  i^(AH-2^jAA3S  4-pr=0, 

U(A  +  2^)AA2iS  +  pZ  =  0 
sind  und 

(68') 

gilt. 

9.  Potentialdeformationen  und  dilatationsfreie  Drillungsdefor- 
mationen. Eine  wichtige  spezielle  Klasse  von  Defonnationen  stellen 
die  von  G.  Lame^^)  zuerst  betrachteten  Potentialdeformationen  dar,  bei 
denen  die  Verschiebung  u,  v,  w  ein  Potential  cp  besitzt: 


au 

dx 


i  =  '^  +  ^z;^  +  ^ 


dy 


(69) 
so  dass 
(70) 

(71) 


dx- 


dcp 
Jy' 


IV  = 


dfp 
Tz 


0^A^,     Wj  =  0J2=  Wg^  0; 


y,= 


av 


2/v  = 


^-= 


a'qp 


a> 


dydz^       -^       dzdx'       *       dxdy' 
Für  g)  besteht  eine  Differentialgleichung  4.  Ordnung;  speziell  wird  bei 
isotropen   Körperu    im   Falle    verschwindender  Massenkräfte,    da    hier 
A0  =  O, 
(72)  AA(p=0. 

Die  Gleichungen  (1")  ferner  zeigen,  dass  im  Falle  der  Isotropie 
Potentialdeformationen  nur  möglich  sind,  wenn  die  Massenkräfte  X, 
Y,  Z  ein  Potential   ^  besitzen,  wo 

^=—  Aop  +  const. 

Potentialdeformationen  sind  also  stets  driUuncisfrei ,  d.  h.  sie  be- 
sitzen verschwindende  Komponenten  der  mittleren  Rotation  und  sind, 
wenn  Massenkräfte  fehlen,  mit  konstanter  Dilatation  verknüpft. 

31)  G.  Lame,  Le9ons  sur  la  theorie  aualytique  de  hi  olialeur,  Paris  1861. 
p.  290.  Vgl.  auch  Tr.  Voigt.  Elementare  Mechanik,  Leipzig  ISS'J:  2.  Aufl.,  Leip- 
zig 1900,  p.  502. 
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Das  Gegenstück  zu  den  Potentialdeformationen  bilden  die  soge- 
nannten (lilatationsfreien  Drillimgsdeformationen^^).  Schreibt  man  die 
Gleichungen  (1")  in  der  Form  (vgl.  IV  24,  Nr.  2  c,   0.  Tedone) 


(1'") 


(A  +  2,)||-2,a('^-^)  +  ,r  =  0, 


dy 
so  folgt  für  0  =  0  und  verschwindende  Massenkräfte: 

r-in\  ~         dip        ^         dtp       ^         dtp 

{i^}  "i=ä^'    "'^^dVj'    "^-'^Tz' 

Da  ^  +  4^  +  1^  =  0,  so  ergiebt  sich 
dx     ^     dy     ^     dz  '  ° 

(74)  Ai/;  =  0. 

Die  Verschiebungskomponenten  kann  man  ansetzen  in  der  Form 

^     ^  dy  dz  '  dz         ^x  '  dx         dy  '' 

die  Funktionen   U,  V,  W  sind  dabei,  falls  sie  noch  der  Bedingung 

dJI    ,dV    .     dW^Q 
dx  ~'     dy         dz 


unterworfen  werden,  Lösungen  der  Gleichungen 

dx'  ^^  "^'2  -^y> 


AU=~2cö,  =  -2-p^,         Ar=-25T,  =  -2^ 


(76) 


ATr=-2«3  =  -2^ 

"*  dz 


In  der  Tat  werden   dann  die  Glgn.  (1")  von   den  Lösungen  (75)   be- 
friedigt. 

10.    Eindimensionale  Probleme. 

Hierbei  handelt  es  sich  um  Lösungen  der  Grundgleichungen  des 
elastischen  Gleichgewichts,  die  nur  von  einer  Koordinate  abhängen. 
Legt  man  CaHesische  Koordinaten  zu  Grunde,  so  ergeben  sich  hier 
sofort  die  beiden  Fälle  der  einfachen  Dehnung: 

(77)  u  =  C  •  X,     y  =  0 ,     lu  =  0 
und  der  einfachen  Schiebung: 

(78)  u  =  0,     V  =  C  ■  X,     IV  =  0, 


32)  W.  Voigt,  Elementare  Mechanik,  2.  Aufl.,  p.  517. 

Eucyklop.  d.  math.  Wiasenach.     IV  2,  ii  11 
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wobei  die  Lö.sungen  für  beliebige  äolotrope  Körper  gelten.  Wesent- 
lich interessanter  sind  die  eindimensionalen  Probleme  unter  Zugrunde- 
legung von  Zylinder-  und  Polarl'oordinaten  (worüber  in  den  beiden 
folgenden  Nrn.  berichtet  istj,  während  die  Gleichungen  in  elliptischen 
Koordinaten  keine  Lösungen  zulassen,  die  nur  von  einer  (oder  auch 
zwei)  Koordinaten  abhängen. 

10  a.  Isotroper  Hohlzylinder  unter  normalem  Druck.  Ther- 
mische Deformation  eines  Zylinders.  Bei  Zugrundelegung  von 
Zylinderkoordinaten  {r,  i',  z)  lauten  die  Hauptgleichungen  für  isotrope 
Körper,  auf  die  keine  Massenkräfte  wirken  ^^): 

(79)  j(,  +  2,)i;«  +  2,f^-^)  =  0, 

d&     ,     2u   /^'c?!         d(r%^)\ 


^     '      '  -^  C2     '       r    \dil)  or    I  ' 


wo 


(80) 


r       dr        '      r    dip         '^''  ' 


2^S  = 


1  cv.^ 

r    dtp 


dr 

"dz 


dz 


^^^—   dz 


dr 


und  im  übrigen  die  Bezeichnungen  bei  krummlinigen  Koordinaten  in 
Übereinstimmung  mit  IV  24,  Nr.  1  (0.  Tcdone)  gewählt  sind:  "^j,  '^j^ 
'^3  sind  die  Komponenten  der  mittleren  Rotation,  x^,  Xg,  Xg  die  Kom- 
ponenten der  Verschiebung. 

Die   Lösungen    der  Gleichungen  (79),    die   nur  von   r  abhängen, 
werden 
(81)         > 


«!»■  +  y  ;     ^i  =  «2'"  +  7  ;     J^a^  «3  log  '•  +  ^3  ^ 


wo  «1,  ^1,  ...  &3  willkürliche  Konstanten  bedeuten.  Setzt  man 
^2  =  Xg  =  0 ,  so  kann  man  unter  Benutzung  der  Formel  für  die 
radiale  Normalspannung: 

-9),=(A-f2a)|';:-f  r; 

Oj,  \  so  bestimmen,  dass  auf  zwei  Zylinderflächen  '■  =  '"o  ii»d  >' ^  t\ 
konstante  Drucke  p^  und  p^  wirken.  Die  so  erhaltenen  Lösungen 
sind    zuerst    von    G.  Lame   und   E.  Vlapeyron  ^)    abgeleitet    und    von 


33)  G.  Lame,  Elasticite,  p.  ITi.). 

34)  J.  f.  Math.  7  (1831),  p.  382. 
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A.  G.  GreenliilP^)  und  L.  JhUzmann^^)  auf  die  Theorie  der  Geschütz- 
konstruktion  ^^)  angewendet  worden.  Um  den  in  der  ^^  -  Ri<;htung 
resultierenden  Zug  zu  entfernen,  kann  man  eine  einfache  Dehnung 
Xy  =  cjs  überhigern,  wo 

^^"^^  ^— 3i  +  2fi       r„»-r,*         >* 

Die  Verallgemeinerung  der  Lösung  auf  den  Fall  zylindrisch- 
isotropen  Materials ^'•')  hat  B.  de  Saint -Venant^'^)  gegeben.  Die  Form 
der  L(")sung  ist  hier  dieselbe  wie  im  Falle  der  Isotropie. 

Wirkt  auf  den  Körper  eine  radiale  Massenhraft  qF^,    so    lautet 
die  erste  der  Gleichungen  (79),  wenn  Abhängigkeit  von  r  allein  vor- 
ausgesetzt wird, 
(83)  (A  +  2^)^  +  pF,  =  0. 

Bei  einem  um  seine  Axe  rotierenden  Zylinder  kann  man  für  F^ 
die  Zentrifugalbeschleunigung  co'^r  einführen;  man  erhält  dann*^): 

Die  Konstanten  u^  und  h^  kann  man  z.  B.  so  wählen,  dass  auf  zwei 
Zylinderflächen  r  =  r^  und  ;•  =  r^  der  Druck  verschwindet.  Wieder 
kann  man  eine  einfache  Dehnung  (xg  =  c^^j  so  überlagern ,  dass  der 
resultierende  Längszug  verschwindet. 

Die  thermischen  Deformationen  eines  Zylinders,  in  dem  die  Tem- 
peratur T  nur  eine  Funktion  des  Radius  ist,  behandeln  F.  Neumann^^), 
Lord   Raijleigh^^)    und    .4.  F.  Leon^^).      Nach    den    in    IV  24,    Nr.  4 


35)  Natura  42  (1890),  p.  4. 

36)  Wien  Berichte  59  (1869),  p.  679. 

37)  Ea  handelt  sich  um  die  Ermittlung  der  Selbstapannungen  in  Kanonen, 
die  aus  einer  Reihe  bei  ungleicher  Temperatur  über  einander  geschobener  Rohre 
bestehen.  Wie  sich  zeigt,  ist  die  bei  der  Explosion  entstehende  Beanspruchung 
des  Materials  in  einem  derartig  konstruierten  Geschütz  geringer  als  in  einem 
einzigen  Rohr.     Vgl.  hierzu  IV  28,  Nr.  11  {C.  Oranz). 

38)  Gr.  Lame,  Elasticite,  p.  190. 

39)  d.  h.  eines  Materials,  bei  dem  die  von  einem  Punkte  einer  zur  Axe 
normalen  Geraden  auslaufenden,  zu  ihr  senkrechten  Strahlen  elastisch  gleich- 
wertig sind. 

40)  J.  de  math.  (2)  10  (1865),  p.  297. 

41)  /.  Hopkinson,  Mess.  of  math.  (2)  2  (1871),  p.  53  =  Papers  2,  p.  329; 
C.  Chree,  Cambr.  Phil.  Soc.  Proc.  7  (1892),  p.  283. 

42)  Berlin  Abh.  1841,  2.  Teil. 

43)  Arch.  neerl.  (2)  5  (1900),  p.  32  =  Phil.  Mag.  (6)  1  (1901),  p.  169  = 
Scient.  papers  4,  p.  502. 

44)  Zeitschr.  Math.  Phys.  52  (1905),  p.  174. 

11* 
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(0.  Tedone)  dargelegten  Prinzipien  ergeben  sich  die  hier  in  Frage 
kommenden  Gleichungen,  indem  man  in  die  Gleichung  (83j  die 
Massenkraft 


q1\=  —  A(3;.4-2a) 


V,  dt 
Jr 


setzt  und  normale  Oberflächendrucke  von  der  Grösse  Jc(^k-\-2u)rQ 
bezw.  ]c(ßX-\-2^)r^  einführt,  unter  Tq,  t^  die  Temperaturen  auf  den 
Zylindermänteln  r  =  ff,,  r  =  r^  verstanden.     Die  Lösung  ist: 


(85) 


rrdr-\-ar^-\-ß, 


wo  a,  ß  Konstanten,  die  sich  durch  r^,  r^  bestimmen. 

10  b.  Isotrope  Hohlkugel  unter  normalem  Druck.  Thermische 
Deformation  einer  Kugel.  Bei  Zugrundelegung  von  Polarkoordinaten 
(r,  (p,  4j),  wo  r  der  Radiusvektor,  cp  die  „Breite'*  und  f  die  „Länge", 
lauten   die  Hauptgleichungen   für  massenkr  aß  freie  isotrope  Körper*''): 

(86)  I  a  +  2^)f|  +  2,[^-4^||]  =  0, 

sin  (pd'tpLdcp  dr    J  ' 


WO 


(87) 


0  =  JL  ^  (r^xj  +  -J—  ^  (x.,  sin  9))  +  — ^  |^, 
r-  er  ^       ^^         r  sin  gj  c^  ti\     r  sin  (p  öi^ 


213,  =  — . —  r^  {y.o  sin  op) ^^  1 , 

1         r  sin  qp  L(7  qc  ^  ^  '  C'^A 

2  ^9  =  — -■ -3-7 ^-  (^'«s ) , 

*         rsm  (p  01p  r    er  ^     *-  ' 


Diese  Gleichungen  lassen  Lösungen  zu,  die  nur  von  r  abhängen, 
sofern  x^  =  Xg  =  0 .     Für  x^  ergiebt  sich : 

b 


(88) 


Xj  =  ar  -|- 


und   die   willkürlichen  Konstanten  «  und  b   können   unter  Benutzung 
der  Formel  für  die  radiale  Normal  Spannung: 

80   bestimmt  werden,    dass   auf  zwei   konzentrische  Kugeln  konstante 


45)  G.  Lame,  filasticit^,  p.  195. 
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Normaldrucke  wirken"**).  Die  Verallgemeinerun«^  der  Lösung  auf  den 
Fall  kugelig-isotropen  Materials"*^)  hat  B.  de  Saint -Venant**^)  gegeben. 
Wirkt  auf  den  Körper  eine  radiale  Massenkraft  qF^,  so  geht  die 
erste  der  Gleichungen  (86),  wenn  Abhängigkeit  von  r  allein  voraus- 
gesetzt wird,  über  in 

(89)  (A  +  iV)-^f +  (,F,  =  0. 

Handelt  es  sich  z.  B.  um  die  gegenseitige  Gravitation  der  Teilchen 
einer  Kugel  vom  Radius  r^j  so  ist  i^i^ — 9^  }  wo  ^  eine  Konstante, 
und  die  Lösung  von  (89)  ist 

(90)  x,  =  «r+A_|.  ii^         ..3 


r'     '     10(i-f2^)ro      • 

Da  die  Verschiebung  in  r  =  0  nicht  unendlich  werden  darf,  muss  h 
verschwinden;  a  kann  dann  etwa  so  bestimmt  werden,  dass  die  Ober- 
fläche >'  =  /•„  spannungsfrei  ist*^). 

Die  thermischen  Deformationen  einer  Kugel,  in  der  die  Tempe- 
ratur r  nur  eine  Funktion  des  Radius  ist,  behandeln  Fr.  Neumann^^), 
C.  W.  Borchardt^^),  J.  Hop]iinson'''^)\ind  A.  V.  Leon^').  Die  in  Betracht 
kommenden  Gleichungen  erhält  man,  wenn  man  in  (89)  die  Massenkraft 

(,F,=  -A-(3A-f2^)4^ 

setzt  und  normale  Oberflächen  drucke  von  der  Grösse  Ä;(3A -f- 2u)tq 
bezw.  Ä;(3A -|- 2/t)Tri  einführt,  imter  Xq,  x^  die  Temperaturen  auf  den 
Kugelflächen  r  =  r^  und  r  =  r^  verstanden.     Die  Lösung  ist 

(91)  ,-2x,=  ^^^frr'dr  +  ar'+ß, 

•WO  a,  ß  Konstanten,  die  sich  durch  Xq,  x^  bestimmen. 

11.  Zweidimensionale  Probleme:  Allgemeine  Integrations- 
theorie, 

IIa,  Ebene  Deformation.  Man  spricht  von  einer  ebenen  Defor- 
mation parallel  zur  if?/- Ebene,  wenn  die  Verschiebung  w  verschwindet 


46)  G.  Lame  und  E.  Clapeyron,  J.  de  math.  7  (1831),  p.  396. 

47)  d.  h.  eines  Materials,   bei    dem    die   von    einem  Punkte    eines   Radius- 
vektors auslaufenden  zu  ihm  senkrechten  Strahlen  elastisch  gleichwertig  sind. 

48)  J.  de  math.  (2)  10  (1865),  p.  297. 

49)  C.  Chree,  Cambr.  Phil.  Soc.  Trans.  14  (1889),  p.  250. 

50)  C.  W.  Borchardt,  Berlin  Monatsber.  1873,  p.  9  =  Ges.  Werke,  p.  245. 

51)  Mess.  of  math.  8  (1879),  p.  168  =  Orig.  papers  2,  p.  357. 

52)  Zeitschr.  Math.  Phys.  52  (1905),  p.  174. 
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und  die  Verschiebungskomponenteu  ii,  v  Funktionen  von  x,  y  allein 
sind.  In  diesem  Falle  ist  x^=  ]j.=  z.=^  0,  und  die  Spannnngs- 
gleichungen  lauten,  wenn  keine  Massenkräfte  wirken: 


(92) 


dx   ~^    dy  ' 


dx 


'      dy 


Aus  ihnen  folgt  die  zuerst  von  G.  B.  Airy^^]  bemerkte  Tatäache, 
dass  die  Spannimgshompmienten  X^,  Y^,  X^  sich  in   der  Form: 


X, 


X,= 


dxdy 


(92')  ..^— ^^,, 

aus    einer  Spannungsfunldion    %   ableiten,    für   die   im   Falle   der  Iso- 
tropie aus  der  Kompatibilitätsbedinguag 

d^Xy  d^Xx    I    d^y 

dxdy        dy^     •"  dx^ 


sich  die  Gleichung 

(93) 

ergiebt,  wo 

A  A  ;^  =  0  ^) 

A          d^     ,     d- 

gesetzt  ist  (vgl.  IV  23,  Nr.  3  b,  C.  H.  Müller -A.  Timpe). 

Die  Randbedingungen  lassen  sich  nach  J.  H.  Michdl'^^)  für  einen 
zur  z-k.xe  parallelen  Zylinder,  der  längs  seiner  Erzeugenden  gleich- 
massig  und  senkrecht  zur  2- Richtung  beansprucht  und  dessen  Länge 
konstant  gehalten  wird,  folgendermassen  in  %  ausdrücken: 


^  -R-iI^'^'  -  %h'M^' + "^ + ^v + '■■ 


(94) 


I  dx    /  ,,    ,      i    dy    /  -v^    7  dy    .     ^dx 

II  dsj       "         '     ds  ,J      "  ds     '    '^  d.i 


wo  s  die  Bogenlänge  der  Randkurve  und  a,  /i,  y  Konstanten'^! 


53)  Brit.  Assoc.  Report  1862,  p.  82;  London  Phil.  Trans.  53  ^,1863),  p.  49. 

54)  J.  Cl.  Maxwell,  Edinburgh  Roy.  Soc.  Trans.  26  (1872)  [1870],  p.  1  =  Scien- 
tific papers  2,  p.  161;  M.  Leiy,  Paris  C.  R.  26  (1898),  p.  1236;  J.  H.  MicheU. 
London  Math.  Soc.  Proc.  31  (1899),  p.  100.  Für  anisotrope  Körper  wurde  die 
entsprechende  Differentialgleichung  aufgestellt  von  W.  Voigt,  Ann.  Phys.  Chem. 
(3)  29  (1886),  p.  604. 

55)  Lond.  Math.  Soc.  Proc.  31  (1899),  p.  100. 

56)  Bei    einfach    zusammenhängenden    Querschnittsgebieten    können    diese 
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Führt   man   die  Beziehungen  zwischen  Spannung  und  Formände 
rung   in   die  Gleichungen  (92).  ein,    so   nehmen   diese  die  Gestalt  an: 

Es  folgt  hieraus,  dass  (X-}-2{i)&  -\-  i2uöj.^  eine  Funktion  von  x -\- iy 
ist.     Setzt  man 

(96)  ^  +  in  =f[  U  +  2.a)  0  +  i2acö,  ]  d{x  +  iy) 

und  berücksichtigt,  dass  A;^  ^  X^  -|-  T^  =  —  2{X-{-  y)&,  so  ergeben 

xy 

sich  für  die  Verschiebungen  die  Formeln: 

(97)  2^aH  =  ||+g,     2ur  =  f|  +  ^. 

Dieselben  bestimmen  u  und  v,  wenn  ;ij  bekannt  ist. 
Durch  die  Substitution 

(98)  ^'=A-^,    li==T^l.,     X=f., 

wo  r-  ^  X'  -\-  y'  und  A;  eine  Konstante,  geht  die  Differentialgleichung 

xy  xy 

wie  r.  Levi-Civita^^)  und  J".  Ä  Michell^^)  zeigen,  in  die  Gleichung 

A  A  z'  =  0 

x'y'  x'y' 

über;  die  Funktion  %'  definiei-t  daher  ebenso  wie  x  einen  Zustand 
ebener  Formänderung.  Nach  3Iichell^'^)  ist  der  Zusammenhang  zwischen 
den  beiden,  durch  „Inversion"  aus  einander  hervorgehenden  Spannungs- 
verteiluugen  einfach  folgender:  Auf  korrespondierende  Linienelemente 
ds  und  ds  =  -^   wirkt   die   gleiche   Spannung  in   korrespondierender 

Richtung,  wenn  von  einer  Normalspannung  2\r  —  ^  ^t)  ^-uf  ds  ab- 
gesehen wird.  Spannungstrajektorien  (d.  h.  Linien,  auf  die  nur  normale 

beliebig  gewählt  werden,  bei  mehrfach  zusammenhängenden  sind  die  einzelnen 
Konstantentripel  durch  die  Bedingungen  verknüpft,  die  sich  aus  der  Forderung 
der  Eindeutigkeit  der  Verschiebungen  ergeben. 

57)  A.  E.  H.  Love,  Elasticity,  1.  Aufl.  1,  p.  334.  Vgl.  W.  Thounon  u.  P.  G. 
Tait,  Nat.  Phil.  2,  p.  297;  G.  Lauriceila,  Nuovo  Cim.  (4)  1  (1895),  p.  87;  T.  Boggio, 
Torino  Rend.  35  (1900),  p.  3. 

58)  Sopra  una  trasform.  in  se  stessa  della  equazione  A  A  =  ü,  Venezia  1898. 

■i    2 

59)  London  Math.  Soc.  Proc.  34  (1901/02),  p.  223. 

60)  loc.  cit. 
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Spannungen  wirken)  gehen  bei  der  Inversion  in  Spannungstrajektorien 
über;  insbesondere  geht  ein  durch  gleichförmige  Normalspannung  be- 
anspruchter Rand  (z.  B.  ein  spannungsfreier  Randj  stets  wieder  in 
einen  unter  gleichförmiger  Normalspannung  stehenden  Rand  über. 

IIb.  Ebener  Spannungszustand.  Man  spricht  von  einem  ebenen 
Spannungszustand  im  a;^- Gebiete,  wenn  die  Spannungskomponenten 
^  ,  Y  ,  Z  verschwinden.  Ä.  Clebsch  ^^)  hat  für  diesen  Fall  die  all- 
gemeine  Form  der  Lösung  angegeben.  Indem  er  die  Relationen 
X^  =  Yj  =  i^j  =  0  in  die  Beziehungen  zwischen  den  Spannungen  und 
Formänderungen  einführt,  findet  er  mit  Hilfe  der  Hauptgleichungen 
als  allgemeinen  Ausdruck  für  die  Dilatation  0: 

wo  u,  ß  Konstanten  und  ©^  eine  Lösung  der  Gleichung  A0o^/J 
ist.     Für  die  Verschiebungen  ergiebt  sich  dann:  '^" 


(99) 


V  =  ö 


c X  \8x  ~^  du  J  ' 


^<^  =  f{^,y) 


X  +  2)i    2    c; 

l  -f27i   2    cy\dx^  dy)  ' 


cy  4fi       ^/     ' 

X-\-2(i    x^-\-y- X         /<^u_|_gö\ X      zj_^ 


hierin  müssen  /",  u,  ö  den  Gleichungen  genügen: 


(100) 


(101) 


A/-=0, 


a'+M)f(^+^")  +  «Au  =  0, 
^^^dx\cx^    cy)        '     ,,  ' 


r  = 


2;ft 


V      ^    ^^  cy  \dx   '    Oll)    '    ^,.„ 


Der  Form  (99)  der  Verschiebungen  entsprechend  müssen  die  Rand- 
bedingungen (z.  B.  für  eine  zur  ay- Ebene  parallele  Platte)  in  spezieller 
Weise  vorgeschrieben  sein. 

Besonders  wichtig  ist  die  von  J.  H.  Michell  ^-)  gegebene  An- 
wendung auf  die  elastiscJie  Scheibe,  bei  der  die  Glieder  in  r-  als 
vernachlässigbar  angesehen  werden.  Setzt  man  den  Verschiebungs- 
zustand als  symmetrisch  zur  Ebene  *  =  0  voraus,  so  müssen  auch 
die  von  f  und  cc  abhängenden  Tenne  verschwinden,   und  man  erhält: 


61)  Elastizität,  §  39. 

62)  London  Math.  Soc.  Proc.  31  (1899),  p.  100. 
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u  =  \l(x,  y),  V  =  ö(.r,  y).  Die  Gleichuii^L'n  (101)  werden  ilalier  wesent- 
lich identisch  mit  den  Spannungsgleichungen  (,'.>2j,  die  durch  den  An- 
satz mit  der  yl?r«/8chen  Spannungsfunktion  x  {x,  y)  befriedigt  werden. 
Kombiniert  man  diesen  Ansatz  mit  den  Gleichungen  (101),  so  wird 
man  wieder  auf  die  Differentialgleichung  (9i>j  geführt,  und  das  Problem 
reduziert  sich  auf  das  der  ebenen  Deformation. 

Diese  Reduktion  gilt,  wie  L.  N.  G.  Filon^^)  gezeigt  hat,  in  ge- 
wissem Sinne  auch  für  den  sog.  vcmllgemeinoien  denen  Spannunys- 
ZHstand,  bei  dem  zwar  Z^  im  ganzen  Körper  null  ist,  X^  und  Y^  aber 
nur  für  z  =  ^  h  verschwinden.  In  der  Tat  gelten  hier  für  die 
zwischen  s  =  -\-  h  und  z  =  —  h  genommenen  MiUcliveiie  der  Span- 
nungen und  Verschiebungen  Gleichungen,  die  in  der  Form  genau 
mit  (92)  und  (101)  übereinstimmen. 

Damit  ist  also  ausser  dem  Problem  des  gleichmässig  beanspruchten 
unendlichen  Zylinders  (Nr.  IIa)  auch  das  der  durch  Randkräfte  in 
ihrer  Ebene  beanspruchten  elastischen  Scheibe,  mit  gemeinsamem 
Namen  kurzweg  als  das  ebene  Froblem  bezeichnet,  auf  die  Integration 
der  Differentialgleichung 

xy  xy 

bei  gegebenen  Randwerten  von  i  und  J^  zurückgeführt.  Diese  Rand- 
wertaufgabe ist  für  eine  ziemlich  grosse  Zahl  von  Gebieten  gelöst:  für 
die  von  einer  Geraden  begrenzte  Halbebene  ^^) ,  für  den  von  zwei 
parallelen  Geraden  begrenzten  Streifen  ^^),  den  Kreis  ®^),  den  Kreis- 
ring^''),  die  durch  Polynome®^),  allgemeiner  durch  rationale  Funk- 
tionen^^) auf  den  Kreis  konform  abbildbaren  Gebiete  und  für  die 
Ellipse ''°).     Für  den  Kreisring  z.  B.  hat  %  die  Form: 


63)  London  Phil.  Trans.  (A)  201  (1903),  p.  63. 

64)  E.  Almansi,  Torino  Atti  31  (1895),  p.  881 ;  G.  Lauricella,  Torino  Mem. 
(2)  46  (1896),  p.  65. 

65)  0.  Venske,  Gott.  Nachr.  1891,  p.  27.  Vgl.  A.  Timpe,  Diss.  Göttingen 
1905  =  Zeitschr.  Math.  Phys.  52  (1905),  p.  348. 

66)  E.  Almansi,  Torino  Atti  31  (1895),  p.  881;  G.  Lauricella,  Torino  Atti 
31  (1895),  p.  1010. 

67)  0.  Vensice,  Gott.  Nachr.  1891,  p.  27;  E.  Ahnansi,  Ann.  di  mat.  (3)  2 
(1899),  p.  1;  J.  H.  Michell,  London  Math.  Soc.  Proc.  31  (1899),  p.  100.  Die  Dis- 
kussion des  entsprechenden  Spannungsproblems  betreffend  s.  A.  Timpe,  Zeitschr. 
Math.  Phys.  52  (1905),  p.  348. 

68)  E.  Almansi,  Rom  Acc.  Line.  Rend.  (.5)  9*  (1900),  p.  298;  Palermo  Rend. 
13  (1899),  p.  225. 

69)  T.  Boggio,  Veneto  Ist.  Atti  61  ^  (1902),  p.  619. 

70)  T.  Boggio,  Yeneto  Ist.  Atti  60*  (1901),  p.  591.  —  Eine  nicht   auf  die 
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ix  =  Ar'  +  B,r^-  (lg  r-l)  +  (\  lg  r  +  B,^ 

+  {A^r  +  B,y-'-{-B,'i>r  +  CVr3+  A^lg'O  cos  t/; 
+  (E,r  +  Fir-^+  F/j^-r  +  G-^r^-\-  ffirlgr)  sin  t/; 

(102)    \     _^^  (Ar"+  5„r-"4-  C;r''  +  -'+  Z)„>-"  +  ^;  cos  w^ 

Das  Verfahren  lässt  sich  verallgemeinern  auf  den  Fall,  dass 
Massenkräfte  wirken,  die  ein  Potential  besitzen '^^),  und  auf  den  Fall 
der  thermischen  Deformationen^^). 

11c.  Axensymmetrische  Deformation.  Wenn  bei  der  Defor- 
mation eines  Körpers  die  Verschiebung  La  den  durch  die  ^r-Axe 
gelegten  Ebenen  stattfindet  und  in  allen  diesen  Ebenen  die  gleiche 
ist,  so  lassen  sich  alle  Grössen  mit  Hilfe  einer  einzigen  Spannungs- 
fiinktion  ausdrücken.  Die  Spaunungsgleichungen,  bezogen  auf  Zylinder- 
koordinateu  unter  Anwendung  der  Bezeichnungen:  ö^,  &^,  &.^,  >Qj,  Sl^, 
^3,  für  die  Spannungskomponenten  (ygl.  IV  24,  Nr.  1,  0.  Tedone) 
lauten : 


(103) 


dr  "■"   dz 


+  5^'  =  o, 


er    ~^    dz    ~^     r 


Um  ihnen  und  den  Kompatibilitätsbedingungen  zu  genügen,  kann 
man,  wie  A.  E.  H.  Love  "^)  zeigt,  den  Ansatz  machen: 


(104) 


®.  =  ÄNa.-P), 


a  = 


a  = 


dz 


A                         1      ^Z    1 

dr^^^  cr'^    r   d  r' 

1     ^Z 

r-  'dr  ' 

Oz 

üo  =  —  ^; 

wo  7;  die  Po?'s50«sche  Konstante  (IV  24,  Nr.  2  c,  0.  Tedone)  und .;(;  (r,  ^) 


Funktion  x   gegründete   Lösung   des    Spannungsproblems    für    die    Ellipse    giebt 
O.  Tedone,  Torino  Atti  41  (1905),  p.  86. 

71)  J.  H.  Michell,   London  Math.  Soc.  Proc.  31  (1899X  p.  100. 

72)  T.  Boggio,  Torino  Atti  40  (1905),  p.  219.  Das  Problem  der  ther- 
mischen Deformationen  einer  Kreisschreibe  war  nach  einem  linderen  Verfahren 
gelöst  von  C.  W.  Bvrchardt,  Berlin  Ber.   1673,  p.  9  =  Ges.  Werke,  p.  245. 

73)  Elasticity,  2.  Auti.,  p.  260;  Elastizität,  \>.  314. 
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eine  Lösung  der  Differentialgleichung 

(105)  AAx  =  0. 

Die  Verschiebung  drückt  sich  dann  aus  durch 

'^i  E     drdz ' 

(106)  \x,=0, 

wo  E  der   Yoioigsche  Elastizitätsmodul  ist. 

Einen  anderen  Ansatz,  bei  dem  ebenfalls  alle  Grössen  auf  eine 
Spannungsfunktion  zurückgeführt  werden,  giebt  J.  H.  3Iichell"^). 

12.  Einfache  Polynome  als  Lösungen  der  elastischen  Glei- 
chungen. 

l'-2a.  Lösungen  in  zwei  Dimensionen.  Im  Falle  der  ebenen 
Deformation  (bezw.  der  ebenen  Spannung  in  einer  Scheibe)  hat  A.  Mes- 
nager "'''')  die  allgemeine  Form  der  durch  Polynome  dargestellten 
Lösungen  der  elastischen  Gleichungen  angegeben.  Setzt  man  als 
^/rysche  Spannungsfunktion  %  {x,  y)  ein  Polynom  beliebigen  Grades 
an,    so  ergeben  sich  aus  der  Differentialgleichung  A  A ;(;  =  0  gewisse 

XU  XU 

Beziehungen  zwischen   den  Koeffizienten   dieses   Polynoms,    und   man 
erhält  für  die  Spannungskomponenten  die  Ausdrücke: 


(107)   . 


^.=  ---  +  «„^"-(2«„+0 


1-2      ^ 


y+ 


I  '        r,    ^  /o       '    I  '"N  *K*^ — l)(*i— 2)      „_3    3   I 


1  •  2  -3 


1  -2 


_  (2«.+ ,,,")  «(»-i)..-^K-3)^„-.^  + 


-\-  a^"nx''~'^y 


a 


1-2-3-4 

,m(n  — l)(n  — 2)  3    3 


1-2-3 


X" 


lß-  + 


^.= 


a„   X" 


«_     \    ^    x"    -y 


+  (-^«;+«;") 


1  -2 

n{n-l){n-2){n-S)^„_^ 


1-2 


X" 


/  + 


—  ajix'-hj  +  (2a„+  a„  )       ^.^.3 x"-'y'—  +  ■■■■ 

(Das   Bildungsgesetz   der  einzelnen  Ausdrücke   betreffend    ist    zu    be- 
merken,  dass   bei  X^  vom    ersten,  bei   1"^,,    X^,   vom   zweiten    Gliede 

74)  London  Math.  Soc.  Proc.  31  (1899),  p.  144. 

75)  Paris  C.  R.   132  (1901),  p.  1475. 
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jeder   Gruppe    ab    das  Vorzeichen    alterniert,    während   der  Klammer- 
koeffizient jedesmal  um  a„  +  a„"  bezw.  «„'  +  «„  "  wächst.) 

Die  Lösungen  (107)  lassen  sich  anwenden  auf  das  Problem  der 
Deformation  des  von  zwei  Eheneti  (bezw.  Geraden;  y  =  const.  be- 
grenzten ebenen  Systems,  wenn  die  Belastungen  als  ganze  algebraische 
Funktionen  von  x  gegeben  sind.  Die  Polynome  vom  Grade  0,  1,  2 
entsprechen  dem  Fall  des  einfachen  Zugs,  der  Biegung  durch  End- 
7nomente  und  der  Biegung  durch  eine  Querhraft  '^),  das  Polynom 
3.  Grades  liefert  den  Fall  des  gleichförmig  belasteten  Streifens,  für  den 
die  Lösung,  ausgedrückt  in  den  Verschiebungen,  lautet: 

-2(A  +  2.a)6='y+2a;2[(>l-f-2a)a2-f(3/  +  4u)62_(x  +  9a)^}; 

als  Befestigungsbedinffungen  sind  dabei  u  =  c  =  --  =  0  für  a:  =  ?/  =  0 

gewählt.     Die  Polynome  4.  und  5.  Grades   entsprechen  dem  Fall  der 
linear  bezw.  quadratisch  icachsenden  Belastung  u.  s.  w.''). 

12  b.  Lösungen  in  drei  Dimensionen,  a)  Der  einfachste  Fall 
ist  der  der  sog.  homogenen  Deformationen''^),  wo  die  Formänderungs- 
und Spannungskomponenten  im  ganzen  Körper  konstant  sind,  während 
die  Massenkräfte  verschwinden. 

Ist  z.  B.  X^  =  \\  =  i;  =  Z^  =  Xj^  =  0,  Z,=  —  T,  so  wird  für 
isotrope  Körper 

""  rp T^     rp 

(109) 


^  +  fi rr  1 


«(•31  +  2iu)  E     '      ■^--         ^  y  ' 


WO    wieder    E  der    l'oKW^'sche    Modul    und    i]    die    Po/ssowsche    Kon- 
stante; mithin 

(1 10)  u  =  —  ^Tx,     v  =  —  ^  Ty ,     IC  =  ^z. 

Besitzt  das  Material  in  jedem  Punkt  drei  zueinander  senkrechte  Sym- 
metrieebenen, so  kann  man  allgemeiner  schreiben: 


76)  B.  de  Saint-Vcnant  in  €lebsch-St.  Venaut,  Elasticite,  Note  du  §  45. 

77)  Vgl.  A.  Timpe,  Zeitschr.  Math.  Phys.  52  (1905\  p.  348.  Daselbst  sind 
auch  diejenigen  einfachen  Lösungen  untersucht,  die  sich  durch  Inversion  ivgl. 
Nr.  IIa)  aus  den  Polvnouilösuugen  ergeben. 

78)  G.  Kirchhoff',  Mechanik,  p.  395. 
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Die  Lösungen  C109)  und  (110)  entsprechen  einem  durch  longitudinalen 
Zug  T  hoanspruchtcn  Stab. 

Hat  man  X^=  Yy=  Z.  =  p ,  Y.=  Z^=^  X^=  0 ,  so  wird  für 
isotrope   Körper 

.^^^.  I  :r,=  //,=  ^..=  -M3A  +  2f*)  =  -iV3A-, 

(112)         "  =  -^^,  ^^-ik^'  ^  =  -3^^^- 

Diese  Lösung  entspricht  dem  Fall  eines  durch  allseitig  gleichförmigen 
Druck  p  komprimierten  Körpers;    die  kubische  Kompression    ist  p/Jc, 

WO  k  =  ).  -\-  " ^  der  Kompressionsmodul. 

ß)  Der  nächst  einfache  FaU  ist  der  der  linear  veränderlichen 
Spannung,  wo  die  Massenkräfte  konstant  sind  und  die  Spannungs- 
oder  Formänderungskomponenten  als  lineare  Funktionen  der  Koordi- 
naten angesetzt  werden;  für  die  Koeffizienten  ergeben  sich  dabei  aus 
den  Hauptgleichungen  drei  lineare  Beziehungen.  Es  handle  sich  etwa 
um  einen  der  Schivere  unterwwfenen  Körper,  so  dass  X  =  0,  1'=  0, 
Z= — g.  Die  Hauptgleiehungen  werden  dann  z.  B.,  wie  C.  Chree"^^) 
bemerkt,  befriedigt  durch 

niQN     i^x=Y^  =  P  —  9Q'^f    Z,_  =  p+g{Q  —  Q)l  —  gQZ, 
^       ^    \  Y  =  Z  =X  =0. 

Diese  Lösung  lässt  sich  anwenden  auf  ein  Prisma  von  der  Dichte  p 
und  der  Länge  21,  das  in  eine  Flüssigkeit  von  der  Dichte  q  ein- 
getaucht ist;  p  ist  der  Druck  in  Höhe  z  ^=  0.  Wird  das  obere  Ende 
s  ^  l  festgehalten,  so  ist  die  Verschiebung  im  Falle  isotropen  Mate- 
rials sregeben  durch 


o^o" 


(114) 


^  [(l-2ri)p-giQ-Q')l\+'^g(Q-2rjQ')iz^^-P) 

.       1     X*-\-y-        ,  /1  ^      '1 


z  —  l 

IV  ^^ 


E 

Ein  anderer,  sehr  wichtiger  Fall  ist  gegeben  durch  ^") 
,  I  X=Y=  Z=0, 

^^^^        |x,=  i;=i;  =  z,=  a;=o,   z^^^y.Ex. 

79)  Phil.  Mag.  ^6)  2  (1901),  p.  532. 

80)  B.  de  Saint -Venant,  Paria  Mem.  des  sav.  etr.  14  (1855),  p.  233. 
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Das  Material  besitze  in  jedem  Punkte  drei  zueinander  senkrechte 
Symmetrieebenen.     Die  Verschiebungen  sind  dann 

(116)    M  =  Y(^2+r;ia;2— >;2^2^,     v  =  xri^xy ,     tv  =  —  ax2. 

Angewendet  auf  ein  zur  ^-Axe  paralleles  Prisma  stellt  diese  Lösung 
den  Fall  einer  (jleichförmigen  Biecjung,  nämlich  der  Biegung  durch  um 
die  y-Axe  wirkende  Momente  vom  Betrage  xEI  dar,  wo  I  das  auf 
die  y/-Axe  bezogene  Trägheitsmoment  des  Querschnitts,  vorausgesetzt, 
dass  die  ^-Axe  mit  der  Verbindungslinie  der  Schwerpunkte  der 
Querschnitte,  der  sog.  Zentrallinie  des  Stabes,  und  die  x-  und  die 
^-Axe    mit    den   Hauptträgheitsaxen    derselben   zusammenfallen.     Die 

Zentrallinie  geht  durch  die  Biegung  in  die  Kurve  u  =  J  z-,  also  an- 
nähernd in  einen  Kreisbogen  vom   Radius   -      über,   die   Querschnitte 

bleiben  eben;  die  Ebenen  ^  =  const. 
bleiben  eben,  erhalten  aber  eine 
Neigung  gegen  che  icir- Ebene,  die 
sog.  Biegungsebene,  während  die 
Ebenen  x  =  const.  eine  negative 
^^e   1-  Krümmung  annehmen.     Man  be- 

merkt, dass  das  Biegungsmoment 
xEI  der  Krümmung  x  der  Zentrallinie  proportional  ist. 

Eine  systematische  Untersuchung  der  durch  höhere  Polynome  dar- 
gestellten Deformationen  liegt  nicht  vor. 

13.  Balkentheorie  im  Besonderen. 

13  a.  Historische  Bemerkungen.  Unter  einem  Balken  versteht 
man  einen  Zylinder,  dessen  Querscbnittsabmessungen  klein  sind  gegen 
die  Höhe  (die  „Balkenlänge"),  aber  immerhin  gross  gegen  die  bei 
irgend  welcher  in  Betracht  kommenden  Deformation  auftretenden  Ver- 
Schiebungen.  Der  Begründer  der  auf  die  Grundgleichungen  der  Elasti- 
zität  gestützten  Theorie  der  Torsion  und  Biegung  solcher  Prismen 
oder  Zylinder  ist  B.  de  St.-Vcnant^^). 


81)  B.  de  Saint -Venant,  Paris  Mem.  pres.  par.  div.  sav.  l-t  i^l855\  p.  233 
(Torsion)  und  J.  de  math.  (2)  1  (1856),  p.  89  (Flexion).  Das  Problem  der  Torsion 
eines  rechteckigen  Prismas  hat  schon  A.  L.  Cauchy,  Exerc.  de  math.  4  (1829) 
=  Oeuvres  (2)  1)  (1891),  p.  61  mit  Hilfe  der  allgemeinen  Theorie  zu  behandeln 
versucht.  Seine  Lösung  benutzt  jedoch  Entwickelungen  nach  den  Querschnitts- 
koordinaten, für  die  er  nicht  im  einzelnen  die  Convergenz  untersucht  und 
die  jedenfalls  nicht  in  allen  Punkten  des  Querschnitts  Geltung  haben.  Vgl. 
B.  de  Saint- Venant  in  Navier,  Le^ons  2,  Appendice  4,  p.  6*21 — 626. 
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Die  Schwierit^keiten,  die  sicli  der  allgemeinen  Lösun<^  des  Problems 
für  l)eliebige  Randbedingungen  entgegenstellen,  vermied  er  mit  Hilfe 
seiner  „semi  -  inversen"  Methode,  in  dem  er  niunlich  von  vornherein 
gewisse  den  älteren  Balkcntheorieen  (von  (JouUnnh,  L.  Kider,  I).  Ber- 
noulli,  L.  Navicr)  entlehnte  Voraussetzungen  über  die  Natur  des 
Spannungszustandes  im  Balken  einführte  und  die  auf  diese  Weise 
vereinfachten  (xleichungen  für  verschiedene  Typen  von  Randbedingungen 
integrierte.  Die  Anwendung  des  nach  ihm  sog.  Saint -Venantschen 
Frinziiis  (vgl.  Nr.  15b)  ergab  dann  die  Möglichkeit,  die  gewonnenen 
verhältnismässig  speziellen  Lösungen  für  eine  grosse  Klasse  der  in 
Praxis  wichtigen  Fälle  heranzuziehen.  Nach  diesem  Prinzip  kommt 
es  nämlich,  sofern  die  Länge  des  Balkens  gross  ist  gegen  seine 
Querschnittsabmessungen,  nicht  darauf  an,  Lösungen  zu  erhalten,  die 
an  den  Endquerschuitten  die  wirklich  dort  auftretenden  Spannungen 
liefern,  sondern  nur  mit  ihnen  statisch  äquivalente,  d.  h.  es  müssen 
nur  die  Resultanten  und  resultierenden  Momente  der  durch  die  Lösung 
gegebenen  Spannungen  und  der  wirklich  dort  auftretenden  für  die 
Endquerschnitte  gleich  sein.  Eine  knappere,  einfachere  Dar.stellung 
der  Saint -Vcnant&ohQn  Theorie  gab  A.  Clehsch^'^^ 

Die  Grundannahme  der  semi-inversen  Methode  ist,  dass  auf  die 
zur  Balkenaxe  parallelen  Ebenen  keine  normalen  Spannungen  wirken^ 
d.  h.,  wenn  die  Balkenaxe  mit  der  ^;-Axe  zusammenfällt,  dass 

(117)  x,=  r^=x^  =  o. 

Kombiniert  mit  den  Grundgleichungen  und  den  Kompatibilitätsbedin- 
gungen führt  diese  Annahme  auf  die  Lösung  folgender  vier  Probleme : 

1.  Einfädle  Dehnung  des  Balkens  durch  an  den  Enden  angreifende 
Zugliräfte. 

2.  Gleichförmige  Biegung  durch  an  den  Enden  wirkende  Momente. 

3.  Torsion. 

4.  Biegung  des  eingemauerten  Balkens  durch  eine  am  freien  Ende 
angreifende  Querlraft. 

Eine  andere  Problemstellung  legen  W.  Voigt^^)  und  J.  H.  3Iic]ieJP^) 
zu  Grunde,  indem  sie  eine  Voraussetzung  über  die  Abhängigkeit  des 
Spannungszustandes  von  der  ^-Koordinate  einführen.  Sollen  nur  an 
den  Enden  Kräfte  angreifen,  so  führt  nach  Voigt  die  Annahme 


82)  Ä.  Clebsch,  Elastizität,  §  22  ff. 

83)  Göttingen  Abli.  34  (1887),  math.  KL,  p.  53;  vgl.  Ann.  Pbys.  Chem.  (3)  16 
(1882),  p.  273. 

84)  Quart.  J.  of  math.  32  (1901),  p.  28. 
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a)  eines  von  z  unabhängigen  Spannungszustandes  auf  folgende  Fälle: 

1.  einfacher  longitudinaler  Zug; 

2.  einfache  Biegung  durch  Endmomente  in  der  xz-  bezw.  in 
der  ?/^-Ebene; 

3.  Torsion; 
während  die  Annahme 

b)  eines  von  z  linear  abhängigen  Spannungszustandes  überdies 
den  Fall 

4.  der  Biegung    durch   eine   am   Ende   angreifende   Querkraft 
liefert. 

Die  Voraussetzung 

c)  eines  von  z  quadratisch  abhängigen  Spannungszustandes  ergiebt 
nach  J.  H.  Michell  den  Fall 

5.  des  crleichmässior  belasteten  Balkens. 

In  den  folgenden  Nrn.  werden  die  wesentlichen  Schritte  der 
Integration  für  isotrope  Körper  für  die  genannten  Einzelfälle  gegeben. 

13  b.  Von  ;:;  unabhängiger  Spannungszustand  (Einfacher  Zug, 
gleichförmige  Biegung,  Torsion).  Sind  die  Spannungs-  und  Formände- 
rungskomponenten von  z  unabhängig,  so  lauten  die  Hauptgleichungen 
bei  verschwindender  Massenkraft: 

dx^      dx„  cx,,      ar„  dx.      ar 

(118)   -^  +  ^  =  0,  -^  +  -.-■"  =  0,  -^  +  -.—  =  0; 

^       ''      ox     ^      cy  ^     ex     ^      oy  '     dx     '      cy 

die  Randbedingungen  auf  der  zylindrischen  Begrenzung  sind: 

IX^  cos  (nx)  -\-  Xy  cos  («?/)  =  0, 
Xy  cos  (nx)  -\-  Yy  cos  {ny)  =  0, 
X,  cos  (}!.r)  -f"  Y^  cos  {ny)  ==  0, 

und  die  Kompatibilitätsbedingungen  gehen  über  in: 
(120)  0  =  0,    0-  =  O,   ^  =  0, 

(121)        f  (ty^  -  i'A  =  0,  ?  (^/-  -  ^'■)  =  0, 

^       '^  dx\dx  dy J  '    dy\dx  oyi 

Gleichung  (120)  zeigt,  dass  z.  die  Form  haben  muss: 
(123)  ^j  =  f  —  "^^  —  ^'.'/. 

wo  £,  X,  v!  Konstanten.    Kombiniert  mit  den  Gleichungen  (IIH),  (119) 
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führt  diese  Formel,  wie  durch  einen  einfachen  Prozess  gezeigt  wird^^), 
zu  dem  Resultat,  dass  die  Relationen  (117)  bestehen  müssen  und 
dass  daher 

(124)  x^=  —  y]0^,     y^=  —  r]z^,     Xy=(), 

Gleichung  (122)  ist  nun  identisch  erfüllt.  Die  Gleichungen  (121) 
liefern  schliesslich 

(125)  z^  =  r  [\l  -  y)  ,       y,  =  r  (  ^^|  +  x)  , 

wo  T  eine  Konstante  und  ^  eine  Funktion  von  x  und  ?/,  die,  der 
dritten  der  Gleichungen  (118)  und  (119)  zufolge,  überall  im  Quer- 
schnitt der  Gleichung 

(126)  AO  =  0 

und  auf  dem  Rande  der  Bedingung 

(127)  •^^-  =  y  cos  [n,  x)  —  x  cos  (w,  y) 

genügen  muss.  Aus  (123).  (124),  (125)  bestimmen  sich  die  Ver- 
schiebungen. 

1.  Setzt  man  x  =  x'  =  t  =  0,  so  ergiebt  sich: 

(128)  ^,=  £,     x.=  lfy=—V^,     .'/.=  ^x=^y  =  0; 

diese  Formeln  entsprechen  dem  Fall  des  mit  der  Dehnung  s  ver- 
bundenen einfachen  Zugs  in  der  z-Bichtung  (vgl.  Nr.  12  b,  a)). 

2.  Setzt  man  f  =  x'=  r  =  0,  so  ergiebt  sich: 

(129)  z^=  —  xx,     x^=yy=x7jx,     y^=z^=Xy=0, 

und  diese  Formeln  stellen  den  in  Nr.  12  b, /3)  diskutierten  Fall  der 
gleichförmigen  Biegung  in  der  xs-Ebene  dar,  wobei  x  die  Krümmung 
der  Zentrallinie  (x  =  y  =  0)  bedeutet.  Entsprechend  erhält  man  für 
f  =  X  =  T  =  0  den  Fall  der  Biegung  in  der  yz-WoeuQ. 

3.  Setzt  man  £  ^  jc  =  x'=  0,  so  erhält  man: 

(130)  z^=x(^^-^—i]),     y^=T(^-fa;),     x^^y^^ z=Xy=^0, 

wo  0  der  Gleichung  (126)  und  der  Randbedingung  (127)  genügen 
muss;  die  entsprechende  Verschiebung  lautet: 

(131)  M  =  T?/5,      v  =  xzx,      tv  =  tO. 

Die    Lösung    entspricht    dem    Fall    der    Torsion,    da    sämtliche    über 


85)  Für  äolotrope  Körper  hat  J.  Boussinesq,  J.  de  math.  (2)  16  (1871),  p.  125, 
den  entsprechenden  Beweis  unter  der  Voraussetzung  geliefert,  dass  die  a;y-Ebene 
eine  Symmetrieebene  darstellt. 

Encyklop.  d.  math.  Wissensch.    IV  2,  n.  12 
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einen  Querschnitt  genommenen  Resultanten  und  resultierenden  Momente, 
ausser  dem  Moment  um  die  2-Axe,  verschwinden.  Das  letztere,  das 
sog.  „Drillungsmoment",  hat  den  Betrag  Cr,  wo 

(132)  C  =  f.ff{x^  +  ,f  +  ^f -y  11)  <lxdy; 

man  bezeichnet  C  als  die  Drillung ssteifiglieit,  x  als  den  Drall  des 
Balkens. 

Die  Querschnitte  bleiben  im  allgemeinen  nicht  eben,  ihre  Ver- 
wölbung  IV  ist  durch  die  Funktion  ^,  die  sog.  „Torsionsfunktion"^ 
gegeben. 

Die  Aufgabe,  die  Funktion  O  der  Gleichung  (126)  und  der 
Randbedingung  (127)  gemäss  zu  bestimmen,  hat  B.  de  Saint -Venant^^) 
für  eine  Reibe  von  Querschnittsformen,  u.  a.  für  die  Ellipse,  das 
Rechteck  und  das  gleichseitige  Dreieck,  gelöst  und  die  Lösungen  sind 
von  ihm  eingehend  diskutiert  und  graphisch  erläutert  worden.  Nur 
beim  Kreiszylinder  bleiben  die  Querschnitte  eben.  In  einspringenden 
Ecken  wird  die  Schubspannung  unendlich,  in  vorspringenden  Ecken 
verschwindet  sie;  erstere  sind  daher  schädlich,  letztere  wertlos.  Weitere 
Lösungen  gaben  A.  G.  Greenhill'^'' )  (für  den  Kreissektor  und  das  von 
konfokalen  Ellipsen  und  Hyperbeln  begrenzte  Gebiet)  und  Ä.  E.  H. 
Love^^)  (für  den  Ringsektor).  Für  die  Bestimmung  von  0  und  die 
Diskussion  der  Lösung  erweist  sich  die  Einführung  der  zu  ^  kon- 
jugierten harmonischen  Funktion  ^  und  die  Betrachtung  gewisser 
Analogien  aus  der  Hydrodynamik  ^^)  als  zweckmässig.  Da  die  Rand- 
bedingung übergeht  in 

U33)  y«-  —\{x~-{- 1/)  =  const., 

so  kann  man  z.  B.^^)  die  Funktion  W' ^  '*F — H'^"'~l~i/")  ^^^  Strö- 
mungsfunktion der  Bewegung  einer  reibungslosen  inkompressiblen 
Flüssigkeit  in  einem  Zylinder  von  der  vorgegebenen  Querschuittsform 
interpretieren.  Die  Geschwindigkeit  in  der  Flüssigkeit  stimmt  nach 
Grösse  und  Richtung  in  jedem  Punkte  mit  der  auf  den  Querschnitt 
wirkenden  Tangentialspannung   überein,   so  dass   die   Strömungslinien 


86)  Paris  Mem.  sav.  etr.  14  (1855),  p.  233. 

87)  Mess.  of  niath.  8  (1877),  p.  89;  10  (1880),  p.  83;   Quart.  J.  of  math.   16 
(1879),  p.  227. 

88)  Elastioity,  2.  Aufl.,  p.  307  f.;  Elastizität,  p.  371  f. 

89)  Vgl.   .1.  G.  Greenhill ,  Encycl.  Brit.,   9.  Aufl.,   Art.   „Hydromechauioe" ; 
Thomson-Tait,  Nat.  Phil.  2,  p.  242;  /.  Boiminesq,  J.  de  math.  (2)  16  (1871^,  p.  125. 

90)  Siehe  A.  G.  Greenhill,  loc.  cit. 
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mit  den  „ScbulispaiuiuiigsliDien"  zusammenfallen.  Aus  dieser  Be- 
ziehung gellt  beispielsweise,  wie  J.  Laruior'^^)  gezeigt  hat,  hervor, 
dass  die  Spannung  in  der  Nähe  einer  zur  z-Axe  ])arallelen  zylin- 
drischen Durchbohrung  annähernd  den  doppelten  Betrag  haben  kann 
wie  an  entfernteren  Stellen.  L.  Praiuftl'-'^)  l)cmerkt,  dass  die  Fläche 
-  __  qs'  gicij  durch  eine  gleichmässig  gespannte  Membran,  die  den 
Querschnittsumriss  zur  Randkurve  hat  und  auf  die  eine  bestimmte  zur 
Querscbnittsebene  senkrechte  Spannung  wirkt,  realisieren  lässt  und  so 
die  wirkliche  Messung  der  bei  dem  Torsionsproblem  auftretenden  Daten 
ermögh'cht  ist.  In  der  Tat  geben  die  Höhenlinien  dieser  Membran  den 
Verlauf  der  Schubspannungslinien,  das  Gefäll  liefert  die  Grösse  der 
Spannung,  und  überdies  stellt  das  von  der  Membran  und  der  Randebene 
eingeschlossene  Volumen  die  Drillungssteifigkeit  C  des  Balkens  dar. 
Die  Theorie  der  Torsion  ist  von  W.  Voigt  "^)  auf  Frismen  aus 
äolotropem  Material  ausgedehnt  worden,  für  die  der  Querschnitt 
Struktursymmetrieebene  ist;  die  verallgemeinerte  Theorie  wurde  von 
ihm  zur  Bestimmung  der  Elastizitätskonstanten  der  in  Frage  kommen- 
den Kry stalle  herangezogen.  In  dem  schon  von  B.  de  Saint-Venanf'-'^) 
erörterten  Fall,  dass  das  Material  drei  zueinander  senkrechte  Symmetrie- 
ebenen besitzt,  von  denen  eine  mit  der  Querschnittsebene  zusammen- 
fällt, gestalten  sich  die  Formeln  ähnlich  wie  im  Falle  der  Isotropie, 
und  die  Differentialgleichung  sowie  die  Randbedingung,  die  die  hier  in 
Betracht  kommende  Torsionsfunktion  bestimmen,  lassen  sich  auf  die 
in  jenem  Fall  geltende  Form  zurückführen. 

13  c.  Von  z  linear  abhängiger  Spannungszustand.  (Biegung 
durcli  Querkraft.)  Die  x-  und  die  y-Axe  seien  die  durch  den  Schwer- 
punkt gehenden  Hauptträgheitsaxen  des  Querschnitts.  Setzt  man  alle 
Spannungs-  und  Formänderungskomponenten  in  der  Gestalt  an: 

(134)  { ^-  =  ^^^'^'  +  ^^^'''     ^-  =  ^^^'^^  +  ^-'°'' 


so  spalten  sich  die  Grundgleichungen  und  die  Kompatibilitätsbedin- 
gungen in  Relationen  zwischen  den  mit  z  proportionalen  Gliedern 
und  solche  zwischen  den  von  z  unabhängigen  Gliedern.  Die  ersteren 
stimmen,  bis  auf  den  sich  heraushebenden  Faktor  z,  mit  den  Formeln 
(118) — (122)   überein  und   haben   daher  eine  Lösung  von  der  Form: 


91)  Phil.  Mag.  (5)  33  (1892),  p.  70. 

92)  Phys.  Zeitschr.  4  (1903),  p.  758. 

93)  Ann.  Phys.  Cham.  (3)  16  (1882),  p.  294;  (3)  29  (1886),  p.  604. 

94)  Paris,  Mem.  pres.  par  div.  sav.  (1855). 
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(135) 


,  —  x^x 

(1)  =  — 


5<i  y-. 


y;''  =  —  n^: 


H) 


y 


■/'=^.(i-:-.'^).  ^/"=^.(f;+-)> 


0 

y 


wo  s^,  x^,  x^',  T^  Konstanten  und  0  die  Torsionsfunktion.  Da  aber 
aus  statischen  Gründen  der  in  der  2  -  Richtung  resultierende  Druck 
und  das  Moment  um  die  ^-Axe  nicht  mit  z  variieren  dürfen,  so 
müssen  e^  und  Tj  verschwinden.  Die  Relationen  zwischen  den  von  z 
unabhängigen  Gliedern  ergeben  dann:  X^^°^  =  Y^W  =  Xj^^°)  ==  0 ,  so 
dass  wiederum  die  Saint -Venantsehe  Voraussetzung  (llTj  gilt,  und 
die  Lösung  drückt  sich,  wenn  von  den  früher  erledigten  Fällen  des 
einfachen  Zugs  und  der  einfachen  Biegung  abgesehen  wird,  folgender- 
massen  aus: 


(136) 


(0) 


,,  (0)  =  ,W 


a;,w  =  0, 


hierin    sind  Xj,  x^'   Konstanten,     0    die    Torsionsfunktion    und    x^  X 

Funktionen  von   x,  y,    die    in  jedem    Punkte    des    Querschnitts    der 

Gleichung 

(137)  Ax  =  0     bezw.     Ax'=0 


und  auf  dem  Rande  beziehungsweise  der  Bedingung 

^|  =  — (2+7i)a;ycos(a;,«)  — {|>/r  +  (l—  .,  v^ ]  cos(y.  n) 


(138) 


genügen. 

Aus  den  Spannungen,  die  den  mit  t  multiplizierten  Gliedern  ent- 
sprechen, resultiert  über  den  Querschnitt  ein  Moment  um  die  .J-Axe, 
und  man  kann  r  so  wählen,  dass  dies  Moment  gerade  dasjenige  Kräfte- 
paar kompensiert,  das  aus  den  den  übrigen  Termen  entsprechenden 
Spannungen  resultiert.  Setzt  man  x/=0,  so  liefern  die  Spannungen 
für  einen  bestimmten  Querschnitt  eine  in  die  Richtung  der  a'-Axe 
fallende  Resultante  W=  EI  ■  Xj,  wo  /  das  auf  die  //Achse  bezogene 
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Trägheitsmoment  des  Querschnitts,  und  ein  Moment  um  die  y-Axe 
vom  Botrage  M=W(l  —  z),  wo  l  eine  Konstante.  Es  ergiebt  sich 
also,  dass  die  erhaltene  Lösimg  dem  Falle  des  durch  eine  Querkraft  W 
in  der  xz-Ebene  gebogenen  Balkens  von  der  Länge  l  entspricht'-'^). 
Die  Verschiebungen  werden 


(139) 


w 


IhV—lh^, 


V  =  j^j  riQ  —  z)xy  +  xzx  +  «2  +  l\x  —  p^z 

w  =  —  -^j  [x  (iz  —  ;^  z")  +  xf  +  Z J  +  ^  *^  +  «3  4- 

wo  «j,  «2?  ^''3?  Pi^  P2>  P:i  Litegrationskonstanten,  die  durch  die  „Be- 
festigungsbediugungen"  bestimmt  werden.  Wenn  z.  B.  der  Koordi- 
natenanfang 0,  das  von  ihm  in  der  «/-Richtung  auslaufende  Linien- 
element und  das  ihn  enthaltene  Element  der  Ebene  z  =  U  festgehalten 
werden,  so  verschwinden  a^,  a^,  a^,  Pi,  p>z  (vorausgesetzt,  dass  man  O 
und  1  der  Bedingung  unterwirft,  in  0  zu  verschwinden),  und  p^  be- 
stimmt sich  durch  die  Bedingung  -^  =  0  für  x  =  y  =  z  =^  0. 

Die  Querschnitte  bleiben  nicht  eben  und  nicht  senkrecht  zur 
Zentrallinie.  Ihre  Gestalt  im  deformierten  Zustand  hängt  ab  von  den 
Funktionen   0  und  x\    ihre  Neigung  gegen  die  Zentrallinie  ist  durch 

1        ,     W 

gegeben. 

Die  durch  (137)  und  (138)  definierte  Funk- 
tion X,  die  sog.  BiegungsfunMion,  hat  B.  de  Saint- 
Venant^^)  für  eine  Reihe  von  Querschnittsformen, 
u.  a.  für  den  Kreis,  die  Ellipse  und  das  Recht- 
eck, bestimmt,  und  die  Resultate  sind  von  ihm 
wieder  näher  diskutiert  und  graphisch  erläutert  worden.  Für  das 
quadratische  Prisma  z.  B.  findet  er  die  in  Fig.  2  durch  eine  Reihe 
von  Höhenlinien  und  zwei  Vertikalschnitte  dargestellte  Form  des 
deformierten  Querschnitts.  Für  andere  Gebiete  haben  F.  GrasJiof^''), 
Ä.  E.  H.  Love  ^*)  die  Biegungsfunktion  bestimmt. 

95)  Analog  -würden  die  mit  x/  multiplizierten  Glieder  den  Fall  der  Biegung 
in  der  yz-Ehene  repräsentieren,  so  dass  die  allgemeine  Lösung  (13.j),  (136)  der 
Biegung  durch  eine  in  beliebiger  (nicht  zu  einer  Hauptträgheitsaxe  parallelen) 
Richtung  angreifenden  Last  entspricht. 

96)  J.  de  math.  (2)  1  (1856),  p.  89. 

97)  F.  Grashof,  Elastizität  und  Festigkeit,  Berlin  1878,  p.  246. 

98)  A.  E.  H.  Love,  Elasticity,  2.  Aufl.,  p.  322;  Elastizität,  p.  386. 
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Die  Zentrallinie  des  Balkens  geht  durch  die  Biegung  in  die  Kurve 

(140)  u  =  ^j{^.'--^. ")+!,,.,    v  =  (} 

über,   ihre  Krümmung  ist 

und  daher  dem  Moment  M,  dem  sog.  Biegmigsmoment ,  proportional, 
genau  wie  im  Falle  der  gleichförmigen  Biegung  (Xr.  12b,  ß)).  Die 
zur  Zentrallinie  parallelen  Fasern  der  Ebene  x  =  0  bleiben  ungedehnt, 
man  bezeichnet  diese  daher  als  die  neutrale  Ebene.  Dieselbe  geht 
durch  die  Biegung  in  eine  negativ  gekrümmte  (antiklastische)  Fläche 
über  (Vgl.  Nr.  12b.  ß)^^).  Zu  beachten  ist,  dass  der  Balken  auch  einen 
gewissen  Drall  erfährt,  wie  das  Auftreten  der  mit  r  multiplizierten 
Glieder  in  (139)  zeigt. 

Die  Theorie  der  Biegung  eines  Prismas  durch  transversale  End- 
last lässt  sich  auch  auf  den  Fall  ausdehnen,  dass  das  Material  äolotrop 
ist,  falls  nur  die  den  Hauptträgheitsaxen  parallelen  Ebenen  Struktur- 
symmetrieebenen darstellend''*^). 

13  d.  Von  ,v  quadratiseli  abhängiger  Spannungszustand  (gleich- 
massig  belasteter  Balken).  Setzt  man  alle  Spannungs-  und  Form- 
änderungskomponenten in  der  Gestalt  an 


(141) 


f  X^  =  X}')^'  +  ^V'^^  +  X}'' ,    ^.  =  ^.'''^'  +  ^}''^  +  ^. 


(0) 


so  spalten  sich  die  Grundgleichungen  und  die  Kumpatibilitätsbedin- 
gungen  in  Relationen  zwischen  den  mit  z-  proportionalen  Gliedern, 
solche  zwischen  den  in  z  linearen  Gliedern  und  solche  zwischen  den 
von  z  unabhängigen  Termen.  Indem  man  mit  diesen  Relationen  in 
ähnlicher  Weise  operiert  wie  mit  den  analogen  Gleichungen  unter 
Nr.  13a  und  13b,  gelangt  man  zu  folgendem  Resultat ^°^):  Die  Form- 
änderungskomponenten z,,  z^,  y.  sind  gegeben  durch 


99)  Auch  in  dem  Falle,  wo  die  Last  iu  beliebiger  Richtung  angreift,  geht 
die  ZentraUinie,  wie  Saint-Vetiant  (loc.  cit.)  gezeigt  hat,  in  eine  ebene  Kurve 
über,  deren  Ebene  zur  neutralen  Ebene  senkrecht  steht.  Die  Spuren  der  Last- 
ebene und  der  neutralen  Ebene  auf  dem  Querschnitt  sind  konjugierte  Durch- 
messer der  zum  Schwerpunkt  gehörenden  Trägheitsellipse  des  Querschuitts. 

lOU)  Vgl.  A.  E.  H.  Love,  Elasticitv,  2.  Aufl.,  p.  380;  Elastizität,  p.  397. 

101)  /.  H.  Michell,  Quart.  J.  of  math.  32  i;iU01),  p.  28. 
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z,  =  Sq  —  (x„  +  x^r  +  x,z')x  —  (xo'+  x/z  H-  y..,'z')y 

+  2x,(x  +  xy')  +  2x,'(;r'+:i^v)  +  r,0, 

?/,=  (ro+r,^)(|^  +  :r)  +  (.,4-2x,^)|^|  +  l2  +  .;)a.-y{ 

wo  O  die  Torsioiisfuuktiou  und  y,  y'  die  der  Biegung  in  der  xz-Fihene 
bezw.  in  der  yz-Fihene  entsprechenden  Biegungsfuuktionen  des  Quer- 
schnitts: femer  ist 


(143) 


^/■'  =  y/'  = 


1  ^J'^  =  y}'^  =  -  n^P] 


0. 


Andererseits  bestimmen  sich  die  Grössen  X^^'^\  i,/*^^?  ^/*^^  durch  Lösung 
eines  Problems  ebener  Deformation.     Setzt  man  nämlich 

so  sind  X^',  Y^',  XJ^'^  den  Hauptgleichungeu 


(144) 


cy 


^2  (•'n 


üa; 


+ 


dy 


+ 


rji)  — ;. 


dz 


(0)- 


^2/  _ 


=  0, 


(145) 


den  Randbedingungen 

X;  cos  (ä;,«)  +  Xyo)  cos  (y,)0  =  [X„  +  A^  w  cos  (a;,M)], 
Xyo)  cos  (x,n)  +  ly  cos  (^y,n)  =  [r„  +  ;.^-/«)  cos  (?/,»)] 
und  den  Beziehungen 

X.'=-(i  +  2a)x/)-iy«, 


(146)  1  i^;  =  -  ^^/^  -  (^-  +  2.")y/) , 


XW  = 


.uo;/); 


(147) 


dy 


V^+^-^l- 


dxdy 


zu   unterwerfen;   die  Grössen  Xp-\  F/^^,  ^/°)   dabei   sind  als  bekannte, 
aus  (142)  zu  entnehmende  Grössen  anzusehen. 

Sind  ^,  X,  X  bestimmt  und  ist  das  Problem  der  ebenen  Defor- 
mation gelöst,  so  geben  obige  Formeln  die  Lösung  des  Problems  der 
Biegung  ehies  Balkens  durch  eine  beliebige  von  z  unabhängige  Belastung, 
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die  keine  Komponente  in  der  ^;- Richtung  besitzt.  Sind  W,  W  die 
zur  X-  und  zur  ?/-Axe  parallelen  Komponenten  der  auf  die  Längen- 
einheit entfallenden  resultierenden  Last,  so  gilt 

nAü\  _     ^''  '—  -El' 

wo  I,  r  das  auf  die  y-Axe  bezw.  auf  die  ^--Axe  bezogene  Trägheits- 
moment des  Querschnitts.  Der  Drall  des  Balkens  -wird  definiert  durch 
die  Grösse  Tq-\- ti^]  liefern  die  am  Mantel  angreifenden  äusseren 
Kräfte  kein  resultierendes  Moment,  so  verschwindet  Tj. 

Die  Dehnung  der  Zentrallinie  ist  gleich  £(,;  sie  verschwindet  nicht, 
wenn  der  resultierende  longitudinale  Druck  verschwindet,  die  neutrale 
Fläche  enthält  daher  die  Zentrallinie  nicht.  Die  Krümmung  der 
Zentrallinie  in  der  x^- Ebene  ist  gegeben  durch  x^ -f-  Xj .?  -f-  x^^^,  die- 
jenige in  der  ?/£-Ebene  durch  Hq  -\-  x/.s  -|-  Xg'^^ 

Das  Biegungsmoment  in  der  a;^-Ebene  drückt  sich  aus  durch 

(149)  M=EI{x,-]-  y.,z  +  y.,z')  -f  h, 

wo  h  eine  von  den  Bedingungen  an  den  Enden  abhängende  Konstante^ 
analog  dasjenige  in  der  y^-Ebene.  Es  zeigt  sich  also,  dass  das 
Biegungsmoment  der  Krümmung  nicht  mehr  streng  proportional  ist,. 
ein  Resultat,  das  zuerst  von  K.  Pearson  ^°^)  vermerkt  wurde  und  das 
für  die  Bewertung  der  üblichen  Näherungstheorie  für  dümie  Stäbe 
(Nr.  17,  sowie  IV  27,  H.  Beissner)  von  Bedeutung  ist. 

Das  Problem  der  Biegung  eines  der  Schirere  imtenvorfenen  BalJiens 
durch  eine  von  z  unabhängige  beliebige  Belastung  wurde  von 
K.  Pearson^^^)  mit  Hilfe  der  semi-inversen  Methode  behandelt  und 
für  eine  Reihe  von  Querschnittsformen,  u.  a.  für  den  Kreis,  die  Ellipse 
und  das  Rechteck,  vollständig  gelöst.  E.  Älmansi^^^)  hat  dasselbe 
Problem,  jedoch  ohne  Berücksichtigung  von  Massenkräften,  von  den 
BeUr am i seilen  Gleichungen  (IV  24,  Nr.  7  a,  0.  Tcdone)  aus  in  Angriff 
genommen  und  die  Lösung  auf  die  Integration  der  Gleichung 

AA#  =  0 

xy  xy 

bei  gegebenen  Randwerten  von  ^  und  -t—  zurückgeführt.  Er  ver- 
allgemeinert ^°*)  die  Lösung  auf  den  Fall,  dass  die  auf  den  Mantel 
wirkenden  Spannungen  sich  durch  Polynome  von  folgender  Form 
ausdrücken: 


102)  Quart.  Journ.  of  math.  24  (1889),  p.  63. 

103)  Roma  Acc.  Line.  Rend.  (5^  10 >  (llt01\  p.  400. 

104)  Roma  Acc.  Line.  Rond.  (5'  10»  (1901\  p.  333. 


(150) 


14a.  riattt'iithooric:  Historische  Bcmerkungon. 
—    >"•  n    i^"'        y   —  y  h    z"^       7.     —  T.  ]     s" 
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WO  g^,  hj,^,  i„,  beliebige  Funktionen  von  x,  y.  Stellen  nämlich  u,  v\ 
w'  eine  den  Kandspiumungen  (jz'^,  hz^,  Iz""'  entsprechende  Lösung  der 
Gleichgewichtsgleichungen  dar,  so  liefern 


M  =  (n+1) 
v  =  («4-l) 
w=  {n-\-  1) 


/  u'  dz  -\-  ?<i  —  Uq 
b 

I  v  dz  -\-  v^  —  Vq 
b 

f    W'dz  +  M'2 ^^'o 


eine  den  Randspannungen  gz'^'^'^,  hz^'^^,  Iz^'^'^  entsprechende  Lösung; 
dabei  bedeuten  Uq,  Vq,  Wq  die  von  einer  gewissen  von  z  unabhängigen 
Belastung  herrührenden  Verschiebungen  und  u^jV^,  w^  beliebige  parti- 
kuläre Lösungen  der  Gleichungen 

xy 

wo  /"j,  /"g,  /'g  folgende,  von  z  unabhängige  Ausdrücke 


f.=i>-+i^)U 


dfu'dz        dfv'dz         d  fw'dz 

ä7 


dx 


^       dy       ^ 


+  i^c  A    /  u  dz, 


sind.  Da  für  m  =  0  die  Lösung  bekannt  ist,  so  kann  man  nach 
einander  die  Lösungen  für  wi  =  1,  ni  =  2,  ...  konstruieren  und  durch 
Superposition  zur  allgemeinen  Lösung  gelangen.  Die  Bedingungen  an 
den  Endflächen  sind  hinterher  durch  Überlagerung  mit  einer  der  in 
Nr.  13  b,  c  besprochenen  Lösungen  zu  befriedigen. 

14,    Plattentheorie  im  Besonderen. 

14  a.    Historische    Bemerkungen.      Unter    einer    Platte    versteht 
man    einen    von    zwei   parallelen  Ebenen   ^  ==  +  /<   begrenzten   zylin- 
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drischen  Körper,  dessen  Höhe  2Ji  fdie  „Plattendicke'^j  klein  ist  gegen 
die  Querscbnittsabm essungen,  aber  immerhin  groß  gegen  die  bei  irgend- 
welcher Deformation  auftretenden  Verschiebungen.  Die  Theorie  dieser 
„dicken"  Platten  bildet  daher  in  gewissem  Sinne  das  Gegenstück  zur 
Balkentheorie.  Historisch  ist  jedoch  ein  wesentlicher  Unterschied  zu 
bemerken,  insofern  nämlich  die  Ableitung  strenger  Lösungen  für 
Platten  viel  später  datiert  als  diejenige  für  Balken  und  man  deshalb 
lauge  auf  Plattentheorien  angewiesen  war,  die  sich  auf  mehr  oder 
minder  anfechtbare  Hypothesen  gründeten. 

Die  erste  Behandlung  des  Plattenproblenis  gab  Mdlle.  S.  Germain 
(vgl.  IV  23,  Nr.  1,  Müller-Timpe)  in  den  Arbeiten,  die  sie  in  den 
Jahren  1811,  1813,  I8l5  dem  Pariser  Institut  zur  Erlangung  eines 
von  diesem  ausgesetzten  Preises  einreichte.  Die  Resultate  der  Arbeit 
vom  Jahre  1811  waren  falsch;  aus  der  von  ihr  zugrunde  gelegten 
Hypothese  leitete  aber  J.  L.  Lagrange  ^°® ),  der  zu  den  für  die  Prüfung 
der  Arbeit  ernannten  Berichterstattern  gehörte,  noch  in  demselben 
Jahre  die  Differentialgleichung  für  die  Durchbiegung  iVq  der  Mittel- 
ebene {ß  =  0)  der  Platte  in  der  Form  ab,  wie  sie  die  heute  allgemein 
acceptierte  Näherungstheorie  liefert: 
(löl)  AAH-o=/"(:ry). 

xy  xy 

In  den  Arbeiten  von  1813  und  1815  gelangte  dann  S.  Germain  zu 
derselben  Gleichung  und  ausserdem  zu  den  Randbedingungen  ^°'^).  Den 
Ausgangspunkt  ihrer  Theorie  bildet  die  von  G.  Kirchltuff'^^^)  als  un- 
richtig erwiesene  Annahme,  dass  der  von  der  Biegung  hervorgerufene 
elastische  Widerstand  an  jeder  Stelle  der  Summe  der  Hauptkrümmungeu 
proportional  sei;  die  Gleichgewichtsbedingung  wird  dann  mit  Hilfe 
des  Prinzips  der  virtuellen  Arbeit  ausgedrückt  ^°''). 

Der  erste,  der  mit  Hilfe  der  Grundgleichungen  der  Elastizität  das 
Problem  der  Platten  behandelte,  war  S.D.  Poisson^^^).  Er  nahm  an.  dass 
die  Verschiebungen  und  die  Spanuungskomponenten  sich  nach  Potenzen 
des  Abstaudes  von  der  Mittelebeue  entwickeln  lassen.  Für  den  Fall, 
dass  auf  die  Seiten  ^  =  +  A  der  Platte  keine  Kräfte  wirken,  fand  er 


106)  Ann.  chim.  phys.  31)  (1828),  p.  14'.),  207. 

107)  Diese  Untersuchungen  hat  die  Verfasserin  veröffentlicht  in  der  Schritt 
„Kecherches  sur  la  thcorie  des  surfaces  elastiques",  Paris  1821. 

108)  J.  f.  Math.  -10  (1850),  p.  51. 

109)  Eine  ähnliche  Plattentheorie  gab  L.  Xarhr,  Bull,  de  la  See.  philom. 
1823,  p.  95. 

110)  Paris  Mem.  de  l'Acad.  8  (1829),  p.  ."557.  Eine  auf  spezielle  Annahmen 
gegründete  Ableitung  der  Gleichung  der  verbogenen  Platte  hatte  Poisson  bereits 
1814  gegeben,  Paris  Moni,  de  l'Institut,  1812,  2.  partie,  p.  lt)7. 
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als  Näherungsrcsultat,  dass  die  Verseliie))uiigen  der  Punkte  der  Mittel- 
ebene  in  ihrer  Ebene  und  senkrecht  zu  ihr  sich  gesondert  behandeln 
lassen:  für  erstere  gelten  dieselben  Gleichungen  wie  beim  Problem 
der  elastischen  Scheibe  (vgl.  Nr.  IIb),  für  letztere  ergiebt  sich  die 
Laffranf/escha  Gleichung  (151)  ^^^).  Was  die  Randbedingungen  an- 
betrifft, so  gelniigte  Poisson  zu  fünf  mit  folgenden  Bedingungen 
äquivalenten  Relationen: 

/(  A  // 

T==fx;dz,    S=fY;dz,     N^jXch, 


(152) 


G  =  j  sX^.dz,     H=j  —  sY^.dz-^ 


dieselben  drücken  aus,  dass  die  zur  Normale  x'  und  zur  Tangente  y 
der  Randkurve  und  zur  0-Richtuug  pai-allelen  Komponenten  T,  S,  N 
der  am  Rande  angreifenden  äußeren  Kräfte  und  die  um  die  Tangente 
und  um  die  Normale  Avirkenden  Kräftepaare  G,  H  übereinstimmen 
mit  den  entsprechenden,  aus  den  Spannungskomponenten  XJ,,  YJ,, 
Z^,  resultierenden  Grössen.  Diese  Randbedingungen  sind  später  von 
G.  Kirchhoff  ^^^)  als  im  allgemeinen  nicht  gleichzeitig  erfüllbar  an- 
gefochten und  durch  folgende  vier  ersetzt  worden: 
h  h  h 

T=fx;d3,  s=fY;dz,   G=fzx;dz, 


(153) 


—h 
h 


^^-~ä=ß'''''  +  rsßY:M. 


14  b.  Die  Kirchhoffsclie  Näherungstheorie.  Die  Kirchhoff  sehe 
Theorie  ^^^)  gründet  sich  auf  folgende  beiden,  als  Ergebnisse  des  Ex- 
periments angesehenen  Voraussetzungen:  1.  Jede  gerade  Linie  der 
Platte,  welche  ursprünglich  senkrecht  auf  der  Mittelebene  war,  bleibt 
bei  der  Formänderung  gerade  und  senkrecht  auf  den  ursprünglich 
zur  Mittelebene  parallelen  Ebenen;  2.  die  Elemente  der  Mittelebene 
erleiden  bei  der  Formänderung  keine  Dehnung.  Aus  diesen  beiden 
Annahmen  gewinnt  Kirchhoff  einen  von  den  Krümmungen  der  Mittel- 
fläche abhängenden  Ausdruck  für  die  potentielle  Energie  der  Platte 
und  daraus   unter  Anwendung  des  Haniiltonschen  Prinzipes   die   (mit 


111)  Eine  ähnliche  Plattentheorie  (unter  Anwendung  von  zwei  elastischen 
Konstanten)  wurde  von  Ä.  L.  Cauchy,  Exerc.  de  math.  3  (1828),  p.  330  =  Oeuvres 
(2)  8,  p.  381,  entwickelt. 

112)  J.  f.  Math.  40  (1850,,  p.  51. 
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der  Lagrangeschen  Gleichung  übereinstimmende)  Differentialgleichung 
der  verbogenen  Mittelfläche  und  die  Randbedingungen.  Die  Diskrepanz 
zwischen  den  Foissonschen  und  den  Kinhhoff'Bchen  Randbedingungen 
hat  in  Frankreich  zu  einer  umfangreichen  Diskussion  Anlass  gegeben, 
bis  J.Boussinesq  dort  die  Streitfrage  zugunsten  Kirchho/f's  entschied"^). 
Das  Gleiche  hatten  aber  schon  früher  W.  Thomson  und  P.  G.  Tait  ^^*) 
ausgeführt,  indem  sie  zeigten,  dass  aus  dem  Saint -Venantsohan  Prinzip 
(Nr.  lob)   die   Verschmelzung   der   beiden    Po/ssweschen   Bedingungen 

/.  A 

N  =fz^,  dz,     H  =f—  z  Yl.dz 

—h  —h 

zu  der  einen  KirchJioffschen  Bedingung 

h  h 

—h  —h 

folgt,  da  man  eine  Verteilung  yon  Kräftepaaren  H  längs  dem  Rande 
geben  kann,  ohne  dass  damit  nach  innen  eine  merkliche  Wirkung 
ausgeübt  wird. 

Die  konsequente  Anwendung  der  „Spannungsresultanten"  und 
„Spannuugsmomente",  d.  h.  der  für  irgend  einen  Xormalschnitt  aus 
den  Spannungen  über  die  Plattendicke  resultierenden  Kräfte  imd 
Kräftepaare  [vgl.  (152)],  rührt  von  A.  Clchsch  ^^^)  her.  Beziehen  sich 
T^,  S^,  N^;  G^,  Hl  auf  einen  zur  x-Axe  parallelen  Schnitt,  Tg,  S^,  iV,; 
Gg,  H^  auf  einen  zur  g-Axe  parallelen  Schnitt,  so  drücken  sich  die 
Gleichgewichtsbedingungen,  da  S2  ^  —  S-^,  11^=^  —  H^  folgender- 
raassen  aus: 


(154) 


dx  ^  dy  ^  ^^         ^' 

^^i  _i  ^^  _L  ^" r> 

dx  ~^  dy   '^        ~     ' 


113)  /.  Boxmsincsq,  J.  de  math.  (2)  16  (,1871\  p.  \i:^\  Paris  C.  R.  72  (,1871), 
p.  407,  449  (die  Arbeiten  enthalten  eine  neue  Ableitung  der  Lagrangeschen 
Differentialgleichung  und  der  Kirchhoffschen  Grenzbedingungen);  M.  Levy,  J.  de 
math.  (3)  3  (1877),  p.  21Ü;  Paris  C.  R.  84  (1877),  p.  596,  948;  (;.  Kirchhoff',  Paris 
C.  R.  84  (1877),  p.  740;  M.  Levy,  Paris  C.  R.  84  (;i877).  p.  942;  /.  Bou,<sinesq, 
Paris  C.  R.  85  (1877),  p.  1157;  M.  Levy,  Paris  C.  R.  85  (1877),  p.  1277;  J.  Boussi- 
nesq,  Paris  C.  R.  86  (1878),  p.  108;  M.  Levy,  Paris  C.  R.  86  (1878\  p.  304; 
J.  Boussitiesq,  Paris  C.  R.  86  (1878),  p,  461. 

114)  ir.  Tho7nso)i-P.  G.  Tait,  Treatise  on  natural  philosophv  1867.  Vgl. 
Nat.  Phil.  2.  Aufl.  2,  Art.  645  ff. 

115)  Elastizität,  §  69  ff. 
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(155) 


(156) 


^-^  +  iV,  +  L'  =  0, 


dGy 

dx 


dy 


WO  X',  Y',  Z',  L\  J/'  die  Komponenten  der  auf  die  Platteneleniente 
wirkenden,  auf  die  Flächeneinheit  der  Mittelebene  bezogenen  äusseren 
Kräfte  und  Kräftepaare  ^*^).  Die  Gleichungen  (154)  kommen  für  die 
Rechimg  der  Platte  in  ihrer  Ebene,  die  Gleichungen  (155)  und  (156) 
für  die  Biegung  in  Frage.  Acceptiert  man  aus  der  KirchJioff'schen 
Theorie  die  Beziehungen  zwischen  den  Krümmungen  der  Mittelebene 
und  den  Spannungsmomenten: 


(157) 


wo 


[  H,  =  D(l  -  ,,) 


dxdy' 


^  _   2     Eh" 

^  —  Y  1^=^^* 

die  sogenannte  „Biegungssteifigkeit"  der  Platte,  so  ergibt  die  Kom- 
bination mit  (155)  und  (156)  folgende  Gleichung  für  die  Durch- 
biegung Wq  der  Mittelebene: 

(158)  AA..  =   y  (7/  4-  y^'  _  ^-iL\  '''). 


xyx.j    "       D  \^    ~^    dx  dy  J 


Es  ist  dies  die  präzise  Form  der  Lagrangcschen  Gleichung.  W.  Thom- 
son und  P.  G.  Tait^^^)  haben  darauf  hingewiesen,  dass  die  Formeln 
(157)  für  den  Fall  der  gleichförmigen  Biegung  sich  aus  der  Saint- 
Venantschen  Balkentheorie  ableiten  lassen.  Ihre  Rechtfertigung  durch 
die  strenge  Theorie  betreffend  siehe  weiter  unten. 

Das   allgemeine  Integral    der  Gleichung  (158)   wurde   von  iS*.  D. 
Poisson  ^^^)  angegeben ;  er  leitete  auch  ^^°)  eine  Reihe  spezieller  Lösungen 


116)  Die  um  die  ^-Axe  wirkende  Komponente  N'  des  Kräftepaares  muss 
verschwinden. 

117)  Siehe  z.  B.   W.  Thomson-P.  G.  Tait,  Nat.  Phil.  2,  Art.  644,   wo   auch 
die  erweiterte  Gleichung  für  den  FaU  ungleicher  Biegsamkeit. 

118)  Nat.  Phil.  2,  Art.  719. 

119)  Paris  Mem.  de  l'Acad.  8  (1829),  p.  357.  Vgl.  Thomson-Tait,  Nat.  Phil.  2, 
Art.  649. 

120)  loc.  cit.;  vgl.  G.  Kirchhoff,  J.  f.  Math.  40  (1850),  p.  51. 
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(für  verschiedene  Belastungen  und  Auflagerbedingungenj  für  die  Kreis- 
scheibeab.  Weitere  Lösungen  gaben  C.  H.  L.  Navier^^^)  (iiXr  dsisRechteck), 
E.  Ilathieu'^^^)  (für  den  Kreis  und  die  Ellipse),  B.  de  Saint -Venant^-^) 
(für  den  Kreis),  31.  D'vy  ^^^)  (für  das  Rechteck),  E.  Estannve  ^^)  (für 
das  Rechteck),  J.  Hadamard^^^)  (für  den  Kreis).  Da  eine  partikuläre 
Lösung  von  (158)  leicht  angegeben  werden  kann,  reduziert  sich  das 
Problem  auf  die  Lategration  der  Differentialgleichung  AA?«,,  =  0,  zu 

XtJ  X'J 

der  bereits  in  Nr.  IIb  weitere  Notizen  gegeben  sind.  Zu  bemerken 
ist  noch,  dass  auch  das  Verfahren  der  Inversion,  wie  J.  H.  Jllchell  ^-~) 
gezeigt  hat,  im  vorliegenden  Fall  anwendbar  ist  und  die  Ableitung 
neuer  Lösungen  gestattet. 

14  c.  Die  genauere  Theorie.  Die  strenge  Theorie  der  dicken 
Platten  ist  in  ihren  Grundzügen  von  J.  H.  Michell  ^^®)  ausgebildet 
und  im  einzelnen  von  Ä.  E.  H.  Love^^^)  weiter  ausgeführt  worden. 
Dieselbe  ruht  im  Avesentlichen  auf  den  mit  den  Spannungsgleichungen 
kombinierten  Beltnimischen  Gleichungen  (IV  24,  Nr.  7a,  0.  Tedone). 
Betrachtet  man  zunächst  die  Platte  als  unendlich  ausgedehnt,  so  kann 
man  eine  die  Randbedingungen  auf  ^  =  +  /<  streng  befriedigende 
Lösung  finden  (vgl.  Nr.  1).  Giebt  man  dann  der  Platte  die  gewollte 
zylindrische  Begrenzung,  so  hat  man  noch  eine  Lösung  zu  überlagern, 
die  zusammen  mit  jener  überall  am  Rande  die  vorgeschriebenen 
Spannungsresultanten  und  resultierenden  Spannungsmomente  liefert 
und  für  sich  genommen  die  Plattenseiten  spannungsfrei  lässt.  Eine 
solche  Lösung  kann  stets  durch  einen  verallgemeinerten  ebenen 
Spannuugszustand  (vgl.  Nr.  IIb)  realisiert  werden,  wie  nachstehend 
genauer  auseinandergesetzt  werden  möge.  Diese  Behandlung  des 
Plattenproblems  entspricht  damit  genau  dem  Saint  -  Venantschen 
Problem  in  der  Balkentheorie  (vgl.  Nr.  13). 

a)  Es  handle  sich  zunächst  um  die  Lösung,  die  der  Beckung  der 
Platte  in  ihrer  Ebene  durch  beliebige  Randkräfte  T,  S  entspricht. 
Diese  Lösung  wird  stets  durch  einen  ebenen  Spannungszustand 
(Nr.  IIb)  geliefert,  wie  zuerst  von  Ä.  Clebsch^'^^)  gezeigt  wurde.    An- 

121)  Bull,  de  la  Soc.  philom.  1823,  p.  95. 

122)  J.  de  math.  (2)  14  (1869),  p.  378. 

123)  Clehsch-Samt-Venant,  Elasticite,  Note  du  §  45. 

124)  Paris  C.  R.  129  (1899),  p.  535. 

125)  Ann.  6c.  norm.  (3)  17  (1900),  p.  295. 

126)  Ann.  ec.  norm.  (3)  18  (1900),  p.  313. 

127)  London  Math.  Soc.  Proc.  34  (1902\  p.  223. 
128;i  London  Math.  Soc.  Proc.  31  (1899),  p.  100. 

129)  Elasticity,  2.  Aufl.,  §  299  tf. 

130)  Elastizität,  §  43. 
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knüpfend  an  dchscli  und  abweichend  von  der  allgemeinen  Theorie 
Miclielh  führt.  T.  Iio(/(/io  '•")  das  Integrationssysteni  in  folgender  Weise 
auf  das  der  ebenen  Deformation  zurück.  Die  Formeln  (99)  gehen  bei 
Annahme  eines  zur  Ebene  z  ^  0  symmetrischen  Spannungszustandes 
über  in 

^*  ~  "  +  1+2^  ¥  dx  Wx  "*"  dy}' 

(159)  \  ^'  =  ö  +  i+2f.Yaila^  +  a^)' 

i  (du 


Setzt  man  nun 


(160) 


"'~     ~  X^2a^\dx'^  cyl' 

•^  \cx    '    oyl  "^  cx^ 

%=-^  \cx  +  dy)~^^d^^ 

/cn     I    'ct}\ 

^  \cy    '    cxj' 


3e 


so  lassen  sich  die  Gleichungen  (101)  schreiben: 


(161) 


so  dass 
(162) 


X,  = 


cx   "■     cy 

=  0 

^    dx   ~^  cy 

=  0 

^y        cx""'- 

^y 

cxdy 


(164) 


gesetzt  werden  kann.     Mittels  (160)  ergibt  sich 
(163)  AAx  =  0. 

xyiy 

Die  Randbedingungen  drücken  sich  aus  durch 

\   -^    '  '      c«*/  du     '     \    i'    '        cxdy)  dn  Shu.        ' 

V"^!/  ^  '^  aa^ay/  d»  "T"  V'^y  "T"  ^   a^/V  dn  ~~     Sha    ^' 
WO  D  ^  X,  +  ^2).,,   ?>  =  „,   ,  „    /^^  und  J.,  jB  die  zur  a;-Axe  und  ?/-Axe 
parallelen  Komponenten  der  Randkraft.     Führt  man  die  Funktion 

(165)  ^'   =   y^-lJ) 

ein,  so  geht  (163)  über  in 

(166)  AA;t'  =  0 

xyxy 

und  (164)  in 


131)  Roma  Acc.  Line.  Rend.  (5)   13*  (1904),  p.  419. 
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(167) 


X  =  '-t^Mf^^^  -  TsP"-^y^  +  a.  +  b,  +  c, 

0  0  0 

dn  ihu    LdsJ  ^     dsj  J 


dy    ,    f  dx 


wo  s  die  Bogenlänge  der  Randkurve  und  a,  h,  C  Konstanten  (vgl.  die 
Gleichungen  (94)).  Durch  (166)  und  (167)  ist  x'  bestimmt.  Hieraus 
ergiebt  sich  x  vermöge  (165),  da  D  =  Ax  =  ^x'     Büttels  (162)  und 

j-y  x>j 

(160)  findet  man  dann  X^,  '§^,  X^  und  daraus  u,  0  durch  Quadraturen. 

Man  verifiziert  leicht,  dass  die  Relationen  (157)  und  die  Gleichung 
(158)   im  vorliegenden  Falle  erfüllt  sind. 

ß)  Es  handle  sich  jetzt  um  die  Lösung,  die  der  Biegung  der 
Platte  durch  beliebige  Randkräfte  N  und  Randkräftepaare  G,  H  ent- 
spricht. Diese  Lösung  wird,  wie  A.  E.  H.  Love  '^-)  zeigt,  durch  einen 
zur  ^!-Ebene  antisjmmetrischen  verallgemeinerten  ebenen  Spannung.s- 
zustand  geliefert.     Die  dritte  der  Spannungsgleichungen 

dx     '     dy  dz 

und    die   drei   Beltramischen   Gleichungen,    die   AX^,  AT,,  AZ,  aus- 
drücken, werden  durch  den  x\.n8atz  befriedigt: 
{  ^.  =  0, 

-         2   1  +  7j  ^  '  dx  ' 

1 


2  1  +  7j  *^"         ^  ^  dy 


(168) 

wo  ©1  gegeben  ist  durch 

(169)  .-0,  =  x,+  i;. 

Wegen  der  beiden  übrigen  Spannungsgleichungen 

^^x     ,    ^^y  __       z      0  01  ^^  ^ 
dx   '^   dy         l-{-T}  dx  ' 

£i   ,   iZv ^  ^-^  =  0 

dy    '^   dy         1  -f  rj  cy 

drücken  sich  dann  A'^.,  Y^,  X^  in  der  Form  aus: 


(170) 


1/7         y 

x.= 


1  +  7J 


0X   + 


dx*' 


X..  =  — 


dxdy' 


l^       132)  Elasticity,  2.  Aufl.,  §§  303,  304. 
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wo  %  eine  Funktion  von  x,  y,  z,  die  wegen  (169)  der  Gleichung 

(171)  A;K  =  -1T''^^i 

genügt.  Die  drei  BeltramhfAxen  Gleichungen,  die  sich  auf  AX_^,  ^^,; 
AX    beziehen,  zeigen  schließlich,  dass  %  die  Form  haben  muss 

("2)  x-n.  +  sVt^  ^'®.; 

dabei  gilt 

(173)  A,.  =  -Jr^^g., 

sodass  AA;^,  =  0. 

xyxij 

Die  Verschiebung  der  Mittelebene  wird: 

(174)  n^,=  -^{h'&,  +  (l  +  n)x,h 
sie  erfüllt  offenbar  die  Gleichung 

(175)  AA«o  =  0. 

xyxy 

Da 

80  kann  man  sämtliche  Grössen  durch  iCq  ausdrücken. 

Für  die  Spannungsmomente  G^,  G^j  ^i  ergeben  sich  Beziehungen, 
von  denen  die  Relationen  (157)  eine  erste  Annähei-ung  darstellen, 
insofern  auf  der  rechten  Seite  noch  ein  mit  //^  proportionales  Glied 
hinzutritt.  Für  eine  beliebige  Randkurve  S  mit  der  Normale  n 
drücken  sich  die  Werte  T,  S,  N,  G,  H  der  Spannungsresultanten 
und  Spannungsmomente  folgeudermassen  aus: 

G  =  +  BAii„  — 

xy 

wo  Q  der  Krümmungsradius  der  Kurve  und  iv^  Lösung  von  (175\ 
Diese  Werte  sind  in  der  Tat  allgemein  genug,  um  die  Befriedigung 
der  beiden  Kirdthoffschen  Randbedingungen 

'  ds  ds 

für  beliebig  gegebene  Werte  von  N,  G,  H  zuzulassen. 

Encyklop.  d.  math.  Wissensch.     TV  2,  ii.  13 


(176) 
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c)  Die  Anwendung  der  unter  a)  und  h)  entwickelten  Theorie  auf 
spezielle  Fälle  ist  verschiedentlicli  gegeben  worden.  J.  IL  Midiell  be- 
handelt, Massenkräfte  in  seine  Theorie  einbeziehend  (vgl.  Xr.  Hb), 
das  Problem  der  rotierenden  Platte  ^^^).  A.  E.  H.  Love  ^'^)  behandelt 
den  Fall,  dass  die  Oberseite  z  =  h  eine  gleichförmige  oder  linear 
veränderliche  Last  trägt;  für  den  Kreis  und  die  Ellipse  ^^^i  ist 
die  Integration  bei  verschiedenen  Randbedingungen  durchgeführt. 
Einzelne  strenge  Lösungen  sind  unabhängig  von  der  allgemeinen 
Theorie  abgeleitet  worden.  So  hat  A.  Clebsch  ^^^)  die  den  anti- 
symmetrischen Termen  des  ebenen  Spannungszustandes  entsprechenden 
speziellen  Arten  der  Biegung  einer  unbelasteten  Platte  (z.  B.  den 
Fall  der  sphärischen  d.  h.  gleichförmigen  Biegung)  untersucht.  B.  de 
Sainl -Venant^^')  behandelte  den  Fall  der  zylindrischen  Biegung  und 
gab  Lösungen  für  die  mit  konzentrierten  Kräften  belastete  Kreis- 
platte. H.  Lamb^^'^^)  bemerkte,  dass  die  durch 
(177)  u  =  —  tyz,     V  =  —  rzx,     iv  =  tjy 

dargestellte  Lösung  dem  Fall  einer  rechteckigen  Platte  entspricht,  die 
durch  konstante  Drillungsmomente  H^  bzw.  U^  vom  Betrage  -\-D{\  —  r/)T 
oder  auch  durch  vier  in  den  Ecken  in  abwechselndem  Richtungssinn 
angreifende  Kräfte  tordiert  wird.  Eine  eingehende  Untersuchung  der 
existierenden  Lösungen  gab  J.  Douyall  ^^^)-  Die  in  der  Xäherungs- 
theorie  angewendeten  Formeln  (157),  (158)  finden  sich,  jedenfalls  in 
den  praktisch   wichtigen  Fällen,  genau  oder  annähernd  bestätigt. 

15.  Singularitäten  in  zwei  und  drei  Dimensionen  ^^^*). 

15  a.  Singularitäten  in  zwei  Dimensionen,  Einfache  Punkt- 
singularitäten bei  ebener  Deformation  (bzw.  ebener  Spannung  dünner 


133)  London  Math.  Soc.  Proc.  31  (1899),  p.  1J4.  Der  spezielle  Fall  der 
rotierenden  Kreisplatte  war  bereits  auf  andere  Weise  von  C.  Cliree,  Cambr. 
Phil.  Soc.  Trans.  7  (1891),  p.  201  gelöst  worden.  Lösungen  für  die  rotierende 
Kreis„8cheibe"  gaben  /.  Cl  Maxwell,  Edinb.  Roy.  Soc.  Trans.  20  (1883)  [1866], 
p.  87  =  Scientific  papers  1,  p.  30  und  M.  Crräbler,  Zeitschr.  d.  Ver.  deutscher 
Ingenieure  41  (1897),  p.  860;  vgl.  übrigens  Nr.  10  a. 

134)  Elasticity,  2.  Aufl.,  p.  404 ti.;  Elastizität,  p.  545  tf. 

135)  Die  Resultate  für  die  Ellipse  schreibt  Love  G.  H.  Bryan  zu. 

136)  Elastizität,  §§  45,  46. 

137)  Clebsch- Saint- Venant,  Note  du  §  45. 
137*)  London  Math.  Soc.  Proc.  21  (1891),  p.  70. 

138)  Edinburgh  K.  Soc.  Trans.  41  (1904),  p.  129. 

138")  Wegen  der  Bedeutung,  die  die  in  dieser  Nummer  zu  besprechenden 
Lösungen  für  die  allgemeine  lutegrationstheorie  (^Aufstellung  der  SoviigUanascheu 
und  Bettiüchan  Formeln,  Konstruktion  frn'c»scher  Funktionen^  besitzen,  ver- 
weisen wir  auf  IV  24,  Nr.  10b— g  {().  Tedone). 
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Platten    oder  Scheiben)   ergeben   sich   im    Falle    der   Isotropie,    wenn 
iils  Äiry' sehe  Funktionen  zugrunde  gelegt  werden: 

r~ '"  cos  )n  ip,         r~ '"  sin  w^         für  m  =  1,2,3,...; 

r-'^  +  '- cos  niil',     r~ '" '^ ^  sin  )H  tp     für  w  =  2,  3,  4,  .  .  ., 

ausserdem  Ig  r,  r^  lg  r,  i^-,  r"T/>;  r  lg  r  cos  tp,  ^  lg  *'  sin  ip,  ril>  cos  rp, 
ril^  sini' ^^^).  Handelt  es  sich  um  ein  die  singulare  Stelle  umschliessen- 
des  Gebiet,  so  sind  von  letzteren  Funktionen  im  allgemeinen  nur 
solche  Kombinationen  zulässig,  die  einwertige  Verschiebungen  liefern^'"). 
Von  besonderem  Interesse  ist  die  von  J.  H.  Mkhell  untersuchte, 
durch 
(178)  X  =  Ar  [(l  —  .  ^y^  lg  r)  cos  i<  +  t/-  sin  i^] 

dt'finiei-te    Spannuugsverteilung,    die    dem    Fall    entspricht,    dass    die 

Funktion 

(A  -\-2ii)&  -]-  /2  a wg 

(Nr.  IIa)  an  der  Stelle  x  ^  y  ^  0  einen  Pol  erster  Ordnung  besitzt. 
Die  Spannungen  sind  hier,  den  Formeln  (92'j  gemäss,  durch 


(179) 

und  die  Verschiebungen,  den  Formeln  (97)  gemäss,  durch 
(180) 


+  Ä 


2ii{X-\-2a)    ö  2u(l  +  2fi)r- 

i  +  fi       xy 


2fi{l-\-2fi)  r* 

gegeben.  Sondert  man  den  Koordinatenanfang  durch  einen  kleinen 
Kreis  aus,  so  ist  die  Resultante  der  auf  die  Höhlung  wirkenden 
Spannungen  gleich  '2 An,  ihre  Richtung  die  der  a;-Axe  (Fig.  3). 

AirysGh.e  Funktionen,  die  auf  mehrwertige  Verschiebungen  führen, 
können  zugrunde  gelegt  werden,  wenn  die  singulare  Stelle  auf  dem 
Rande  angenommen  wird.  Ein  Beispiel  liefert  die  von  J.  H.  MicheW^^) 
untersuchte  „einfache  radiale  Verteilung",  die  durch  die  Spannungs- 
funktion 


139)  J.  H.  Michell,  London  Math.  Soc.  Proc.  31  (1899),  p.  100. 

140)  Mehrwertige  Verschiebungen  würden,  wie  in  IT  24,  Nr.  8  (0.  Tedone) 
gezeigt,  eine  Verrenkung  des  Systems  und  daraus  entspringende  künstliche) 
Selbstspannungen  bedingen.  Die  Selbstspannungen  in  einem  Kreisring  behandelt 
A.  Timpe,  Zeitschr.  Math.  Phys.  52  .1905),  p.  348. 

141;  London  Math.  Soc,  Proc.  32  i'l900;,  p.  35. 

13* 
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(181j  x=  „  ^"^  sin  f/; 

definiert    wird.      Die    zugehörigen    Verschiebungen    in    Richtung    des 
Radius  und  senkrecht  dazu  lauten: 
F 


(182) 


x.> 


—    57T~L — ^  ^  ^^^  ^'  +  o      1    ,      \  ig  r  COS  ^  L 

X-\-2(i 


TT    \2{}.  +  (l) 


ll)  COS  ^ 


lg  r  sin  1^  —  ^^  sint^  ■ 


während  die  Polarkomponenten  der  Spannung  gegeben  sind  durch 
2F  cosip 


®,= 


0,  =  O,     P-3  =  0. 


Die    Schnitte    t^  =  coust.   sind    spannungsfrei.      Die   Spannungen    auf 
einem    den   Randpunkt    r  =  0    aussondernden    beliebig  kleinen  Kreis 

haben  eine  endliche  Resultante. 
Die  Lösung  ist  daher  anwendbar 
auf  einen  Keil,  in  dessen  Spitze 
eine  Einzelkraft  angreift.  Bei  ein- 
facher geradliniger  Begrenzung  (d.h. 
im  Falle  der  Halbebene)  hat  diese 
Resultante  den  Betrag  F  und  fällt 
in  die  Richtung  ^  =  0.  Durch 
Inversion  ergiebt  sich  aus  dieser 
Lösung  diejenige  für  einen  Kreis, 
an  dem  zwei  gleiche  und  entgegen- 
gesetzte Kräfte  in  den  Enden  einer 
Sehne  angreifen  ^*').  Spannungs- 
trajektorien  werden  die  (aus  dem 
System  der  Radieuvektoren  und 
konzentrischen  Kreise  hervorgehen- 
den) beiden  Kreisbüschel,  die  die  Enden  der  Sehne  zu  Grundpunkten 
haben.  Durch  Synthese  leitet  Michell  hieraus  die  Lösung  ^*^  i  für 
einen  Kreis  ab,  an  dessen  Peripherie  eine  beliebige  Zahl  von  Einzel- 
kräften angreift,  die  sich  das  Gleichgewicht  halten. 

Mit  Hilfe  der  angeführten  Airys>Q\ie\\  Funktionen  findet  er  ferner 
die  Spaimungsverteilung  in  einer  durch  zwei  tangentiale  Randkräfte 
und  ein  Kräftepaar  im  Mittelpunkt  gehaltenen  Krcisaclicibc,  sowie  in 
einer  auf  ebenem  Boden  ruhenden  schweren  Kreisscheibe"*)  und  löst 

142)  J.  H.  Michell,  loc.  cit.,  erhält  diesen  Fall  direkt  durch  Überlagerung 
zweier  einfacher  radialer  Yerteilungeu. 

143)  Dieselbe  war  auf  anderem  Wege  abgeleitet  von  H.  Hertz.  Zeitschr. 
Math.  Phys.  28  (1883),  p.  120  =  Ges.  Werke  1,  p.  283. 

144)  London  Math.  Soc.  Proc.  32  (1900^.  p.  35. 
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ausserdem  das  Problem  der  durch  eine  Horizontale  begrenzten  Halb- 
('l)ene,  die  längs  einer  endlichen  Strecke  eine  normale  Last  trägt ''*^). 
Aus  den  betrachteten  Singularitäten  lassen  sich,  wie  Ä.  K.  H. 
fjove^^^)  zeigt,  durch  ein  Kombinations-  und  Grenzübergangsverfahren 
(indem  man  z.  B.  zwei  Punkte,  in  denen  eine  Einzelkraft  angreift,  zu- 
sammenfallen lässt)  neue  Typen  singulärer  Stellen  ableiten,  z.  B.  der 
Druckpunkt,  bei  dem  die  Verschiebung,  bezogen  auf  ebene  Polarkoordi- 
naten, durch 

(i8.n  xi  =  -~^-,   xg  =  0 

gegeben  ist  (vgl.  10a). 

16  b,  Singularitäten  in  drei  Dimensionen.    Um  einfache  Punkt- 

sinfpdaritäfen    in    drei    Dimensionen    al)zuleiteii,   greift    man    im   Falle 

der  Isotropie   am   besten   auf  die   Formeln   (67)   (68),   (68')   in  Nr.  8 

zurück. 

A, 


Setzt    man    U  =  95  =  0, 
Schiebungen  ^*^) 


2u. 


r,    so    erhält    man    die    Ver- 


(184) 


und  die  Spannungen 


_1_  ^•  +  ^  4    ^J 


r  =  + 


A  y— 


2,a* 

2f.-    ^^  r'  ^ 


2ft*"    ^1  r 


a85) 


^y—^^\^—y^^-       73J,     ^x  —  ^i\^     ^      ^5   -h  ^sj, 


xyz 

7F- 


Diese  Formeln,  von  J.  Boussinesq  ^^^)  als  „erster  Tyims  einfaclier 
Lösunf/cn"  bezeichnet,  rühren  her  von  W.  TJwmson^^^)  und  stimmen 
überein  mit  den  Somiglianaschen  „Grundlösungen"  der  Hauptgleichungen 


145)  London  Math.  Soc.  Proc.  34  (1901  Ö2),  p.  223.  Auch  die  durch  Inversion 
sich  ergebende  interessante  Lösung  ist  hier  geschildert. 

146)  Elasticity,  2.  Aufl.,  p.  209;  Elastizität,  p.  252. 

147)  Lösungen,  die  auf  mehrwertige  Verschiebungen  führen,  also  dem  Falle 
künstlicher  Selbstspannungen  entsprechen,  sollen  im  Folgenden  ausser  Betracht 
bleiben.  Verschiedene  Beispiele  behandelt  V.  Volterra,  Roma  Acc.  Line.  Rend.  (4) 
141  (1905),  p.  431,  651;   (5)   14«  (1905),  p.  329. 

148)  Application  des  potentiels,  p.  81. 

149)  ir.  Thomson,  Cambr.  and  Dubl.  math.  J.  3  (1848),  p.  87  =  Math,  and 
phys.  papers  1,  p.  97. 
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für  elastische  isotrope  Körper  (IV  24,  Nr.  10  b,  0.  Tedone).  Die  Resul- 
tante der  Spannungen,  die  auf  eine  den  Koordinatenanfang  aussondernde 
Kugel  wirken,   fällt   in   die  Richtung   der  ^-Axe   und   hat  den   Betrag 

Die  Lösung  stellt  also  den  Verschiebungs-  und  Spannungszustand  in 
einem  imendlicli  ausfjedehden  Körper  dar,  der  durch  eiyie  an  einem 
Punkt  im  Innern  angreifende,  in  Richtung  der  positiven  z-Axe  fallende, 
Einzelkraft  beansprucht  wird.  Von  hier  aus  gelangt  raan  durch  Syn- 
these zu  einer  partikulären  Lösung  für  den  Fall,  dass  auf  die  Ele- 
mente eines  Körpers  Massenkräfte  X,  Y,Z  wirken  ^^*'j ;  sie  lautet: 


_  ffl\        ^  +  i'         (^  _  ^'^  ^\x-oo')+T{y-y')^Z'{z 
~JJJ    I87ru(;.  +  2f.)  K^         ^  )  r> 


s') 


+ 


l-\-S(i,        X'] 


Qdx'dy'  dz', 


8  TT  fi  (i  -)-  2  a)     r  J 

entsprechend  v  und  iv. 

Der   „zweite  Typus  einfacher  Lösungen"  von  J.  Boussinesq  ^'^^)  er- 
giebt  sich,  wenn  man  für  U,  SS,  SS  drei  harmonische  Funktionen  von 

A 

der    Beschaffenheit    ansetzt,    dass    D  =  k-~7^,  -\  U  +  r).      Die    ent- 

'  2(i{l  -\-  fi)  ^       *       '' 

sprechenden  Verschiebungen  sind 

A^  clg{z-\-r)  ^^ A^        X 

2|u.         dx  2fi  r{z  -\-ry 

.4,  aig(g  +  r)  ^  A^        y 

2fi         dy  '2u  r{z  -\-  r)' 

A^  aig(g  +  r)  _  _  ^s  J_ 
2u  dz  '2u    r  ' 


(186) 


iv^ 


und  die  Spannungskomponenten  lauten 

'    Y  =  ^  (~~ i^  +  ^-r)xh       Y  __    i 


(187) 


Setzt  man 


Y  =  A  (~^ (i±My'\    Z  --  i 

^y        -^^\(sJ^r)         r\z  +  ry-j^      ^- "         ^^2 

Z.  =  —  A.  .  4.  X 


4     - 


4  g  +  2r 


A,  =  ^2  = 


][' 


X  +  LI   -2  .7 

und  addiert  die  Lösungen  (185)  und  (187\  so  erhält  man 

160)   ir.  Thomson- P.  G.   Tait,  Nat.  Phil.  2.  p.  274 tf. 
151)  Application  des  potentiels,  p.  92.  . 
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(188) 


Y,= 
X..= 


2n\f.-\-(i\r{z-\-r)         r^z^-ry 

2\     1    32/''£; 

W  32» 

2«    r''  ' 

W  Sys- 

2n     r""^' 

W  Zxz^ 

2n     r'    ' 

W  f           (i     xy{z-^2r)    ,    Sxyz 
2ä  i        l-{-  fi   r'>(z-\-ry-    ~f"      ;•'     1 

l 


Dies  ist  die  von  J.  JBoussinesq  herrührende  Lösung  für  das 
Problem  des  von  einer  Horizontalebene  begrenzten  KiJrpers,  auf  den  in 
einem  Punkt  der  Grenzebene  eine  VerttJcalJcraft  W  wirld.  In  der  Tai 
verschwinden  die  Spannungskomponenten  Y^,  Z^  in  allen  Punkten  von 
z  =  0\  Z,  verschwindet  in  allen  Punkten  derselben  Ebene  ausser  in 
X  =  y  ^=  0,  und  die  Resultante  der  Spannungen,  die  auf  eine  den 
Punkt  X  ^  y  =  0  aussondernde  Halbkugel  wirken,  fällt  in  die  Rich- 
tung der  ^r-Axe  und  hat  den  Betrag  W.  Auf  die  durch  die  5-Axe 
gelegten  Ebenen  wirkt  normale  Spannung,  und  in  allen  diesen  Ebenen 
herrscht  der  gleiche  Spannungszustand. 

Durch  Integration  kann  man  aus  (188)  die  Lösung  für  den  Fall 
herleiten,  dass  auf  die  begrenzende  Ebene  ein  über  ein  endliches 
Flächenstück  a  verteilter  Druck  P  wirkt.  H.  Hertz^'"^)  wendet  die- 
selbe auf  das  Problem  zweier  gegen  einander  gepresster  und  infolge- 
dessen in  einem  endlichen  Flächenstück  a  sich  berührender  Körper 
an.  Führt  man  in  co  den  ursprünglichen  Berührungspunkt  als  An- 
fangspunkt eines  ^!/- Systems  ein,  so  kann  man  die  (in  der  Druck- 
richtung gemessene)  relative  Verschiebung  der  zur  Berührung  ge- 
langenden  Punkte  der  beiden  Körper  in  erster  Annäherung  einer  be- 
kannten homogenen  quadratischen  Funktion,  Äx^  -\-  By^,  der  x,  y  pro- 
portional setzen.  Andererseits  zeigt  die  in  Rede  stehende  Lösung, 
dass  die  betreffenden  Verschiebungen  selbst  dem  Potential  einer  auf 
CO  verteilten  Flächenbelegung  von  der  Dichte  P'  proportional  sind,  wo 
P'  der  auf  die  Flächeneinheit  bezogene  Druck.  Nun  weiss  man,  dass 
das  Potential  eines  homogenen  Ellipsoides  im  Innern  desselben  eine 
quadi-atische  Funktion  der  Koordinaten  ist.  So  kommt  man  dazu, 
C3  mit  seiner  Flächenbelegung  als  eine  EUipse  anzunehmen,  die  aus 
einem    homogenen    Ellipsoid    von    der    Gesamtmasse    P   durch    unbe- 


152)  H.  Hertz,  J.  f.  Math.  92  (1882),  p.  156  =  Ges.  Werke  3,  p.  155. 
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grenzte  Abplattung  hervorgegangen   ist.     Diese  Annahme   erfüllt   alle 
Bedingungen  des  Problems  und  führt  auf  die  Beziehung; 


P'—  JL  l/i  _  ^  _  Z 


WO  a,  h  die  Halbaxen  der  Ellipse,  die  sich  durch  A  und  B  bestimmen. 
Alsdann  kann  man  in  jedem  Körper  die  von  der  Druckverteilung  P' 
herrührenden  Spannungen  und  Formänderungen  ermitteln. 

Bezogen  auf  räumliche  Polarkoordinaten  {r,  tp,  i')  drücken  sich 
die  Lösungen  (185)  und  (187),  wie  J.  H.  Micliell^^^)  findet,  folgender- 
massen  aus: 

3 1  -|-  4  ft     .    sin  qp 


(185') 


und 


(187') 


0, 


^  ^^A-^,   si,  =  o, 


A 


sin  cp 
sin  qp 


^2  =  0, 

_  .      COSqp 

■^^3  —   ^1  "~^' 


&,  =  +  A  — 


03  =   +  J, 


sm  qp 


900— 9' 


^1  =  0, 
ß„  =  0, 


tff 


90»— g) 


2r*  cos* 


900— g,'         ^3 


-A 


wo  0^,  ©2?  ^3>  ^17  ^2  7  -^3  ^^®  Polarspannungskomponenten  bezeichnen. 

Setzt  man 

A, 


A 


90»— <p„ 

2  cos* ^" 

2 


und  addiert  die  Lösungen  (185')  und  (187'),  so  folgt  die  Lösung  für 
den  Kegel  (p  =  rp^^,  dessen  Mantelfläche  spannungsfrei  ist,  ivährend  in 
der  Spitze  eine  in  die  Richtimg  der  Kegelaxe  fallende  EinzelTxraft  atigreift. 
Aus  den  betrachteten  Singularitäten  lassen  sich,  wie  J.  Dou- 
gall^^)  und  A.  E.  H.  Love^^^)  zeigen,  durch  ein  Kombinations-  und 
Grenzübergangsverfahren  neue  Siugularitätentypen  ableiten.  Beispiels- 
weise rufen  zwei  gleiche  und  entgegengesetzte  Kräfte,  die  in  den 
Punkten  (0,0,0)  und  (0,  0,  Ä)  in  der  ^^-Richtung  angreifen,  ein  Ver- 


los) London  Math.  Soc.  Proc.  32  (1900),  p.  35. 

154)  Edinburgh  Math.  Soc.  Proc.  16  (1898). 

165)  Elasticity,  2.  Aufl.,  p.  183;  Elastizität,  p,  220. 
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schiebuaj^ssystem  hervor,  das  für  verschwindendes  h  aus  (184;  durch 
DiflFerentiation  nach  z  hervorgeht^""). 

Auf  die  Tatsache,  dass  in  einem  unendlichen  Raum  die  von  einer 
Einzelkraft  hervorgerufenen  Verschiebungen  mit  der  ersten  Potenz 
der  Entfernung  von  ihrem  Angri(fsi)unkt  abnehmen,  während  die  von 
zwei  im  Gleichgewicht  stehenden  Kräften  hervorgerufenen  Verschie- 
bungen mit  dem  Quadrat  der  Entfernung  von  ihrem  gemeinsamen 
Angrifispunkt  abnehmen,  stützt  J.  Boussinesq  ^■'''')  das  von  B.  de  Saint- 
Venant^^'^)  aufgestellte  „Prinzip  von  der  elastischen  Gleichwertigkeit 
statisch  gleichwirkender  Lastensysteme"  (Saint -Venantschcs  Prinzip), 
das  sich  folgendermassen  aussprechen  lässt:  „Zwei  Systeme  von 
Kräften,  deren  Angriffspunkte  über  ein  kleines  Stück  w  eines  Körpers 
verteilt  sind  und  die  dieselbe  Resultante  besitzen,  rufen  in  ihm,  von 
lol:nlen  Störungen  in  der  Nähe  von  w  abgesehen,  merklich  den  gleichen 
Spannungszustand  hervor." 

III.  Körper  mit  einer  oder  zwei  unendlich  kleineu  Dimensionen. 

16.  Allgemeine  Prinzipien.  Die  elastischen  Körper,  bei  denen 
eine  oder  zwei  Dimensionen  unendlich  klein  sind,  können  Deformationen 
erleiden,  die  mit  endlichen  Verschiebungen  verknüpft  sind,  ohne  dass 
deshalb  die  relativen  Verschiebungen  d.  h.  die  Deformationsgrössen 
aufhören,  unendlich  klein  zu  sein.  Die  allgemeine  Theorie  der  Körper 
mit  einer  oder  zwei  unendlich  kleinen  Dimensionen  rührt  fast  aus- 
schliesslich von  G.  Kirchhoff  her^^^).  Dieselbe  stützt  sich  auf  die 
folgenden  allgemeinen  Prinzipien: 

1.  Die  Grundgleichungeu  und  Randbedingungen  des  Gleichge- 
wichts und  der  Bewegung  d.  h.  also  die  Balken-  und  Plattentheorie 
sind  nicht  auf  den  ganzen  Körper  anzuwenden,  sondern  immer  nur  auf 
Teilchen,  deren  Abmessungen  alle  von  derselben  Grössenordnung  sind. 

2.  Sind   die  auf  die  Masseneinheit  bezogenen  Massenkräfte   und 


155*)  Durch  Vereinigung  dreier  derartiger  Doppelkräfte,  die  in  den  drei 
Koordinatenrichtungen  wirken,  erhält  man  den  Fall  eines  „Dilatationszentrums", 
und  die  hierfür  geltenden  Formeln  decken  sich  mit  der  von  E.  Betti  bei  Ab- 
leitung seiner  allgemeinen  Formel  für  die  Dilatation  (lY  24,  Nr.  10  d)  benutzten 
partikulären  Lösung. 

156)  Application  des  potentiels,  p.  296. 

157)  Paris  Mem.  pre's.  par.  div.  sav.  14  (1855). 

158)  J.  f.  Math.  56  (1859),  p.  293  =  Ges.  Abhandlungen,  p.  295;  Mechanik, 
p.  406.  Siehe  auch  A.  Clebsch,  Elastizität,  p.  190;  Clehsch-St.-Venant,  Elasticite, 
p.  407;  A.  E.  H.  Love,  Elasticity,  2.  Aufl.,  p.  365;  Elastizität,  p.  339.  Bezüglich 
verschiedener  Bemerkungen  zirr  KircMioffschen  Theorie  siehe  E.  Mathieu,  Theorie 
de  l'elasticite  des  corps  solides  1,  p.  135. 
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Trägheitskräfte  und  die  auf  die  Flächeneinheit  bezogenen  Oberflächen- 
spannungen alle  von  derselben  Grössenordnung,  so  ist  derjenige  Teil 
der  Deformation  eines  solchen  Teilchens,  der  von  den  Massen-  und 
Trägheitskräften  herrührt,  zu  vernachlässigen  gegenüber  demjenigtiu 
Teil,   der  von  den  Oberflächenspannungen  herrührt. 

3.  Die  Verteilung  der  Spannungen  über  einen  kleinen  Teil  des 
Körpers  kann  beliebig  abgeändert  werden,  wenn  nur  die  resultieren- 
den Komponenten  und  Momente  bezüglich  dreier  zueinander  senk- 
rechter Achsen  ungeändert  bleiben  {Saint -Venanteches  Prinzip,  Nr.  16  b). 

17.  Anfänglich  gerade  unendlicti  dünne  Stäbe.  Ein  unendlich 
dünner,  im  natürlichen  Zustand  gerader  Stab  ist  ein  zylindrischer 
elastischer  Körper,  dessen  Querdimensionen  so  klein  sind,  dass  sie 
gegen  die  als  endlich  vorausgesetzten  Längsdimensionen  vernachlässigt 
werden  können.  Die  Querschnitte  dieses  Zylinders,  die  zu  den  Er- 
zeugenden des  Mantels  senkrecht  stehen,  heissen  NormaJscJmitte:  die 
zu  diesen  Erzeugenden  parallele  Gerade,  die  den  Ort  der  Schwer- 
punkte der  Normalschnitte  bildet,  heisst  die  Axe  oder  Zentrallinie 
des  Stabes. 

Nach  der  Deformation  nimmt  die  Axe  des  Stabes  im  allge- 
meinen die  Gestalt  einer  krummen  Linie,  der  sogenannten  elastischen 
Linie,  an.  Ein  Punkt  P  dieser  Axe  wird  im  natürlichen  Zustand 
durch  den  Wert  seines  Abstandes  s  von  einem  festen  Punkte  der  Axe 
festgelegt.  Um  nun  die  Deformation  des  den  Punkt  P  umgebenden 
Teilchens  des  Stabes  zu  untersuchen,  führt  man  ein  Koordinatensystem 
(x,  y,  z)  ein,  dessen  Ursprung  der  Ort  des  Punktes  P  nach  der  De- 
formation ist;  die  ir-Axe  berühre  die  Kurve,  die  von  der  Stabachse 
nach  der  Formänderung  gebildet  wird,  und  die  j-Axe  berühre  die 
Kurve,  die  vor  der  Deformation  mit  einer  der  Hauptträgheitsaxen 
des  durch  den  Punkt  P  gehenden  Normalschnitts  zusammenfiel.  Seien 
nun  X,  y,  z  die  Koordinaten  eines  Punktes  des  betrachteten  Teilchens 
vor  der  Deformation  in  dem  mit  dem  {x,  y,  ^r)- System  kongruenten 
Axensystem,  das  aus  der  Stabaxe  und  den  Hauptträgheitsaxen 
des  durch  den  Punkt  P  gehenden  Normulschnitts  gebildet  wird. 
Ferner  seien  x  -\-  it,  y  -\-  v,  z  -\-  ir  die  Koordinaten  desselben 
Punktes  nach  der  Deformation  im  {x,  y,  z)- System.  Dann  werden 
u,  V,  w  Funktionen  von  x,  y,  z  und  6'  sein.  Bezeichnet  man  nun 
mit  Q  einen  anderen  Punkt  der  Stabaxe  im  Abstand  ds  von  P, 
so  wird  man  die  Koordinaten  eines  Punktes  des  Teilchens,  zu  dem  (^) 
gehört,  in  dem  Axensystem,  das  zu  (^  genau  so  orientiert  ist  wie 
das  (x,  y,  z)- System  zu  P,  dadurch  erhalten  können,  dass  man  in  den 


17.  Aut  anglich  {gerade  uneudlicli  dünne  Stäbe. 
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Ausdrücken  von  x  -\-  u,  p  -\-  v,  z  -\-  iv  an  Stelle  von  s  und  z  bezüg- 
lich s  -\-  ds  und  z  —  ds  einsetzt.  Dieselben  Koordinaten  aber  kann 
man  auch  durch  die  Überlegung  erhalten,  dass  das  neue  Axensystem 
im  Punkte  Q  aus  dem  {x,  tj,  z)-^jsi&n\  hervorgeht  durch  eine  Ver- 
schiebung vom  Betrage  ds  längs  der  ^r-Axe  und  eine  unendlich 
kleine  Drehung  mit  den  Komponenten  pds,  qds,  rds  bezüglich  der 
(a;,  y, -5)-Axen,  wo  ds  das  Bogenelement  der  von  der  Stabachse  ge- 
bildeten Kurve  ist.  Setzt  man  die  beiden  Ausdrücke  für  die  Koordinaten 
des  Punktes  des  Teilchens  um  Q,  die  sich  auf  diese  Weisen  ergeben, 
einander  gleich,  so  gelangt  man  zu  folgender  Identität: 


(189) 


du        du        .    ,      ,     . 


q{z-\-lv)]{\  -}-£), 


wo   £   den  Koeffizienten   der  linearen  Dilatation    ^ 1    des  Stabes 


dz 

dw        dw 
dz         ds 

ds' 
ds 

bedeutet;  rds  heisst  die  Torsion  oder  der  Drall  des  dem  Element  ds 
entsprechenden  Stabstücks  und  p  und  q  sind  die  reziproken  Werte 
der  Krümmungsradien  der  Projektionen  des  Elements  ds  auf  die 
Ebenen  yz  und  xz.  Die  Gleichungen  (189)  führen  den  Namen 
Kontinuitätsbedingungen.  Den  angegebenen  Beweis  verdankt  man 
J.  Boussinesq  ^^^). 

Vernachlässigt  man  nunmehr  in  den  Gleichungen  (189)  Glieder 
höherer  Ordnung,  so  erhält  mau  die  Gleichungen: 
du 
Tz 
cv 
Jz 
dw 

J7 
woraus  durch  Inteorration: 

u  = 

w  =  iCq  —  qxz   +  pyz  +  sz 
folgt,    unter    Uq,  Vq,  tv^   unbestimmte   Funktionen    von   x  und  y   allein 
verstanden. 

Die  Gleichungen  (191)    enthalten  für  die  Deformation  des  Stab- 
stücks bereits  gewisse  Beschränkungen;  aus  ihnen  folgt  nämlich: 


(190) 


(191) 


-  ry  +  qz, 
=  —pz-\-  rx, 
=  —  qx  +  py  -\-  s, 

-rys   +  4-g^'; 


159)  J.  de  math.  (2)  16  (1871),  p.  125:  Paris  C.  R.  72  (1871),  p.  407. 
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(192) 


w  =  -.--  -\-  rx, 


'  yy~~   dy  ' 

-^^  =  —  a^  +  py  +  ^, 


ex 
ex 


+ 


dy 


Diese  Gleichungen  zeigen,  dass  die  Grö.ssen  X^,  Y^,  ...  X^^  von  z 
unabhängig  sind,  die  Grundgleichungen  des  Gleichgewichts  reduzieren 
sich  deshalb,  weil  noch  nach  Nr.  16,2  die  Massenkräfte  zu  vernach- 
lässigen sind,  auf: 

dx    '^    dy  ' 


(193) 


dx 
dx 


+ 
+ 


dy 
dy 


0 


Wenn  am  Mantel  des  Stabes  äussere  Spannungen  nicht  angreifen 
bezw.  solche  zu  vernachlässigen  sind,  so  bleiben  für  jedes  Stab- 
element die  Darlegungen  von  Nr.  13  b  bestehen.  Die  Grössen  Z^,  1'^,, 
X    verschwinden  und  X,,  F.,  Z.  sind  durch 


|^^  =  -^fö->-^) 


(194) 


'    \cy     '        / 
Z.  =^  —  E(—  qx  +  py  -f  e) 


gegeben,  wo  iCq  mit  der  Torsionsfunktion  ^  des  Stabquerschnittes 
übereinstimmt.  Mit  anderen  Worten:  in  erster  Annäherung  verhält 
sich  jedes  einzelne  Stabelement  wie  ein  Prisma,  das  eine  gewisse 
Dehnung,  Torsion  und  einfache  Biegung  erfährt. 

Nach  Nr.  12  b  und  13b  ergeben  sich  daher  für  isotropes  Material 
folgende  Beziehungen  zwischen  der  Dehnung  f,  den  Krümmungen  p,  q 
und  dem  Drall  r  einerseits  und  der  (in  die  .?- Richtung  fallenden) 
Zugbeanspruchung  —  Z,  den  Biegungsmomenten  —  3/_^,  —  .1/,^  und 
dem  Drilluncrsmoment  —  J/.  andererseits: 


(195) 
(196) 


M^  =  EI,p. 


Z  =  E6s-^ 


M.  =  Cf 


wo  6  der  Querschnittinhalt,  J^,  ig  die  auf  der  .r-Axe  bzw.  die  //-Axe 
bezogenen  Trägheitsmomente  der  Querschnitts  und  C  die  Drillungs- 
steifigkeit;  jB/i  und  EL  nennt  man  die  Biegungf^sUifigkciün  des 
Stabes.     Ferner    erhält    man    für    die   potentielle  Energie    des   Stabes 


18.  Gerade  Stäbe,  bei  denen  nur  an  di-n  Kmlen  Spannungen  angreifen.     201 
pro  Längeneinheit  die  Formel: 
(197)  F=-  -}[E(I,2r  +  I,q')  +  Cr'  +  ^'^^M- 

Danach  ist  2F  homogen  vom  zweiten  Grade  in  j>,  7,  >•;  e  mit  Koeffi- 
zienten, die  von  den  elastischen  Konstanten  und  denen  des  Quer- 
schnitts abhängen;  ein  Resultat,  das  übrigens  von  der  elastischen 
Natur  des  Balkenmaterials  unabhänjrijr  ist. 

Die  Gleichung  (197)  bzw.  die  Gleichungen  (195)  und  (19G) 
reichen,  wie  in  der  folgenden  Nummer  ausgeführt  wird,  zusammen 
mit  den  allgemeinen  Gleichgewichtsbedingungen  hin,  um  p,  q,  r  als 
Funktionen  der  Bogenlänge  s  und  damit  die  Form  der  elastischen 
Linie  zu  bestimmen.  Gewissermassen  eine  Verallgemeinerung  der 
Bernoulli-EnlerBchen  Theorie  (vgl. IV  23,  Nr.  1,  C.H. Midier -A.Timpe\ 
wurden  die  Formeln  (196)  zum  erstenmal  von  B.  de  Saini-Venant^'"^^) 
aufgestellt.  Die  hier  gegebene  Herleitung  aus  der  Saint -Venants,G\ien 
Balkentheorie  geht  auf  A.  Clebsch  zurück  ^^^'').  Tr.  TJiomson  und 
P.  G.  Tait^^^'')  gewinnen  den  Ausdruck  (197)  für  die  potentielle  Energie 
durch  eine  allgemeine,   auf  das  Energieprinzip  gestützte  Überlegung. 

In  der  üblichen  Näherungstheorie  für  dünne  Stäbe  werden  die 
Formeln  (196)  ganz  allgemein  auch  dann  an  die  Spitze  gestellt,  wenn 
auf  der  zylindrischen  Begrenzung  beliebige  Kräfte  angreifen.  In 
Wirklichkeit  gelten  sie,  wie  schon  in  Nr.  13  d  betont  wurde,  in  solchen 
Fällen  höchstens  augenähert,  so  dass  die  mit  dieser  Theorie  erhaltenen 
Resultate  zuweilen  ziemlich  unzuverlässig  sind. 

18.  Gerade  Stäbe,  bei  denen  nur  an  den  Enden  Spannungen 
angreifen.  Kinetische  Analogie  ^^^).  a)  Es  werde  vorausgesetzt, 
dass  die  Kräfte,  die  an  den  Stabelementen  angreifen,  sich  auf 
Spannungssysteme  reduzieren,  die  auf  die  Grundflächen  wirken.  Als- 
dann erfordert  es  das  Gleichgewicht  des  elastischen  Stabes,  dass  die 
Resultante  und  das  Moment  der  Spannungen,  die  der  auf  der  einen 
Seite  eines  Normalschnitts  liegende  Teil  des  Stabes  auf  den  anderen 
Teil  ausübt,  nach  Grösse  und  Richtung  konstant  sind.  Führt  man 
ein  anderes  Koordinatensystem  (^,  i],  ^)  ein,  das  im  Räume  fest  und 
mit  dem  Axensystem  {x,  y,  s)  kongruent  ist,  derart,  dass  die  Resul- 
tante   r   der    oben    genannten    Spannungen   zur    ^-Axe    parallel    und 


159»)  B.  de  Saint-Vetmnt,  Paris  C.  R.  17  (1843),  p.  924,  1020;  19  (1844), 
p.  36,  181. 

159")  A.  Clebsch,  Elastizität,  §  48. 

159'')   W.  Thomson-P.  G.  Tait,  Nat.  Phil.  2,  p.  133. 

160)  G.  Kirchhoff)  J.  f.  Math.  56  (1858),  p.  285  =  Ges.  Abh.,  p.  285;  Mechanik, 
p.  418  ff. 
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negativ  oder  null  ist;  bezeichnet  man  ferner  mit  M^,  M  ,  M,  (wie 
in  Nr.  17j  die  Komponenten  des  Moments  dieser  Spannungen  um  die 
(x,  y,  ^r)-Axen,  mit  («j,  a^,  u^),  (ß^,  ß^,  ß^),  {y^,  y^,  y^)  die  Kosinus 
der  Winkel,  die  die  {\,  r],  ^)-Axen  bezüglich  mit  den  [x,  y,  ^)-Achseu 
einschliessen,  so  lassen  sich  die  Gleichgewichtsbedingungen  durch 
folgende  Relationen  ausdrücken: 

(198)  r=const. 

r  «1  Jf,  +  a,M^  +  «gill  -{-r^r=  const. , 

(199)  ß,M,  +  ß,3I,^  -\-ß,M-^^r=  const. , 
l  rx  ^4  +  7^  My  +  73  il£  =  const. 

Differentiiert  man  diese  Relationen  nach  s,  addiert  nach  Multipli- 
kation bzw.  mit  u^,  ßy,  7i  oder  a.^,  ß^,  y^  oder  u.^,  ß^,  y^  und  berück- 
sichtigt die  Relationen  zwischen  den  p,  q,  r  und  den  neun  Kosinus 
(Poissoiische  Formeln),  so  lassen  sich  die  Gl.  (199)  schreiben: 

dMy 


(200) 


Setzt  man  wieder 


ds 

dM, 

ds 


=  pM,-rM^-y,r, 
Z=  j  ZJxdy, 


so  kann  man,  wie  Formel  (197)  zeigt,  schreiben: 

^        dp'  ^        dq'  *         er '  ds  ' 

welche  Formeln  wieder  wie  (197)  auch  allgemein  gelten.  Eliminiert 
man  nun  s  aus  dem  Ausdruck  für  F  mittels  der  Gleichung: 

-^  =  z  =  y,r, 

so  wird  F  homogen  zweiten  Grades  in  p,  q,  ;•;  y.^r.  Wie  leicht 
einzusehen  ist,  lassen  sich,  wenn  F  nicht  unendlich  gross  gegen- 
über 31^,  J/ ,  M,  ist,  die  Glieder,  die  in  diesem  neuen  Ausdruck 
von  F  die  Grösse  F  enthalten,  gegen  die  anderen  vernachlässigend^^), 
so   dass  man  alsdann  sagen  kann,   s  ist  aus  F  mittels  der  Gleichung 

eliminiert.  Bezeichnet  man  den  so  erhaltenen  Ausdi-uck  von  F  mit  G, 
so  ergiebt  sich: 


161)  G.  Kirchhof}',  Mechanik,  p.  47(>. 
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^^'         dp  '  y         dq  '      ^^'  dr  ' 

und  die  Gleichungen  (200)  lassen  sich  schreiben: 

^cG  ^     dG ^^1         p 

ds  dp  dq         1  ^^     \    fi    } 


(201) 


ds  dq        ^  dr  dp         '^^     ' 

d_dG_     dG  _     dG 
.  ds    dr         ^  dp        ^   cq  ' 


wo  uun  G  eine  homogene  Funktion  zweiten  Grades  in  }),  q,  r  allein 
ist.  Zusammen  mit  den  Relationen  zwischen  den  neun  Kosinus  und 
den  p,  q,  r  dienen  dieselben  zur  Bestimmung  von  p,  q,  r  und  der  neun 
Richtungskosiuus  cc^,  a^,  . . .  y^.  Die  Koordinaten  l,  rj,  ^  der  elastischen 
Linie  werden  durch  folgende  Gleichungen  bestimmt  sein: 

(202)  i=fcc,ds,    v=j'ß,ch,     l=fy,ds, 

b)  An  die  Gleichungen  (201)  knüpft  nun  die  kinetiscJie  Analogie 
zwischen  der  Deformation  eines  anfänglich  geraden,  unendlich  dünnen 
elastischen  Stabes  und  der  Bewegung  eines  schweren  Kreisels  um 
einen  festen  Punkt  an,  wie  sie  zuerst  von  G.  KirchJtoff  entwickelt 
wurde.  In  der  Tat  stimmen  die  Gleichungen  (201)  voUkommen  über- 
ein mit  denjenigen,  die  beim  Problem  der  Bewegung  eines  starren 
Körpers,  an  dem  im  Punkte  P  eine  konstante  Kraft  angreift  und  der 
in  einem  festen  Punkte  0  unterstützt  ist,  auftreten,  sofern  man  die 
Variable  s  der  Zeit,  F  der  konstanten  Kraft  und  G  der  lebendigen 
Kraft  des  starren  Systems  entsprechen  läßt.  Dabei  zeigt,  wenn  m«n 
sich  den  Unterstützungspunkt  des  Kreisels  mit  der  Geschwindigkeit 
1  längs  der  elastischen  Linie  fortbewegt  denkt,  die  Gerade  OP  in 
jedem  Augenblick  in  die  Richtung  der  Tangente  dieser  Kurve. 

Von  hier  aus  ist  es  nun  leicht,  die  Elemente  der  Kreiselbewegung 
auf  die  entsprechenden,  bei  der  Deformation  des  Stabes  auftretenden 
zu  beziehen,  wodurch  wegen  der  Anschaulichkeit  der  Kreiselbewegung 
auch  der  Vorgang  bei  der  Deformation  —  wenn  zunächst  auch  nur 
qualitativ  —  dem  Verständnis  näher  gebracht  wird.  Ein  weiterer 
Schritt  ist  es  dann,  die  Analogie  auch  für  die  tatsächliche  Lösung 
des  Problems  nutzbar  zu  machen,  indem  man  diejenigen  Fälle  über- 
trägt, in  denen  das  Kreiselproblem  eine  vollkommene  Lösung  bisher 
erfahren  hat. 

Die  einfachsten  Fälle,  in  denen  das  Problem  der  Bewegung  eines 
in  einem  festen  Punkte  unterstützten  starren  Körpers  sich  lösen  lässt, 
sind   der  Euler&che  Fall,    bei    dem    der   starre   Körper   einfach   seiner 
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Trägheit  überlassen  ist,  und  der  Lagrangesche  Fall,  bei  dem  zwei  der 
Hauptträgheitsraoniente  einander  gleicli  sind  und  der  Unterstützungs- 
punkt auf  der  anderen  Trägbeitsaxe  liegt,  während  der  Körper  einer 
konstanten  Kraft,  z.  B.  der  Schwere,  unterworfen  ist. 

Der  erstere  Fall  entspricht  der  Deformation  eines  Stabes  durch 
an  den  Enden  wirkende  Kräftepaare.  Dies  Problem  ist  von  W.  Hess^^^) 
im  einzelnen  untersucht  worden;  bei  symmetrischem  Querschnitt 
(/^  =  I^  ^  I)  ergiebt   sich   als  Lösung: 

P^+^^=  const. ,     r  =  const. ,     ^  (arctg  ^  j  =  —^7-  r ; 

der  Stab    nimmt    also    die    Form    einer    gewöhnlichen   Schraubenlinie 
an.     Die  Form  der  Funktion  G,   die  als  bekannt  vorausgesetzt  wird, 
ist  z.  B.  für  einen  isotropen  Stab  von  kreisförmigem  Querschnitt  ge- 
geben durch 
(203)  G  =  -l  [f  {p'  +  q')  +  iir'] , 

wie  aus  dem  Ausdruck  (197)  für  F  hervorgeht. 

Der  andere  Fall  führt,  wie  das  Studium  der  Bewegungsformen 
eines  symmetrischen  schweren  Kreisels  ^^")  lehrt,  auf  Stabformen,  die 
am  besten  durch  ihre  Orientierung  gegen  eine  bestimmte  Schraubenlinie 
verstanden  werden;  diese  letztere  selbst  stellt  die  der  regulären  Prä- 
zession (j'g  =  const.)  entsprechende  Stabform  dar.  Um  einen  geraden 
Stab  in  eine  Schraubenlinie  von  gegebener  Steigung  und  gegebener 
Torsion  r  überzuführen,  muss  man  eine  bestimmte  Dyname,  d.  h.  eine 
bestimmte  Kraft  und  ein  bestimmtes  Kräftepaar  anwenden. 


Fig.  4.  Fig.  5. 

Der  ebenen  Pendelbewegung  entsprechen  die  zuerst  von  L.EnJcr^^) 
aufgefundenen  verschiedenen  Formen  der  ebenen  elastisclioi  Linie,  die 
in    Fig.  4 — 12    darscestellt    sind.      Ist    EI   die    in    Frage    kommende 


162)  Math.  Ann.  23  (1884),  p.  181.  Vgl.  auch  G.  H.  HaJphoi ,  Traite  des 
fonctions  elliptiques  2,  Paris  1888,  chap.  5  und  Ä.  G.  GreoihiU,  Verh.  des  3.  intern. 
Mathematikerkongresses,  Leipzig  1905. 

163)  Vgl.  F.  Klein- A.  Sommerfeld,  Theorie  des  Kreisels  2,  Leipzig  1 898,  p.  279. 

164)  Methodus  inveniendi  lineas  curvas  maximi  minimive  proprietate  gau- 
dentes,  1744,  Additamentum  I:  De  curvig  elasticis  (p.  245). 
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Biegungssteifigkeit,  so  ist  die  Gleichung  derselben,  je  nachdem  Wende- 
punkte vorhanden  sind  (Fig.  4 — 11)  oder  nicht  (Fig.  12),  gegeben  durch 


(204) 

bezw.  durch 

(204') 


^  =  _2/,]/^^cn(H  +  ^), 

e  =  y  /    -  M  +  2fdü\u  +  k)  du 


Fig.  6. 


Fig.  7. 


hierin  ist  w=s]/J7jE'7und  k,  der  Modul  der  elliptischen  Funktionen,  im 
ersten  Falle  gleich  dem  Sinus  des  halben  Neigungswinkels  der  Tangente 


Fior.  8. 


Fig.  9. 


Fisr.  10. 


der  elastischen  Linie  im  Wendepunkt  gegen  die  |-Axe,  und  K  ein  will- 
kürlicher Parameter.    Die  auf  die  kinetische  Analogie  mit  der  Pendel- 


r 


r 


Fiff.  11. 


Fisr.  12. 


bewegung  gegründete  Diskussion   des  Problems   der  elastischen  Linie 
verfolgte  W.  Hess^^^).     Spezielle  Fälle  behandelte  L.  Saalschütz  ^^^). 

165)  Math.  Ann.  25  (1885),  p.  1. 

166)  Der  belastete  Stab,  Leipzig  1880. 

Encyklop.  d.  math.  Wiasenach.     IV  2,  ir.  14 
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11).  Anfänglich  krumme  unendlich  dünne  Stäbe,  a)  Die  all- 
gemeine Theorie  unendlich  dünner  elastischer  Stäbe,  die  im  uatürlichen 
Zustand  irgendwie  gekrümmt  sind  und  deren  Normalschnitt  überall 
dieselbe  Form  hat,  baut  sich  auf  denselben  allgemeinen  Prinzipien 
auf  wie  die  Theorie  der  Stäbe,  die  im  natürlichen  Zustand  geradlinig 
sind  ^^'^).  Man  kann  wiederum  die  Kontinuitätsbedingungen  aufstellen 
und  die  Formänderung  des  zwischen  zwei  unendlich  benachbarten 
Normalschnitteu  eingeschlossenen  Stabstücks  bestimmen.  Von  da  aus 
kann  man  zu  den  Gleichungen  des  Gleichgewichts  und  der  Bewegung 
übergehen.  Jedoch  lässt  sich  derselbe  Zweck  einfacher  auf  folgende 
Weise  erreichen ^^*^).  Man  bezeichne  mit  p,  q,  r  die  den  p,  q,  r  der 
Nr.  17  und  18  analogen  Grössen  für  den  Anfanfjszustand  der  Zentral- 
linie  des  krummen  Stabes  und  mit  }),  q,  r  die  entsprechenden  Grössen 
für  den  deformierten  Zustand  derselben.  Ferner  bezeichne  man  mit 
G'  die  mit  den  Grössen  p,  q,  r  gebildete,  zu  G  analoge  Funktion; 
bringt  man  dann  an  jedem  Normalschnitt  im  Sinne  wachsender  Bogen- 
länge s  Spannungen  von  der  Beschaffenheit  an,  dass  die  Komponenten 
des  resultierenden  Moments  gleich 

_  ^^'  _  ^9L  _  ^^' 

dj)  '  d<i  '  dr 

sind,  so  wird  der  Stab  offenbar  geradlinige  und  zylindrische  Gestalt 
annehmen.  Unter  Berücksichtigung  dieser  Spannungen  lässt  sich  also 
das  Problem  der  Formänderung  des  ursprünglich  krummen  Stabes 
auf  die  Untersuchung  der  Deformation  eines  anfänglich  geraden  zylin- 
drischen Stabes  zurückführen. 

b)  Greifen  an  dem  ursprünglich  krummen  Stabe  nur  Spannungen 
an  den  Enden  an,  so  lauten  die  Gleichungen  des  Gleichgewichts  genau 
so  wie  die  früheren  (201),  wenn  in  (120)  gesetzt  wird: 

T ,         0  G        cG'       T  r        c  G        cG'        -.^        c  G        c  G' 

M^  = ^   , ,     Jl„  =  ^ ^  ,  ,     Jl.  =    , .,  ,  • 

^         cp  cp  '  'J         cq  cq  ■         er  er 

Wiederum  besteht  eine  kinetische  Analogie,  indem  die  entstehenden 
Gleichungen  sich  auch  deuten  lassen  als  die  Bewegung  eines  Systems^ 
an  dem  eine  konstante  Kraft  angreift,  das  in  einem  festen  Punkte 
unterstützt  ist  und  in  dem  Bewegungen  auftreten,  die  die  Verteilung 


167)  Auf  der  in  Fussu.  160  zitierten  Arbeit  von  G .  Kirchlioff  iuäsend  ist  dieselbe 
von  A.  Clebsch,  Elastizität,  §  55,  ausgearbeitet  worden.  A.  B.  Basset,  der  sie  in 
verschiedenen  Punkten  bemängelt,  hat  ein  anderes  Verfahren  entwickelt,  das  zu 
denselben  Resultaten  führt,  Lond.  Math.  Soc.  Proc.  23  i,189'2i,  p.  lO.'i,  und  Amer. 
J.  of  math.   17  (1895),  p.  2fil. 

I(j8)  G.  Kirchhoff',  Mechanik,  p.  113  und  p.  126;  ,1.  Ckbsdi ,  Klastizitiit, 
p.  -iSl);  Clebsch- Saint -Venaiit,  filasticite,  p.  454. 
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der  Massen  bezüglicli  des  Schwerpiinktes  nicht  ändern.  Ist  insbesondere 
r=0  und  G'  konstant,  d.  h.  p',  q',  r'  konstant,  die  ursprünp;liche 
Form  der  Zeutrallinie  also  eine  Schraubenlinie,  so  haben  wir  den 
Fall  der  Bewegung  eines  starren  Körpers,  in  welchem  stationäre  Be- 
wegungen auftreten,  die  von  J.  Larmor^^^)  und  allgemeiner  von 
V.  Volterra^''^)  untersucht  sind.  Die  Gleichungen  des  Gleichgewichts 
des  Stabes  lassen  sich  auch  deuten  als  die  Gleichungen  der  Bewegung 
eines  schweren  festen  Körpers,  der  in  einem  festen  Punkte  unterstützt 
ist  und  an  dem  ein  Schwungrad  befestigt  ist,  das  sich  frei  um  eine 
im  Körper  feste  Axe  drehen  kann. 

Die  Theorie  der  Spiralfedern  von  symmetrischem  Querschnitt 
ist  von  W.  TJiomson-P.  G.  Tait^"'^)  entwickelt  worden;  es  zeigt  sich, 
dass  dieselben  durch  an  den  Enden  angreifende  Kräfte  und  Kräfte- 
paare wiederum  zu  Schraubenlinien  von  gegebenem  Steigungswinkel 
und  Radius  deformiert  werden  können.  Den  Fall,  dass  nur  axial 
wirkende  Kräfte  angreifen,  hatte  schon  B.  de  Saint -Venant^"'^)  behandelt. 

c)  Für  Stäbe,  die  iJirer  ganzen  Länge  nach  von  Kräften  han- 
sprucJit  werden,  existieren  nur  wenig  Lösungen  ^''^).  Den  Fall,  dass 
der  Stab  durch  gleichförmigen  normalen  Druck  X  in  einer  Ebene  ge- 
bogen wird,  behandelt  31.  Levy  ^'^).  Die  Zentrallinie  eines  anfänglich 
geraden  oder  kreisförmigen  Stabes  geht  in  eine  Kurve  von  der 
Krümmung 

(205)  -^,   =  J^r^+const. 

über,  wo  r  der  Abstand  des  Kurvenpunktes  von  einem  festen  Punkt 
der  Ebene.  Die  Gleichung  (205)  ist  von  G.  H.  Halphen^"'^)  mittels 
elliptischer  Funktionen  integriert  worden;  eine  Reihe  von  speziellen 
Lösungen  hat  A.  G.  Greenhill  ^^^)  ausgearbeitet. 

Für  den  Fall,  dass  die  Verschiebungen  klein  sind,  treten  be- 
deutende Vereinfachungen  in  der  Kirchhoff'' sehen  Theorie  ein.  All- 
gemeinere Untersuchungen,  die  sich  auf  diesen  Fall  beziehen,  sind 
angestellt  von  B.  de  Saint -Venant^"''^  und  J.  H.  MichelV'^).    Spezielle 


169)  Lond.  Math.  Soc.  Proc.  15  (1884),  p.  178. 

170)  Torino  Atti  30  (1895),  p.  372:  Acta  math.  22  (1898),  p.  201. 

171)  Nat.  Phil.  2,  p.  139. 

172)  Paris  C.  ß.  17  (1843),  p.  1020. 

173)  Siehe  z.  B.   W.  Thomson-P.  G.  Tait,  Kat.  Phü.  2,  p.  166. 

174)  Paris  C.  R.  97  (1883),  p.  694:  J.  de  math.  (3)  10  (1884),  p.  1. 

175)  Paris  C.  R.  98  (1884),  p.  422;  J.  ec.  pol.  54  (1884),  p.  183;    Traite  des 
fonctions  elliptiques  2,  Paris  1888,  chap.  5. 

176)  Math.  Ann.  52  (1899),  p.  465. 

177)  Paris  C.  R.  17  (1843\  p.  942.   1020. 
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Probleme,  insbesondere  solcbe,  die  einen  Stab  von  der  Form  eines 
Ringsektors  betreffen,  sind  behandelt  von  M.  Bresse'^"'^),  E.  WinJder'^^ ), 
H.  Lamh^^^),  J.  H.  MichelP^^)  und  H.  Weüh-ecU^^% 

20.  Unendlich  dünne  Platten  ^^j  und  Schalen  ^^^).  Eine  un- 
endlich dünne  elastische  Flatte  ist  ein  Körper,  der  im  natürlichen 
Zustand  von  einer  zylindrischen  Fläche  und  zwei  Normalschnitten 
derselben  begrenzt  wird,  die  einander  so  nahe  sind,  dass  ihr  Abstand 
gegenüber  den  anderen  Abmessungen  des  Körpers  als  unendlich  klein 
angesehen  werden  kann.  Die  bei  Deformation  auftretenden  Ver- 
schiebuncren  können  mit  den  endlichen  Abmessungen  der  Platte  ver- 
gleichbar  sein.  Die  beiden  Normalschnitte  heissen  die  beiden  Seiten 
der  Platte;  der  Normalschnitt,  der  in  gleicher  Entfernung  von  den 
beiden  Seiten  liegt,  heisst  die  Mittelfläche. 

Eine  Schale  andererseits  ist  ein  elastischer  Körper,  der  ausser 
von  einer  Randfläche  von  zwei  beliebigen  parallelen  Flächen  begrenzt 
ist,  so  dass  die  Entfernung  dieser  beiden  Flächen  wiederum  gegenüber 
den  anderen  Abmessungen  des  Körpers  als  unendlich  klein  angesehen 
werden  kann.  Wie  vorhin  heissen  die  beiden  parallelen  Flächen  die 
Seiten  der  Schale,  und  die  parallele  Fläche,  die  in  gleicher  Ent- 
fernung von  den  Seiten  liegt,  heisst  Mittelfläche. 

Sowohl  die  Theorie  der  Platten  wie  die  der  Schalen  gründet  sich 
auf  dieselben  Prinzipien  (vgl.  Nr.  16),  auf  denen  sich  die  Theorie  der 
unendlich  dünnen  Stäbe  aufbaut,  und  wir  beschränken  uns  darauf, 
nur  die  der  Platten  zu  behandeln. 

Die  Punkte  der  Mittelfläche  der  Platte  mögen  auf  ein  recht- 
winkliges   Koordinatensystem    bezogen    werden,    s■^    und  So    seien    die 


178)  Mess.  of  math.  lü  (18ü0),  p.  68. 

179)  llecherches  analytiques  sur  la  flexion  et  la  resistance  des  pieces  courbes, 
Paris  1854. 

180)  Zivüingenieur  4  (1858),  p.  -232;  vgl.  den  kritischen  Bericht  von  Tod- 
hunter  und  Pearson,  History  of  the  theory  of  elasticity  2,  p.  422. 

181)  London  Math.  Soc.  Proc.  19  (1888),  p.  365. 

182)  London  Math.  Soc.  Proc.  31  (1899),  p.  130. 

183)  Zeitschr.  Math.  Phys.  52  (1905),  p.  383. 

184)  F.  Gehring,  De  aequationibus  difterentialibus  quibus  aequilibrium  et 
motus  laminae  cristalliuae  definiuntur,  Diss.  Berlin  1860;  G.  Kirchhoff',  Mecha- 
nik, p.  449;  A.  Clcbsch,  Elastizität,  p.  264;  Klasticite,  p.  (132. 

185)  H.  Aron,  J.  f.  Math.  78  (1874),  p.  136;  Lord  Baijhigh,  London  Math. 
Soc.  Proc.  13  (1882),  p.  4;  J£.  Mathicu,  J.  ec.  pol  51  (1883),  p.  177;  A.  E.  H.  Lore, 
London  Phil.  Trans.  (A)  179  (1888),  p.  491;  Elasticity,  2.  Aufl.,  p.  488;  Elastizität, 
p.  586;  Lord  Rayleigh.  London  Math.  Soc.  Proc.  20  ^^^1889\  p.  372:  .1.  B.  Basset. 
London  Phil.  Trans.  (A)  isl  (1890),  p.  433. 
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Koordiiniten  eines  ihrer  Punkte,  P.  Femer  mögen  diejenigen  Punkte 
der  Platte,  die  P  unendlich  benachbart  sind,  im  oatürlichen  Zustand 
auf  ein  rechtwinkliges  Axensystem  (1,  2,  3)  mit  dem  Ursprung  in  P 
bezogen  werden,  so  zwar,  dass  die  Axe  1  der  Axe  s^,  die  Axe  2  der 
Axe  «2  parallel  ist,  und  die  Axe  3  auf  der  Ebi'ne  SiS.^  senkrecht  steht; 
.r,  y,  z  seien  die  Koordinaten  eines  jener  Punkte  bezüglich  dieser  Axen. 
Im  deformierten  Zustand  wird  die  Mittelfiäche  der  Platte  im  all- 
gemeinen die  Form  einer  krummen  Fläche  angenommen  haben,  und 
in  dieser  neuen  Konfiguration  der  Platte  seien  die  Punkte  in  unend- 
licher Nähe  von  P  auf  ein  neues  Koordinatensystem  (x,  y,  z)  bezogen, 
das  mit  dem  System  (1,2,3)  kongruent  ist  und  seinen  Ursprung  in 
der  neuen  Lage  von  P  hat;  die  ic-Axe  berühre  die  Kurve,  in  die  die 
Axe  1  übergegangen  ist,  während  die  a7t/-Ebene  die  Fläche,  die  aus 
der  Mittelfläche  hervorgegangen  ist,  berührt.  Bezüglich  dieses  Axen- 
systems  seien  a;  -(-  m,  y  -\-  xi,  z  -\-  w  die  Koordinaten  des  Punktes, 
der  im  natürlichen  Zustand  die  Koordinaten  x,  y,  z  bezüglich  des 
Systems  {1,  2,  3)  hatte.  Dann  sind  n,  v,  w  unendlich  klein  und 
Funktionen  von  x,  y,  z\  s^,  s^.  die  den  Befestigungsbedingungen  ge- 
nügen müssen. 

Die  Kontinmtätsgleichimgen  ergeben  sich  wie  in  der  Theorie  der 
Stäbe  (vgl.  Nr.  17).  Bezeichnen  s^,  s^  die  Dehnungen  der  Elemente 
1,2;  r  den  unendlich  kleinen  Winkel,  um  den  sich  der  von  den 
beiden  Elementen  1,  2  nach  der  Deformation  eingeschlossene  Winkel 
von  einem  Rechten  unterscheidet,  und  j}^.  5^,  }\\  JP2'5'2>*'2  ^^®  Kom- 
ponenten der  Drehung  der  Axen  {x,  y,  z)  bezüglich  eben  dieser  Axen 
[X,  y,  z)  beim  Übergang  von  einem  Punkte  P  zu  einem  anderen  Punkte 
Q  mit  den  Koordinaten  s^  -\~  ds^^,  s^  bezw.  s^,  S2  +  ds^,  so  erhält  man 
ohne  weiteres  die  Identitäten: 


(206) 


du         du     ,         ,-     I       \  /      I      \    I 

ä^  =  ä^  +  ^iU^  +  '^^-j  -  >\(y  +  ^)  +  h, 

dv  dv 

dx         dsi 

=  ^7  +  Pi  {y  +  ^)  —  3i  (-^  +  w) ; 


dx 


+  r^  (x  +  u)  —  i\  {z-\-w), 


(207) 


du 
dy 

dv 

ä7 

die 


du 
ds^ 
dv 


dw 


+  r.,  (x  -\-i()—  p^  (z  +  tv)  +  fg , 


l    Sy=W,+P-^^^+'^~'J'^'^  +  ''^' 


Diese  Formeln   gehen,   wenn   man  Glieder  höherer  Ordnung  ver- 
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nachlässifft  und  bedenkt,  dass 


üV^er  in  die  folgenden: 


dx  dy 


(208) 


C  öu 
dx 

dv 
dx 

dw 
dx 


—  Pi^, 
PiV  —  Qi^ 


c  u 
dydx  ' 


du  . 

-^  =  -p,z  +  x, 


dv 

dy 

dw 

dy 


r,  =  r,=  0, 


Hieraus  folgt  durch  Integration,  wenn  Mq,  Vq,  Wq  die  Werte  von  u,  v,  w 
für  X  =  y  =  0  bezeichnen: 


(209) 


Alle  diese  Grössen  sind  von  x  und  y  unabhängig,  und  derselben  Be- 
dingung genügen  auch  die  Grössen  X^,  Y^,  ...  X^.  Daher  lauten 
die  Gleichungen  des  Gleichgewichts  eines  Elements  der  Platte: 


*x='Zl^  +  «,  , 

dv^ 

y^-dz 

yy=  —Pi^  +  h, 

"«^         dz 

dw^ 
^'~   dz' 

X  =  — 

(21U) 


dX, 
dz 


=  0 


öz 


dZ, 

'dz 


0, 


und  auf  den  beiden  Grundflächen  dieses  Elements,  die  in  den  beiden 
Plattenseiten  liegen,  müssen  die  Bedingungen  befriedigt  sein: 

(211)  x  =  o,    i;=o,   Z,=  0, 

vorausgesetzt,  dass  auf  die  Plattenseiten  selbst  äussere  Spannungen 
nicht  wirken  bezw.  solche  zu  vernachlässigen  sind.  Daraus  fol^t,  dass 
die  Bedingungen  X^  =  F^  =  Z^  =  0  im  ganzen  Elemente  identisch 
befriedigt  sein  müssen. 

Damit  ergiebt  sich  nach  den  Entwicklungen  von  Xr.  IIb  für 
jedes  einzelne  Plattenolement  ein  ebener  Spannungszustand,  für  dessen 
Anwendung  auf  die  Platten  hier  auf  die  Nr.  14  verwiesen  sei.  Man 
findet,  dass  die  Gleichungen  (210)  und  (211)  zusammen  mit  den  Be- 
festigungsbedingimgen  zur  Bestimmung  von  u^,  Iq,  u\  ausreichen.  Sind 
Wq,  Vq,  Wq  als  Funktionen  der  p,  q,  r  bekannt,  also  die  Formänderung 
des  Plattenelements  vollständig  bestimmt,  so  kann  man  aus  den 
sich  damit  ergebenden  Spannungen  Ausdrücke  für  die  llesultanten 
und  resultierenden  Momente  bilden.  Von  hier  aus  kann  man  schliess- 
lich in  orewohnter  Weise  zu  den  Gleichunsien  des  Gleichgewichts  und 
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der  Hcwegntig  der  Platte   überirelien,  deren  Lcisunf^  alsdann  die   Form 
der  Mitteltläche  im  deformierten  Zustande  liefert. 

21,  Stabilität  des  Gleichgewichts.  Die  Fragen  der  Stabilität 
des  Gleichgewichts  in  der  Elastizitätstheorie  besitzen  eine  ausser- 
ordentliche praktische  Bedeutung;  trotzdem  mögen  hier  nur  eiiu'ge 
Andeutungen  Platz  finden,  da  es  bisher  an  allgemeinen  Resultaten 
auf  diesem  Gebiete  mangelt. 

a)  Die  alU/mieinrn  Prinzipien,  auf  die  sich  diese  Untersuchungen 
stützen,  sind  dieselben,  die  man  bei  allen  derartigen  Fragen  zu  Hülfe 
nimmt.  Die  Gleichgewichtszustände  eines  elastischen  Systems,  das 
gegebenen  Kräften  unterworfen  ist,  entsprechen  denjenigen  Konfigu- 
rationen des  Systems,  in  denen  die  erste  Variation  der  potentiellen 
Energie  null  ist;  und  die  Zustände  stabilen  Gleichgewichts  entsprechen 
jenen  Konfigurationen,  in  denen  die  potentielle  Energie  ein  absolutes 
Minimum  besitzt.  So  kommt  es,  dass  alle  diejenigen  Systeme,  deren 
potentielle  Energie  stets  positiv  ist  und  die  eine  einzige  Gleich- 
gewichtslage zulassen,  in  dieser  Lage  sich  im  stabilen  Gleichgewicht 
befinden.  Eben  dies  trifft  für  einen  elastischen  Körper  zu,  dessen 
Abmessungen  alle  von  derselben  Grössenordnung  sind.  In  dem  Falle 
jedoch,  wo  eine  oder  zwei  der  Abmessungen  eines  elastischen  Körpers 
unendlich  klein  gegenüber  den  anderen  sind,  gilt  das  Theorem  der 
Eindeutigkeit  der  Gleichgewichtskonfiguration  nicht  mehr,  wie 
man  an  Beispielen  seit  L.  Euler  und  D.  Bernoulli  weiss  und  wie  dies 
allgemein  G.  H.  Bryan  ^^^)  gezeigt  hat. 

b)  Die  älteste  Behandlung  eines  Problems  elastischer  Stabilität 
ist  die  Eidersche  Untersuchung  der  Stabilität  einer  belasteten  Sänle^^^^). 
Für  einen  durch  axiale  Kräfte  an  den  Enden  beanspruchten  Stab 
kommen  ausser  der  der  einfachen  Kompression  entsprechenden  gerad- 
linigen Form  auch  die  in  Nr.  18  erwähnten  Formen  der  elastischen 
Linie  in  Frage.  Wenn  der  Winkel  a,  den  die  Tangente  der  elastischen 
Linie  im  Wendepunkt  mit  der  Anfangslage  der  Zentrallinie  ein- 
schliesst,  klein  ist,  so  lassen  sich  die  Gleichungen  (204)  in  erster 
Annäherung  folgender massen  schreiben: 

(212)  I  '  =  ''V^r''''W-fi)^ 

so   dass   die   elastische   Linie    angenähert   durch   eine   Siuuskurve   von 
kleiner  Amplitude   dargestellt   wird.     Da  der  Abstand  zweier  Wende- 


186)  G.  H.  Bryan,  Cambridge  Phü.  Soc.  Proc.  6  (1888),  p.  199. 
186»)  L.  Euler,  Berlin  Hist.  de  l'Acad.  13  (1757),  p.  252. 
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-=-  ist,  so  ergiebt  sich,  dass  der  Fall  der  Biegung 

eintreten  kann,  falls 

(213)  l'r>  7t' EI, 

wo  l  die  Stablänge,  Ist  der  Stab  in  ^  =  0  eingespannt  (so  dass  dort 
-A.  =  0) ,  so  ist  Biegung  möglieb,  falls 

(214)  l'r>\7c'EI- 

sind  beide  Enden  eingespannt,  so  lautet  die  Bedingung 

(215)  Pr>An^EI. 

So  lange  l  kleiner  ist  als  die  kritische  Länge,  ist  diese  einfache  Kom- 
pression der  einzig  mögliche  Fall,  und  die  geradlinige  Form  ist  da- 
her stabil.  Sobald  aber  jene  überschritten  ist,  wird  sie  instabil,  da 
die  potentielle  Energie  für  die  verbogene  Form,  wie  sich  zeigt ^*'^), 
kleiner  ist  als  für  die  geradlinige  Form:  der  Stab  kmckt  zur  Seite. 
Die  Formel  (213)  bezeichnet  man  als  die  Eulersche  Knicl'ungsformeV^). 
Die  Stabilität  der  durch  ihr  Eigengewicht  deformierten  Säule  haben 
A.  G.  Greenhill^''^)  und  (1  Chree'^'')  untersucht. 

c)  Ä.  G.  Greenhill  ^^^)  hat  für  den  an  den  Enden  heansprmhten 
geraden  Stab  von  symmetrischem  Querschnitt  die  Stabilitätsbedingung 
aufgestellt.  Wirken  speziell  nur  Kräftepaare  M  an  den  Enden,  so 
kommt  für  die  Zentrallinie  des  deformierten  Stabes  ausser  der  gerad- 
linigen Form  die  einer  Schraubenlinie  in  Frage  (vgl.  Xr.  18).  Ist  7i  der 
Radius,    ^  der   Steigungswinkel   der   Schraubenlinie,  so  hat  man: 

Der  kritische  Betrag  von  M,  für  den  die  Möglichkeit  der  Biegung 
zu  einer  Schraubenlinie  eintritt,  ist 

(216)  Jf=i^, 


187)  Vgl.  A.  E.  H.  Love,  Elasticity,  2.  Aufl.,  p.  389.  Ebendort  (p.  392:'  wird 
auch  gezeigt,  dass  die  höheren  Formen  der  elastischen  Linie  (mit  Wendepunkten 
zwischen  den  Stabenden)  sämtlich  instabil  sind.  Im  übrigen  vgl.  auch  M.  Bi^rn, 
Untersuchungen  über  die  Stabilität  der  elastischen  Linie  in  Ebene  und  Raum, 
Preisschrift  Göttingen  1906. 

188)  Die  Knickungsformel  ist  neuerdings  Gegenstand  einer  umfangreichen 
Diskussion  zwischen  J.  Kühler,  C.  J.  Kriemler,  L.  I'ihjrim  und  L.  Pramitl  ge- 
wesen, Zeitschr.  d.  Y.  deutscher  Ing.  44  (1900)  und  Zeitschr  Math.  Phys.  45 — 47 
(1900—1902). 

189)  Cambridge  Phil.  Soc.  Proc.  4  (1883)  [1881],  p.  Co. 

190)  Cambridge  Phil.  Soc.  Proc.  7  (1892),  p.  283. 
IUI)  Proc.  Inst.  Mech.  Engineers  1883.  p.  182. 
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WO  l  die  Stabliinf]^e5  er  entspricht  dem  Kall,  dass  Ji  sehr  kleiu,  d- 
nahezu  gleich  i  :r  ist  und  der  Stab  gerade  einen  Umlauf  der  Schrauben- 
linie bildet,  so  dass  ,,  =  ,  .  Die  potentielle  Energie  des  ge- 
bogenen  Stabes  ist   z.  B.  bei   kreisförmigen   Querschnitt  durch   (203) 

M 
gegeben,   mithin,    da  r  =  —  sin  d-,  durch 

(2")  ^.m^'^os^^  +  ^ir,^. 

Die  potentielle  Energie  der  geradlinigen  Form  hat  dagegen  den  Wert 

ist  also  grösser  als  jene.  Mithin  ist  die  geradlinige  Form  für  Werte 
von  31,  die  über  dem  kritischen   Betrage  (216)  liegen,  instabil. 

Die  Stabilität  eines  ringförmigen  Stabes,  der  durch  gleichmässigen 
normalen  Druck  beansprucht  wird,  .ist  von  M.  Levy'^^^),  die  des  seiner 
ganzen  Länge  nach  auf  elastischem  Lager  ruhenden  geraden  Stabes  von 
H.  Zimmermann^^^)  untersucht  worden.  Die  Kipperscheinungen  bei  einer 
schmalen  hochkant  liegenden  Schiene,  an  deren  Ende  eine  in  ihrer  Ebene 
wirkende  Kraft  angreift,  sind  von  A.  G.  M.  Michell  ^^%  L.  PrandÜ  ^^^) 
und  H.  Meissner  ^^^)  behandelt;  wenn  die  Last  einen  bestimmten  Be- 
trag überschreitet,  ergiebt  die  Biegung  in  der  Ebene  der  Schiene  eine 
instabile"  Gleichgewichtslage,  die  Zentrallinie  wird  aus  dieser  Ebene 
herausgebogen  und  es  tritt  Torsion  ein.  Die  analogen  Erscheinungen 
bei  einem  I- Träger  hat  S.  Timoschenho^^'^)  untersucht. 

d)  Für  Platten  und  Sclialen  sind  nur  wenige  Probleme  elastischer 
Stabilität  behandelt.  Greifen  an  einer  Platte  Druckkräfte  in  ihrer 
Ebene  an,  so  wird  sie  sich  einfach  kontrahieren,  falls  die  Kräfte 
bezw.  die  Abmessungen  der  Platte  nicht  zu  gross  sind;  anderenfalls 
wird  Ausbiegung  eintreten.  Für  den  Fall  der  rechteckigen  Platte,  auf 
deren  Kanten  ic  =  +  a,  y  =  +  ?>  konstante  Drucke  P^  bezw.  P^  pro 
Längeneinheit  wirken,  hat  G.  H.  Bryan  die  Stabilitätsbedingung  auf- 
gestellt^'''^).    Die  Gleichung  für  die  Durchbiegung  iv^  der  Mittelebene 


192)  Paris  C.  R.  97  (1883),  p.  694.     Vgl.  A.  E.  H.  Love,  Elasticity,  2.  Aufl., 
p.  405. 

193)  Die  Knickfestigkeit  eines  Stabes  mit  elastischer  Querstützung,  Berlin  1906. 

194)  Phil.  Mag.  (5)  48  (1899),  p.  298. 

195)  Kipperscheinungeu,  Diss.  München  1899. 

196)  Berlin  math.  Ges.  Sitzungsber.  3  (1904),  p.  53. 

197)  Diss.  Göttingen  1906. 

198)  G.  TT'.  Bryan,    London    Math.   Soc.   Proc.    22   (1891).    p.  54;    London 
Math.  Soc.  Proc.  25  (1894),  p.  141. 
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lautet  hiei-  in  zweiter  Annüheru ng^^^): 

(219)  JJAAiv.+  P,  ^lll  +  P,  ^If  =  0 , 


wo 


3    1  — rj- 
Ist  die  Platte  an  den  Kanten  einfach  gestützt,  so  kann  mau  Lösungen 
von  folgender  Form  ansetzen: 

(220)  «■,  =  A  sin  «"(^i")  sin  »^'(f-iA) , 

WO  ^   eine  (kleine)  Konstante    und  m  und  n   ganze   Zahlen,    die    der 
Bedingung  genügen 

(221)         >..(»'+|!)'„P.i;  +  P,^. 

Die  potentielle  Energie  der  gebogenen  Platte  ist,  wie  die  Rech- 
nung zeigt,  kleiner  als  die  der  in  ihrer  Ebene  deformierten  Platte. 
Soll  also  letztere  stabil  sein,  so  müssen  P^,  P,  so  klein  sein,  dass 
Gleichung  (221)  durch  irgend  welche  ganzzahlige  Werte  von  m  und  n 
nicht  befriedigt  werden  kann.  Das  Resultat  ist  von  gewisser  praktischer 
Bedeutung  wegen  seiner  Anwendung  auf  Baukonstruktionen  ('Mauern, 
Schiifsplanken,  Walzwerkprofile  u.  s.  w.). 

Die  E'rage  der  Stabilität  einer  sehr  langen  zylindrischen  ScJiale, 
die  unter  konstantem  äusserem  Druck  p  steht,  lässt  sich  in  ähnlicher 
Weise  erledigen  ^^°).  Es  ergiebt  sich,  dass  der  Querschnitt  des  Zylinders 
eine  von  der  Kreisform  abweichende  (lemniskatische)  Form  annehmen 
kann,  wenn  j)  >  ^D/a^,  wo  a  der  Zylinderradius.  Der  Kreiszylinder 
wird  dann  instabil  und  klappt  zusammen.  Das  Resultat  lässt  sich 
anwenden  auf  die  Flammröhren  der  Dampfkessel,  die,  von  der  Feue- 
rung auslaufend,  zur  Erzielung  einer  grösseren  Heizfläche  durch  das 
Innere  der  Kessel  hindurchgeführt  werden  und  hier  dem  Kesseldampf- 
druck ausgesetzt  sind. 


199)  Auf  die  die  in  Xr.  14  c  entwickelte  Theorie  ergänzende  zweite  An- 
näherung, die  in  Nr.  20  zu  be.sprechen  gewesen  wäre,  ist  im  vorliegenden 
Referat  nicht  weiter  eingegangen;  vgl.  die  dort  genannte  Litteratur. 

200)  G.  H.  Bryan,  Cambridge  Phil.  Soc.  Proc.  6  (1888),  p.  287.  Vgl.  A.  B. 
Basset,  Phil.  Mag.  (n)  34  (1892),  p.  221;  A.  E.  H.  Love,  London  Math.  Soc.  Proc.  24 
(1893),  p.  208. 


(Abgeschlossen  im  Juli  1906.) 
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IV  26.  SCHWmCxTWGEN  ELASTISCHER 
SYSTEME,  mSBESONDERE  AKUSTIK. 


Von 
H.  LAMB 

IN    MANCHESIKK. 


Inhaltsübersicht. 

Vorbemerkung. 

1.  Schwingungen  eines  Systems  von  endlichem  Freiheitsgrade. 

a)  Freie  Schwingungen. 

b)  Erzwungene  Schwingungen. 

c)  Einfluss  der  Reibung. 

d)  Schwingungen  von  endlicher  Amplitude. 

e)  Übergang  zu  Kontinueu.     Numerische  Auflösung   der  Periodeugleichung. 

2.  Schwingungen  von  Saiten. 

a)  Freie  und  erzwungene  Schwingungen.     Störende  Einflüsse. 

b)  Wellen  auf  einer  gespannten  Saite. 

c)  Saite  als  Grenzform  eines  mit  Massenpunkten  belasteten  Fadens. 

d)  Saite  von  veränderlicher  Dichte. 

3.  Schwingungen  von  Stäben. 

a)  Längsschwingungen  eines  geraden  Stabes. 

b)  Querschwingungen  eines  geraden  Stabes. 

c)  Gerader  Stab  von  veränderlichem  Querschnitt. 

d)  Schwingungen  krummer  Stäbe. 

4.  Schwingungen  von  Membranen. 

6.  Schwingungen  von  Platten  und  Schalen. 

a)  Dehnungsschwingungen  einer  gleichförmigen  Platte. 

b)  Biegungsschwingungen  einer  Platte. 

c)  Dehnungsschwingungen  einer  Schale. 

d)  Biegungsschwingungen  einer  Schale. 

6.  Allgemeine  Theorie  der  Schallwellen  (in  einer  Flüssigkeit). 

a)  Ebene  Wellen  und  Kugelwellen. 

b)  Die  allgemeine  Grundgleichung  des  Schalls. 

c)  Allgemeine  Sätze  über  einfache  Schwingungen. 

d)  Wellen  endlicher  Amplitude. 

7.  Spezielle  Probleme  betreffend  Luftschwingungen. 

a)  Reflexion  und  Brechung  des  Schalls. 

b)  Beugung. 
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c)  Normalschwingungen    begrenzter    Luftmassen.      Mitteilung    von    Schwin- 
gungen. 

d)  Theorie  der  Orgelpfeifen  und  der  Resonatoren. 

e)  Störende  Einflüsse. 

8.    Schwingungen  elastischer  fester  Körjjer. 

a)  Wellen  in  einem  unbegrenzten  elastischen  Medium. 

b)  Wellen  in  einem  teilweise  begrenzten  festen  Körper.     Reflexion. 

c)  Normal  Schwingungen    eines    endlichen     festen    Körpers.      Schwingungen 
einer  Kugel. 

d)  Theorie  des  physikalischen  Stosses. 
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Vorbemerkung.  Das  vorliegende  Referat  läuft  mit  dem  vorher- 
gehenden (IV  25,  0.  Tedone-A.  Timpe),  das  die  Spezialausführungen 
zur  Statik  ehistischer  Körper  behandelt,  parallel.  Es  beschäftigt  sich, 
nachdem  die  allgemeine  Integrationstheorie  der  mathematischen  Elasti- 
zitätslehre in  IV  24  (0.  Tedone)  ihre  Darstellung  gefunden  hat,  mit 
der  Lösung  der  Probleme  der  elastischen  Beivegung  im  einzelnen  unter 
fortwährender  Bezugnahme  auf  die  Ergebnisse  des  akustischen  Ex- 
periments und  unter  Berücksichtigung  der  dabei  auftretenden  stören- 
den Einflüsse.  Dabei  kommen  als  Grenzfälle  auch  die  unelastischen 
Saiten  und  Membranen  in  bekannter  Weise  in  Betracht,  die  nach 
ihrer  statischen  Seite  billigerweise  nicht  in  IV  25  (0.  Tedone-A.  Timpe), 
sondern  bereits  in  IV  6  (P.  Stäckel)   ihre  Berücksichtigung  fanden^). 

Die  Schwingungen  der  zu  betrachtenden  elastischen  Systeme 
unterscheiden  sich  in  den  Einzelheiten  sehr  erheblich;  doch  befolgen 
sie  gewisse  allgemeine  Gesetze,  deren  Bedeutung  und  deren  Begründung 
bei  Systemen  von  endlichem  Freiheitsgrade  —  wie  sie  in  der  klassi- 
schen Dynamik  betrachtet  werden  —  sich  äusserst  leicht  ergibt.  In 
der  Tat  bestehen  die  Fortschritte  der  modernen  Akustik  zum  jjrossen 
Teil  in  der  Erkenntnis  und  Ausbildung  derartiger  allgemeiner  Prin- 
zipien und  Analogien.  Aus  diesem  Grunde  steht  ein  Überblick  über 
die  Theorie  der  Schwingungen  eines  endlichen  Systems  voran,  die  im 
übrigen  auch  in  IV  6,  Nr.  1)  und  20  (P.  Stäckel)  ihre  Behandlung  findet. 
Die  Übertragung  der  hier  erhaltenen  Resultate  auf  Systeme  mit  un- 
endlichem Freiheitsgrade  beruht  auf  einer  Art  physikalischer  In- 
duktion. Der  mathematische  Beweis  für  die  Zulässigkeit  dieses  Ver- 
fahrens und  die  Ermittelung  der  etwa  in  Betracht  zu  ziehenden  Be- 
dingungen erfordern  besondere  Untersuchungen,  die  neuerdings  in  der 
„Theorie  der  Integralgleichungen"  (vgl.  IIA  11,  S.  Pinchcrle)  entwickelt 
werden.     Im    vorliegenden    Referat    wird    hierauf    svstematisch    nicht 


1)  Die  ältere  —  für  die  im  vorliegenden  Referate  behandelten  Probleme 
ziemlicli  umfangreiche  —  Litteratur,  insbesondere  des  18.  Jahrhunderts,  hat  hier 
keine  systematische  Berücksichtigung  gefunden,  um  so  weniger,  als  in  dem 
Berichte  von  H.  Burkhardt  über  Entwickelungen  nach  oszillierenden  Funktionen 
hierüber  ein  ToUständiges  Referat  vorliegt.  Nur  gelegentlich  ist  darauf  hin- 
gewiesen, bei  welchem  Autor  und  in  welcher  Form  ein  bestimmtes  Problem 
zuerst  auftritt,  wobei  dem  Referenten  einige  Bemerkungen  von  Herrn  Burkhardt, 
die   dieser  ihm  mitzuteilen   die  Freundlichkeit  hatte,  besonders   wertvoll  waren. 
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eino-etJ-aneren.     Vo-1.  im  übricren  auch  IIA  7a  (M.  Böclier)  und  IIA  7c 
(.4.  Sommrrfdd). 

Als  im  vorliegenden  Referate  durchgehends  gebrauchte  Bezeich- 
nungen  seien  folgende  gleich  hier  erwähnt:  Es  bezeichnen 

A  und  fi  die  Lameschen  Elastizitätskonstanten,  E  den  Young- 
schen  Modul,  ry  die  Po/ssowsche  Konstante. 
Handelt  es  sich  um  eine  „einfache  Schwingung",  so   bezeichnet 

9  _.  2  TT 

- —  die  Periode,  ,7    die  Wellenlänge. 

1.  Schwingungen  eines  Systems  von  endlichem  Freiheitsgrade. 

la.  Freie  Schwingungen,  a.)  Die  Differentialgleichung,  welche  die 
Bewegung  eines  Massespunktes  oder  irgend  eines  dynamischen  Systems 
von  einem  Freiheitsgrade  in  der  Xähe  einer  stabilen  Gleichgewichts- 
lage beherrscht,  h;it  die  Form 

(1)  aq  -\-cq=  Q. 

Bei  einer  „freien"  Schwingung  ist   Q  =  0  und 

(2)  q  =  C  cosiöt  -f  f), 

wo  6  =  {c/aY,  während  C,  s  willkürliche  Konstanten  (IV  6,  Nr.  9, 
P.  StäckeT).  Die  Gleichung  (2)  stellt  eine  „einfache"  ^)  Schwingung 
dar,  deren  „Periode"  27c/6  nur  von  der  Beschaffenheit  des  Systems 
abhängt,  während  die  „Amplitude"  C  und  die  „Phasenkonstan^"  s 
durch  die  Anfangsbedingungen  bestimmt  sind.  Der  reziproke  Wert 
{pßii)  der  Periode  heisst  die  „Frequenz'^  oder  „Schicingungszahl"^). 
ß)  Es  handle  sich  nun  um  ein  System  von  n  Freiheitsgraden*''). 
Werden  die  Koordinaten  q^,  q^,  ■  •  •  q^  so  gewählt,  dass  sie  in  der 
Gleichgewichtslage   verschwinden,    so    lassen    sich   die   Ausdrücke  für 


2)  H.  Hdmholtz,  Ann.  Plivs.  Chem.  99  (1856),  p.  501  =  Ges.  Abb.  1,  p.  267. 
W.  Thomson,  Edinb.  Roy.  Soc.  Trans.  -22  (1861),  p.  401  =  Math,  and  phys. 
papera  3,  p.  261  schlägt  die  Bezeichnung  „simple  harmonic"  vor,  die  von 
den  meisten  englischen  Autoren  übernommen  ist.  A.  Schuster,  Phil.  Mag.  (5)  37 
(1894),  p.  51-2,  spricht  sich  für  die  Benennung  „simple"  aus.  Nach  einem  in  der 
physiologipcheu  Akustik  allgemein  angenommenen  Prinzip  [Ohms  Prinzip)  ruft 
eine  einfache  Schwingung  die  Empfindung  eines  reinen  Tons  hervor. 

3)  Eine  eigene  Bezeichnung  für  0  würde  sehr  erwünscht  sein.  Lord  Kelvin 
und  G.  H.  Darwin  haben  in  ihren  Untersuchungen  über  die  Gezeiten  den  Namen 
„speed"  vorgeschlagen. 

4)  Die  allgemeine  Theorie  nimmt  ihren  Ausgang  von  Lagrange.  Mt-c.  anal.; 
weiter  ausgebildet  ist  sie  von  Thomson -Tait,  Lord  liayhigh  und  E.  •/.  Bouth.  Neuere 
systematische  Darstellungen  sind  gegeben  von  F.  PockeU.  „Am -|- A'm  ^  0",  und 
H.  Helmholtz,  Vorl.'  3;  E.  T.  Whittaker ,  Dynamics,  chap.  7.  Vgl.  im  übrigen 
IV  6,  Nr.  9  {P.  Stäcket). 


la.  System  von  endlichem  Freiheitsgrade:  Freie  Schwingungen.        221 

die  kinetische  und  die  potentielle  Energie  im  Falle  genügend  kleiner 
(sog.   unendlich    kleiner)    Verschiebungen    folgenderrnasseu    schreiben: 

(3)  T==\  2arAr'h,        V  =  i  2cr,q/L 

Die  Funktion  T  und,  wenn  die  Gleichgewichtslage,  wie  ange- 
nommen wurde,  durchaus  stabil  ist,  auch  V  sind  wesentlich  positiv. 
Die  Koeffizienten  a,.,heissen  die  „Trägheitskoeffizienten"  (engl,  „cocfficients 
of  inertin")  ^)  und  c^^  die  „Stahilitätskoeffizienfen"  (engl,  „coefficienfs 
of  stability")  ®).  Die  Lagranfjeschen  Bewegungsgleichungen  (lY  6, 
Nr.  9,  P.  Stäckel)  haben  dann  die  Form 

W    «ir^l   +  a^rh.    -\ \-   'Kr'in  +   <^l/h  +   (^iAl  H h  C^An  =    Qr, 

WO  Qj.  eine  verallgemeinerte  •  äussere  Kraftkoraponente.  Bei  einer 
freien  Schwingung  hat  man   ^^,  Q.^,  .  .  .  Q„  =  0;  der  Ansatz 

führt  zu  n  Gleichungen  vom  Typus 

(5)  (c,^-  6'a,^)Ä,  +  (q,,  -  a''a,,)A,  +  •  •  •  +  (^„. -  '^^'«„.)^4„  =  0. 

Die  zulässigen  Werte  von  ö-,  h  an  der  Zahl,  sind  gegeben  durch 
die  Determinantengleichung 

(6)  C^s-'^'^rs      =0. 

In  Folge  des  wesentlich  positiven  Charakters  von  T  und  V  sind  sie 
reell  und  positiv "').  Zu  einem  bestimmten  Wurzelwert  bestimmen 
die  Gleichungen  (5)  die  zugehörigen  Werte  der  Verhältnisse  der  Kon- 
stanten Aj^,  Ä^,  .  .  .  A^.  Kombiniert  man  die  Lösungen,  die  zwei 
gleichen  Werten  von  6  entgegengesetzten  Vorzeichens  entsprechen, 
so  erhält  man  die  reelle  Lösungsform 

(7)  q^  =  Ca^coBiat  -\-  e),     (>•  =  1,  2,  3,  .  .  .  h), 

wo  a^,  a^,  .  .  .  a^  ein  bestimmtes  System  von  Größen,  deren  Verhält- 
nisse die  oben  bezeichneten  Werte  besitzen,  während  C  und  e  zwei 
willkürliche  Konstante  sind.  Diese  Lösung  für  sich  stellt  eine 
Bewegung  dar,  bei  der  jedes  Teilchen  des  Systems  eine  einfache 
Schwingung  von  der  Periode  2;r/ö  ausführt.  Die  Amplituden  der 
verschiedenen  Teilchen  stehen  in  festem  Verhältnis  zu  einander,    und 


5)  J.  C.  Maxwell,  Electricitv  and  magnetism,  1.  Aufl.,  Oxford  1873,   §  565, 
nennt  a^^  ein  „Trägheitsmoment"  und  a^,  ein  „Trägheitsprodukt". 

6)  H.  Poincare,  Acta  math,  7  (1885),  p.  271. 

7)  Vgl.   z.  B.    Thomson -Tait.    2.  Aufl.   §  343   Ä-.Z;    E.  J.  Bouth,    Adv.  rig. 
dyn.  §  58. 

Encyklop.  d.  math.  Wissensch.     IV  2,  n.  15 
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ihre  Phasen  stimmen  überein;  willkürlich  sind  nur  der  absolute  Wert 
der  Amplitude,  der  von  0  abhängt,  und  die  Phasenkonstante  e.  Eine 
Schwingung  von  diesem  Charakter  heisst  eine  „Normalschivingung'^ 
oder  „Eigenschwingung"  ( engl,  „normal  mode",  „free  mode  of  Vibration"  i 
des  Systems^)]  die  Zahl  solcher  Normalschwingungen  ist  gleich  der 
Zahl  n  der  Freiheitsgrade. 

Eine  gewisse  Modifikation  erfahren  diese  Sätze,  wenn  die  Glei- 
chung in  f>^  bleiche  Wurzeln  besitzt.  Die  Minoren  der  Determinante 
in  (6)  verschwinden  dann,  und  die  Grössen  a^.  werden  unbestimmt. 
Von  den  Normalschwingungen  sind  dann  zwei  oder  mehr  ihrem  Cha- 
rakter nach  bis  zu  einem  gewissen  Grade  unbestimmt,  und  es  können 
elliptische  Schwingungen  der  einzelnen  Teilchen  auftreten  wie  z.  B. 
beim  sphärischen  Pendel^). 

y)  Die  allgemeinste  freie  Bewegung  des  Systems,  die  beliebigen  An- 
fangsbedingungen entspricht,  erhält  man  durch  Überlagerung  der 
w  Normalschwingungen,  jede  genommen  mit  willkürlicher  Amplitude 
und  Pbase;  man  hat  also 

(8)  g,  =  a^.J  +  <^'  +  u;'%"  H ,     fr  =  1 ,  2,  3,  .  .  .  nV, 

hierin  ist 

^  =  C  cos  {6t  +  f),     .J'  =  C  cos  (6't  +  c'), 

(9)  • 

^"  =  C"  cos  {p"t  -j-  f" ;,  .  .  ., 

wo  6,  ö',  ö",  ...  die  n  Wurzeln  von  (6).  Die  Koeffizienten  von  &, 
&',  0-",  ...   in   (8)    unterliegen    den    sogenannten    Orthogonalifätshedin- 

gungen  ^^) : 

(10) 

(r,s  =  1,  2,  3,  .  .  .  w), 

unter  6,  ö'  zwei  ungleiche  Wurzeln  von  (6)  verstanden.  Diese  Glei- 
chungen sind  von  hervorragender  Bedeutung  als  Muster  der  sogenannten 
„Integraleigenschaften"  (engl,  „conjugate  properties")  der  „Xortnal- 
funktionen"    oder    „EigenfiinJdioncn"    (z.    B.    der    Kreis-,    der    Kugel- 


8)  Lord  Rayleigh,  Sound,  §  8G;  Thomson- Tait,  §338.  schlagen  die  Bezeichnung 
„fundamental  mode"  („Fundamentalschwingung")  vor,  im  Gegensatz  zu  der  in 
der  Akustik  allgemein  üblichen  Ausdrucksweise,  wonach  dieser  Name  für  die 
Normalschwingung  der  längsten  Periode  reserviert  ist. 

9)  Die  korrekte  Theorie  des  Falls  gleicher  Wurzeln  lieferte  K.  Wcierstrass, 
Berlin  Ber.  1858,  p.  207  =  Math.  Werke  1,  p.  233;  E.  J.  RoutJi,  Stability,  p.  S: 
Thomson-Tait,  2.  Aufl.,  §  3t3  in.  Sowohl  bei  Laplacc  wie  bei  Lagrange  ist  die 
Behandlung  der  Frage  fehlerhaft.    Vgl.  IV  (5  (P.  Släckel),  Anm.  94''. 

10)  Vgl.  z.  B.  H.  HchnhoUz.  Vorl..  p.  -11. 


(11) 
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und  Bessehchen  Funktionen),  wie  sie  beim  Übergang  zu  verschie- 
denen Arten  kontinuierlicher  Systeme  auftreten.     (Vgl.  Nr.  If.) 

Die  tatsächliche  Bestimmung  von  C,  C,  C",  .  .  .  und  von  t,  h, 
f"-,  .  .  .  aus  den  Anfangsbedingungen  geschieht  folgendermassen.  Setzt 
man 

C  co.s  e  ^  fl,  C  sin  a  ^  K,  u.  s.  w., 

so  wird 

.K  +  6'a;K'  -h  6"cc;'K"  +  •  •  •  =  [<}.]. =0.  ""      '"'••■  "^ 

Die  Werte  von  H,  H',  H'\  .  .  .  und  von  K,  K',  K",  .  .  .  lassen  sich 
dann  mit  Hilfe  der  Formeln  (10)  sofort  hinschreiben.  Man  hat  hier 
wieder  die  Analoga  zu  den  Sätzen,  mittelst  deren  im  Falle  konti- 
nuierlicher Systeme  willkürliche  Funktionen  nach  „NormalfunJctionen" 
von  bestimmtem  Typus  entwickelt  werden  (vgl.  z.  B.  die  Fourier- 
sche  Entwicklung)  ^^). 

d)  Die  Theorie  der  Nortnalschtvingungen  steht  in  enger  Beziehung 
zu  der  der  quadratischen  Formen  (I  B  2,  Nr.  3,  W.  F.  Meyer).  Da 
T  wesentlich  positiv  ist,  so  ist  es  möglich,  durch  reelle  lineare  Sub- 
stitution T  und  V  gleichzeitig  in  Summen  von  Quadraten  zu  ver- 
wandeln. Die  erforderliche  Substitution  ist  in  der  Tat  segeben  durch 
(8);  vermöge  (10)  ergibt  sich: 

(  2T=  ah'^  +  a'h"-  +  a"^"^  -\ , 

(;i2)  I  ^V=c^  -f  6-'{t'^  +  c"r'  -f  • . ., 

{a  =  ^«,,a,«„     c  =  ^c^^a^a^,  u.  s.  w.). 

Da  überdies  Stabilität  postuliert  wird,  so  sind  sowohl  die  Koeffi- 
zienten c,  c',  c",  ...  als  auch  a,  a',  a",  .  .  .  notwendig  positiv.  Die 
neuen  Koordinaten  ^,  d-',  d-",  .  .  .  heissen  die  „Normalkoordinaten"  des 
Systems  ^").  Bei  jeder  Normalschwingung  variiert  nur  eiue  einzige 
von  diesen  Koordinaten. 

Da  über  die  absoluten  Werte  von  «j,  «2,  .  .  .  «„  (im  Gegensatz  zu 
den  Werten   der  Verhältnisse)    noch   verfügt   werden    kann,    so    kann 


11)  Lord  JRayleigh,  London  Math.  Soc.  Proc.  4  (1873),  p.  357  =  Papers  1, 
p.  170. 

12)  Auch  HauptJcoordinaten  genannt,  vgl.  IV  6  (P.  StäckeT),  Anm.  95.  Sie 
wurden  zum  ersten  Mal  explizite  in  die  Dynamik  eingeführt  von  Thomson-Tait, 
(Nat.  Phil.  1.  ed.  1867,  =  2.  Aufl.,  §  337).  Physikaliscli  kennzeichnen  sich  die 
Normalkoordinaten  dadurch,  dass  ein  Impuls  des  einzelnen  Normaltypus  eine 
Anfaugsbewegung  nur  von  demselben  Typus  hervorruft,  bezw.  dadurch,  dass 
eine  stete  äussere  Kraft  des  einzelnen  Normaltypus  eine  Verschiebung  allein 
desselben  Typus  aufrecht  erhält. 

15* 
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man  die  Bedingungen  einführen: 

(13)  a,  a',  a", .  .  .  =  1. 

Die  entsprechenden  Werte  von  c,  c',  c",  .  .  .  sind  dann  bezüglich  gleich 
den  Wurzeln  <?",  ö'^,  a"-,  .  .  .  von  (6). 

Die  Normalschwingungen  sind  durch  eine  wichtige  Extremal- 
eigenschaft  ausgezeichnet.  Wenn  das  System  durch  geeignete  reibungs- 
lose Führungen  gezwungen  wii-d,  eine  von  einer  Normalschwingung 
etwas  abweichende  Schwingung  auszuführen,  so  unterscheidet  sich 
die  Frequenz  von  der  jener  um  kleine  Grössen  zweiter  Ordnung: 
überdies  liegt  die  eintretende  Frequenz  zwischen  der  grössten  und 
der  kleinsten  „natürlichen"  Frequenz.  Dieser  Umstand  ermöglicht  ein 
von  einem  angenommenen  Schwingungstypus  ausgehendes  praktisches 
Näherungsverfahren  zur  Ermittlung  der  kleinsten  Frequenz  eines  Sy- 
stems in  Fällen,  wo  die  genaue  Bestimmung  unausführbar  sein  würde ^*). 
Andererseits  kann  man  aus  obigem  Satz  schliessen,  dass  eine  Ver- 
mehrung der  Trägheit  des  Systems  im  allgemeinen  mit  einer  Ver- 
kleinerung der  natürlichen  Frequenzen  verknüpft  ist,  während  erhöhte 
Elastizität  erhöhte  Frequenzen  zur  Folge  hat  ^^)  ^^). 

s)  Anstatt  von  den  Lagrangeschen  Gleichungen  (4)  auszugehen, 
empfiehlt  es  sich  zuweilen,  auf  die  allgemeine  Variationsformcl  zurück- 
zugreifen : 

(14)  2m(xdx  +  ydy  +  zdz)  -f  ÖF  =  0, 

wo  X,  y,  z  die  rechtwinkligen  Koordinaten  eines  Teilchens  m  des 
Systems.  In  verallgemeinerten  Koordinaten  ausgedrückt  lautet  diese 
Gleichung: 

(15)  ^{a^Äx  +  fhÄh  H h  '^uÄn  +  Ci/ii  +  (2r<Z2  H 

r 

13)  Lora  BayMgh,  London  Math.  Soc.  Proc.  4  (1883),  p.  357  =  Papers  1, 
p.  170  =  Sound,  §  88.  Auf  die  Extremaleigenschaft  bezieht  sieh  bereits  eine 
Bemerkung  von  Lagrange  (Fussn.  4). 

14)  Beispiele  bei  Lord  Bayleigh,  Sound,  §§  89, 192  u.  s.  w.  Allgemeine  Formeln, 
die  die  Abweichung  des  wirklichen  von  dem  angenommenen  Schwingungstypue 
nilherungsweise  darstellen,  gibt  Lord  Bayleigh.  Phil.  Mag.  [i)  46  1^1873  ,  p.  357  und 
(4)48  (1874),  p.  -258;  desgl.  Sound,  §§  90,  iU.  Siehe  auch  Lord  Bayhigh.  Phil. 
Mag.  (5)  47  (1899),  p.  566  =  Papers  4,  p.  407. 

16)  Der  Einfluss  partieller  Gebundenheit,  durch  die  das  System  nicht  auf 
einen  einzigen  Freiheitsgrad  beschränkt  wird,  ist  untersucht  worden  von  E.  J.  Bouth, 
Adv.  rig.  djn.  §  07;  Lord  Bayleigh,  Sound,  2.  Aufl.  !?  92  a. 

16)  Lord  Bayleigh,  Phil.  Mag.  (4)  46  (1873),  p.  434  =  Papers  1,  p.  186: 
Sound,  §  94. 
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Die  Annahme  eines  Zeitfaktors  e'"'  führt  .luf 

(16)  2{{Cy,  -  <^'chr)'h   +   (^2.  -  <?'«.r)^2   +   "  "  ' 

Die  Gleichung  zur  Bestimmung  von  a'^  und  die  entsprechenden  Werte 
der  Verhältnisse  1i  '•  Q^  '••••'  ü,,  ^i^^  dieselben  wie  bei  dem  Problem, 
die  stationären  Werte  der  Funktion 

7Xgi ,  gj ,  ■  •  ■  g„) 
zu  finden  ^'^).     Setzt  man  ferner  in  (16) 

iL  ^2l  ==  .  .  .  =  ^h..     ^»-  ^  ^*  =  .  .  .  =  ^ 

80  kommt  man  auf  die  Orthogonalitätsbedingungen  (10)  zurück  ^^). 

1  b.  Erzwungene  Schwingungen.  Der  wichtigste  Fall  erzwungener 
Schwingungen  liegt  vor,  wenn  die  eingeprägten  äusseren  Kräfte  Q^ 
in  (4)  den  einfachen  Typus  cos  (6t-\-£)  haben;  der  allgemeinste  Fall 
lässt  sich  aus  diesem  durch  Superposition  nach  dem  i^own'erschen  Satz 
ableiten.  Vom  analytischen  Standpunkt  empfiehlt  es  sich,  Q^  als 
Produkt  aus  ^°'  und  einem  komplexen  Koeffizienten  anzunehmend**^).  Da 
die  Gleichungen  linear  sind,  wird  (f"'  weiterhin  in  allen  Formeln  als 
Faktor  auftreten;  es  wird  nicht  nötig  sein,  ihn  stets  ausdrücklich 
herauszuheben.  Um  die  Resultate  zu  deuten,  hat  man  zum  Schluss 
die  imaginären  Glieder  zu  streichen. 

«)  Bei  einem  Grade  der  Freiheit  folgt  aus  (1) 


(17)  q  = 


Es  handelt  sich  um  eine  einfache  Schwingung  von  der  Periode  2jt/(j 
der  äusseren  Kraft  Q;  die  Phase  ist  die  gleiche  wie  die  von  Q  oder  ihr 
entgegengesetzt,  je  nachdem  6^  ^  c/a,  d.  h.  je  nachdem  die  eingeprägte 
Kraft  eine  kleinere  oder  eine  grössere  Frequenz  besitzt  als  die  für 
^  =  0  eintretende  freie  Schwingung  ^^).  Ist  a  klein,  so  nähert  sich 
die    Verschiebung   q    dem    dem    Gleichgewicht    entsprechenden  Wert 


17)  Dies  bemerkte  bereits  Lagrange,  Mec.  anal.,  2i^nie  partie,  ßi^me  section, 
§  6.    Siehe  auch  H.  Poincare,  J.  de  math.  (5)  2  (1896),  p.  83. 

18)  Die  Methode  ist  von  Lord  Bayleigh  häufig  in  Fällen  continuierlicher 
Systeme  angewandt  worden. 

18»)  Vgl.  IV  6,  Nr.  20  a  (P.  Städ:eV},  Fussn.  250. 

19)  Th.  Young,  NichoLson's  Journ.  of  nat.  phil.  35  (1813),  p.  145  (gezeichnet 
E.  F.  G.  H.)  =  Miscellaneous  works  2,  London  1854,  p.  262.  Vgl.  IV  6,  Nr.  9 
(P.  StäckeT). 
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Q/c,  wonach  die  Trägheit  des  Systems  verhältnismässig  unbedeutend 
ist;  ist  dagegen  0  gi-oss,  so  strebt  q  dem  Wert  —  Q.^'Ci,  d.  h.  dem- 
selben Wert  zu,  der  sich  bei  Vernachlässigung  der  potentiellen  Energie 
ergeben  würde. 

Die  Lösung  versagt,  wenn  die  Periode  der  eingeprägten  Kraft 
genau  mit  der  Periode  der  freien  Schwingung  übereinstimmt  ((?-=c,a); 
an  Stelle  der  Gleichung  (17)  tritt  dann  die  Formel 

die    eine    Schwingung    von    ständig    wachsender    Amplitude    darstellt. 
Da  die  Gleichung  (1)  selbst  im  allgemeinen  nur  näherungsweise  gilt, 
so   hat   diese  Lösung  praktisch  nur  die  Bedeutung,    dass   sie   den  an- 
fänglichen Verlauf  der  erzwungenen   Schwingung  schildert. 
ß)  Bei  71  Graden  der  Freiheit  hat  man  aus  Gl.  (5) 

{r=  1,2,3,- ••>?): 
hieraus 

(20)  Bq  =  a,^Q,+  a,,Q,  +  •  •  ■  +  a„.^,, 
wo 

(21)  J)=    c^-<5''a,.,\, 

während  a^^,  a^r?  •  •  •  ^nr  ^^^  Minoren  der  r*®'*  Reihe  dieser  Deter- 
minante bezeichnen.  Die  Bewegung  jedes  Teilchens  des  Systems 
wird  im  allgemeinen  in  einer  einfachen  Schwingung  von  der  ein- 
geprägten Periode  bestehen,  und  es  herrscht  vollständige  Phasenüber- 
einstimmung. Wie  vorhin  wird  die  Amplitude  sehr  gross,  wenn  6 
sich  dem  Werte  einer  Wurzel  von  B  =  0  nähert,  d.  h.  wenn  die  ein- 
geprägte Periode  mit  der  Periode  einer  Eigenschwingung  beinahe  über- 
einstimmt. 

Da  «rj=  a,^,  so  ist  der  Koeffizient  von  Q^  in  dem  Ausdruck  für 
q^  derselbe  wie  der  von  Q^  in  dem  Ausdruck  für  q^.  Auf  diese  Be- 
ziehung gründen  sich  mehrere  wichtige  Reziprozitätssätze,  die  von 
H.  Helmholtz  und  von  Lord  Bayleigh  entdeckt  wurden  ^V 


20)  Relationen  dieser  Art  sind  implicite  in  Hamiltons  Prinzip  der  variieren- 
den Wirkung  enthalten.  Ihie  physikalische  Interpretation  für  den  Fall  der  Luft- 
schwingungeu  gab  zuerst  Helmholtz,  J.  f.  Math.  57  (1860),  p.  1  =  Ges.  Abh.  1, 
p.  333.  Eine  Übertragung  auf  die  Optik  giebt  Helmholtz,  Handbuch  der  physiol. 
Optik,  1856,  p.  169  =  Ges.  Abh.  2,  p.  136.  Die  Verallgemeinerung  der  Theorie 
mit  Einbeziehung  des  Falls  von  Reibungskräften  verdankt  man  Lord  Bayleigh. 
London  Math.  Soc.  Proc.  4  (1873),  p.  .366  =  Papers  1,  p.  149;  Sound  1,  §  107. 
Über  die  Beziehung  zu  Hamiltons  Princip  vgl.  Helmholtz,  J.  f.  Math.  100  (^1880\ 
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Eine  ähnliche  Theorie  gilt  für  den  Fall,  wo  nur  einzelnen  Koordi- 
naten Schwingunf^eii  von  jjfo^el>en<'r  Amplitude  und  Periode  durch 
Kräfte  von  entsprechendt-ni  Typus  cingeprä^^t  \v(!rden,  während  die 
übrigen  Koordinaten  frei  sind^M.  Die  eintretende  Beveegung  ist  end- 
lich und  bestimmt,  es  sei  denn,  dass  die  Periode  der  eingeprägten 
Schwingung  mit  einer  der  Eigenschwingungen  zusammenfiele,  die  das 
System  annähme,  vs^enn  die  erstgenannten  Koordinaten  durch  geeignete 
Zwangskräfte  konstant  gehalten  würden  ^^). 

y)  In  sämtlichen  vorstehenden  Fällen  sind  die  freien  Schwingungen 
mit  ihren  willkürlichen  Konstanten  über  die  erzwungenen  Schwingungen 
zu  überlagern,  wenn  die  allgemeinsten  Schwingungen,  die  bestimmten 
Anfangsbedingungen  genügen,  dargestellt  werden  sollen. 

Ic.  Einfluss  der  Reibung  ^^*).  a)  Führt  man  im  Falle  eines 
Systems  von  einem  Freiheitsgrade  eine  Reibungskraft  ein,  die  der  Ge- 
schwindigkeit  proportional   ist,    so   tritt   an  Stelle   von  Gleichung  (1) 

(22)  a'qJrH  +  cq=Q, 

wo  die  Koeffizienten  a,  h,  e  positiv  sind.  Bei  einer  freien  Schwingung 
.ist  ^  =  0,  und  falls  6''<4ac,  ist  die  Lösung 

i  q  =  Ce-^'*  cos  (öt  -{-  s), 

\r  =  2a/h,     0  =  {^-^^  , 

wo  C,  £  willkürlich.  Sie  stellt  eine  einfache  Schwingfunff  dar,  deren 
Amplitude  asymptotiscb  gegen  null  abnimmt  nach  dem  Gesetz 
g—i/T2s-j  £)jg  Konstante  r  hat  man  als  den  „Dampfungsmodul"  der 
Oszillationen  bezeichnet.  Ist  x  gross  im  Vergleich  zu  derjenigen  Grösse, 
die  bei  fehlender  Reibung  die  Periode  sein  würde,  so  ist  der  Einfluss 
der  Reibung  auf  die  Periode  klein  von  zweiter  Ordnung  und  in  der 
Regel  zu  vernachlässigen  ^^). 


p.  242,  und  H.  Lamh ,  London  Matii.  Soc.  Proc.  IV)  (1888),  p.  144,  der  zeigt, 
dass  diese  Sätze  schon  in  einer  Formel  von  Lagrange  ^  Mec.  anal,  implizite 
enthalten  sind. 

21)  Lord  Rayleigh,  Sound,  §  105. 

22)  Lord  Hayleigk,  Sound,  2.  Aufl.,  §  166  a. 

22»)  Vgl.  wieder  die  Darstellung  in  IV  6,  Nr.  20  (P.  StäckeT). 

23)  Eine  graphische  Darstellung  mittelst  einer  logarithmischen  Spirale 
giebt  P.  G.  Tau,  Edinb.  Proc.  6  (1867),  p.  221  =  Scientific  papers  1,  Cambridge 
1898,  p.  78. 

24)  Wenn  &*^4ac,  so  sind  die  Schwingungen  „aperiodisch";  dieser  Fall 
ist  in  der  Akustik  von  geringem  Interesse. 
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Im  Falle  einer  erzwungenen  Schwingung  ergibt  sich,  wenn  Q 
wie  e""  variiert^**), 

Sonach    wird   eine  Kraft    Q  ^  H cos  6t  folgende  Schwingung   liefern: 

Die  Amplitude  steht  zu  dem  dem  Gleichgewicht  entsprechenden 
Wert  im  Verhältnis  1  :  R,  und  die  Phase  bleibt  hinter  derjenigen  der 
freien  Schwingung  um  einen  Betrag  f  zurück,   wo  0  <  £  <  .Vn:  bezw. 

^7t  <  s  <Cn,  je  nachdem  <?  <  (c/«)'-  Ist  die  Reibung  verhältnismässig 
klein,  so  ist  die  Amplitude  am  grössten,  wenn  die  eingeprägte  Periode 
mit  der  freien  Periode  übereinstimmt;  sie  ist  dann  gleich  H/ßh,  also 
gross  im  Vergleich  zu  dem  dem  Gleichgewicht  entsprechenden 
Wert  H/c.  Die  Resonanz  ist  um  so  stärker  und  wird  um  so  schärfer 
ausgeprägt,  je  kleiner  der  Wert  des  Reibungskoeffizienten  b.  -^) 

Um  willkürlichen  Anfangsbedingungen  Rechnung  tragen  zu  können,' 
hat  man  über  (25)  die  freie  Schwingung  (23)  zu  ühtM-lagern.  Ihr 
Einfluss  verschwindet  allmählich  mit  wachsendem  t. 

ß)  Im  allgemeinen  Fall  von  n  Freiheitsgraden  erhält  man,  wenn 
man  in  (4)  Glieder  hinzufügt,  die  den  Geschwindigkeiten  pro- 
portional sind: 

(26)  +  q^gi  +  tg^^s  H h  c„,?„=  Qr 

I  (r=  1,2,3,  ...>0- 

Setzt  man^^) 


24*)  Den  allgemeinen  Fall,  wo  Q  beliebig,  erhiilt  man  hieraus  durch  Super- 
position  nach  dem  lAmrierschen  Satz.  Von  besonderem  Interesse  sind  die  von 
<S.  Exner  und  /.  Pollnk ,  Zeitschr.  f.  Psych,  u.  Phys.  d.  Sinnesorgane  32  (1903^. 
p.  304,  untersuchten  Schwingungen,  bei  denen  in  gleichen  Zeitiibständen  die  Be- 
wegungsrichtung plötzlich  umgekehrt  wird;  vgl.  G.  Jäger,  Wien  Ber.  113 
(1904),  p.  314.  Ähnliche  Untersuchungen  bieten  sich  vielfach  in  der  Elektro- 
technik; vgl.  z.  B.  L.  Puhij,  Wien  Ber.  100 -•  (1891),  p.  707  =  Elektrotechn. 
Zeitschr.  12  (1891),  p.  4898  („courants  redresses"  . 

26)  H.  Helmholtz,  Tonempf.  Beilage  X. 

26)  Thomson-Tait,  2.  Aufl.  (1879),  §  346^1. 
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Bo  lasBen  sich  die  Gleichungen  (2(5)  folgendermassen  schreiben: 


m 


d  dT    .    BF    .,,■.,.      ,  1     j      •      r  <    f'^        y-, 

dt  Sir  +  ».),+  '*'■  ''■  +  I*'-''''  +■■■  +  '*"''■•  +•  ■  ■  +  »„  =    ■?-' 


Die  von  F  al)hiingenden  Glieder  sind  so  beschaffen,  als  ob 
sie  von  Widerständen  herrührten,  die  den  absoluten  Geschwindigkeiten 
proportional  sind,  oder  von  Widerständen,  die  den  relativen  Geschwindig- 
keiten proportional  sind  und  dem  Gesetz  von  Aktion  und  Reaktion 
folgen  -').  Sie  heissen  daher  die  „Reihiingsglieder" .  Die  Glieder,  die 
mit  den  Koeffizienten  ß^^  behaftet  sind,  sind  dieselben,  wie  sie  bei 
Systemen  mit  verborgenen  Bewegungen  (vgl.  IV  6,  Nr.  20b,  P.  StäckeT) 
vorkommen;  man  bezeichnet  sie  als  die  „gyrosJ^oplschen^^  Terme^^J.  Sie 
sind  in  der  Akustik  von  geringer  Bedeutung  und  werden  hier  nicht 
weiter  in  Betracht  gezogen  werden  ^^). 

Die  Gleichung 

(28)  ^  (2-+ I')  =  -2F+2' (>,'),. 

die  aus  (27)  folgt,  zeigt,  dass  Energie  im  Betrage  von  2F  pro  Zeit- 
einheit zerstreut  wird.  Die  Funktion  F  heisst  die  „Zerstreuungs" 
oder  „DissipationsfunJction"  ^^)  („dissipative  function"  oder  „dissi- 
pativity")  30). 

Streicht  man  die  gyroskopischen  Terme,  schreibt  also  in  (26)  h^^ 
statt  B^^  und  macht  für  eine  freie  Schwingung  den  Ansatz  ^^  =  C^e^', 
so  erhält  man 

(29)  +('\r^'+Kr^  +  C,>r)C,=  0. 

I  (r=l,2,3,  ...,0- 

Die  2n  zulässigen  Werte  von  X  ergeben  sich  durch  Nullsetzen 
der  (symmetrischen)  Detei-minante  der  Koeffizienten: 

27)  Lord  Bayleigh ,  London  Math..  Soc.  Proc.  4  (1873),  p.  146  =  Papeis  1, 
p.  176;  Sound,  §  81. 

28)  Glieder  dieser  Art  sind  von  besonderer  Bedeutung  in  der  Theorie  von 
Ebbe  und  Flut,  wie  sie  von  Laplace,  Lord  Kelvin,  G.  H.  Dartvin  und  S.  Hough 
entwickelt  worden  ist  (vgl.  VI  i  6,  Darwin  -  Hough).  Ein  akustisches  Beispiel 
wird  durch  die  freien  Schwingungen  einer  rotierenden  Glocke  geliefert  (G.  H. 
Bryan,  Camb.  Phil.  Soc.  Proc.  7  (1890),  p.  101). 

29)  Sie  wurde  in  der  Akustik  eingeführt  von  Lord  Eayleigh  (Fussnote  27). 

30)  Thomson-Tait,  §  345n. 
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Da  die  Funktionen  2\  V,  F  nach  Voraussetzung  wesentlich  positiv 
sind,  so  sind  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  entweder  reell  und  negativ 
oder  komplexe  Grössen  mit  negativem  reellem  Bestandteil  ^^).  Im 
letzteren  Fall  lassen  sich  die  Lösungen,  die  zwei  konjugierten  Wurzeln 
entsprechen,  zu  einer  reellen  Lösungsform  zusammenfassen: 

(31)  q,.=  Ca^e-'-' co9(6t  —  e^-{-s),       (r  =  1,  2,  3,  . . .  « i, 

wo  (?,  T,  «,.,  f^  durch  die  Konstitution  des  Systems  bestimmt  sind, 
während  0,  e  willkürlich  und  von  r  unabhängig  sind.  Die  hierdurch 
darcrestellte  Bewetjuno-  kann  als  eine  Normalschwinguncj  bezeichnet 
werden;  bemerkenswert  ist  jedoch,  dass  die  verschiedenen  Teile  des 
Systems  nicht  mehr  in  derselben  Phase  zu  sein  brauchen.  Eine  Ver- 
einfachung findet  statt,  wenn  die  Reibungsglieder  alle  verhältni.smässig 
klein  sind.  Es  empfiehlt  sich  dann,  die  Normalkoordinaten  ^^,  ^j, 
.  .  .  it^  anzuwenden,  die  T  und  V  auf  Summen  von  Quadraten  zurück- 
führen; man  hat  dann  ^^) 


Bei  einer  Normalschwingung  findet  die  Variation  hauptsächlich  in 
einer  einzigen  Koordinate  statt,  für  die  übrigen  ist  sie  verhältnis- 
mässig gerinof.  Der  Einfluss  der  Reibung  wird  sich  darin  zeigen, 
dass  die  Teilchen  des  Systems,  statt  in  geradlinigen  Bahnen  zu 
schwingen,  langgestreckte  Ellipsen  beschreiben  (ausser,  wenn  zwei 
freie  Perioden  annähernd  gleich  sind),  wobei  die  Amplituden  allmäh- 
lich abnehmen.  Auf  die  Periode  hat  die  Reibung  praktisch  keinen 
Einfluss;  den  Dämpfungsmodul  erhält  man  ferner  durch  Gleichsetzen 
von  2F  mit  der  Abnahme  der  Gesamtenergie  in  der  Zeiteinheit,  wo- 
bei diese  Grössen  so  berechnet  sind,  wie  wenn  der  Charakter  der 
Schwingung  von  der  Reibung  nicht  berührt  würde  ^^). 

Um  die  von  periodischen  äusseren  Kräften  herrührenden  Schwin- 
gungen ^)  zu  finden,  setzt  man  Q^  und  demgemäss  q^  mit  ('""  pro- 
portional.    Man  erhält  so 


31)  E.  J.  Bouth,  Adv.  rig.  dyn.  5.  AuH.  ,1884),  chapt.  7;  [Lord  Bayleigh, 
Sound,  2.  Aufl.,  §  103  a.     Vgl.  A.  Htmcits,  Math.  Anu.  45  (1894),  p.  85. 

32)  Lord  Baijleigh,  Phil.  Mag.  (1)  48  (1874),  p.  258;  Sound  1,  §  102. 

33)  E.  J.  liouth,  Adv.j  rig.;  dyn.  5.  Aufl.  t,1884),  §§  322,  328.  Das  Prinzip 
■v.urde  zuerst  von  G.  G.  Stokes,  Cambridge  Trans.  9  (1850\  p.  [60]  =  Papers  3,  p.  71, 
auf  Wasserwellen  angewendet.  Siehe  auch  //.  Ljomh,  London  Math.  Soc.  Proc. 
13  (1881),  p.  51   und   Hydrodynaraics,  3.  Aufl.,  §  338. 

34)  Lord  Bayhigh,  Sound  I,  §  104;  E.  J.  Bouth.  Adv.  rig.  dyn.  4,  Aufl., 
§§  32G,  327  u.  8.  w.;   W.  F.  Donkiti,  Aeoustics    p.  96. 


1  li.  System  von  ciullicliein  Frcibeitsgrade:  Endliche  Schwingungsamplitude.     21'il 

((Clr—  (^'«lr+    '''lr)'/l  +   (c.  ,—  0-«,^+   1  k,  J  fj^  -\ 

I  (r=  1,2,3,  ...n). 

Hieraus 


(He  Grössen  «^^  bedeuten  die  Minoren  der  symmetri sehen  Deter- 
minante ]).  Die  Bewegung  ist  in  jeder  Koordinate  periodisch,  und 
zAvar  ist  die  Periode  gleich  der  der  eingeprägten  Kräfte;  da  aber  JJ 
und  a^.^  komplex  sind,  besteht  ein  jeder  einzelnen  Koordinate  eigen- 
tümlicher Phasennnterschied  ^^).  Ist  die  Reibung  klein,  so  werden  die 
Amplituden  sehr  gross  (aber  nicht  unendlich  gross),  wenn  die  ein- 
geprägte Periode  gleich  einer  der  bei  fehlender  Reibung  auftretenden 
freien  Perioden  des  Systems  wird^'*). 

Da  «,.^=  cc^^,  so  gelten  zwischen  rj^  und  Q^  dieselben  Beziehungen 
für  Amplitude  und  Phase  wie  zwischen  q^  und  Q^.  Diese  Beziehungen 
und  andere  wichtige  Reziprozitätssätze  hat  Lord  Hayleigh^")  abgeleitet. 

1  d.    Scliwingungen    von    endlicher    Amplitude.      Die    strenge 
Gleichung  der  o-eradlinio-eu  Bewegunf^  eines  Teilchens  um  eine  Gleich- 
gewichtslage  ist  in  der  Regel  vom  Typus 
(85)  X  +  6"'X  +  ax-  -{-  ßx^^ =  X. 

Wenn  x  klein  ist,  so  ist  eine  erste  Annäherung  für  die  freie  Be- 
wegung (X  =  0)  gegeben  durch  x  =  A  cos  {6t  -{-  c);  die  zweite  An- 
näherung liefert  die  Formel 

(36)       X  ^  A  Q,os  (öf  -{-  s) ^'-,-  +  Q  —V  cos  2  (et  -\-  s) ; 

sie  stellt  eine  einfache  Schwinguns;  und  ihre  Oktave  dar. 

Wenn  die  Kräfte  zu  beiden  Seiten  der  Gleichgewichtslage  genau 
symmetrisch  sind  (wie  beim  Pendel),  so  müssen  die  geraden  Potenzen 
von  X  aus  (35)  herausfallen.  Um  die  Annäherung  weiter  zu  treiben, 
hat  man  die  Periode  abzuändern;  es  wird 


(37) 


X  =^  A  cos  (i'i-\-  £)-{-  —  ^— j-  cos  3  {i'f-\-  s), 


rr^=a^+^ßA'- 


35)  Dies  wurde  zuerst  formuliert  von  /.  F.  W.  Herschel,  Encvcl.  Metrop., 
Art.  „Sound",  §  323  11845). 

35')  Neuere  Untersuchungen  über  die  Theorie  der  Resonanz  betreffend  siehe 
Lord  RatfJeigh,  Phil.  Mag.  (6)  3  ''1902).  p.  97. 


(38) 
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die  Periode   ändert   sich    also   um    einen   dem   Quadrat   der  Amplitude 
proportialen  Betrag  ^^). 

Die  erzwungenen  Schwingungen   eines   unsymmetrischen  Systems 
sind  von  H.  Helmlioltz^"')  untersucht  worden.     Setzt  man 

X  =  f  cos  2^ t  +  9  cos  (qt-j-  a), 
so  ergiebt  sich 

X  =  u  cos  pt  -\-  V  cos  (2«  +  £j ^ r — 


cos  2pt  —  _— 2 — T-rv  COS  2{qt  +  a) 


C0B[{ß  —  q)t—s]  —  -j--"'^'',,^Q0s{{j)-\-q)t  +  a], 


G-—{p  —  qY  yyj^       -iJ  J  cS_(p_(_2) 

wo 

M  =  fl(6-  —  p-) ,     V  =  g'(6^  —  g2) . 

Besonders    v.ichtig    sind    die   Glieder  in  u,  v,    die   von   der  Wechsel- 
wirkung zweier  eingeprägter  Kräfte  herrühren  ^). 

Die  freien  Schwingungen  mechanischer  Systeme  im  allgemeinen 
mit  nicht  unendlich  kleinen  Amplituden  sind  von  Lord  Bayleigh  ^^), 
E.  J.  Hoidh^^)  und  besonders  von  D.  J.  Korteweg^^),  sowie  vielfach  von 
Astronomen*^*)  untersucht  worden.  Die  von  Kortetceg  erhaltenen  Re- 
sultate lassen  sich  folgendermassen  aussprechen.  Hat  man  im  Falle 
einer  unendlich  kleinen  Schwingung 

^  =  C  cos  {6t  +  a),  ^'=  C  cos  {6  t  +  a),  »"=  C  cos  {6"t-{-  a"),  . . ., 
so  gilt  für  eine  kleine  (aber  nicht  unendlich  kleine)  Schwingung 

d-  =  C  cos  9?  -f-  M ,   d-'=  C  cos  <5p'H-  m',   •9-"=  C  cos  ^)  -\-  n",  .  .  .; 
hier    bedeuten    u,  n',  n",    .  .  .  Reihen,    deren    Glieder    von    folgendem 


36)  Lord  Kaißeicjh,  Sound,  §  67. 

37)  Ann.  Phys.  Chem.  99  (1856),  p.  497  =  Ges.  Abb.  1,  p.  256. 

38)  H.  Hehnholtz  betrachtet  das  Trommelfell  des  Ohrs  als  ein  unsymmetri- 
sches System  der  hier  behandelten  Ait.  Danach  würde  eine  auf  das  Ohr  treffende 
einfache  Schwingung  von  hinreichender  Intensität  ausser  der  Empfindung  des  pri- 
mären Tons  auch  die  der  Oktave  hervorrufen.  Andererseits  würden  zwei  der- 
artige Schwingungen  durch  ihre  Wechselwirkung  ausserdem  Kombinationstöne  her- 
vorrufen, deren  Frequenzen  bezüglich  gleich  der  Summe  und  gleich  der  Differenz 
der  Frequenzen  der  primären  Töne  sind. 

39)  Sound,  2.  Aufl.,  2,  p.  480. 

40)  Stability,  p.  91  f 

41)  Arch.  neerl.  (2)  1  (1897),  p.  229.  Vgl.  E.  T.  WhiiUiker,  London  Math. 
Soc.  Proc.  34  (1902),  p.  206. 

41")  Allgemeine  Formulierungen,  die  hierher  gehören,  zuerst  \-ielleicht  bei 
J.  M.  C.  Duhamel,  J.  ec.  polyt.  cah.  23  (1834),  p.  1.  Auf  die  modernen  rein 
mathematischen  Untersuchungen  gehen  wir  hier  nicht  ein. 
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Typus  sind: 

Cp,p',...  cos(p(p  -{- p  cp' -^  p"  cp"  -] ), 

und 

<;p  =  (ö  +  >c)^+£,  (p'=(ö'-{-y:)t-\-t',  (p"={6"-\-x")t-\-t",  .... 

Betrachtet  man  C,  C,  C",  .  .  .  als  Grössen  erster  Ordnung,  so  ist  der 
Koeffizient  C  ,,,.  eine  bestimmte  Funktion  von  C,  C,  C,  ...  von 
der  Ordimng  der  Summe  der  absoluten  Beträge  der  ganzen  Zahlen 
P>  P\  P"r  ■  ■  •}  während  x,  x',  y.",  .  .  .,  bestimmte  Funktionen  zweiten 
Grades  von  C,  C,  C",  .  .  .,  sind.  Eine  Modifikation  tritt  ein,  wenn 
eine  Kombination  von  positiven  oder  negativen  ganzen  Zahlen  von 
der  Art  besteht,  dass  p6 -\- p'ö' -\- p"^' -\- ■  •  ■  sehr  klein  ist;  der 
Koeffizient  C  ,  ...  gewinnt  dann  eine  grössere  Bedeutung.  Wenn 
genau  p6  -|-i/<? '+ P'^H"  •  •  •  =  0,  so  versagt  überhaupt  die  Unter- 
suchung gänzlich  ^^). 

1  e.     Übergang     zu    Kontinuen.      Numerisclie    Auflösung    der 

Periodengleichung,  a)  Im  Falle  einer  kontinuierlichen  Verteilung  der 
Materie  tritt  an  die  Stelle  des  Systems  (4)  linearer  Gleichungen  eine 
lineare  partielle  Differentialgleichung  bezw.  ein  System  von  zwei  oder 
drei  solchen  Gleichungen,  je  nach  der  Zahl  der  abhängigen  Variabein. 
Als  solche  bieten  sich  die  Verschiebungskomponenten  dar,  die  der 
Gesamtheit  der  Koordinaten  q^.  entsprechen;  sie  sind  stetige  Funktionen 
der  Variabein  x,  y,  z,  deren  Wertfolge  der  Reihe  der  Indices  r  ent- 
spricht, und  von  t.  ^^)  Z.  B.  tritt  bei  einer  eindimensionalen  Ver- 
teilung (Saite,  Stab)  eine  einzige  abhängige  Variable  auf,  und  die  un- 
abhängigen Variabein  sind  x  und  t.^^) 

Um  die  Arten  freier  Schwingung  zu  bestimmen,  nimmt  man  einen 
Zeitfaktor  e'°*  an;  die  Gleichungen  gehen  dann  über  in  lineare  Diffe- 
rentialgleichungen   zwischen  der  abhängigen  Variabein  und  den  unab- 


42)  Lord  Bayleigh  hatte  schon  bemerkt  (Fussn.  39),  dass  diese  Schwierigkeit 
gerade  in  den  interessantesten  Fällen  zu  Tage  tritt,  wo  die  freien  Perioden  für 
unendlich  kleine  Amplituden  eine  sogenannte  harmonische  Reihe  bilden  (wie 
z.  B.  bei  einer  gespannten  Saite  oder  einer  Pfeife). 

43)  F.  PocMs,  Au-\-Jc-H  =  0,  p.  51;  H.  HeJmhoUz,  Vorl.  3,  p.  70. 

44)  Das  Problem  eines  massenlosen  Fadens,  der  in  gleichen  Abständen  mit 
gleichen  Massenteilchen  belastet  ist,  liefert  ein  Beispiel,  wo  der  Übergang  zum 
Kontinuum  (zur  Saite)  im  einzelnen  durchgeführt  werden  kann.  (Erster  Fall 
eines  solchen  Überganges  bei  D.  BernoulU,  Petersburg  Comm.  6  ad  annoa 
1732/33  (1738),  p.  116  beim  Problem  der  hängenden  Kette.)  Ebenso  kann  man 
von  einem  System  netzförmig  angeordneter  Massenteilchen  zu  dem  Fall  einer 
kontinuierlichen  Membran  übergehen,  E.  J.  Eouth,  London  Math.  Soc.  Proc.  15 
(1884),  p.  231.    Siehe  unten  Xr.  2c  und  Nr.  4,  sowie  IV  6,  Nr.  22 -24t  (P.  StäckeT). 
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hängigen  Variabein  x  bezw.  x,  y  bezw.  x,  y,  z.  Erstreckt  sich  der 
Körper  ins  Unendliche,  so  bleibt  der  Wert  von  6  verfügbar,  und  die 
Lösung  liefert  die  Gesetze  der  Wellenbewegung  einschliesslich  der 
Formel  für  die  Wellengeschwindigkeiten.  Wenn  andererseits  der  Körper 
begrenzt  ist,  so  müssen  gewisse  Randbedingungen  befriedigt  werden. 
Dadurch  werden  die  zulässigen  Weite  von  6  beschränkt:  6  muss  einer 
gewissen  transzendenten  Gleichung,  der  sog.  Periodengleickung ,  ge- 
nügen, die  der  Determinantengleichung  (6)  entspricht.  In  der  Regel 
knüpft  sich  das  physikalische  Interesse  vorwiegend  an  die  kleineren 
Wurzeln. 

Die  verschiedenen  allgemeinen  Beziehungen  und  Theoreme,  zu 
denen  man  bei  Systemen  von  endlichem  Freiheitsgrade  gelangt  (z.  B. 
Existenztheorem,  Realität  der  Werte  von  6,  Orthogonalitätsbeziehungen, 
Reziprozitätssätze),  werden  meistens  ohne  weiteres  auf  kontinuierliche 
Systeme  übertragen.  Was  den  strengen  mathematischen  Beweis  an- 
geht, so  sind  gewisse  Fälle  in  den  Untersuchungen  von  H.  Foincare, 
W.  Ä.  Stcclclo/f  URd  S.Zaremha  erledigt^'');  die  allgemeine  Begründung 
ist  durch  die  Prinzipien  gegeben,  die  neuerdings  von  I.  Fredhohn  '"^ ) 
uüd  I).  Hllhert^")  in  der  Theorie  der  Integralgleichungen  entwickelt 
worden  sind  (vgl.  II  A  11,  S.  PincJierle). 

ß)  Hier  mögen  nur  kurz  die  verschiedenen  Methoden  zur  nume- 
rischen Lösumj  der  Periodengleichuiig  erwähnt  werden.  Ein  einfaches 
Beispiel  liefert  die  Gleichung 

(39)  tgx  =  f{x), 

wo  f{x)  eine  algebraische  Funktion;  diese  Gleichung  tritt  in  der  Tat 
bei  verschiedeneu  akustischen  Problemen  auf  (Nr.  5  b  und  Nr.  7  c \ 
Eine  allgemeine  Orientierung  über  die  Lage  der  Wurzeln  erhält  mau 
auf  graphischem  Wege,  indem  man  die  Schnittpunkte  der  Kurven 

(40)  y  =  igx,     y  =  f{x) 

ins  Auge  fasst.  Hat  die  erstere  Kurve  in  einem  Schnittpunkt  einen 
grösseren  Gradienten  als  die  letztere,  so  kann  man  arithmetisch 
folgendermassen  verfahren.  Man  nimmt  einen  Näherungswert  x\  der 
Wurzel  und  bestimmt  x^,  x.^,  x^,  ...  durch  die  Formel 

(41)  a;,^i=arctg/\xj; 

die   in  Rede   stehende  Wurzel   ist   dann   der  Grenzwert   der  Folge  i^ , 


44*)  Vgl.  das  zusammenfassende  Referat  von  H.  Pohicare,  Bull,  des  scieuce« 
math.  (2)  26  (1902),  p.  337. 

U^)  Acta  math.  27  (1903),  p.  305. 

44")  Gott.  Nachr.  1904  tf.  ,  bisher  5  XotenX 
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Ä'o,  '('3,  ■  •  ■■  Man  erhält  durch  dies  Verfahren  im  allgemeinen  eine 
ziemlich  rasche  Annäherung'^). 

Gewöhnlich,   iiäinlich    wenn   lim  f(x)   entweder   gleich   0   oder  c^o 

werden  die  höheren  Wurzeln  ungefähr  gleich  \-r71,  wo  r  eine  ungerade 
oder  gerade  ganze  Zalil.  Setzt  man  x  ^  co  -{-  z,  wo  0  =  im,  so 
erhält  man  durch  successive  Approximation  eine  Reihe  folgender  Art: 

(■i^)  ^  =  v +  !.  +  !»  +  ■•■; 

in  der  Regel  reicht  man  mit  einigen  Gliedern  derselben  aus^®). 

Nach  beiden  Methoden  ist  die  Bestimmung  der  kleineren  Wurzeln, 
die  vom  physikalischen  Standpunkt  die  wichtigsten  sind,  gelegentlich 
ziemlich  mühsam.  In  diesem  Fall  schreibe  man  die  Periodengleichunsr 
in  der  Form 

(43)  1  +  ax'  -\-hx^-\-  cx^  -\ =  0 

und  nehme  an,  dass  die  linke  Seite  identisch  orleich  folgendem  Aus- 
druck  ist 

(i-^)('-f)(i-::)-- 

wo  a,  ß,  y.  ...  die  Wurzeln  in  steigender  Grössenfolge*^).  Aus  dieser 
Identität  lassen  sich  die  Werte  von  ^a~^"'  {m  =  1,  2,  o,  .  .  .),  aus- 
gedrückt durch  die  Koeffizienten  a,  h,  c,  .  .  .,  ableiten.  Ist  m  massig 
gross,  so  unterscheidet  sich  die  Summe  wenig  von  a~^"\  und  auf 
diese  Weise  ergiebt  sich  ein  Näherungswert  für  die  kleinste  Wurzel'^). 

Eine  Korrektion  lässt  sich  mittelst  der  nach  den  vorhin  be- 
schriebenen Methoden  erhaltenen  Werte  von  ß,  y,  ...  anbringen;  zu 
diesem  Zweck    brauchen   dieselben   nicht  sehr  o-enau  bekannt  zu  sein. 

2.    Schwingungen  von  Saiten. 

2a,  Freie  und  erzwungene  Schwingungen^^).  Die  x-Axe  falle 
mit  der  Ruhelage  der  Saite  zusammen,   g  sei  die  Dichte   und   T^  die 

45)  /.  B.  Fourier,  Theorie  aualytique  de  la  chaleur,  Paris  1822,  §  285. 

46)  Euler,  Introductio  in  analysin  infinitorum  1,  Lausanne,  1748,  p.  319; 
Lord  Hayleigh,  Sound,  §  207.  Vgl.  auch  Ch.  Hermite,  Arch.  Math.  Phys.  (3)  1 
(1901),  p.  22. 

47)  Dieser  Ansatz  für  die  BesscUche  Funktion  Jq{x)  bei  Euler,  Petrop. 
Acta  1781,  (1784),  p.  157.  Über  die  allgemeine  Möglichkeit  einer  solchen  Produkt- 
darstellung siehe  11  B  1,  Nr.  31  (TT.  F.  Osgood). 

48)  Lord  Bayleigh,  London  Math.  Soc.  Proc.  5  (1874),  p.  119  ==  Papers  1,  p.  190. 
Das  Verfahren  ist  entwickelt  von  C.  H.  Graeffe  (Die  Auflösung  der  höheren 
numerischen  Gleichungen,  Zürich  1837)  (siehe  I  B  3a,  Xr.  11,  C.  Bunge)  Vgl. 
J.  F.  Encke,  J.  f.  Math.  22  (1841),  p.  193. 

49)  Über  die  frühere  Geschichte   des  Problems  und  der  daran  geknüpften 
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Spannung  der  Saite.  Bezeichnet  y  die  unendliche  kleine  seitliche  Ver- 
schiebung, so  ergiebt  sich  aus  der  Betrachtung  der  auf  ein  Element  gdx 
wirkenden  Kräfte  die  Bewegungsgleichung 

(44)  «,i;  =  7;*^  +  r 

a)  Für  die  freien  Schwingungen  einer  Saite  von  lionstanter  Dichte 
lautet  sie^") 

(45)  y  =  ^W^      {o''=TJq). 

Die  Grösse  c  hat  die  Dimension  einer  Geschwindigkeit;  sie  stellt  in 
der  Tat  die  Wellengeschwindigkeit  dar. 

Nimmt  man  einen  Zeitfaktor  &"*  an,  so  erhält  man 

^^^^  dx'  +^?/  =  0,       y  =  A(ios  —  -i-ß  sm  --  • 

Ist  die  Saite  in  x  ^^  0,  x  =  l  befestigt,  so  muss  A  =  0,  al/c  =  stz 
sein,  und  hieraus  ergiebt  sich  die  reelle  Lösungsform  ^^) 


y  ==  C  sm  -  j-  cos  I     , f-  s) , 


wo  s  eine  ganze  Zahl.  Die  Saite  schwingt  hin  und  her  in  Form 
einer  Sinuskurve  mit  s  +  1  „Knoten"  (die  Enden  eingerechnet)  und 
s  dazwischen  liegenden  „Bäuchen".  Die  Frequenzen  <?/2;r  der  successiven 
Normalschwingungen  bilden  eine  sogenannte  „harmonische"  Reihe  ^-). 
Die  Frequenz  der  langsamsten  Schwingung  ist  cj2l,  ist  also  pro- 
portional T^^Q~^r'  ^3). 

Die  auf  einen  willkürlichen  Anfangszustand  folgende  Bewegung 
ergiebt  sich  durch  Überlagerung  der  Normalschwingungen  von  will- 
kürlicher Amplitude  und  Phase;  also 

(48)         //=^^^sin     ^    ,     f^^=/f.  cos     ^      -fÄ,  sm     p- 

(s=  1,2,3,  ...). 


Auseinandersetzungen  vgl.  Todhunter-Pearson,  History  of  the  theory  of  elasticity 
and  the  strength  of  materials  1,  p.  42;  B.  Biemann,  Gott.  Abh.  13  (1867),  p.  87 
=  Werke,  Leipzig  18'J2,  p.  227;  Part.  Differentialgleichungen  §  78;  P.  Duhern, 
Hydrodynamiquo  2,  p.  73  und  insbesondere  H.  Burkhnrdt,  Entwickelungen  naih 
oszillierenden  Funktionen,  Jahresber.  d.  D.  Math.-Ver.  10  1^1901  ff.). 

50)  Die  Gleichung  geht  zurück  auf  d'Alembert  (1750). 

61)  Brook  Taylor  (1715);  D.  BernouUi  (1753). 

52)  Dieser  Eigenschaft  begegnet  man  nur  bei  dem  gegenwärtigen  Problem 
und  einzelnen  anderen.  Sie  spielt  eine  Rolle  in  der  physiologischen  Theorie 
der  Konsonanz,  U.  Ilt'Jmholtz,  Tonemptindungen. 

53)  Hierin  sind  die  von  P.  Mersenne  (1636)  formulierten  Gesetze  ausgedrückt. 
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Die  Grössen  d-^  entsprechen  den  Normalkoordinaten  von  1  a.  T  und  V 
drücken  sieb  in  ihnen  folgendermassea  aus: 

i 

(49)  . 

0  » 

die  Produkte  ■9'^^,  und  ^^^,  verschwinden  infolge  der  Orthogonalitäts- 

bedingung: 

i 

sin  —j~  sin  ~      dx  =  0 ,  (r  =^  s) . 

0 

Wenn  man,  in  Analogie  zu  den  Verhältnissen  bei  einem  System 
von  endlichem  Freiheitsgrade,  annimmt,  dass  (48)  beliebige  Anfangs- 
bedingungen (die  nur  gewissen  Stetigkeitsbedingungen  u.  s.  w.  ge- 
nügen) darzustellen  vermag,  so  erhält  man  einen  „physikalischen  Be- 
weis"^*) für  die  i^o;<r/ersche  Entwickelung  einer  willkürlichen  Funktion 
in  eine  Sinusreihe.  Die  Werte  von  H^,  K^,  ausgedrückt  durch  die 
Anfangswerte  y^,  ?/q,  sind  dann 

i  i 

/-1\  TT  2        /  •        S7CX      -,  -r-r  2  /      .  S%X     ■, 

(Ol;        i/,  =   ^  J  ^0  sm     :^dx,     Z^  =  ^^^  J  ?/o  cos  ^-  dx- 

ü  0 

Wird  z.  B.  ein  Punkt  a;  =  a  um  die  Strecke  /i  zur  Seite  ge- 
zogen und  dann  (aus  dem  Ruhezustand)  losgelassen  (Fall  der  ge- 
supften  Saite)  ^^),  so  hat   man 

(52)  H^  =    ..    ''^7;     ,  sin  '^^",      K=0. 

Wird  andererseits  der  Punkt  a;  =  0  so  rasch  angeschlagen,  dass  der 
Stoss  bereits  aufhört,  bevor  sich  die  Erschütterung  über  ein  endliches 
Stück  der  Saite  ausgebreitet  hat,  so  ist  ^^) 

(53)  Ä,=  0,     ff.=  ^sin^-, 


54)  D.  Bernoulli,  Berlin  Mem.  1753  und  Lord  Rayleigh,  London  Math.  Soc. 
Proc.  4  (1873),  p.  357  =  Papers  1,  p.  170;  Sound,  §  128. 

55)  H.  Helmholtz,  Tonempf.  Beil.  III;  der  Fall  a  =4Z  bereits  bei  G.Lame, 
Elasticite,  p.  105.  Die  Form  der  Saite  besteht  immer  aus  einer  Reihe  gerader 
Stücke. 

5G)  H.  Helmholt2,  Tonempf.  Beil.  V;  W.  F.  Donkin,  Acoustics,  §  133;  Lord 
Rayleigh,  Sound,  §  129. 

Encyklop.  d.  math.  Wissensch.     IV  2,  ri.  lö 
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wenn  gy  der  erteilte  Impuls.  —  In  beiden  Fällen  fehlt  die  Normal- 
schwingung von  der  Ordnung  s,  wenn  der  Ursprungspunkt  der  Störung 
in  einem  Knoten  dieser  Schwingung  liegt  ^^). 

Ein  anderes  wichtiges  Beispiel  liefert  die  Bewegung  einer  ge- 
sfridienen  Saite,  z.  B.  einer  Violinsaite  ^^).  Diese  ist  insofern  „frei",  als 
die  Wirkung  des  Bogens  darauf  beschränkt  zu  sein  scheint,  die  von 
den  Reibungskräften  herrührenden  Energieverluste  (einschliesslich  der- 
jenigen, die  durch  die  Mitteilung  der  Schwingungen  an  die  Luft 
entstehen)  wett  zu  machen.  Wie  als  Resultat  der  Beobachtung^^) 
angesehen  werden  kann,  ist  die  Bewegung  jedes  Punktes  der  Saite 
periodisch,  und  zwar  ist  die  Frequenz  gleich  der  der  langsamsten 
freien  Schwingung;  er  schwingt  ferner  zwischen  den  beiden  Grenzen 
+  /3  in  der  Weise  hin  und  zurück,  dass  die  beiden  Teile  der  Oszillation 
je  mit  konstanter  Geschwindigkeit,  aber  in  verschiedenen  Zeiten  sich 
vollziehen.  Die  Amplitude  ß  und  das  Yerhältniss  dieser  Zeitabschnitte 
fallen  für  die  einzelnen  Punkte  der  Saite  verschieden  aus.  Diejenige 
freie  Schwingung,  die  diese  Eigenschaft  besitzt,  ist  gegeben  durch 

,_  .s  80„  '^^  1      .      snx     .      snct 

(54)  y  =  ^i2j  s^-  "'^   1"  ^'^    -T  • 

Sind  Ä,  B  die  Endpunkte,  so  zerfällt  die  Saite  in  jedem  Augenblick  in 
zwei  geradlinige  Stücke  AF,  PB.,  der  Fusspunkt  N  der  Ordinate  PX 
bewegt  sich  zwischen  A,  B  mit  der  Geschwindigkeit  c  hin  und  zurück, 
während  P  abwechselnd  die  beiden  Parabelbogen  ?/  =  +  ~^/^o^(^ — ^)ß^ 
beschreibt. 

Bei  allen  diesen  Problemen  hat  der  Charakter  der  Anfangsver- 
hältnisse einen  scharf  hervortretenden  Einfluss  auf  die  relativen  Ampli- 
tuden der  verschiedenen  Normalschwingungen.  Je  plötzlicher  die 
Störung,  um  so  grösser  ist  die  relative  Bedeutung  der  höheren  Schwin- 
gungen ^"). 


57)  Th.  Young,  London  Phil.  Trans.  18U0,  p.  106  =  Works  1,  p.  SS;  Lord 
Bayleigh,  Sound,  §  129. 

58)  H.  Hdmholtz,  Glasgow  Phil.  Soc.  Proc.  5  (1860),  p.  17;  Tonempf. 
Beil.  VI  =  Ges.  Abb.  1,  p.  141;  desgl.  (ausführlicher)  in  Vorl.  8,  p.  121; 
W.F.Dünkin,  Acoustics,  §  138  (mit  Berücksichtigung  der  Reibung);  Lord  Bay- 
leigh, Sound,  §  138. 

59)  Die  angenommene  experimentelle  Grundlage  ist  hier  etwas  idealisiert; 
die  Normalschwingungen,  die  in  dem  Punkte,  wo  der  Bogen  ansetzt,  oder  in 
der  Nähe  desselben  Knoten  besitzen,  fehlen  (Fussn.  67),  und  die  ideale  Schwin- 
gungsform wird  nur  in  den  entsprechenden  Knoten  verwirklicht. 

60)  Dies  wird  durch  einen  Vergleich  von  (52)  und  (53)  erläutert,  wobei  die 
Amplituden  bezüglich  mit  1  s*  und  mit  1/s  proportional  sind.     Siehe  H.  Hehn- 
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Wird    der   Punkt  x  ^=  a   gezwungen ,    eine    einfache   Schwingung 
ße'"'  auszuführen,  so  hat  man'"') 

ßX 

sin 

(55)  y  =  -     ,'a^^'"'>  (0<a;<a); 

sin  — 

s 

eine  entsprechende  Formel  gilt  im  Intervall  a  <i  x  <Cl-  Die  Ampli- 
tude wird  unendlich  gross,  wenn  sin  6a/c  ^=  0,  d.  h.  wenn  die  ein- 
geprägte Periode  mit  einer  freien  Periode  einer  Saite  von  der  Länge  a 
zusammenfällt  ®^). 

Wirkt  in  X  =  a  eine  eingeprägte  Kraft  Fe^°',   so  hat  man  statt 
der  Formel  (55)  die  folgende 


.       ßX     .       ß  (l  — 

sin  - —  sin      ^ 

c               c 

a) 

ß     .     ßl 

sm  — 

c           c 

T,  ' 

(56)  y  =  ~—^ ^j jr  e"',  (0<x< a). 

sin  —  ^ 

c  c 

Die  Amplitude  wird  unendlich  gross,  wenn  sin  6j/c  =  0,  es  sei  denn 
dass  gleichzeitig  6a/c  =  0.  In  diesem  Ausnahmefall  ist  der  Angriffs- 
punkt der  Kraft  ein  Knoten,  und  die  Kraft  verhält  sich  genau  so 
wie  die  Reaktion,  die  von  einer  festen  Stütze  in  x  =  a  herrühren 
würde.  Vertauscht  man  in  der  Formel  x  und  a,  so  erhält  man  Bei- 
spiele für  den  Reziprozitätssatz  von  Nr.  Ib. 

Die  Theorie  der  Wirkung  eines  elastischen  Hammers  (z.  B.  beim 
Klavier)  gestaltet  sich  verwickelter.  H.  Helmholtz  nimmt  an,  dass  die 
Saite  frei  schwingt,  ausgenommen  den  Zeitabschnitt  von  ^  =  0  bis 
t  =  njp,  während  dessen  sie  einem  einfachen  Druck  F  im  Punkte 
X  =  a  unterliegt.  Für  grosse  Werte  von  s  nehmen  die  Amplituden 
successiver  Schwingungen  im  Verhältnis  1/s^  ab^^). 

y)  Die  vorstehenden  Resultate  werden  in  praxi  bis  zu  einem  ge- 
wissen Grade  modifiziert  durch  den  Einfluss  der  Reibung,  durch  die 
Steifigkeit  (unvollkommene  Biegsamkeit)  der  Saite  ^),  durch  raangel-' 
hafte  Festigkeit  der  Stützen  und  durch  die  Dehnbarkeit  der  Saite. 


holtz,  Tonempf.  Beil.  Y;  Vorl.  3,  p.  137.  Von  Lord  Baijleigh,  Sound,  §  101,  ist 
das  Prinzip  verallgemeinert.  Der  Grad  der  Konvergenz  der  Fourierentwickelung 
von  f{x)  in  seiner  Abhängigkeit  von  den  Unstetigkeiten  in  f{x},  f{x),  f'{x),..., 
wurde  untersucht  von  G.G.Stokes,  Cambr.  Trans.  8  (1847),  p.538  =  Papers  1,  p.  236. 

61)  J.  M.  C.  Duhamel,  J.  de  math.  8  (1843),  p.  113. 

62)  Wie  in  Nr.  1  c  vermeidet  man  die  Schwierigkeit  durch  Berücksichti- 
gung der  Reibung;  W.F.  Bonkin,  Acoustics,  §§126 — ^12S:  Lord  Eayleigh,  Sonnd, 
§§  131—133. 

63)  Tonempf.  Beil.  V;  W.  F.  Bonkin,  Acoustics,  §  133;  Rayleigh,  Sound,  §  130. 

64)  Bezüglich  des  Einflusses  der  Steifigkeit,  die  vornehmlich  die  Schwin- 
gungen höherer  Ordnung  beeinträchtigt,  siehe  Nr.  3  c  unten. 

16* 
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Der  Einfluss  der  Reihuw/  wird  qualitativ  durch  Einführung  einer 
der  Geschwindigkeit  proportionalen  Kraft  dargestellt;  also  ^^j 

(57)  ^  +  x^  =  c^  1^  +  J' . 

Für  eine  freie  Schwingung  erhält  man 

y  =  Ce~'^"'  sin  — .    cos  (öt  -\-  s), 


STtX 

\y=(je    '^''  sm 
(58) 


4^ 


Ist  z  klein,  so  kann  der  Einfluss  der  Reibung  auf  die  Periode  ver- 
nachlässigt werden,  und  die  harmonische  Folge  der  Xormalsehwin- 
gungen  bleibt  bestehen. 

Der  Einfluss  der  Nachgiebigkeit  der  Stützen  auf  die  freien  Schwin- 
gungen zeigt  sich  darin,  dass  die  Frequenz  erhöht  oder  vermindert 
wird,  je  nachdem  sie  über  oder  unter  derjenigen  der  Eigenschwingung 
der  Stütze  liegt  ^^).  Der  Fall  der  erzwungenen  Schwingungen  wurde 
von  H.  HelmhoJtz  ^'^)  behandelt,  und  zwar  in  der  Weise,  dass  die 
eine  Stütze  als  selbständig  schwingende  Masse  angesehen  wurde, 
auf  die  eine  mit  der  Geschwindigkeit  proportionale  Reibungskraft 
wirkt;  die  letztere  Kraft  ist  eingeführt,  um  die  Wirkung  des  Saiten- 
stegs, der  die  Schwingungen  mittels  des  Resonanzbodens  an  die  Luft 
überträgt,  darzustellen. 

d)  Bei  Schivingungen  von  endlicher  Amplitude  kommt  die  Dehnbar- 
keit der  Saite  in  Betracht.  Als  zweite  Annäherung  erhält  G.  Kirch- 
hoff ^^)  die  Gleichung 


(^«)       ^-''V+^jm 


,,x\'X 


wo    der   Integralausdruck    die   Spannungsänderung    darstellt,    unter  E 
den   YoMW^schen  Modul  verstanden.     Eine  partikuläre  Lösung  ist 

STtX 


(60) 


y  =  ß  sin    y-  cos  am  (öt  -]-  e),  mod  x, 

j i«^*^*_  2  _  *'^'c-    ,    s*7t*ß*  E 

'~  s-Tt'-ß-i-^PTi/E'  ^' ^      Z-        '       4>      q' 

Man  kann  sie  als  eine  modifizierte  Normalschwingung  deuten:  aber 
die  verschiedenen  so  erhaltenen  Schwinujuuoren  lassen  sich  nicht  über- 
lasfern. 


65)  W.  F.  Donkin,  Acoustics,  §  125. 

66)  Lord  liayhigh,  Sound,  §  135. 

67)  Tonempf.  Beil.  IV;  Vorl.  3,  p.  144. 

68)  Mechanik,  Vorl.  2i),  p.  446. 
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2b.  Wellen  auf  einer  gespannten  Saite.  Es  handle  sich  zu- 
nächst um  eine  Saite,  die  sicli  nacli  beiden  Richtungen  ins  Unendliche 
erstreckt.     Die  allgemeine  Lösung  von  (45)  ist®'*) 

(61)  y  =  f{ct  —  x)-\-F(ct-\-x). 

Sie  stellt  zwei  sich  überlagernde  Wellen  dar,  die  bezüglich  in  der 
positiven  und  in  der  negativen  a;- Richtung  je  mit  der  Geschwindig- 
keit c  sich  fortpflanzen.  Ist  die  anfängliche  Störung''")  auf  ein  end- 
liches Stück  der  Saite  beschränkt,  so  löst  sich  die  Bewegung  schliess- 
lich in  zwei  Wellen  auf,  von  denen  jede  in  ungeänderter  Form  fort- 
schreitet.    Für  die  getrennten  Wellen  gilt 

^^"^^  dt — ^^dx' 

ist  eine  dieser  Relationen  zu  Anfang  erfüllt,  so  tritt  nur  eine  Welle 
auf.  Bei  einer  solchen  Einzelwelle  ist  die  Energie  zur  Hälfte  kinetisch 
und  zur  Hälfte  potentiell  '^^). 

Nimmt  man  zweitens  den  Fall,  dass  der  Punkt  x  =  0  fest  ist, 
so  hat  man 

(63)  y  =  f(ct  —  x)—f(ct-\-x)- 

dies  entspricht  der  Reflexion  einer  Welle  an  einem  festen  Ende,  wobei 
die  Welle  selbst  umgekehrt  wird.  Wird  außerdem  der  Punkt  x  =  l 
festgehalten,  so  hat  man 

(64)  f{ct-l)  =  f{ct  +  l)'. 

die  Bewegung  hat  daher  die  Periode  21/ c.^^)  Durch  eine  geeignete 
Fortsetzung  der  Funktionen  kann  die  Bewegung  einer  endlichen  Saite 
durch  Überlagerung  zweier  unendlicher  Wellenzüge  auf  einer  endlosen 
Saite  erhalten  werden ''^)  "^*). 


69)  J.  le  Bond  d'Alemhert,  Berlin  Mem.  1747,  p.  214,  220. 

70)  Die  Bestimmung  der  Funktionen  /'  und  F  aus  den  Anfangsbedingungen 
wurde  von  d'Alemhert  formuliert. 

71)  Lord  Rayleigli,  Phil.  Mag.  (5)  1  (1876),  p.  257  =  Papers  1,  p.  2ül. 

72)  Th.  Young,  London  Phil.  Trans.  1800,  p.  106  =  Works  1,  p.  86  gab 
dem  Verfahren  eine  graphische  Form.  Vgl.  H.  Helmholtz,  Tonempf.  Beil.  DI, 
Vorl.  3,  p.  114;  Lord  Rayleigli,  Sound,  §  146,  wo  (in  Anlehnung  an  Young) 
das  Verfahren  auf  die  Bestimmung  der  Formen  angewendet  wird,  die,  der  Glei- 
chung (63)  entsprechend,  nach  einander  von  einer  gezupften  Saite  angenommen 
werden.  H.  Helmholtz,  Vorl.  3,  p.  130,  löst  die  Bewegung  einer  Violinsaite 
fNr.  2  a)  in  zwei  Züge  parabelförmiger  Wellen  auf.  Modelle  für  den  Fall  der  schwin- 
genden Saiten  Hess  G.  Monge  bereits  1797  coustruieren ,  vgl.  G.  Monge,  J.  ec. 
polyt.  cah.  15  (1809),  p.  118;  vgl.  auch  die  neuern  Modelle  in  der  Sammlung 
M.  Schilling  in  Halle  a/S. 
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Ziemlich  einfach  ist  auch  das  Problem  der  Reflexion  einer  Welle  an 
der  Verknüpfungsstelle  zweier  Saiten  von  ungleicher  Dichte;  von 
Interesse  ist  es  hauptsächlich  wegen  der  optischen  Analogien.  Ist 
die  Amplitude  der  einfallenden  Welle  gleich  1,  so  ist  die  der  reflek- 
tierten Welle  gleich  (u  —  l)/(^  +  1)  und  die  der  hindurchgegangenen 
Welle  gleich  2a/(a  +  1),  wo  yL  das  Verhältnis  der  Wellengeschwindig- 
keiten ""''). 

Ist  der  Übergang  von  der  einen  Dichte  zur  anderen  nicht  plötz- 
lich, sondern  allmählich,  so  stellt  sich  die  Frage  schwieriger.  Für 
ein  spezielles  Ubergangsgesetz  ergiebt  sich"*),  wie  schon  aus  all- 
gemeinen Gründen  zu  erwarten  ist,  dass  eine  periodische  Störung 
merklich  dieselbe  Reflexion  erfährt  wie  im  Falle  einer  wirklichen 
Unstetigkeit,  sofern  das  Übergangsstück  klein  ist  gegen  die  Wellen- 
länge, dass  dagegen  nur  schwache  Reflexion  eintritt,  wenn  dies  Stück 
mit  der  Wellenlänge  vergleichbar  ist. 

Im  Falle  Meiner  Reibmtg  lässt  sich  die  allgemeine  Lösung  der 
Gleichung  (57)  bei  verschwindendem   Y  in  zweierlei  Form  darstellen: 

(65)  y  =  e-^''''''y{ct  —  x)  +  e^''^'' F(ct-\- x) , 

(66)  ij  =  e-^"-'  fict  —  x)  +  e-^"  F(ct  -{-  x) . 

Die  Exponentialfunktionen  in  (65)    z.  B.   deuten  hin   auf  das  allmäh- 
liche Abflachen  der  Wellen  bei  ihrem  Fortschreiten  über  die  Saite  '■'). 

2  c.  Saite  als  Grenzfall  eines  mit  Massenpunkten  belasteten 
Fadens  '^).  Wenn  ein  massenloser  Faden  von  der  Spannung  J\  in 
gleichen  Abständen  mit  gleichen  Massen  JI  belastet  ist,  so  lautet  die 
Bewegungsgleichung  des  r*®'^  Massenpunktes 

(67)  My^=^  (^,^,-2y,.+  y^_^. 


72*)  Die  Ausbreitung  von  Unstetigkeiten  ist  speziell  Ton  E.  B.  Oiristoffd, 
Ann.  di  mat.  8  (1876),  p.  81,  193  behandelt  worden;  vgl.  Biemanu-M'eber,  Part. 
Diflferentialgleichungen  2,  §  88. 

73)  Lord  J{aijlei(ih,  Sound,  2.  Aufl.,  §  Usa. 

74)  Lord  Bayleigh,  London  Math.  Soc.  Proc.  11  (1880),  p.  81  =  Papers  1, 
p.  460;  Sound,  2.  Aufl.,  §  148  b. 

75)  Lord  JRayhigh,  Sound,  §  148:  H.  Lamh,  London  Math.  Soc.  Proc.  32 
(1900),  p.  208. 

76)  Diesen  Ansatz  machte  zuerst  J.  L.  Lagrauge ,  Mise.  Taur.  1  1759~  = 
Oeuvres  1,  p.  39:  Mec.  anal.  1,  2me  partie,  sect.  6.  Vgl.  I.ord  Bayleigh.  Sound  1, 
§  120;  H.  Hehnholtz,  Vorl.  3,  p.  72;  H.  BreU.  Wien  Ber.  111  ^1902),  p.  103^». 
Siehe  auch  l\  6,  Nr.  2*2  u.  23  (P.  Stäckel). 
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Wird  als  Zeitfaktor   e""   angesetzt,    so    erhält     man    die    DifFerenzeu- 
gleichung 

(68)  ?/,-.i-2(l-^72f)y,.+  ?/._,  =  0. 

Die   Normalschivingtinyen  eines  Fadens   von   der  Länge  l  ^=  (n  -\-  \)  a^ 
der  n  äquidistante  Masseni)unkte  trägt,   sind  hiernach   gegeben  durch 

(  yr=  C  sin  rq)  cos  (öt  -\-  s), 

(69)  ,,,  (r=  1,2,3,  ...«). 

\^=      l    '      ^'=   Ma  ^'""    2Z   • 

Setzt   man  M=Qa,    ra  =  x,   so   kommt   man   auf  Formel  (47)  für 
eine  Saite  von  gleichmässiger  Dichte  zurück. 

In  ähnlicher  Weise  lässt  sich  die  Fortpflanzung  einer  Störung 
in  einem  unbegrenzten,  mit  Massenpunkten  belasteten  Faden  erläutern. 
Dem  Punkt  r  =  0  werde  die  Bewegung  y^  =  ße^'^'  auferlegt.  Ist 
6  <  2c/a,  wo  c  die  Wellengeschwindigkeit  für  eine  Saite  von  gleich- 
mässiger Dichte  Q  und  derselben  Spannung  7\,  so  ist  die  nach  rechts 
laufende  Störung  gegeben  durch 

(70)  y^^  ße*i"'-'-<P)^     sm'lcp='^    '''"' 


c 


Ist  60 iC  klein,  so  kann  man  diese  Bewegung  deuten  als  eine  Welle, 
die  mit  der  Geschwindigkeit 

sin^qo 

fortschreitet.     Ist  andererseits  6  >  2c/a,  so  lautet  die  Lösung 

(72)  y^=  (-)'-/ie'— ,      cosh^'  l-u  =  ^^- 

Mit  wachsendem  r  nimmt  hier  y^  unbegrenzt  ab;  die  Bewegung  ist 
praktisch  auf  die  Umgebung  des  Erregungspunktes  beschränkt  ^'^). 

2d.   Saite  von  veränderlicher  Dieh.te.'''^*)    Für  freie  Schwingungen 
geht  die  Gleichung  (44)   bei  Einführung  des  Zeitfaktors  e'°'  über  in 

(72)  1^  +  I  „y  -  0. 

Die  Gleichung  ist  von  derselben  Form  wie  (16),  aber  q  ist  jetzt  eine 
Funktion  von  x.  Die  Aufgabe  ist,  diejenigen  Werte  von  6  zu  er- 
mitteln,   für   die   die  Funktion   sich   so  bestimmen  lässt,    dass  sie  für 


77)  E.  J.  Bouth,  Adv.  rig.  dyn. ,  chapt.  8;  Lord  Bayleigh,  Sound,  2.  Aufl., 
§  147;  G.  G.  Stokes,  Papers  3  (1901),  p.  410. 

77*)  über  die  ältere  Litteratur  betr.  dieses  Problem  vgl.  den  Bericht  von 
H.  Biirkhardt,  p.  346  (§  27). 
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vorgeschriebene  Werte  x  ^^  0,  x  =  l  verschwindet.  Es  ist  dies  ein 
spezieller  Fall  des  zuerst  von  Ch.  Sturm  und  -/.  Liouville''''^)  be- 
handelten Problems.  Lord  Mayleigli''^)  hat  die  Untersuchung  etwas 
modifiziert  und  damit  die  Sätze,  dass  es  für  irgend  einen  vorgeschrie- 
benen Wert  von  /  eine  endlose  Folge  von  Werten  G  giebt,  dass  die 
entsprechenden  Normalfunktionen  die  Orthogonalitätsbedingung  er- 
füllen und  dass  eine  willkürliche  Funktion  von  x  für  0  <  a;  <  ?  sich 
nach  diesen  Normalfunktionen  entwickeln  lässt,  physikalisch  plausibel 
gemacht.  Die  strengen  mathematischen  Beweise  sind  neuerdings 
durch  die  Untersuchungen  von  A.  Kneser"'^^ )  und  B.  Hilberf'^^)  gegeben 
worden. 

Explizite  stellt  sich  die  Lösung  für  gegebene  Formen  der  Funktion  g 
im  allgemeinen  schwierig  "^).  Für  Ideine  Änderungen  der  Dichte  lässt 
sich  nach  dem  Bayleighschen  Verfahren  (Nr.  la)  eine  angenäherte 
Lösung  erhalten.     Es  ergiebt  sich 


(73)  a^^^[l-'^f^'sm^'A''dx 


i 

Ag     ■    c,  STia 
'      sin'^  -V 

Po  ^ 


wo  Qq   die  mittlere  Dichte   und   pQ-f- Ap  die  Dichte  im  Punkte  .r.^) 
Die   Fortpflanzung  von  Wellen   über   eine  unendliche   Saite  von 

periodischer  Dichte  q  =  Qq-{-  a  cos  ßx  ist  im  Hinblick  auf  die  optische 

Analogie  von  Lord  Rayleigh  untersucht  worden  *\). 

Viel  einfacher  ist    der  Fall   isolierter  Lasten  an   einer  Saite  van 

gleichförmiger   Dichte.      Hat   man    eine    Einzellast   M  an   einer   Saite 

von  der  Länge  l  im  Abstand  a   von   dem    einen  Ende,   so  lautet  die 

Periodengleichung  ^^) 

-,,  .     aa     .      o(l  —  a)  —1.01 

3lc6  sm  —  sm  — ^^ =  1,  sm 

c  c  ^  c 

Die  Wurzeln  lassen  sich  angenähert  auf  graphischem  Wege  bestimmen. 


77»»)  Ch.  Sturm  und  J.  LlouvtUe,  J.  de  math.  1  (1836),  p.  373;  ebd.  2  (1837), 
p.  220.     Vgl.  im  übrigen  II  A  7».  Nr.  4  (3/.  Bücher). 

78)  Sound,  §  142. 

78')  A.  Kneser,  Math,  Ann.  58  (1904\  p.  81  und  60  (1905).  p.  402. 
78^)  n.   Hilbert,  Gott.  Nachr.  1905. 

79)  Eine  Ausnahme  bildet  der  Fall,  v>o  q  ^  (cc-f-x)"". 

80)  Lord  Bayleigh,  Phil.  Mag.  (4)  46  (1873),  p.  377;  Sound.  §  91. 

81)  Phil.  Mag.  (5)  24  (1887),  p.  145  =  Papers  3,  p.  1. 

82)  W.  F.  Donkin,  Acoustics,  §  144;  Lord  Bayleigh,  Sound,  §  136;  H.  Eelm- 
liöltz ,  Vorl.  3,  p.  139.  Die  Theorie  der  Wellen  auf  einer  gleichförmigen  Saite, 
die  in  gleichen  Abständen  mit  gleichen  Massen  belastet  ist.  behandelt  H.  Lamb, 
Manchester  Mem.  42  (1898),  Nr.  3. 
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Sind  a  und  /  kommensurabel,  so  j^icbt  es  Normalschwin<^ungen,  bei 
denen  M  sich  in  Ruhe  befindet:  der  Punkt  x  ^  a  stellt  für  die  un- 
belastete Saite  einen   Knoten  dm-. 

8.    Schwingungen  von   Stäben, 

3ii.  Längsschwingungen  eines  geraden  Stabes.  Wird  die  x-Kxe 
in  die  Längsrichtung  des  Stabes  gelegt  und  die  longitudinale  Ver- 
schiebung mit  u  bezeichnet,  so  ist  die  auf  den  Querschnitt  wirkende 
Spannung  pro  Flächeneinheit  gleich  Edu/'cx,  wo  E  der  Youngsche 
Modul.  Die  Betrachtung  der  an  einem  Element  dx  angreifenden 
Kräfte  liefert  dann  die  Gleichung 

(75)  o'ii  =  E  .  "  +  X, 

^  ex-     '         ' 

die  der  Form  nach  mit  (44)  übereinstimmt.  Bei  den  speziellen  An- 
wendungen ergeben  sich  demgemäss  im  einzelnen  ganz  analoge  Ver- 
hältnisse.    Die  AVellengeschwindigkeit  ^^)    in   einem   unendlich  langen 

Stabe  ist  r  =  (£'/())^,  also  unabhängig  vom  Querschnitt;  sie  wird 
ferner  von  einer  dauernden  Zugbeanspiaichung  des  Stabes  nicht  be- 
rührt^). Die  Normalschwingungen  eines  an  beiden  Enden  befestigten 
Stabes  lauten  wie  in  (47) ,  während  für  einen  an  heiden  Enden 
freien  Sfah 

(76)  u  =  C  cos  ^^*  cos  (^^ — |-  f  j ,  (i-  =  1,  2,  3,  .  .  .), 

da  du/cx  =  0  für  x  ==  0,  x  ^  l. 

Von  störenden  Einwirkungen  kommen  nur  die  Träg-heit  der 
Querverkürzungen  und  -dehnungen  in  Betracht.  Die  dadurch  be- 
dingte Korrektion  ist  in  der  Regel  klein;  wie  ein  Näherungsverfahren 
zeigt,  wird  die  Periode  der  s*®^  Schwingung  eines  Stabes  von  kreis- 
förmigem Querschnitt  (rad.  =  et)  im  Verhältnis 

1  -f  is-;r-r/2«7Z2 
vergrössert  ^^). 


83)  Die  verschiedenen  Probleme  der  Wellenbewegung,  insbesondere  das  der 
Reflexion  an  einem  freien  oder  festen  Ende,  sind  identisch  mit  denjenigen,  die 
in  der  Theorie  der  engen  Pfeifen  auftreten. 

84)  Die   Frequenzen   entsprechender   Quer-   und   Längsschwingnngen   eines 

gespannten  Drahtes  stehen  zu  einander  im  Verhältnis  (a/T)^,  a\-o  a.  der  kleine 
Zuwachs  der  Länge,  der  von  dem  dauernden  Zug  herrührt;  S.  D.  Poissoyi,  Paris 
Mt?m.  8  (1829),  p.  437. 

85)  Lord  Bayleigh,  Sound,  §  157.  Was  die  genauere  Theorie  des  zylin- 
drischen Stabes  betrifft,  s.  Nr.  Sc. 
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Es  existiert  auch  eine  Theorie  der  Torsiotisschivingungeii  von 
Stäben  ^®).  Im  Falle  eines  kreisfömiigen  Querschnitts  lautet  die 
GleichuntT 

d-e 


•i  ^   "^  „2 


(77)  B  =  c 

WO  fi  die  Steifigkeit  des  Materials. 

3  b.  Quersehwingungen  gerader  Stäbe.  Die  übliche  Theorie 
bezieht  sich  auf  einen  homogenen  geraden  Stab  von  gleichförmigem 
Querschnitt.  Das  Material  braucht  nicht  isotrop  zu  sein;  voraus- 
gesetzt dass  die  Längsrichtung  einer  Elastizitätsaxe  parallel  ist,  hat 
man  zwei  longitudinale  Ebenen,  in  denen  der  Stab  von  einander  unab- 
hängige Schwingungen  ausführen  kann,  y  sei  die  Verschiebung  in 
einer  dieser  Hauptebenen;  die  a:-Axe  falle  in  die  Stabrichtung. 

a)  Die  allgememen  Be/verjungsgleichungen  und  die  Grenzbedingungen 
lassen  sich  auf  zweierlei  Weisen  erhalten.  Wenn  die  auf  einen  Quer- 
schnitt wirkenden  Kräfte  sich  auf  eine  Schubkraft  F  und  ein  Biegungs- 
moment M  reduzieren,  so  liefert  das  direkte  Verfahren  die  Gleichungen 

wo  CO  der  Inhalt  des  Querschnitts,  x  der  Trägheitsradius,  bezogen 
auf  eine  zur  Biegungsebeue  senkrechte,  durch  den  Schwerpunkt  gehende 
Axe,  während  Y  und  G  eine  äussere  Kraft  bezw.  ein  von  aussen  an- 
greifendes Moment  pro  Längeneinheit  darstellen.  Den  üblichen  Xähe- 
rungstheorien  gemäss  ist  M  der  Krümmung  proportional,  also 
31  ^  Lf^lflcx^^"'),  so  dass  man  durch  Elimination  von  F  erhält 

(79)  ,.y^-L  f;  +  „..'  ^  +Y-t  "> 


86)  S.  B.  Poisson,  Paris  Mem.  8  (1829),  p.  455.  Das  Verhältnis  der  Fre- 
quenzen entsprechender  Torsions-  und  Längsschwingungen  ist  (ji/E)^  {Poisson 
giebt  den  Wert  ]/5/]/2). 

87)  Für  isotropes  Material  ist  L  =  Eojtc-, 

88)  Diese  Gleichung,  in  der  das  zweite  Glied  der  rechten  Seite  den  Ein- 
fluss  rotatorischer  Trägheit  darstellt,  wurde  von  S.  D.  Poisson,  Paris  Mem.  8 
(1829),  p.  463,  für  den  Fall  eines  isotropen  Stabes  von  kreisförmigem  Querschnitt 
aufgestellt,  der  durch  äussere  Kräfte  niclit  beansprucht  wird,  und  zwar  leitete 
er  sie  aus  den  allgemeinen  Gleichungen  für  isotrope  Körper  i^vgl.  IV  2S,  Nr.  5b 
C.  H.  Müller  -  A.  Timpe)  ab.  Eine  allgemeinere  Gleichung,  die  eine  dauernde 
Zugbeanspruchung  mit  berücksichtigt,  wurde  von  A.  Clebsch,  Elastizität,  p.  246, 
aus  seiner  statischen  Theorie  dünner  Stäbe  entwickelt.  (Vgl.  W.  F.  Donkin, 
Acoustics,  chapt.  9.)  Eine  genauere,  auf  die  Saint -Venautsche  Balkentheorie  t^vgl. 
IV  25,  Nr.  13,  0.  Tedone  -  A.  'l'impe)  gegründete  Ableitung  gab  M.  Fanetii, 
Torino  Atti  .■36  (.l'JOl),  p.  6. 
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Der  Eintluss  rotatorischer  Trägheit  wird  in  der  Regel  veniach- 
liissigt.     Schliesst  man  auch  von  aussen  angreifende  Krüt'tepaare  aus, 

80  hat  mau 

F  =  —  cMjcx  =  —  Lc^y/dx^ 
und  hieraus  **'-'j 

(80)  (,«^^,  +L.-^,=  1. 

Die  Grenzbediiigungen  sind:  an  einem  freien  Ende  F=0,  il/=0', 
also  y"=  0,  y"'=^'i  an  einem  eingeklemmten  Ende  y  =  0,  ?/'=  0; 
an  einem  gestützten  Ende  y  =  0,  y"^  0. 

Das  zweite  Verfahren  zur  Aufstellung  der  Gleichungen  ist  die 
Lafirangesche  Variationsmethode  (vgl.  1  a).  Schliesst  man  der  Ein- 
fachheit halber  den  Fall  äusserer  Kräfte  aus  und  vernachlässigt  die 
rotatorische  Trägheit,  so  hat  man  ^°) 

i  i 

(81)  Jqc  ly.dydx  +  d  [  l  lJQ^\Ix}  =  0. 

0  0 

Das  übliche  Verfahren  führt  zu  der  Gleichung  (80)  und  zur  Grenz- 
bedingung 

aus  der  sich  die  Spezialfälle  ableiten  lassen. 

ß)  Um  die  freien  Scliwingungen  zu  finden,  setzt  man  in  (80) 
F=0  und  nimmt  y  mite*"'  proportional;  dann  ergiebt  sich  die 
Gleichung 

deren  allgemeine  Lösung  ist  ^^) 

(83)  y  =  Ä  cos  mx  -\-  B  sin  mx  -\-  C  cosh  mx  -\-  D  sinh  nix. 

Den  verschiedenen  möglichen  Grenzbedingungen  entsprechend  sind 
sechs  Hauptfälle  zu  betrachten;  am  interessantesten  sind  die  beiden 
Fälle,  wo  der  Stab  in  rr  =  0  eingeklemmt  und  in  x  =  l  frei  ist  bezw. 
wo  beide  Enden  frei  sind.    Für  den  eingeklemmt-freien  Stab  hat  man 

(84)  y  =  A  (cos  mx  —  cosh  mx)  -f-  -ß  (sin  mx  —  sinh  mx) 
mit  den  Bedingungen 


89)  EitUr,  Nov.  Comm,  Petrop.  17  (1773),  p.  449. 

90)  Lord  Bayleigh,  Phil.  Mag.   (4)   46   (1873),    p.  434;    Sound,    §  162    (die 
rotatorischen  Glieder  sind  hier  beibehalten). 

91)  D.  BernonUi  (1735);  L.  Euler,  Comm.  Acad.  Petrop.  7  (1740);  Methodus 
inveniendi,  Lausanne  1740. 
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.QP^  Ä  cos  ml -\- eoah.  ml  sinm  l -\- sinh  ml 

■'  B         sin  ml  —  Binhml  cos  wZ -|- cosh  mZ ' 

(lies  liefert  die  Periodengleieliuiig  ^^) 

(86)  cos7nl  cosh ml  -|-  1  =  0. 
Für  den  frei-freien  Stab  ergiebt  sieb 

(87)  y  ^  A  (cos  mx  -\-  cosb  mx)  -\-  5 (sin  mx  -\-  sinb  mx) 
mit  den  Bedingungen 

(QQ\  A.  COS niZ  —  cosh.  ml sin  wZ  —  sinhwZ 

■      ^  B  sin  TW Z -f- sinh  OT  Z  coswZ  —  cosh  »iZ' 

dies  liefert  die  Periodengleicbung 

(89)  cos  m  l  cosb  ni  l  ■ —  1  =0. 

Man  bezeichne  nun  mit  ni^,  m.^,  m^,  .  . .  die  Wurzeln  von  (86) 
oder  (89)  und  mit  ?<i,  u^,  ii.^,  ...  die  entsprechenden  Ausdrücke  für 
die  rechte  Seite  von  (84)  oder  (87)  (wo  für  Ä/B  der  durch  (85)  bzw. 

(88)  bestimmte    Wert    eingesetzt    ist).     Die    allgemeine    Lösung    des 
Problems  der  freien  Schwingungen  lautet  dann 

y  =  ^'i-^i  +  "2-^2  +  «3^3  H — ; 


wo  die  Konstanten  C^,  e^  willkürlich  sind  und  6^  mit  m^  wie  in  (82) 
verknüpft  ist.  Die  Funktionen  u^  sind  die  Normalfunktionen  ®^)  und 
d-^  die  Normalkoordinaten  des  vorliegenden  Problems.  Ausgedrückt 
in  den  -0-^  reduzieren  sich  die  kinetische  und  die  potentielle  Energie 
vermöge  der  Orthoo;onalitätsbedin>n.ino; 

l 

(91)  fu^ußx  =  0,     {r=^s), 

0 

auf  Quadratsummen.    Dieselbe  läßt  sich  aus  (82)  durch  ein  Verfahren 


92)  Die  Gleichungen  (85)  und  (88)  rühren  her  von  Eultr,  Methodus  in- 
veniendi  1740,  der  auch  die  Fälle  löste,  dass  beide  Enden  eingeklemmt  bezw. 
dass  beide  Enden  gestützt  sind.  Der  erstere  Fall  wird  gelöst,  wenn  man  für  y 
die  zweite  Ableitung  von  (87)  nimmt,  da  nach  (82")  die  entsprechenden  Grenz- 
bedingun^ien  erfüllt  sein  werden ;  die  Periodengleichung  ist  daher  von  der 
Form  (89);  Lord  Rayleigli,  Sound,  §  172.  Für  einen  beiderseits  gestützten  Stab 
hat  man  y  =  Cs,\nmx  mit  der  Bedingung  sinOTZ  =  0.  Betreffs  späterer  Unter- 
suchungen von  Eider  vgl.  H.  Burkliardt,  Bericht  §  29,  p.  360. 

93)  Ä.  G.  Greenhill,  Mess.  of  math.  16  (1886),  p.  115,  legt  dar,  dass  die 
Normalfunktionen  und  auch  die  Periodengleichung  sich  beträchtlich  vereinfachen, 
wenn  der  Anfangspunkt  der  .r-Koordinate  in  der  Mitte  des  Stabes  angenommen 
wird. 
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partieller  Integration  aljleiten^'*).  Lord  Bayleigh  hat  jedoch  gezeigt,  dass 
sie  natürlicher  aus  der  Variationsgleichuug  (81)  folgt,  wenn  ym\in^, 
dy  mit  n^  proportional  genommen  wird.  Aus  (!)0j  ergiebt  sich  die 
Beziehung 

(92)  fyu,dx  =  ^Ju^^dx, 

0  6 

die  zur  Bestimmung  von  C,  und  e^  aus  den  Anfangswerteu  von  y,  y 
dienen  kann  '*''). 

Die  kleineren  Wurzeln  der  Periodengleichungen  wurden  von 
T).  Bernoulli,  L. Euler,  G.Biccati^^)  und  S.  I).  Poisson^^)  berechnet'-'^*). 
Weitergehende  und  genauere  Rechnungen  haben  Ä.  ScebecJc^'')  und  Lord 
RayleigJi  ^'^)  angestellt.     Für   den   eingeklemmt-freien  Stab   findet  man 

ml/:i  =  0,59686  .  .  .,     1,49418  .  .  .,     2,00020  ...;...; 

die  Zahlen  nähern  sich  dem  Betrag  -^(2s —  1).  Für  den  frei-freien 
Stab  erhält  man 

wi?/jr  =  1,50562  ..  .,     2,49975...,     3,50001...;     .  .  .; 

die  Zahlen  nähern  sich  mit  wachsendem  s  dem  Betrag  -^ißa  -{-  1). 
Die  Frequenz  ist  in  jedem  Fall  dem  Quadrat  von  m  proportional, 
also   dem  Quadrat  der  Länge  umgekehrt  proportional  ^^). 

Der  CharaUer  der  NormalfunlUonen  u^  ist  von  verschiedenen 
Autoren  untersucht  worden  ^''*^).    Bei  der  langsamsten  Schwingung  des 


94)  S.  D.  Poisson,  Paris  Mem.  8  (18-29),  p.  357;  Mecanique  2,  §  5-24. 

95)  Lord  Bayleigh,  Sound,  §  164,  zeigt,  wie  sich  das  Integral  rechter  Hand 
berechnen  lässt.  Für  einen  Stab  mit  einem  freien  Ende  ist  der  Wert  desselben 
^/m,*,  wenn  «^  der  Wert  von  u^  am  freien  Ende.  Für  verschiedene  spezielle 
Anfangsbedingungen  sind  die  Rechnungen  in  §§  168—169  durchgeführt. 

96)  Verona  Mem.  di  mat.  e  fis.  (1782),  p.  444. 

96»)  Vgl.  auch  A.  Caucliy ,  Exerc.  de  math.  3  (1828)  =  Oeuvres  (2)  8, 
p.  312;  L.  Kavier,  Bull.  Soc.  philom.  1825,  p.  178. 

97)  Leipzig  Abb.  1  (1852),  p.  131;  Ann.  Phys.  Chem.  63  (1848),  p.  442. 

98)  Sound,  §  174;  einige  unbedeutende  Korrektionen  sind  in  der  2.  Aufl. 
angegeben. 

99)  Nach  dem  „Chladniach.en  Gesetz"  sollen  die  Frequenzen  der  verschie- 
denen Eigentöne  ungefähr  den  Quadraten  3-,  5-,  7*,  .  .  .  der  ungeraden  ganzen 
Zahlen  proportional  sein.  Poisson  (Fussnote  (94)),  bemerkte,  dass  das  Ver- 
hältnis der  kleinsten  Frequenzen  eines  Stabes  von  kreisförmigem  Querschnitt 
(rad.  =  a),  der  transversal  und  longitudinal  schwingt,  vom  Material  unabhängig 
und  gleich  3,561  a/Z  ist. 

100)  Die  Knoten  der  einfacheren  Schwingungen  eines  frei -freien  Stabes 
werden  in  grober  Annäherung  von  TJ.  BenwuHi  und  Eider,  genauer  von  G.  Biccati 
(Fussn.  96)  und  F.  Strehllce,  Ann.  Phys.  Chem.  27  (1833),  p.  505,  bestimmt;  ./.  Lissa- 
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frei-freien  Stabes  z.  B.  liegen  Knotenstellen  (y  =  0)  im  Abstand 
0,22418?  von  den  Enden,  und  die  Amplitude  der  Stabmitte  steht  zu 
den  Amplituden  an  den  Enden  im   Verhältnis  0,6078  :  1. 

Die  Querschwingungen  eines  Stabes,  der  mit  dem  Fremdkörper, 
von  dem  er  angestossen  wird,  vereinigt  bleibt,  sind  von  U.  de  Saint- 
Venant^^^)  und  genauer  von  M.  Fanetti^^'^)  untersucht  worden. 

y)  Den  Fall  der  erzivungenen  Schwinrjungen  haben  F.  Lippich  ^°^), 
H.  Valer'ms^^^),  E.  Grijmi^^^)  und  W.  Ehässer^^^)  behandelt.  Wird 
z.  B.  das  Stabende  x  =  l  gezwungen,  eine  Schwingung  von  der  Periode 

2  Tt 

und  der  Amplitude  a  auszuführen,  während  das  andere  Ende 
X  =  0  frei  ist,  so  bestimmt  sich  die  Lösung  durch  (82)  und  (83)  mit 
den  Bedingungen  y  =  a,  y'  =  0  für  x  =  l  und  y"  =  0,  y'"  =  0  für 
X  ^^  0.     Für  die  Konstanten  A,  B,  C,  D  ergeben  sich  die  Wei-te 

a  {cosml  -\-  cosh  mT) 


A  =  C 


2(1  -f-cos  ml  cosh  miy 


-p,         y-j  u{%\nml  —  sinh?wZ) 

5ä(l  ^  cos  wZ  cosh  wi) 

Die  Amplitude  wird  unendlich  gross,  wenn  1  -\- cosml  co^h. ml  =  0, 
d.  h.  wenn  die  eingeprägte  Periode  mit  der  Periode  der  Eigen- 
schwinerung  des  eingeklemmt-freien  Stabes  übereinstimmt.  Die  Knoten 
sind  in  diesem  Falle  dieselben  wie  bei  den  freien  Schwingungen  des 
eingeklemmt-freien  Stabes.  —  Ahnliche  Resultate  ergeben  sich  für  die 
erzwungenen  Schwingungen  eines  Stabes,  der  an  dem  einen  Ende 
X  =  0  eingeklemmt  ist,  während  das  andere  Ende  x  =  l  eine  vor- 
geschriebene Schwingung  ausführt. 

ö)  Dass  die  Theorie  der  Querschwingungen,  im  Gegensatz  zu  der 
der  Längsschwingungen,  sich  so  verwickelt  gestaltet,  hat  seinen  Grund 
in  der  Tatsache,  dass  es  keine  bestimmte  WdlengescIiivind'Kj'keit  für 
alle   Störungsarten    giebt  ^"'X     Die   Geschwindigkeit    der  Wellen    von 

jous,  Ann.  chim.  phys.  (3)  30  (1850),  p.  385,  untersuchte  die  Knotenverteilung  bei 
sämtlichen  sechs  Fällen  des  Eulerschen  Problems.  Eine  eingehendere  Unter- 
suchung betreffend  die  Normalfunktionen,  insbesondere  die  Knoten,  Wendepunkte, 
Bäuche  und  l'unkte  grösster  Krümmung  wurde  von  A.  Seebeck  (Fusbu.  97"*  an- 
gestellt. Unabhängig  von  ihm  wurde  das  Problem  behandelt  von  Lord  Enyleigh, 
Sound,  §§  177 — 181,  wo  Diagramme  von  den  einfacheren  Fonnen  gegeben  sind. 

101)  Clebsch- Saint -Venant,  Elasticite,  Note  du  §  Cl. 

102)  Torino  Atti  36  (1901),  p.  6. 

103)  Wien  Ber.  45-  (18(32),  p.  91  u.  Wien  Dcnkschr.  21  (1863\  p.  130. 

104)  Ann.  Phys.  Chem.  129  (186ö\  p.  308. 

105)  Ann.  ec.  norm.  (2)  2  (1873),  p.  357. 

106)  Ann.  Phys.  13  (1904),  p.  791. 
107^  Lord  Raylcigh,  Sound,  §  191. 
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einfachem  Typus  von  der  Länge  A  ergiebt  sich,  wenn  man  y=  (7^*(^-«0 
in  (79)  einsetzt: 

vernachläBsigt  man  rotatorische  Trägheit,  so  wird 


(94)  c  =  (f )' 


271/1 


Der  formale  Ausdruck  für  die  Schwingungen  in  einem  unendlich 
langen  Stabe  bei  willkürlich  gegebenen  Anfangsverschiebungen  wurde 
von  J.  B.  Fonricr  und  *S'.  D.  Poisson  ^°^)  aufgestellt. 

Den  Einfluß  rotatorischer  Trägheit  auf  die  Schwingungen  eines 
endlichen  Stabes  kann  man  nach  dem  in  Xr.  1  a  angedeuteten  Nähe- 
rungsverfahren  abschätzen  ^°^).  Es  ergiebt  sich,  dass  die  Korrektion 
für  die  Periode  von  der  Ordnung  x^/P  ist,  wie  auch  schon  aus  (^79) 
hervorgeht. 

e)  Die  Gleichung  der  Querschwingungen  eines  Drahtes,  der  einer 
dauernde  Spanming  T^  unterliegt,  ist  ^^^) 

(9o)  Qcoy  =  T,  J,  -  L  ./,  +  pcox^^,; 

sie  enthält  neben  (79)  auch  (4ö)  als  Grenzfall,  so  dass  hier  die  Theorie 
der  Saiten  an  die  Elastizitätstheorie  angeschlossen  ist. 

Die  Anwendung  auf  die  Ermittlung  des  Einflusses  der  Steifigkeit 
auf  die  Schwingungen  von  Klaviersaiten  ist  wegen  der  Unsicherheit 
bezüglich  der  richtigen  Endbedingungen  nicht  ganz  einfach.  Sieht 
man  die  Enden  als  fest  (aber  nicht  als  eingeklemmt)  an,  so  sind  die 
Normalschwingungen  vom  Typus: 

[  y  =  C(^"^s,in.s%xll, 
(96)  I      ,  _  s^    a'P  +  s-7t'-y^h^        -  _  ^1       7,2  _  ^ 

Mit  einer  Saite  lässt  sich  also  der  Draht  nur  dann  vergleichen,  wenn 
s(x/l)(h/a)   klein    ist  ^^^).     Vernachlässigt   man    rotatorische   Trägheit, 


108)  Bull.  Soc.  philomath.  1818.  Die  Glieder,  die  ■willkürlich  gegebenen 
Anfangsgeschwindigkeiten  entsprechen,  sind  von  Lord  RayJeigh,  Sound.  §  192, 
hinzugefügt. 

109)  Lord  BayUigh,  Sound,  §  186. 

110)  Eine  Gleichung  von  diesem  Typus,  jedoch  ohne  den  letzten  Tenn, 
■wTirde  von  A.  Seebeck  (Fussn.  97)  aufgestellt.  Obige  Form  rührt  her  von  A.  Clebsch, 
Elastizität,  p.  253.  In  der  von  W.  F.  Donkin,  Acoustics,  §  177,  und  Lord  BayUigh, 
Sound,  §  188,  erhaltenen  Form  ist  der  Koeffizient  von  dy-  fdx*  noch  mit  1  +  Ti  /Eax 
multipliziert.     Für  praktische  Zwecke  ist  der  Unterschied  unbedeutend. 

111)  A.  Clebsch,  loc.  cit. 


252     IV"  26.  H.  Lamb.    Schwingungen  elastischer  Systeme,  insbesondere  Akustik. 
SO  nimmt  das  Resultat  die  einfache  Form  an 

wo  6q,  6^  die  Werte,  die  6  bei   fehlender  Steifigkeit  bzw.  bei   fehlen- 
der dauernder  Spannung  annehmen  würde  "^). 

3  c.  Gerader  Stab  von  veränderlichem  Querschnitt.  Vernach- 
lässigt man  rotatorische  Trägheit,  so  lautet  die  Gleichung  "^j 

(97)  ,.S  =  ^^,(ig), 

oder  wenn  y  sich  wie  e^"'  verhält, 

Vorausgesetzt   ist,    dass    die    Hauptaxen   der  Querschnitte   in   zwei    zu 
einer  senkrechten  longitudinalen  Ebene  liegen. 

G.  KirchJwff  hat  gezeigt,  dass  diese  Gleichung  sich  leicht  inte- 
grieren lässt,  wenn  w  und  %^  durch  ganze  Potenzen  von  x  dargestellt 
werden.  Insbesondere  betrachtete  er  den  Fall  eines  keilförmigen 
Stabes,  dessen  Profil  (in  der  x,  y-Ebene)  ein  Dreieck  mit  sehr  spitzem 
Winkel  ist,  und  ausserdem  den  Fall  eines  Stabes  von  der  Form 
eines  spitz  auslaufenden,  nadelartigen  Kegels.  In  beiden  Fällen  ist 
angenommen,  dass  der  Stab  an  dem  breiteren  Ende  eingeklemmt,  am 
anderen  Ende  frei  ist^^*).  Die  Normalfunktionen  drücken  sich  durch 
Potenzreihen  aus,  in  denen  als  Veränderliche  der  Abstand  x  vom 
freien  Ende  auftritt;  diese  Reihen  stehen  in  enger  Beziehung  zu  den 
Besselschen  Funktionen,  so  dass  die  Periodengleichung  sich  numerisch 
losen  lässt.  Die  Frequenzen  sind  naturgemäss  beträchtlich  gi'össer 
als  die  für  die  entsprechenden  Schwingungen  eines  gleichförmigen 
Stabes,  dessen  Querschnitt  gleich  dem  am  breiten  Ende  ist. 

3d.  Schwingungen  eines  krummen  Stabes.  «)  Der  einfachste 
Fall  ist  der  eines   Stabes,    der   eine   ebene   Kurve   bildet  und  dessen 


112)  A.  Seebeck,  loc.  cit.    Die  Formel  ist  als  Savartsche  Regel  bekannt. 

113)  Dieselbe  folgt  z.  B  aus  der  Variationsgleichung  (81),  siehe  z.B.  Lord 
Bayleigh,  Sound,  §  187.  Hayleigh  bespricht  dort  auch  die  Anwendung  der 
Methoden  von  Sturvi  und  J.  Liouvüle  [II  A  7a,  Xr.  4  {M.  Böcher)]\  vgl.  hierzu 
auch  A.  Myller,  Diss.  Göttingen  190(5. 

114)  Berlin  Ber.  1879,  p.  815  =  Ges.  Abb.,  p.  ;539.  Der  Fall,  dass  der  erst- 
genannte prismatische  Stab  senkrecht  zu  der  Ebene  des  Dreiecks  schwingt,  ist 
behandelt  von  F.Meyer  zur  Capvllen,  Ann.  Phys.  33  1,1888),  p.  Gül;  der  von  letz- 
terem angestellte  Vorgleich  mit  einem  Sektor  aus  einer  symmetrisch  schwingen- 
den Kreisplatte  beruht  jedoch  auf  einem  Irrtum;  bei  letzterem  Problem  werden 
die  Kanten  eines  Sektors  von  Kräftepaaren  beansprucht. 
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Querschnitt  zur  Ebene  dieser  Kurve  symmetriscli  ist.  Die  wichtigste 
Modifikation  i^ejrenüber  den  früheren  Eutwicklunsen  bedeutet  die 
Annahme,  dass  das  Biegungsmoment  der  Änderung  der  Krümmung 
proportional  ist. 

Bei  einem  (jleichf"örmi(jen  Kroisring  kann  man  die  Normal- 
schwinguligen  folgendermassen  einteilen.  Es  seien  u,  v  die  radiale 
bzw.  die  tangentiale  Verschiebung  in  der  Ebene  des  Ringes  und  0  die 
Winkelkoordinate.    Man  hat  dann  erstens  die  Biegungsschwingungen^^^) 

{  u  =  A  cossde''^',     V  = sinsöe"", 

'^^^^  1  ^2_^Vziir-^^     (.-2  3  4       ) 

WO  u,  V  der  Bedingung  verschwindender  Dehnung  u  -\-  dv/c6  =  0, 
genügen.     Zweitens  hat  man  die  Dehnimgsschwingungen  ^^®) 


(100) 


u=  ^  cos  sde^"'      V  =  B  sin  söe'"', 
s  '  ' 


Die  Biegungsschwingungen  eines  kreisförmigen  Stabes  mit  freien 
Enden  in  seiner  eigenen  Ebene  lassen  eine  angenäherte  Lösung  zu, 
■wenn  die  Gesamtkrümmung  klein  ist.  Zieht  man  einen  geraden  Stab 
zum  Vergleich  heran,  so  besteht  der  Einfluss  der  Krümmung  in  einer 
Verkürzung  der  Periode  und  (bei  der  langsamsten  Schwingung)  in 
einem  Heranrücken  der  Knoten  an  den  Mittelpunkt  um  gewisse  kleine 
Strecken,  die  dem  Quadrat  der  Krümmung  proportional  sind  ^^'^). 

/3)  Sind  die  Verschiebungen  eines  krummen  Stabes  nicht  auf  die 
ursprüngliche  Ebene  des  Stabes  beschränkt,  so  gestaltet  sich  die 
Theorie  insofern  verwickelter,  als  ausser  der  Biegung  auch  Torsion 
in  Betracht  kommt.  Ist  w  die  Verschiebung  senkrecht  zu  der  ge- 
nannten Ebene,  so  hat  man  ein  System  von  Schwingungen,  die  vor- 
wiegend den  Charakter  von  Biegungsschwingungen  besitzen  ^^^) : 

IM  =  0,     V  =  0,     w  =  A  cos  s6e'"', 
s*  -j-  1  -|-  r]   a^    9  '      ^  '     '     '         " 

WO  Xj  der  zweite  Trägheitsradius  des  Querschnitts  und  y\  die  Poisson- 


115)  H.  Hoppe,  J.  f.  Math.  73  (1871),  p.  158.    Die  Theorie  wurde  vereinfacht 
von  Lord  Bayleigh,  Sound,  §  233. 

116)  A.  E.  B.  Love,  Elasticity,  1.  Aufl.,  §  305. 

117)  H.  Lamb,  London  Math.  Soc.  Proc.  19  (1888),  p.  365. 

118)  J.  H.  Michell,  Mass,  of  math.  19  (1889),  p.  68. 

Encyklop.  d.  math.  Wissensch.     IV  2,  n.  17 
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sehe  Konstante.  Ausserdem  treten  Schwingungen  auf,  die  im  Wesent- 
lichen sieh  als  Torsionsschwingungen  kennzeichnen,  für  die  ^^^) 

(102)  (j^  =  (.s-^+l  +  7j)^„     (s  =  0,1,2,...). 

y)  Die  allgemeine  Tlieorie  von  Hause  aus  krummer  Stiibe  ist  von 
J.  H.  MichelV^^),  A.  B.  Basset  ^^^)  und  Ä.  E.  H.  Love^^'>)  Ijehandelt 
worden.  Insbesondere  ist  die  Theorie  von  Wellen  auf  einem  Draht 
von  der  Form  einer  Schraubenlinie  von  MicJiell^^^)  und  ausführlicher 
von  Love^^^)  entwickelt  worden.  Wenn  die  Schraubenlinie  sehr  flach 
verläuft,  so  ergeben  sich  ähnliche  Verhältnisse  wie  beim  kreis- 
förmigen Ring. 

4.  Schwingungen  von  Membranen,  a)  Die  ideale  Membran  der 
Theorie  ist  eine  materielle  Fläche  von  der  Beschaffenheit,  dass  die 
Spannung,  die  auf  ein  in  ihr  liegendes  Linienelement  wirkt,  stets  in 
die  Tangentialebene  fällt.  Für  eine  ebene  Membran  lautet  die  Glei- 
chung der  Querschwingung 

(103)  Q  ^■':  =  P^  +  2qI'1  +  i?l^, 

wo  P,  Q,  B,  drei  Funktionen,  die  die  Spannung  im  Punkte  {x,  y)  in 
der  Ebene  der  Membran  kennzeichnen;  P,  B  sind  nämlich  die  Xor- 
malspannungen  auf  die  Linienelemente  dy,  dx,  und  Q  ist  die  Schub- 
spannung. Man  erhält  die  Gleichung  entweder  durch  direkte  Be- 
rechnung der  Wirkung  der  an  einem  Massenelement  gdxdy  an- 
greifenden Spannungen  ^--)  oder  durch  ein  Näherungsverfahren  aus 
den  allgemeinen  Gleichujigen  der  Elastizität,  indem  man  die  Membran 
als  Grenzfall  einer  dünnen  Platte  behandelt  ^-^). 

Ist  die  Spannung  gleichförmig,  so  sind  die  Koeffizienten  P,  Q,  B 
konstant,  und  man  kann  die  Gleichung  durch  Einführimg  neuer  Ko- 
ordinaten auf  die  Form  bringen 

(104)  p  -5-j-  =  P  — -,  4-  B  ^  ,  • 


119)  London  Math.  Soc.  Proe.  23  (1892),  p.  105. 

120)  Elasticity,  1.  Aufl.,  c.  18;  2.  Aufl.,  c.  21. 

121)  Cambridge  Phil.  Soc.  Trans.  18  (1900),  p.  364. 

122)  Euler,  Nov.  Comm.  Petrop.  10  (1766),  p.  243,  leitete  die  Gleichung  für 
den  Fall  P==coust.,  <;>  =  0,  i?  =  const.  ab;  ebenfalls  S.  D.  Poissoii,  Paris,  Mem. 
8  (1829),  p.  611.  Die  allgemeine  Form  wurde  von  G.  Lame,  I^lasticite,  9me  Icfon, 
gegeben. 

123)  S.  D.  Foissofi,  Paris  Mem.  8  (1829),  p.  357;  G.  Kirchhoff',  Mechanik. 
Kap.  30;  A.  Clcbsch,  Elastizität,  §  79,  berücksichtigt  auch  Steifigkeit  und  rota- 
torische Trägheit.    Vgl.  auch  lY  25,  Nr.  14  (0.  Tidom-A.  Thnpc). 


4,  Bchwiiif^iingcn  von  Membranen.  255 

Im  Falle  isotroper  Spunnuiij^  (7'j  ist  F  =  li,  und  man   hat  dalwr  die 
Gleichung 


die  sich  leicht  direkt  ableiten  lässt '^)^^^). 

ß)  Um  die  Normalschivingungen  einer  gleichraässig  gespannten 
Membran  mit  fester  Begrcnsumj  zu  finden,  setzt  man  einen  Zoit- 
faktor  e""  an.  Man  hat  dann  eine  Funktion  w  zu  bestimmen,  die  auf 
der  Membran  der  Gleichung 

^«•6)  S  +  I'f +  '••'»■  =  0.     '^^  =  V.'. 

genügt  und  auf  dem  Rande  verschwindet.  Es  läßt  sich  analytisch 
beweisen,  daß  Lösungen  nur  für  eine  Reihe  diskreter  Werte  von  k 
möglich  sind,  die  die  entsprechenden  Werte  von  6  bestimmen  fll  A  7  c, 
Nr.  9,  A.  Sommerfeld).  Im  übrigen  vergleiche  über  die  Gleichung  (106) 
die  Monographie  von  Fr.  PocJcels. 

Die  Zahl  der  tatsächlich  gelösten  Fälle  ist  ziemlich  klein.  Für 
eine  rechtecldge  Memhran,  die  von  den  Geraden  x  ^  0,  a\  y  =  0,  b 
begrenzt  ist,  hat  man  ^^^) 

(  ,        .     mx    .     sny  „  99/'"*!     •''■*\ 

(107)  I    ^  =  ^-^^^"a    ^^^  V'      '^    =  ^  ^    (o-^  +  feO 

1  (r,5=l,2,3,...). 

Den  Werten  r  >  1  entsprechen  Knotenlinien  parallel  zur  Seite  h, 
und  den  Werten  S  >  1  entsprechen  Knotenlinien  parallel  zu  a.  Sind 
a\  h^  inkommensurabel,  so  sind  dies  die  einzigen  Knotenlinien,  und 
die  Frequenzen  der  Norraalschwingungen  sind  sämtlich  von  einander 
verschieden.  Sind  aber  a^,  h~  kommensurabel,  so  können  einzelne  von 
den  Normalschwingungen  durch  Zusammenfallen  der  Periodenwerte 
(Nr.  la)  unbestimmt  werden;  die  Knotenlinien  können  dann  sehr 
verschiedenartige  Formen  annehmen  ^^'^). 


124)  Die  Frage,  durch  welche  Substitutionen  Q^  =  Q^{x,y,t),  Qi=Qi{oc,y,  t), 
Pjj  ==  Q^(x,  y,  t)  die  Gleichung  (105)  in  eine  nur  von  zwei  Parametern  q^,  q^  ab- 
hängende Form  übergeführt  werden  kann,  ist  untersucht  von  G.  Bisconcini,  Roma 
Acc.  Line.  Rend.  (5)  12  ^  (1903  ,  p.  385. 

125)  Lord  Rayleigh,  Sound,  §  194. 

126)  S.  D.  Poisson,  loc.  cit.  Die  Normalfunktionen  in  (107)  besitzen  die  ge- 
wohnte Orthogonaleigenschaft.  Ein  Beispiel  für  die  Bestimmung  der  Koefli- 
zienten  bei  gegebenen  Anfangsbedingungen  giebt  Lord  Bayleigh,  Sound,  §  19(j. 

127 )  Im  Falle  eines  Quadrats  (a  =  h)  z.  B.  kann  man  durch  Llaerlagerung 
der  Schwingungen  r  =  1 ,  6  =  2  vmd  r  =  2 ,  s  =  1  eine  Diagonale  als  Knoten- 
linie  erhalten.    Die  Schwingungen  r  =  3,s=lundr=l,s  =  3  sind  zusammen 

17* 
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Die  Normalschwingungen  einer  Membran,  deren  Rand  ein  gleich- 
sclienldiges  rechtwinkliges  Dreieck  ist,  sind  sämtlich  in  denen  einer 
quadratischen  Membran  enthalten  ^-*j. 

Die  Theorie  der  kreisförtnigen  Meynhran  erfordert  die  Einführung 
von  Polarkoordinaten  (r,  6).     Man  hat  dann 

(108)  _^  +  __  +  __,  4-  Fe,  =  0; 

hieraus  ergiebt  sich,  wenn  w  sich  wie  cos  (wo  -f-  a)  verhält,  die 
Gleichung 

(109)  |!j:  +  i|^  +  (;,__;;)..^o 

d.  h.  die  Differentialgleichung  der  .Besse/schen  Funktionen  (11  A  lU, 
Nr,  44,  Ä.  Wangerin).  Die  Normalschwingungen  einer  Membran,  die 
von    einem    Kreise   r  =  a    begrenzt    wird,    sind    demgemäss    gegeben 

durch 

w  =  J„(kr)  cos  (nö  -|-  a),     J„(ka)  =  0. 


^^^^^  [  (n  =  0,1,2,3,...). 

Die  jBe^se/schen  Funktionen  „zweiter  Art",  die  im  Falle  einer  ring- 
förmigen Membran  Anwenduncr  finden  würden,  sind  hier  durch 
die  Bedingung,  dass  tv  für  r  =  0  endlich  sein  muss,  ausgeschlossen. 
Die  Orthogonalitätsbedingung  der  Xormalfunktionen  in  (110)  nimmt 
die  bekannte  Form 

a 

(111)  fj,{kr)J„{rr)rdr  =  0 

0 

an^-^),  wo  /.-,  k'  irgend  zwei  verschiedene  Wurzeln  von  Jjka)  ^  0. 
Mittels  dieser  Relation  kaim  mau  in  der  üblichen  Weise  zeigen,  dass 
die  Wurzeln  sämtlich  reell  sind.  Im  Falle  der  zentrischen  Symmetrie 
(n  =  0)  ^^°)  sind  die  Wurzeln  gegeben  durch 


gleichwertig  mit  einer  Schwingung,  deren  Knotenlinieu  die  Diagonalen  sind,  und 
einer  anderen,  bei  der  ein  symmetrisches  Oval  die  Knotenlinie  darstellt.  Die 
Untersuchung  derartiger  Fälle  ging  aus  von  5.  D.  Poiss&n,  loc.  cit.,  und  wurde 
erweitert  von  G.  Lame,  Elasticite,  lOme  le9on;  B.  Bietnann-H.  Weber,  Part. 
DiflF.gl.,  §  94;  0.  Weber,  S.-A.  Gedächtnisfeier  d.  Gymn.  Zittau  1903,  p.  1;  vgl. 
Lord  Bayleigh,  Sound,  §  197. 

128;  Lord  Bayleigh,  Sound,  §  l'.»9.  Der  Fall  des  gleichseitigen  Dreiecks  wurde 
gelöst  von  G.  Lame,  Elasticite,  10 me  le9on;  vgl.  F.  Pockeh,  Au  -\-k*u  =  0, 
p.  148. 

129)  Der  direkte  Beweis  mittelst  der  Variationsgleichimg  findet  sich  bei 
Lord  Bayleigh,  Sound,  §  203. 

i;^0)  Dert^elbe  wurde  erledigt  von  S.  7).  Poisson,  loc.  cit.,  der  die  ungefähren 
Werte  der  beiden  ersten  Wurzeln  berechnete 
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Aa/;r  =  0,7655,     1,7571,     2,7546,     .  .  .; 

die  Zahlen  konvergieren  gegen  die  Grösse  s  —  \.  Für  die  zweite, 
dritte,  .  .  .  Nornialschwingung  geben  die  kleineren  Wurzelwerte,  gleich 
Icrjn  gesetzt,  die  Radien  r  der  Knotenkreise  an.  Für  w  >  0  hat 
man  als  Knotenlinien  n  unter  gleichen  Winkeln  sich  kreuzende 
Durchmesser  und  eventuell  eine  Reihe  konzentrischer  Kreise.  Für 
n  =  \  hat  man 

;va/jr  =  1,2197,     2,2330,     3,2383,     .  .  ., 

diese  Zahlen  konvergieren  gegen  die  Form  s  -\-  \.  ^'^) 

Die    Normalschwingungen    eines    Kreissektors   werden    gleichfalls 

durch  (110)  dargestellt,  vorausgesetzt,    dass  n  (jetzt  nicht  notwendig 

ganzzahlig)  in  geeigneter  Weise  bestimmt  wird.    So  muss  sin  na  =  0 

sein,  wenn  6  =  0,  6  =  a  die  Grenzradien  sind  ^^^). 

Es  sei  noch  bemerkt,  dass  die  allgemeine  Lösung  der  Gleichung 

(105)  für  den  Fall  zentrischer  Symmetrie,  wo  sie  die  Gestalt 

annimmt,  von  S.  D.  Poisson'^^^)  in  folgender  Form  erhalten  wurde: 
(113)  w  ==  j  f[^ct  -\-  r  cos  u3)da  -f-  j  F[ct  -\-  r  cos«)  lg  (r  cos^  C3)dc3\ 

0  0 

hierin  bedeuten  /'  und  F  willkürliche  Funktionen.  Das  zweite  Inte- 
gral muss  wegfallen,  wenn  in  dem  Bereich,  für  den  (112)  angenommen 
wird,  der  Koordinatenanfaugspunkt  liegt. 

In    der    Dynamik    einer    unendlich    ausgedehnten    Membran    und 
anderen    analogen   Problemen   zweidimensionaler  Wellenbewegung   ist 


131)  Allgemeine  Ausdrücke  für  die  Wurzeln  von  J^ ,  J^  in  Reihenform  wurden 
gegeben  von  G.G.Stokes,  Cambridge  Phil.  Soc.  Trans.  9  (1850),  p.  166  =  Papers  2, 
p.  329.  Das  Verfahren  ist  dann  erheblich  ausgedehnt  von  J.  Mc  Mahon,  Ann.  of 
math.  0  (1894),  p.  23.  Eine  Zusammenstellung  von  numerischen  Ergebnissen 
bezüglich  der  Normalschwingungen  giebt  A.  Bourget,  Ann.  ec.  norm.  3  (1866), 
p.  55. 

132)  Lord  Bayleigh,  Sound,  §  207.    Der  Fall  a^27t  ist  besonders  einfach; 

weil   die  Funktionen  J^ ,  J^,  .  . .  sich   in  endlicher  Form  ausdrücken  lassen;   so 

IT      ^ 
ergeben  sich   die  Xormalschwingungen   einer  kreisförmigen  Membran,   von   der 
ein  Radius  festgehalten  wird. 

133)  J.  ec.  polyt.  12  (1821),  p.  227.  Die  Bewegung  einer  kreisförmigen  Mem- 
bran, die  gegebenen  Anfangsbedingungen  entspricht,  wurde  untersucht  von  F.  Pa- 
gani,  Corresp.  math.  et  phys.  5,  6  ',1829 — 30).  .  Ein  einfacher  Fall  ist  von  Lord 
Bayleigh,  Sound,  §  204,  behandelt. 
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eine  bequemere  Lösungsform  ^^) : 

(113')       27itv  =   f  f(t cosh  h)  du  -\-  f  Fit  -\ cosh  u\(lu. 

0  0 

Der  erste  Term  repräsentiert  ein  nach  aussen  laufendes  Wellensystem, 
das  durch  eine  Quelle  f(t)  im  Anfangspunkt  erzeugt  wird'^''). 

Die  Normalschwinguugen  einer  Membran,  die  etwas  von  der 
Kreisform  abweicht,  sind  von  Lord  Rayleigh^^^)  nach  dem  in  Nr.  la 
angedeuteten  Näheriingsverfahren   behandelt. 

Man  hat  versucht,  die  Normalschwingungen  von  Membranen  von 
allgemeinerer  Form  unter  Benutzung  rechtwinkliger  krummliniger  Ko- 
ordinaten I,  rj  abzuleiten.  Eine  der  Kurven  v/  =  const.  falle  mit  der 
vorgelegten  Randkurve  zusammen.     Setzt  man 

(114)  x  +  iy  =  f(i  +  ir^), 

so  nimmt  die  Gleichung  (106)  die  Form  an: 

<"S)       l^>0+*M(l-i)^+(lf)T'— 0. 

Im  Fülle  elliptischer  Koordinaten 

X  -\-  iy  =  c  cos  (1  -f-  /?;) 
kann  man  eine  Lösung  in  der  Form 

u-  =  9>(l)  •  yXn) 

erhalten;  es  zeigt  sich,  dass  bei  einer  elliptischen  Membran  die 
Knoteulinien  aus  konfokalen  Ellipsen  und  Hyperbeln   bestehen  '^' ). 

Eine  andere  Anwendung  der  Gleichung  (11;'))  hat  E.  J.  Bouth^^^) 
gegeben.  Letztere  lässt  sich  auffassen  als  Gleichung  einer  schwingen- 
den Membran,   die   der   (|,  7/)-Ebeue   angehört   und   deren  Dichte  mit 


134)  H.  Lamb,  London  Math.  Soc.  Proc.  35  (1902),  p.  141.  Siehe  auch 
T.  Levi-Civita,  Nuovo  Cim.  (4)  6  (1897);   V.  Volterra,  Acta.  math.  18  (1894). 

135)  PjS  ergiebt  sich,  dass  das  Welleusystem,  wie  es  durch  einen  vorüber- 
gehenden Impuls  erzeugt  wird,  nach  hinten  nicht  ebenso  scharf  wie  nach  vom 
begrenzt  ist;  es  hat  eine  unendlich  ausgedehnte  „Schleppe".  Dies  bildet  einen 
Zwischenfall  zwischen  eindimensionalen  Wellen  (wie  auf  einer  unendlich  langen 
Saite)  und  den  kugelförmiii^en  Schallwellen  (vgl.  Nr.  Ob);  H.  Lamb,  loc.  cit. 

136)  Sound,  §  209. 

137)  E.  Mathicn,  J.  de  math.  13  (1868),  p.  137  ;  vgl.  F.  Pockeh,  Au  -\-  k' u  =  0. 
Der  Fall  parabolischer  Begrenzung  wurde  behandelt  von  H.  Weber,  Math.  Ann.  1 
(1869),  p.  1;  Part.  Diff.gl.  2,  p.  267.  J.  H.  Miehell,  Mess.  of  matb.  19  1^1890), 
p.  83,  zeigt,  dass  von  krummlinigen  Koordinaten  allein  die  elliptischen  eine 
Lösung  von  der  olicn  angegebenen  Form  zulassen. 

138)  London  Math.  Soc.  Proc.  12  1,1881),  p.  73. 
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(cxjd^y  -\-  {cy/c^y  proportional  ist.  Aus  jeder  bekannten  Noi-nial- 
schwiiigung  einer  lioniogeiieii  Mouil)rau  lässt  sich  deiniiuch  eine 
Normalschwingung  einer  bestimmten  Membran  von  ungleicher  Dichte 
ableiten;  überdies  zeigt  sich,  dass  die  Massen  entsprechender  Flächeu- 
stücke  in  einem  gewissen  konstanten  Verhältnis  zu  einander  stehen. 
Das  Verfahren  gestattet  jedoch  nicht  die  Bestimmung  des  vollstiindigen 
Systems  der  Schwingungen  der  transformierten  Membran  ^^^). 

y)  Der  Fall  eines  Membran  von  konstanter  Dichte,  deren  Haupt- 
spamnmfien  (jlcicliförniifi,  aber  voneinandir  verscJdcdcn  sind,  lässt  sich 
auf  den  Fall   isotroper   Spannung   zurückführen.     Setzt  man  in  (104) 

x  =  x'yP,     ij  =  tj'yR, 

so  kommt  die  Gleichung  auf  den  isotropen  Typus  (105)  zurück;  die 
Form  des  Randes  wird  jedoch  geändert,  eine  kreisförmige  Begrenzung 
2.  B.  geht  in  eine  elliptische  über.  Die  Methode  rührt  her  von 
H.  Hehnlioltz  und  wurde  von  ihm  bei  der  Untersuchung  der  er- 
zwungenen Schwingungen  einer  Membran  angewendet,  die  von  zwei 
unter  spitzem  Winkel  sich  schneidenden  Geraden  begrenzt  wird^^°). 
d)  Es  ist  noch  zu  bemerken,  dass  durch  ein  Netz  gespannter  Fäden, 
die  in  den  Schnittpunkten  mit  gleichen  Massenpunkten  belastet  sind, 
eine  Herrichtung  entsteht,  die  zu  einer  Membran  in  derselben  Be- 
ziehung steht,  wie  Lagranges  belasteter  Faden  (Nr.  2c)  zu  einer 
Saite  1^^). 


lo9)  Fälle  geringer  Dichteänderung  lassen  sich  einfacher  mittelst  der 
Mayhighschen  Näherungsmethode  behandeln;  siehe  Sound,  §  208. 

140)  Verh.  d.  naturhist.-med.  Vereins  zu  Heidelberg  5  (1869),  p.  33  =  Wiss. 
Abb.  2,  p.  582;  Tonempfindungen,  3.  Aufl.  (1870),  Beil.  XL  Es  wird  vorausgesetzt, 
dass  die  Spannung  in  Richtung  der  Mittellinie  klein  ist  gegen  die  in  senkrechter 
Richtung;  es  wird  auch  ein  Reibungsglied  eingeführt.  Wirkt  ein  periodischer 
Druck  von  gegebener  Frequenz  auf  die  Membran,  so  bleibt  die  Erregung  merk- 
lich auf  die  Stelle  beschränkt,  wo  die  Breite  mit  der  Spannung  so  verknüpft  ist, 
dass  die  entsprechende  freie  Periode  einer  gleichgespannten  Saite  von  dieser 
Länge  nahezu  mit  der  eingeprägten  Periode  übereinstimmt.  Die  Untersuchting 
hängt  zusammen  mit  der  Vorstellung  von  der  Konstitution  der  membrana  basi- 
laris  des  Ohrs  und  ihrer  Funktion  bei  der  Beurteilung  der  Tonhöhe. 

141)  E.  J.  Routh,  London  Math.  Soc.  Proc.  15  (1884),  p.  231.  Sind  die  Ma- 
schen einander  gleich  und  rechteckig  und  die  Spannungen  umgekehrt  proportional 
der  Länge  der  Seiten,  in  denen  sie  wirken,  so  hat  man  das  Analogon  zur  iso- 
tropen Membran.  In  einem  unendlichen  Netze  dieser  Art  hängt  die  Wellen- 
geschwindigkeit bis  zu  einem  gewissen  Grade  von  der  Periode  und  der  Richtung 
der  Wellenbewegung  ab;  überschreitet  die  Frequenz  eine  gewisse  Grenze,  so 
wird  Wellenbewegung  unmöglich.  Verringert  man  andererseits  die  Frequenz,  so 
strebt  die  Wellengeschwindigkeit  einem  bestimmten,  von  der  Richtung  un- 
abhängigen Grenzwert  zu. 
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5.  Schwingungen  von  Platten  und  Schalen. 

5  a.  Dehnungsschwingungen  einer  gleichrörmigen  Platte.  Die 
Theorie  der  Schwingungen  einer  Platte  in  ihrer  eigenen  Ebene  wurde 
von  aS*.  D.  Poisson^^)  und  Ä.  L.  Cauchy^*'^)  begründet.  Die  2-Axe  sei 
normal  zur  Platte;  die  Annahme  ist  dann,  dass  die  Spannungen 
P  z}  P  2}  Pzz  verschwinden  und  dass  die  übrigen  Spannungen  von  z 
unabhängig  sind.  Sind  u,  v  die  Verschiebungskomponenten,  so  gilt 
danach  für  isotropes  Material  ^^^) 


1  /cu    .        dv\ 


^  ^  4(;.  +  ft)^ 
(116)  \P^y  =  f'[ry  +  d^l'  __j 


Demgemäss  ergeben  sich  folgende  Gleichungen^*^); 

d^u         t   c   /du    ,    dv\  c   /dv         du\ 

Q 
(117) 


d^u j   c   /du  .    dv\             c   /dv  du\ 

"  dt*  dx  \dx  '    cy/        ^  cy  \cx        cyj' 

d^v  .    d_  /QU  .    dv\     .         d_  /dv^ du\ 

^  dt^  dy  \dx  '"  dy/  ~^  ^  dx  \cx        dy) 

Wenn  die  Platte  von  einer  zylindrischen  Fläche  begrenzt  ist, 
deren  Erzeugende  zur  ^;-Axe  parallel  sind,  so  sind  die  auf  den  Rand 
wirkenden  Spannungskomponenten  pro  Flächeneinheit  gegeben  durch 

Pxx  cos  e  +  p^y  sin  ö,    p^y  cos  6  +  p^^  sin  ö. 

wo  6  die  Neigung  der  nach  aussen  gerichteten  Normale  zur  a:-Axe. 
Die  Bestimmung  der  Normalschwingungen  einer  Kreisplatte  ist 
von  A.  Clebsch  ^'^^)  in  Polarkoordinaten  durchgeführt.  Der  Fall  der 
zentrischen  Symmetrie  war  bereits  von  S.  D.  Poisson  ^^)  behandelt. 
Schreibt  man  u  =  Rx/r,  v  =  Ry/r,  so  erhält  man 


(118)  »-f  =  ^(?'|  +  l««_J,B) 

^        ■'  dr  Q   \cr'     '     r    er         r*      / 

mit  der  Randbedingimg  P  =  0  oder  rP/cr  -\-  rjP/r  =  0,  je  nachdem 


142)  Exercices  de  math.  3  (1828),  p.  328  =  Oeuvres  (2),  7. 

143)  Ihrer  allgemeinen  Form  nach  bleiben  die  Gleichungen  für  nicht-isotrope 
Platten  bestehen,  vorausgesetzt,  dasa  V)ezüglich  der  zu  den  Plattenseiten  parallelen 
Ebenen  elastische  Symmetrie  herrscht. 

144)  In  dieser  Form  sind  sie  aufgestellt  von  A.  Chhsch,  Elastizität,  p.  309. 
Vgl.  auch  die  Darstellung  in  IV  25,  Nr.  14  c  (0.  Tedone-A.  Timpe)  für  den  Fall 
der  „Reckung"  einer  Platte.  PoissonB  Formeln  stützen  sich  auf  die  Annahme 
X  =  (i,  wonach  /j  =  i  . 
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(1er  Rand  fest  oder  frei  ist.      Die  Lösuiif^  ist 

(119)  Ii=  CJ^  {m  r)  e " ' ,     m^  =  a^Q/A, 

wo  Jj  die  JBesselsche  Funktion  ist  und  die  Werte  von  m  bezüglich 
durch 

(120)  Ji{ma)  ^  0     oder     maJi{ma)-\-'t]Jy(ma)  =  0 

bestimmt  sind,  wenii  a  den  Radius  bezeichnet"^). 

Bemerkenswert  ist,  dass  bei  allen  Dehnungsschwiugungen  die 
Frequenz  von  der  Plattendicke  unabhängig  ist. 

5  b.  Biegungsscliv<ringungen  einer  Platte.  ^*^'')  «)  Viel  wichtiger 
ist  vom  physikalischen  Standpunkt  die  Theorie  der  Querschwingungen. 
Die  ISeweyungsgleichung  wurde  von  Poisson^^)  und  Cauchy^^^)  für 
den  Fall  isotropen  Materials  aus  den  allgemeinen  Gleichungen  der 
Elastizität  und  der  Hilfsannahme  abgeleitet,  dass  die  Formänderungen 
dem  Abstand  von  der  Mitteltläche  proportional  sind. 

G.  Kirchhoff  ^^'^)  nimmt  zum  Ausgangspunkt  seiner  Untersuchung 
den  Ausdruck  für  die  potentielle  Energie 

(121)    w^^  ^p^ffi^ + ^ + .;.)  ''^^y> 

wo  1/qi,  1/()2  fliö  Hauptkrümmungen  der  gebogenen  Platte  und  h  die 
halbe  Plattendicke;  derselbe  gründet  sich  auf  eine  ähnliche  Annahme 
wie  die  der  Poissowschen  Theorie. 

Beim  Verfahren  von  Thomson-Tait^^^)  wird  die  direkte  Annahme 
gemacht,  dass  im  deformierten  Zustand  das  Biegungsmoment,  das  auf 
ein  Element  einer  Krümmungsliuie  wirkt,  diese  Linie  zur  Axe  hat 
und  dass  der  auf  die  Längeneinheit  der  beiden  Krümmungslinien  be- 
zogene Betrag  der  Biegungsmomente  gegeben  ist  durch 

^/,3(l  +  iL)     bzw.     Bh'i^  +  ^). 


145)  S.  D.  Poisson  führt  die  Funktion  Jj  in  Form  eines  bestimmten  Inte- 
grals ein,  entwickelt  sie  aber  nachher  in  eine  Reihe.  Er  berechnet  (nicht  gerade 
sehr  genau)  die  beiden  ersten  Wurzeln  von  jeder  der  Periodengleichungen  (120) 
unter  der  Voraussetzung  rj  =  }. 

145")  Vgl.  auch  hierzu  die  ausführlichere  Darstellung  der  „Biegung"  der 
Platten  in  IV  25,  Nr.  14  b  und  14  c  (0.  Tedone-A.  Ttmpe). 

146)  loc.  cit.  In  den  Exerc.  de  math.  4  (1829)  untersucht  Caiichy  den  Fall  einer 
äolotropen  Substanz.  Die  Gleichungen,  zu  denen  er  gelangt,  ähneln  denjenigen, 
die  Thomson-Tait  (siehe  Fussnote  149)  für  diesen  Fall  aufgestellt  haben. 

147)  J.  f.  Math.  40  (1850),  p.  51   =  Ges.  Abb.,  p.  237. 

148)  Nat.  Phil.  §  642. 
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Hier  sind  B,  r^  elastische  Konstanten,  die  durch 

3     ;. +  2ii  '       ^  2(i  +  ;i) 

definiert  sind.  Diese  Formeln  beziehen  sich  auf  eine  Platte  aus  iso- 
tropem Material.  Der  allgemeinere  Fall  einer  äolotropen  Platte  wird 
gleichfalls  von  Thomson-Tait^^^)  behandelt. 

Bei  einem  anderen  Verfahren  werden  die  auf  einen  Normalschnitt 
der  Platte  wirkenden  Kräftepaare  unmittelbar  auf  Grund  gewisser 
Annahmen  über  die  angenäherte  Xatur  der  Deformation  berechnet. 
Wenn  nämlich  G^^,  G^  die  Komponenten  des  Kräftepaares,  das  auf 
ein  Linienelement  dy  pro  Längeneinheit  wirkt,  und  G^^,  G^^  die 
Kräftepaare  bedeuten,  die  auf  ein  Element  dx  wirken,  so  hat  man^'°) 

(^..  =  (!  —  '?)  BJ''  ^^  =  —  G^vv, 
XX        \  ij  cxoy  yj'' 

xy  \(;x-     '     '  cy-J  '■"'  \cy^    '     '  cxV 

wo  w  die  zur  Ebene  der  Platte  normale  Verschiebunsj. 

Die  Bewegungsgleichung  ergiebt  sich  aus  Formel  (121)  durch 
Anwendung  des  Variation sverfahrens  von  Layrange^^''^  oder  aus  den 
Ausdrücken  für  die  Biegungsmomente  bei  Berücksichtigung  der  in 
der  Richtung  der  Normale  wirkenden  Schubspannungen  ^^^)  ^^*J  in 
folgender  Form 

{122)  2Q'-^^Bh-'A'-u-  =  ü, 

wo  A  =  c^/cx^  -{-  c-jcy^. 

Die  Bandhedingunycn  werden  je  nach  der  Natur  des  Problems 
verschieden  ausfallen. 

Für  einen  eingeldcmmtcn  Rand  muss  sein:  ?r  =  0,  cw/cn  =  0, 
wo  dn  ein  Element  der  Normale  des  Randes  in  der  Ebene  der  Platte. 

Für  einen  gestützten  Rand  hat  man  iv  =  0  und 

(123)   ,^A?r  +  (l— 77)(^yCOS-"Ö4-2,^'"'  cosö  sinö-f  ^-v  sin^ö)  =0. 

wo  6  die  Richtung  der  Randnormale  anzeigt.  Diese  Gleiohunsr  drückt 
aus,  dass  das  Biegungsmoment  um  die  Tangente  der  Randkurve  ver- 
schwinden muss. 


149)  §  641.     Siehe  auch  Lord  Bayleigh,  Sound,  2.  Aufl.  §  214. 

150)  H.  Lamb,  London  Math.  Soc.  Proc.  -Jl  (iSyO),  p.  70;  .4.  B.  Basset,  Lon- 
don Math.  Soc.  Proc.  21  (1889),  p,  33. 

151)  Thomson-Tait,  §  G44. 
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Verwickelter  ist  der  Fall  eines  freien  Randes.  Ist  /  die  Scliub- 
kraft  auf  ein  Element  ds,  welches  dicht  an  dem  Rand  uud  parallel 
demselben  liegt,  und  N  das  Moment  um  eine  Normale  dieses  Ele- 
ments, so  ist  man  im  ersten  Augenblicke  geneigt,  mit  Foisson  und 
Caucinj  als  Randbedingungen  ausser  der  Gleichung  (123)  die  Rela- 
tionen iST  =  0,  Z  =  0  anzusetzen;  G.  Kirchhoff  hat  jedoch  gezeigt, 
dass  es  im  allgemeinen  unmöglich  ist,  drei  unabhängigen  Rand- 
bedingungen zu  genügen ^^^*).  Bei  dem  von  ihm  angewendeten  Varia- 
tionsverfahren tritt  die  Schwierigkeit  nicht  auf;  ausser  der  Bedingung 
(123)  erhält  er 

024)  (cosö  g^  +  sinö  i)  A«-  +  (1  -  .)|,  {(W«  -  sin^ö)  /^^ 

Thomson -Tait^^^)  haben    dann    auf  direkterem  Wege  gezeigt,   dass  Z 

und  N  nur  die  Relation: 

„  _  dN 

6s 

zu  erfüllen  brauchen,  da  am  Rande  von  aussen  angreifende  Schub- 
kräfte und  Kräftepaare,  die  dieser  Bedingung  genügen,  nur  iu  unmittel- 
barer Nähe  des  Randes  Formänderungen  hervorrufen  ^^^).  Die  Glei- 
chung (124)  ist  die  ausgeschriebene  Form  der  Relation  Z  =  cNjcS. 
ß)  Um  die  NormalscJtwingungen  einer  Flaue  von  gegebener  Form 
zu  bestimmen,  setzt  mau  einen  Zeitfaktor  e"^'  an.  Schreibt  man 
26^QlBh^  =  m^,  so  hat  man  (122)  in  der  Form: 

(125)  f  A  -f  m-)  (A  —  m-)  ?r  =  0. 

Wenn  eine  passende  Lösung  dieser  Gleichung  sich  ermitteln  lässt,  so 
kann  man,  indem  man  in  die  Randbedingungen  einsetzt,  die  Werte 
von  m  und  die  Form  der  Normalfunktionen  bestimmen.  Die  Frequenz 
ergiebt  sich  dann  aus  der  Gleichung 

(126)  6  =  — -^—  l/^  •  ^  •  m\ 

1/3(1-7]*)  y    Q 

und  ist  demnach  der  Plattendicke  proportional. 


151*)  Vgl.  hierzu  IV  25,  Nr.  14  b  (0.  Tedone-A.  Timpe),  sowie  auch  die  Dis- 
kussion zwischen  Poisson  und  Kavier,  Ann.  chim.  phys.  38  (1828),  p.  309,  440; 
39  (1828),  p.  150,  208;  40  (1829)  p.  106. 

152)  Thomson- Tait,  §  645.  Siehe  ferner  /.  Boiissinesq,  J,  de  math.  (2)  16 
(1871),  p.  125,  und  Application  des  potentiels,  Paris  1885. 

153)  H.  Lamb,  loc.  cit. ,  legt  dar,  dass  mit  einer  derartigen  Deformation 
eine  in  unmittelbarer  Nähe  des  Randes  abnorme  Schubspannung  auf  die  zu  dem- 
selben senkrechten  Linien  verbunden  sein  muss. 
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Für  eine  rechteckige  Platte,  die  an  den  Kanten  {x=^0,  «;  y^O,  h) 
gestützt  ist,  hat  man  ^^*) 


(127) 


j  ,,;  =  6V,  Sin  ^    sin    ^   ,     m'  =  ^'  t  +  f^) 
\  (r,s=  1,2,3,...). 


Die  Theorie  der  Knotenliuien  ist  dieselbe  wie  bei  der  rechteckigen 
Membran  (Nr.  4),  nur  verhalten  sich  die  Frequenzen  der  einzelnen 
Schwingungen  wie  die  Quadrate  der  entsprechenden  Frequenzen  der 
Membran. 

Für  eine  rechteckige  Platte  mit  freien  Kanten  lauten  die  Be- 
dingungen, die  auf  einer  zur  x-X^e  parallelen  Kante  zu  erfüllen  sind, 
/ioo\  0    \d^w    .     .^  .d^w]        ^       c-w    .        c^ic        f. 

^^^^)       ä^  I  dy^  +  (2  -  ^)  a,^ )  =  0.    sy^  +  n  ^-.-  =  0, 

entsprechend  die  Bedingungen  auf  einer  zur  y-Axe  parallelen  Kante. 
In  dem  besonderen  Fall  einer  durch  ?;  =  0  gekennzeichneten  Substanz 
lassen  sich  beide  Gruppen  von  Bedingungen  durch  die  Annahme  be- 
friedigen, dass  die  Platte  wie  ein  Stab  (Nr.  8  b)  schwingt,  dessen 
Längsrichtung  zur  rr-Axe  oder  zur  y-Axe  parallel  ist:  man  erhält 
also  Normalschwingungen,  deren  Knotenlinien  zu  den  Kauten  parallel 
sind^^^).  Im  Falle  einer  quadratischen  Platte  kann  man  verwickeitere 
Schwingungsarten  durch  Überlagerung  ableiten;  die  vollständige  Reihe 
der  Normalschwingungen  kann  jedoch  auf  diesem  Wege  nicht  ge- 
wonnen werden.  Für  den  Fall  t]  =^  0  sind  die  Normalschwingungeu 
einer  freien  rechteckigen  Platte  noch  nicht  ermittelt  worden  ^^®)  ^^^). 
Die  Theorie  der  Fortpflanzung  von  Biegungswellen  entlang  einem 
geraden  Streifen  mit  parallelen  Rändern  ist  von  H.  Lanih  ^^*)  be- 
handelt worden. 


154)  Lord  JRayleigh,  Sound,  §  225. 

155)  LordBayleigh,  Phil.  Mag.  (4)  46  (1873),  p.  166,  246;  Sound,  §§226,  227. 

156)  Der  Fall  einer  rechteckigen  Platte,  von  der  zwei  gegenüberliegende 
Kanten  gestützt  und  die  beiden  anderen  frei  sind,  ist  gelöst  von  W.  Voigt,  Gott. 
Nachr.  1893,  p.  225. 

157)  Die  Randbedingung  (124)  erfährt  an  einer  scharfen  Ecke  infolge  der 
Unstetigkeit  von  0  eine  Abänderung.  Sind  die  dort  zusammenstossenden  Kanten 
bezüglich  zur  x-  und  y-Axe  parallel,  so  muss  d'tv/dxdy  =  0  sein.  In  der 
Nähe  einer  Ecke  ist,  wie  sich  zeigen  lässt,  die  Form  der  Platte  in  jedem  Augen- 
blick nahezu  oben  und  zwar  ist  die  Abweichung  klein  von  vierter  L>rdnung; 
H.  Lamb,  loc.  cit. 

158)  loc.  cit.  Insbesondere  werden  die  beiden  Grenzfälle  betrachtet,  wo  die 
Wellenlänge  sehr  gross  oder  sehr  klein  ist  gegenüber  der  Breite  des  Streifens. 
In  dem  zweiten  Falle  hat  man  nur  nahe  am  llande  merkliche  Wellenbewegung. 
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Bei    der   Kreisplattc    muss    man    wieder    Polarkoordinaten    heran- 
ziehen ^•'^).   Die  allgemeine  Differentialgleichung  ergiebt  sich,  wenn  man 

(129)  '^-t^  +  wi  +  ^W 
in  (125)  einführt;  die  typische  Lösung  ist 

(130)  IV  =  [  AJ^ (mr)  +  BI„  (mr)  ]  cos  (nO  +  a). 

Der  einfachste  Fall  ist  der  einer  am  Rande  eingeMemmten  Platte. 
Die  Bedingimgen  w  =  0,  cw/dr  =  0  für  r  ^  a  liefern  ^^'*) 

Jniina)  /„'  {m  a) 


(131) 


Jn{ma)  /«(»««) 


Für  eine  am  Rande  gestützte  Platte  lauten  die  Randbedingungen: 
IV  =  0  und 

letztere  Gleichung  tritt  ein  für  (123).     Es  ergiebt  sich^®^) 

(133)  (1  -  ri)  ^^^  +  ,n^a'  =  (l  -  n)  ma  f,^^  -  m^a'- 

Für  eine  Scheibe  mit  freier  Kante  sind  die  Randbedingungen  ge- 
geben durch  (132)  und 

(134)  _  A ^'  +  -^r-  äTä^  {-  Ye)  =  ^5 

letztere  Gleichung  tritt  ein  für  (124).     Sie  führen  auf  die  Perioden- 
gleichung ^^^) 

(1  —  ri)n'{maJ„'{mä)  —  /„(ma)}  +  m^a^J„'{ma) 


(135) 


(1  —  ?])w*  { malj^'  {ma)  —  J„(w a) }  —  w'a*  J„'  {ma) 

(1  —  Tj)  {  maJ„'{ma)  —  n'Jj^{ma) }  -\-  m^a^J„  {ma) 
(1 — Ti){mal„'  {ma)  —  n^I„{ma))  —  m^a^I„{ma) 


159)  S.  D.  Poisson,  G.  Kirehhoff,  loc.  cit. ;  G.  M.  Pagayii,  Corresp.  math.  5 
(1829),  p.  227;  6  (1830),  p.  28;  Lord  Rayleigh,  Sound,  §  218. 

160)  F.  Meyer  zur  Capellen,  Ann.  Phys.  33  (1888),  p.  661.  Im  Falle  der 
Symmetrie  («  =  0)  sind  die  kleinsten  Wurzeln  7w^a^^lO,  2156;  39,59,  ... 
Näherungswerte  für  die  ersten  beiden  Wurzeln  sind  berechnet  von  S.  D.  Poisson, 
der  auch  fand,  dass  der  Radius  des  Knotenkreises  bei  der  zweiten  Normal- 
schwinguug  gleich  0,381«  ist.  Siehe  auch  Lord  Rayleigh,  Sound,  2.  Aufl.,  §221a 
(Telephonplatte). 

161)  Die  beiden  kleinsten  Wurzeln  sind  im  Falle  n  =  0  von  S.  D.  Poisson 
unter  der  Voraussetzung  rj  =  ^  bestimmt  zu  ?/i*a*  =  4,8591;  29,67.  Der  Radius 
des  Knotenkreises  bei  der  zweiten  Normalschwingung  ist  gegeben  durch  r  =  0,441  a. 

162)  G.  Kirchlwff,  loc.  cit.;  Rayleigh,  Sound,  §  219. 
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Im  Falle  w  =  0  reduziert  sich  dieselbe  auf  ^®^) 

(136)  rnaJ,im^_    mal{ma)   ^  2(1-7^)  =  0. 

Die  Gleichung  (135)  ist  in  systematischer  Weise  von  G.  Kirch- 
hojf  diskutiert  worden.  Von  Nennern  befreit  lässt  sie  sich  nach 
Potenzen  von  ni^a'^  entwickeln  und  mit  Hilfe  der  Orthogoiialitäts- 
bedingung,  der  die  Normalfunktionen  genügen,  kann  man  zeigen,  dass 
die  Werte  von  m^a^,  die  sie  befriedigen,  sämtlich  reell  und  positiv 
sind.  Andererseits  lässt  sich  die  Gleichung  mittelst  der  semikonver- 
genten Ausdrücke  für  J^(ma),  I^(ma)  in  der  Form  schreiben 

tg  {m  a  —  l-  n  %)  =  f  (m  a) , 
wo  f(ma)  klein  ist,  wenn  mu  gross  ist.  Dies  liefert  eine  bequeme  An- 
näherung für  die  höheren  Wurzeln  und  ergiebt  eine  von  E.  F.  CJdadni 
aufgestellte  Näherungsformel  für  die  relativen  Frequenzen  der  höheren 
Schwingungen,  denen  eine  gegebene  Zahl  n  von  Knotendurchmessern 
entspricht.  Kirchhoff  berechnet  ferner  die  relativen  Frequenzen  und 
die  Radien  der  Knotenkreise  für  die  tieferen  Schwingungen  in  den 
Fällen  w  =  0,  1,  2,  3,  4,  5  für  7j  =  i  und  für  r]  =  f^^^j 

y)  Die  Theorie  der  Schwingungen  einer  Platte  bei  Berücksich- 
tigung rotatorischer  Trägheit  und  dauernder  Spannung  ist  von  A.  Clehsch  ^^^) 
behandelt  woi-den. 

Den  Einfluss  geringer  Unregelmässigkeiten  in  der  Form  oder 
Konstitution  der  Platte  hat  J.  Zenneck  ^^^)  untersucht. 

5  c.  Dehnungssehwingungen  einer  Schale.  Die  Theorie  der 
Schwingungen  einer  krummen  Schale  ist  naturgemäss  verwickelter 
als  die  der  Plattenschwingungen,  insofern  Dehnungen  der  Mittelfläche 
und  Krümmungsäuderungen  hier  in  der  Regel  untrennbar  verbunden 
sind.  Es  scheint  jedoch,  dass  die  Normalschwingungen  stets  in  zwei 
Klassen  zerfallen,  wenn  man  unter  sonst  gleich  bleibenden  Umständen 


163)  Dieser  Fall  -wurde  von  Foisson  unter  der  Voraussetzung  r;  =  \  dis- 
kutiert. Für  die  ersten  beiden  Wurzeln  fand  er  die  Werte  >h*o-^  8,8897;  38,36; 
den  Radius  des  Knotenkreises  bei  der  ersten  Normalschwingung  berechnete  er 
zu  r  =  0,6806  a. 

164)  Am  vollständigsten  sind  die  Resultate  angegeben  in  den  Ann.  Phys. 
Chem.  81  (1850),  p.  258  =  Ges.  Abb.,  p.  279.  Es  ergiebt  sich,  dass  die  lang- 
samste von  allen  Normalschwiugungen  zwei  Knotendurchmesser  und  keinen 
Knotenkreis  besitzt. 

165)  Elastizität,  p.  334,  344.  Als  Grenzfall  entsteht  liier,  wenn  die  Steifig- 
keit gegen  die  Anfangsspannung  verschwindet,  der  Fall  der  Membran;  vgl.  den 
analogen  Grenzfall  für  den  Draht  und  die  Saite  in  Nr.  3  b,  f. 

166)  Ann.  Phys.  67  (1899\  p.  165.  Es  wird  hauptsächlioli  die  Bestimmung 
der  Lage  der  Knotondurchuiesscr  ins  Auge  gefasst. 
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die  Dicke  der  Schale  stetig  abnehmen  lässt.  Bei  der  einen  Klasse 
konvergieren  die  Frequenzen  gegen  bestimmte,  endliche  Grenzen;  bei 
der  anderen  nehmen  sie  unbegrenzt  ab.  Im  Falle  einer  ebenen  Platte 
werden  diese  beiden  Klassen  von  den  Schwingungen  in  der  Ebene 
der  Platte  und  den  dazu  senkrechten  Schwingungen   dargestellt. 

Die  Theorie   der  Dehnungsschwingiingen   einer  Schale    kann  ent- 
weder von  dem  Ausdruck  für  die  potentielle  Energie  in  der  Form^®'') 

(137;     W=ff[^^f^(e,^-\-2.^s,e,+  e/)  +  uöJ^]hdS 

ausgehen,  wo  e^,  fg  die  Dehnungen  in  zwei  zu  einander  senkrechten 
Richtungen  und  cS  der  entsprechende  Schub,  oder  sich  auf  die  direkte 
Berechnung  der  Spannungen  stützen,  die  auf  den  Rand  eines  recht- 
eekifecen  Flächenelements  wirken.  Führt  man  rechtwinklige  krumm- 
linige  Koordinaten  |,  ?;  ein,  so  sind  die  Spannungen  in  der  Tangential- 
ebene gegeben  durch 

wo  jetzt  t)  die  Poissonsche  Konstante  bezeichnen  möge.  Es  empfiehlt 
sich,  die  Kurven  t,  =  const,  tj  =  const.  mit  den  Krüramungslinien  im 
undeformierten  Zustand  zusammenfallen  zu  lassen.  Ist  dementsprechend 
der  Ausdruck  des  Linienelements  gegeben  durch 


o^o^ 


2      d^'       dn' 


so  findet  man  ^^^) 

^«''^  1^  =  Ä  (^  ^^s)  +  ä^  (i:  ^'^^)  +  ^^  •'ä^  fe)  ~  "^^  Ä  ih)' 


(139) 


d'iv        1    i^Pi^   ,  P,, 


^^^''dt^  -  M.  UV  +   9. 


wo    u,  V,  tv    die   Verschiebungskomponenteu    längs    der    Krümmungs- 
linien und  in  Richtung  der  Normalen. 

Die  Formänderungen  f^,  e^,  Uj  drücken  sich  durch  u,  v,  iv  mittelst 
der  allgemeinen  Formeln  von  C.  W.  Borchardt  (IV  14,  Nr.  20, 
M.  Ahraham)  aus  ^*'^). 


167)  H.  Lamh,  London  Math.  Soc.  Proc.  14  (1882),  p.  54. 

168)  H.  Lamb,  London  Math.  Soc.  Proc.  21  (1890),  p.  119.     In   (139;   sind 
die  Schubspannungen  in  Richtung  der  Normalen  weggelassen. 

169)  Andere    Ableitungen   rühren    her    von   Ä.  E.  H.  Love,    London  Phil. 
Trans.  A  179  (1888),  p.  491;  Elasticity,  chapt.  24;  H.  Lamb  (Fussn.  168). 
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Im  Falle  des  Kreiszylinders  oder  der  Kugel  kann  man  die  nötigen 
Formeln  bequemer  auf  direktem  Wege  erhalten. 

Für  einen  Zylinder  vom  Radius  a  sind  die  Formänderungen 

,.  ..,  du  dv      .     IV         _  du      .     dv 

(140)  h  =  -fx^      ^2==^ä0+«-      "==a2ö+ä^' 

wenn  (x,  a,  ff)  die  Zylinderkoordinaten  eines  Punktes  der  Schale:  die 
Bewegungsgleichungen  reduzieren  sich  auf 


(141) 


^    n  d'u  _  c^xx    ,     cPxe 

^Q/l    ^^i   _       ^^      -|-     ^^^   , 


Im  Falle  eines  unendlich  langen  Hohlzylinders^''^)  hat  man  erstens 
die  Normalschwingungen,  für  die  u  =  0.  Dieselben  sind  dem  Charakter 
und  der  relativen  Frequenz  nach  verwandt  mit  den  Dehnungsschwin- 
gungen eines  Ringes  (Nr.  3d),  von  denen  sie  sich  nur  in  Bezug  auf 
die  elastische  Konstante  unterscheiden.  Zweitens  hat  man  die  Schwin- 
gungen 

u  =  C  cos  sd^"\     V  =  0,     IV  =  0, 


(142)  ,  e^-±s^ 

bei  denen   die  Substanz  längs   der  Erzeugenden   gleitet.     Schliesslich 
bat  man  die  Schwingungen  vom  Typus 

u  =  Ä  cos  sO  cos  'kx(^"\     V  =  B  sm  sd  sin  kx&°', 


(143) 

^       "^         (  IV  =  C  cos  sd  sin  'kx^"\ 

wo  k  willkürlich  ist.  Die  Periodengleichung,  die  sich  ergiebt,  ist 
vom  3*®"  Grade  in  6^.  Setzen  wir  a  =  kc,  so  liefert  sie  die  Wellen- 
geschwindigkeiten (c)  dreier  Gattungen  von  Wellen  von  der  vorge- 
schriebenen Länge  2  ulk.  Im  Falle  s  =  0  handelt  es  sich  um  Drillimgs-, 
Längs-  und  Kingelwellen.  Für  erstere  ist  c  =  Yfi/Q,  während  für  die 
beiden  anderen  Wellenarten  c  von  dem  Verhältnis  (ka)  abhängt,  in 
dem  der  Zylinderumfang  zur  Wellenlänge  steht.  Wenn  dies  Verhält- 
nis einen  kleinen  Wert  hat,  so  ist  die  Geschwindigkeit  der  Längs- 
weUen  gleich  YE/q  ^"). 


170)  Lord  Bayleigh,  London  Roy.  Soc.  Proc.  45  (1889),  p.  443;  Sound,  §  235  e. 

171)  Der  Fall  «  =  1,  ka  als  klein  vorausgesetzt,  umfasst  Bieguugsschwin- 
gungen  eines  engen  Rohres,  für  welche  c- ^  \  E,q  ■  k'a',  in  Übereinstimmung 
mit  der  gewöbiilichcii  Theorie  (Nr.  3b). 
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Die  Schwingungen  eines  Zylinders  von  endlicher  Länge  sind  noch 
nicht  vollständig  unternucht  worden  ^''"). 

Für    eine    Kugdflächr    hat    man,    wenn   0,  co    Winkelkoordinaten 
bedeuten , 

/i  A  A\  du     .     w  1        dv     .        .     /i  «     1     w 

^        -'  ^         adS     ^     u'       -        a  sm  0  d  CO     '  "       a     '     a' 

^  l       du    ,      .     ^     d 


)m     ,       •      /i      3      /    V    \ 


aJisin  6  d  CO 

Bei  der  ffescJdossenen  Kugdschale  zerfallen  die  Normalschwin- 
gungen in  zwei  Hauptklassen  ^*''^).  Bei  der  ersten  ist  die  Verschiebung 
rein  tangential,  und  zwar  in  Richtung  der  Konturlinien  einer  Kugel- 
flächenfuuktion  S^,  und  ihre  Amplitude  ist  dem  Abstand  konsekutiver 
Konturen  umgekehrt  proportional,  wenn  diese  für  gleiche  unendlich 
kleine  Zuwachse  von  S^  gezeichnet  sind  ^"^)-     Analytisch: 

)  sin  6    oco  '  oQ  ' 


1 

sin 

Ö 

dco 

e 

iat 

V 

ö-  = 

= 

ga- 

(>^ 

(145) 

!)(«:+ 2). 

Bei  der  zweiten  Klasse  ist  eine  mit  S^  proportionale  radiale  Ver- 
schiebung begleitet  von  einer  Tangentialverschiebung  senkrecht  zu 
den  Konturlinien  von  ä„: 

(140)  '*  =  ^<^",    ^- =  ii^a  ^  <="■"''    «'  =  '3'5.- 

Die  Periodengleichung  ist  quadratisch  in  6^;  die  Schwingungen,  die 
den  beiden  Wurzeln  entsprechen,  sind  ihrem  Charakter  nach  wesent- 
lich verschieden  ^^^). 

Der  Fall  eines  offenen  Kugelschalensegments  ist  von  Ä.  E.  H.  Love^^^) 
behandelt.  Die  Frequenzengleichung  lässt  sich  nur  für  die  sym- 
metrischen Schwingungen  einer  Halbkugel  ohne  Schwierigkeit  lösen  ^'^). 

5d.  Biegungsschwingungen  einer  Schale.  Bezüglich  der  Fre- 
quenzen von  offenen  Kugel-  und  Zylinderschalen  sind  von  Lord  Ray- 
leigh^'^^)^''^)  Näherungsrechnungen  angestellt  worden.  Es  wird  voraus- 
gesetzt, dass  die  Mittelfläche  ungedehnt  bleibt  und  dass  für  die  Defor- 


172)  Einen  speziellen  Fall  betreffend  s.  Ä.  E.  H.  Love  (Fussn.  169). 

173)  Die    einfache    Kugelfunktion    P^  (cos  B)    z.   B.    liefert    eine    Axt    von 
Drillungsschwingung  um  die  Axe  0  =  0. 

174)  Diese  sind  in  den  Normalschwingungen  der  geschlossenen  Kugelschale 
mit  enthalten. 

175)  London  Math.  Soc.  Proc.  13  (1881),   p.  4  =  Papers  1,  p.  551;    Sound, 
2.  Aufl.,  §  235  b. 

176)  London  Roy.  Soc.  Proc.  45  (1888),  p.  105  =  Papers  3,  p.  217. 

Eucyklop.  d.  math.  Wissenach.     IV  2,  n.  18 
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mation  auch  in  anderer  Beziehung  ähnliche  Verhältnisse  gelten,  wie  sie 
in  der  Theorie  ebener  Platten  (Nr.  5b)  postuliert  werden:  eine  materielle 
Linie,  die  ursprünglich  normal  zur  Mittelfläche  liegt,  behält,  wie  man 
annimmt,  diese  Eigenschaft  und  dehnt  bezw.  verkürzt  sich  in  der 
Weise,  dass  die  Normalspannung  auf  die  Mittelfläche  gleich  null  ist. 
Die  auf  Grund  dieser  Hypothese  berechnete  Frequenz  ist  notwendig 
eine  obere  Grenze  für  die  Frequenz  der  langsamsten  Eigenschwingung 
der  Schale  ^''®)  und  wird  für  sie  in  vielen  Fällen  einen  ziemlich  ge- 
nauen Näherungswert  liefern  (Nr.  la).  Wie  bei  den  ebenen  Platten 
wird  sie  der  Dicke  proportional  und  demgemäss  klein  sein  im  Ver- 
gleich zu  der  der  langsamsten  Dehnimgsschwingung. 

Im  Falle  des  Kreiszylinders  ergeben  sich  die  Bedingungen  ver- 
schwindender Dehnung,  wenn  man  f^  =  0,  e^^^O,  w  ^  0  in  (140) 
einsetzt;  man  erhält  ^''^) 

M  =  —  s~^B^a  sin  sd,     v  =  (Ä^a-\-  B^x)  cos  sd, 
^       ^  IV  =  s  {A^a  +  B^x)  sin  sd. 

Für  die  Kugelschale  sind  die  entsprechenden  Typen  ^'^) 
j  u  =  (—  ^  tg*  i-  Ö  +  jB  cotg*  ^-  6)  sin  sco, 

(148)  \v  =  {Ai^^d  -{-  B  cotg*  -^  ö)  cos  scj , 

\w  =  {  A{s  -f  cos  6)  tg'  -\6-\-B{s  —  cos  6)  cotg'  1 6  J  sin  sco . 

Sollen  die  Verschiebungen  endlich  sein,  so  darf  die  Schale  nicht  beide 
Pole  6  =  0,  6  =  n  zugleich  umfassen;  in  der  Tat  kann  eine  ge- 
schlossene Kugel  oder  überhaupt  eine  geschlossene  konvexe  Fläche 
nicht  ohne  Dehnung  deformiert  werden  ^'^'^)  ^'^^). 

Unter  den  vorhin  genannten  Voraussetzungen  wird  die  potentielle 
Energie  pro  Flächeneinheit  der  Mittelfläche  gleich  ^^) 

(149)  \  ^]±^l-^^  h'iE,'+  2^^EiE,+  FJ)  +  |  ,a/.»/7^ 

wo  E.^,  E^  die  Änderungen  der  Hauptkrümmungen  und  77  eine  Grösse, 
die  von  der  Verschiebung  der  Krümmungslinien  als  solcher  abhängt  ^"^). 


177)  ,7.  H.  Jdlet,  Dublin  Trans.  22 >  (1855),  p.  .■543.  Vgl.  hierzu  auch  H.  Lieb- 
mann, Gott.  Nachr.  1899,  p.  44  u.  Math.  Ann.  54  (1901),  p.  505,  sowie  die  sich 
anschliessende  neuere  Litteratur  bei  Ä.  Voss,  Abbildung  und  Abwickelung  zweier 
Flächen  auf  einander  (III  D6a,  Nr.  19,  Fussn.  191  u.  192V 

178)  Die  dohnungslose  Deformation  einiger  anderer  Umdrehungsfliichen  ist 
von  Lord  liaylcigh  (Fussn.  175)  untersucht  worden. 

179)  Für  den  Fall  von  Kugel-  und  Zylinderschalon  sind  £", ,  E^,  Tl,  aus- 
gedrückt in  den  Konstanten  von  (147)  u.  (148),  von  Lord  Rattkigh  (Fussn.  175, 176) 
berechnet  worden.  Allgemeine  Formeln  sind  aufgestellt  von  A.  E.  H.  Lovc  und 
von  H.  Lamb,  Fussn.  168. 
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Bei  einem  Zylinder  von  gleichförmiger  Dicke  kann  man  die 
Grössen  A^  und  B^  in  (147)  als  Normalkoordinaten  auffassen.  Wenn 
A^  allein  sich  mit  t  ändert,  so  orgiebt  sich 

wie  bei  den  Biegungsschwingungen  eines  Ringes  (Nr.  3d),  nur  dass 
die  elastische  Konstante,  die  als  Koeffizient  auftritt,  eine  andere  ist. 
Wenn  B^  allein  sich  mit  t  ändert,  so  hängt  die  Frequenz  von  der 
Länge  (2^)  ab;  der  obige  Wert  von  6^  ist  dann  im  Verhältnis 

ri  _L  i(i±M  "*  1  •  Fl  -j ^ -^1 

L       '    "    X  +  «.      sH-']'  L     "^   s*(s*+l)     l*J 
zu  vergrössern. 

Für  ein  offenes  Kugelsegment  kann  der  Nullwert  von  ß  im  Pol 
angenommen  werden;  die  Grössen  B^  in  (148)  müssen  dann  ver- 
schwinden, und  die  Grössen  A^  sind  Normalkoordinaten.  Sowohl  für 
gleichförmio-e  wie  für  veränderlichte  Dichte  sind  verschiedene  Fälle 
von  Lord  Bayleigh^'^^ )  durchgerechnet  worden.  Insbesondere  ergiebt 
sich  für  eine  Halbkugelschale  von  gleichmässiger  Dicke 

(lol)  6^  =    .,    -^ j-  -^ ^^\ , 

ö    Q    a*  f{s)  ' 

wo  f(s)  eine  gewisse  Funktion  von  s;  z.  B.  /'(2)  =  1,52961. 

Es  ist  zu  bemerken,  dass  die  Entwickelungen  der  vorstehenden 
Theorie  als  Grenzfälle  aufzufassen  sind,  denen  man  in  Wirklichkeit 
sich  mehr  und  mehr  nähert,  je  kleiner  der  Wert  von  h.  Es  ist  aber 
durchaus  nicht  immer  leicht  zu  beurteilen,  innerhalb  welcher  Grenzen 
Ji  liegen  muss,  damit  die  Resultate  praktische  Näherungswerte  vorstellen. 
In  den  beiden  extremen  Fällen  einer  offenen  Kugelschale,  wo  die 
Öffnung  sehr  klein  oder  nahezu  gleich  7t  ist,  muss,  wie  sich  zeigt, 
die  Dicke  nicht  nur  klein  sein  gegen  den  Krümmungsradius,  sondern 
auch  gegen  den  Durchmesser  der  kreisförmigen  Beraudung  ^^°). 

Man  hat  versucht,  eine  Theorie  krummer  Schalen  zu  entwickeln, 
bei  der  die  Möglichkeit,  dass  Dehnung  und  Elrümmungsänderung 
gleichzeitig  auftreten,  in  Betracht  gezogen  ist  ^®*')  ^^^)  ^^^).  Nach  diesen 
Theorien  ist  die  Hypothese  einer  reinen,  von  Dehnung  nicht  be- 
gleiteten Biegung  unverträglich  mit  den  Randbedingungen.  Bei  den 
Biegungsschwingungen  eines  Kreiszylinders  von  endlicher  Länge  z.  B., 

180)  H.  Lamb,  London  Math.  Soc.  Proc.  21  (1890),  p.  119. 

181)  A.  E.  H.  Love,  London  Phil.  Trans.  A  179  (1888),  p.  421.  Die  Theorie 
iet  modifiziert  in  Elasticity,  2.  Aufl.,  chapt.  24. 

182)  A.  B.  Basset,  London  Phil.  Trans.  A  181  (1890),  p.  433. 

18* 
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auf  die  sich  die  Gleichung  (150)  bezieht,  würde  es  erforderlich  sein, 
längs  des  Randes  Kräftepaare  angreifen  zu  lassen,  um  die  longitudi- 
nale  Krümmung  zu  verhindern,  die  die  Biegung  hervorzubringen  sucht. 
Wenn  die  Ränder  frei  sind,  wird  die  Krümmung  wahrscheinlich  von 
Dehnungen  in  Schach  gehalten,  die  auf  die  unmittelbare  Umgebung 
des  Randes  beschränkt  sind  ^**°)  ^^^). 

6.  Allgemeine  Theorie  der  Schallwellen  (in  einer  Flüssigkeit)  ^'^^*). 

6a,  Ebene  "Wellen  und  Kugelwellen.  Man  nimmt  im  all- 
gemeinen die  Verschiebungen  unendlich  klein  und  den  Druck  ;?  in 
der  Flüssigkeit,  in  der  sich  der  Schall  fortpflanzt,  als  Funktion  der 
Dichte  Q  allein.  Man  setzt  ()  ==  ()(,  (1 -f-^)»  wo  Qq  die  dem  Gleich- 
gewicht entsprechende  Dichte,  so  dass  s  die  Verdichtung  (Konden- 
sation) im  Punkte  (x,  y,  z)  bezeichnet.  Gewöhnlich  wird  q^  konstant 
vorausgesetzt. 

a)  Dann  ergeben  die  Gleichungen  der  Hydrodynamik  für  den 
Fall  der  eindimensionalen  Bewegung  (IV  15,  Nr.  8,  A.  E.  H.  Love) 

^^^"^^  dt  ~        [dQJodx'      "dt  ~~         dx' 

wo  u  die  Geschwindigkeit  in  der  rr- Richtung;  hieraus 

(153)  |':=«'S'  ^^=i. 

yfo  z  =  {gdp/dQ^   die  Volumelastizität.     Die  allgemeine  Lösung  von 

(153)  lautet  wie  beim  Problem  der  Saitenschwingungen  (vgl.  Nr.  2b) 

(154)  u  =  f(ct  —  x)  +  F(ct-{-xy, 

sie  stellt  zwei  Wellenzüge  dar,  die  in  entgegengesetzter  Richtung  mit 
der  Geschwindigkeit  c  sich  bewegen.  Bei  einem  einzelnen  Wellen- 
system hat  man  ?<  =  +  es.  ^^^) 

Speziell  im  Falle  eines  Gases  ist  die  Beziehung  zwischen  j)  und 
Q  bei  Vernachlässigung  von  Temperaturänderungen  gegeben  durch  das 
Boylesche  Gesetz  p/q=Pq/qq,  woraus  ^  =  l/2'o/Po'  ^'^s  ist  die  Xcwfo)}- 
sche  Schallgeschwindiglceit.  Legt  man  andererseits  das  „adiabatische" 
Gesetz  zu  Grunde:  p/q^  =  Pq/Qq^^  wo  y  das  Verhältnis  der  spezifischen 
Wärmen,  so  hat  man  c  =yypQ;  Qq,  die  Laplacesche  Schallgeschwindig- 


182')  In  dieser  Nr.  G  ist  der  Anschluss  an  die  Hydrodynamik  bevorzugt. 
Dieselben  Ansätze  würden  sich  aber  auch  aus  den  Grundgleiohuugen  der  Elastizität 
ergeben,  wenn  man  in  ihnen  statt  der  Verschiebungen  die  Verschiebungsgesohwiudig- 
keiten  einführt  (vgl.  IV  24,  Nr.  16,  0.  Tedotie). 

183)  Die  Theorie  der  ebenen  Wellen  vordankt  man  £!ulcr,  Petrop.  N. 
Comm.  1  (1747/48),   p.  67   und  Lagrange,   Miseell.  Tauriu.  1  (1759);  2  i_1760  61.. 
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Jceit^'^*).  Letztere  Hypothese  ist  für  die  gewöhnlichen  Schallschwin- 
gungen die  zutreffendere  '"^). 

ß)  In  den  verwickeiteren  Fällen  der  Schallbewegung  empfiehlt 
sich  die  Einführung  eines  Geschwindigkeitspotentials  q)  (IV  15,  Nr.  7, 
Ä.  E.  H.  Love).  Für  unendlich  kleine  Bewegungen  lautet  dann  die 
Bewegungsgleichuug 

(155)  ?;^  =  -/i^  =  c^s. 

Bei  Kugelwellen  nun  drückt  sich  die  Kontinuitätsgleichung  durch 

(166)  t--:.ii^'^, 

aus,  wo  r  der  Radiusvektor.    Durch  Elimination  von  s  ergiebt  sich^*®) 

(157)  '''(-'  =,.2>^_. 

(158)  rcp  =  fict  —  r)  -\-  F(ct  +  r). 

Diese  Gleichung  stellt  zwei  Wellensysteme  dar,  deren  Amplitude  sich 
jedoch  beim  Fortschreiten  der  Welle  ändert.  In  grosser  Entfernung 
pflanzen  sich  die  Geschwindigkeiten  und  Verdichtungen  mit  einer 
Amplitude  fort,  die  mit  r  umgekehrt  proportional  ist.  Für  ein 
einzelnes  Wellensystem  gilt 

(159)  c.=  +  |^-^^-\     fsrdr  =  0, 

wenn  die  Integration  nach  r  über  den  ganzen  Bereich  ausgedehnt  ist, 
für  den  5  =H  ö.  Daraus  geht  hervor,  dass  s  nicht  gleichmässig  das- 
selbe Vorzeichen  haben  kann  ^^'^). 

Die  allgemeine  Lösung  von  (157),  ausgedrückt  durch  willkürliche 
Anfangsbedingungen,  wurde  von  S.  D.  Poisson  aufgestellt  ^^*). 

184)  Die  Geschichte  dieses  Gegenstandes  betreffend  s.  P.  Duhem,  Hydro- 
dynamique  1,  p.  174.  Genau  genommen  ist  eine  ähnliche  Unterscheidung  zwischen 
den  „isothermen"  und  den  „adiabatischen"  Elastizitätsverhältnissen  der  tropf- 
baren Flüssigkeiten  und  auch  der  festen  Körper  zu  treffen;  die  tatsächlichen 
Unterschiede  scheinen  aber  sehr  gering  zu  sein.  Vgl.  IV  23,  Nr.  5  b  (C.  H.  Müller- 
A.  Timpe). 

185)  Auf  den  Einfluss  der  Wärmeleitung  und  -Strahlung  wird  in  Nr.  7e 
Bezug  genommen. 

186)  Euler,  Berlin  Hist.  de  TAcad.  1759. 

187)  G.  G.Stokes,  Phil.  Mag.  (3)  34  (1849),  p.  52  =  Papers  2,  p.  82;  Lord  Ray- 
leigh,  Soimd,  §§  274,  279.  Trotz  der  analytischen  Ähnlichkeit  der  beiden  Glei- 
chungen (153)  und  (157)  ergiebt  die  physikalische  Interpretation  wichtige  Diffe- 
renzpunkte, die  sich  aus  dem  verschiedenen  Grade  von  Beweglichkeit  des  Mediums 
erklaren.  Der  Fall  zylindrischer  Wellen  zeigt  Besonderheiten  eines  Übergangs- 
falls; vgl.  H.  Lamh,  London  Math.  Soc.  Proc.  35  (1902),  p.  141. 

188)  S.  D.  Poisson,  Paris  Mem.  de  l'Acad.  3  (1819).     Wenn  z.  B.  in  einem 
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6  b.  Die  allgemeine  Grundgleichung  des  Schalls  ^^^*).  a)  Eli- 
miniert man  5  aus  der  Bewegungsgleichuug  (155)  und  der  allgemeinen 
Kontinuitätsgleichung 

(160)  aH-^?', 

so  erhält  man  die  Fundamentalgleichung^^^) 

(161)  -^  =  c^A^. 

Bezeichnet  cp  den  Mittelwert  von  cp  über  eine  Kugel,  die  um  einen 
bestimmten  Punkt  P  als  Mittelpunkt  mit  dem  Radius  ;•  beschrieben 
wird,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung  ^^°) 

deren  Integral  die  Form  (158)  hat.  Daraus  folgt,  dass  in  freier  Luft 
Störungen  mit  der  bestimmten  Geschwindigkeit  c  ausgebreitet  werden. 
Die  allgemeine  Lösung  von  (161)  für  ein  unbegrenztes  Medium, 
ausgedrückt  in  willkürlichen  Anfangswerten  von  qp  und  r(p;rt,  lässt 
sich  schreiben 

(163;  47r9^  =  tJjF{ct)day  +  ^  [tjjf(ct)di 

wo  die  Integrale  über  eine  Kugel  vom  Radius  et  um  P  als  Mittel- 
punkt ausgedehnt  sind  und  da  den  körperlichen  Winkel  bezeichnet, 
unter  dem  ein  Element  der  Kugeloberfläche  von  P  aus  erscheint. 
Die  Funktionen  f(ci)   und  F(ct)    bedeuten    die   Anfangswerte   von   (p 


anfänglich  in  Ruhe  betindlichen  unbegrenzten  Medium  eine  gleichförmige  Ver- 
dichtung gegeben  ist,  die  sich  über  einen  Kugelraum  vom  Radius  a  erstreckt, 
BD  wird  die  Störung  nach  einer  Zeit  2a/c  aus  einer  divergierenden  Welle  be- 
stehen, die  zur  Zeit  t  von  den  beiden  Flüchen  r  =  ct^a  begrenzt  ist,  und 
zwischen  diesen  Flächen  wird  das  Gesetz  der  Dichte  lauten:  s/s^^ir  —  et)  2r. 
H.  Lamb,  Hydrodynamics,  p.  469. 

188*)  Vgl.  zu    dieser   Nr.  auch    die   Ausführungen  von    0.  Tedone  in  lY  24, 
Nr.  16  a. 

189)  S.  D.  Poisson,  Journ.  ec.  polyt.  14  (^1808  .  Derselben  Gleichung  genügt 
auch  s,  wie  Euler  schon  Berlin  Hist.  15  (1759)  [66],  p.  217  u.  Miscell.  Taurin. 
2  (1760/61),  p.  1  ((Euvres  de  Lagrange  14,  p.  178"!  gefunden  hat. 

190)  S.  D.  Poisson,  Journ.  ec.  polyt.  cah.  14  (1808),  p.  319;  Auszug  im 
Bull.  Soc.  philomat.  1  (1807),  p.  19,  leitet  sie  aus  der  Formel  ab,  die  (161") 
in  räumlichen  Polarkoordinaten  ausdrückt.  Einen  anderen  Beweis  giebt  H.  Lavib, 
Motion  of  fluids,  Cambridge  1874,  §  170;  Hydrodynamios,  'S.  Aufl.,  §  283.  J.  Du- 
hamel, J.  de  math.  14  (1849),  p.  49,  weist  nach,  dass  in  einer  zyhndrischeu  Röhre 

'et'  ~      Tx'-  ' 
wo  q>  der  Mittelwert  von  qo  über  den  (^beliebig  geformten)  Querschnitt. 
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und  d<p/dt  auf  diesem  Flächenelement  ^^^).  Hieraus  folgt  sofort,  dass 
eine  Störung,  die  ursprünglich  auf  einen  endlichen  Bereich  beschränkt 
war,  sich  nornuil  zur  licgrenzung  mit  der  Geschwindigkeit  c  aus- 
breitet '^^). 

Die   Ausdrücke    für    die    kinetische    und  die   potentielle   Energie 
eines  beliebigen  Bereichs  lauten 


(164) 


V  =  ^^  C' Qq  j  I   j  s'^dxdydz. 


Mittelst  dieser  Formeln  lässt  sich  zeigen,  dass  bei  beliebig  gegebener 
Anfangsverteilung  von  (wirbelfreier)  Geschwindigkeit  und  Verdichtung 
die  Bewegung  vollständig  bestimmt  ist  ^^^).  —  Man  vergleiche  hier 
die  auf  alle  elastischen  Systeme  bezügliche  Darstellung  bei  0.  Tedone 
(IV  24). 

Speziell  bei  einem  einzelnen  fortschreitenden  System  von  ebenen 
Wellen  oder  Kugelwellen  ist  die  Energie  in  jedem  Augenblick  zur 
Hälfte  potentiell  und  zur  Hälfte  kinetisch  ^^*). 

ß)  Bisher  wurde  angenommen,  dass  die  Funktion  g)  und  ihre  Ab- 
leitungen überall  in  dem  betrachteten  Bereich  endlich  sind.  Es  empfiehlt 
sich  iudess,  wie  in  der  Theorie  des  gewöhnlichen  Potentials  und  in 
der  Dynamik  inkompressibler  Flüssigkeiten  (IV 16  Nr.  1  c,  Ä.E.H.Love), 
den  Begriff  der  Punktsiugularitäten  einzuführen,  die  hier  zur  Dar- 
stellung von  Schallquellen  dienen  ^^^).     Ein  „einfacher"  Quellpunkt   ist 

ein  Punkt,  in  dem  qp  wie  —  unendlich  wird;  eine  Doppelquelle  leitet 

sich  hieraus  ebenso  ab,  wie  in  den  erwähnten  Theorien.  Durch  stetige 
Quellenverteilungen  lässt  sich  der  verallgemeinerten  Gleichung 

(165)  |>-  =  c'Acp  +  0 


191)  Analytisch  bewiesen  von  S.  D.  Poisson,  Paris  Mem.  3  (1819),  p.  121; 
aus  dem  allgemeinen  Integral  von  (162)  gefolgert  von  /.  Liouvüle,  J.  de  math.  1 
(1856),  p.  1.  Andere  Beweise  geben  B.  Biemann,  Part.  Diff.gl.  1860,  §  106 
bis  108;  G.  Kirchhoff,  Mechanik,  Vorl.  23. 

192)  G.  G.  Stokes,  Cambridge  Phil.  Soc.  Trans.  9  (1850),  p.  1  =  Papers  2, 
p.  243.  Hier  ist  zum  ersten  Mal  die  abgekürzte  Form  (163)  des  Po(SSO«8chen 
Resultats  angegeben. 

193)  G.  Kirchhoff,  Mechanik,  Vorl.  23. 

194)  Lord  Bayleigh,  Phil.  Mag.  (4)  1  (1876),  p.  270  =  Papers  1,  p.  254. 
H.  Lavib,  London  Math.  Soc.  Proc.  (1)  35  (1894),  p.  160;  Hydrodynamics, 
3.  Aufl.,  §  281. 

195)  H.  Helmholtz,  J.  f.  Math.  57  (1859),  p.  1  =  Ges.  Abh.  1,  p.  303. 
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genügen,  wo  ^  eine  gegebene  Funktion  von  x,  y,  z^  t.  Diese  Glei- 
chung tritt  auf,  wenn  auf  eine  Flüssigkeit  veränderliche,  konservative 
äussere  Kräfte  wirken,  falls  nämlich  0  =  cV/ct,  wo  V  das  gewöhn- 
liche Potential.  Eine  andere  Deutung  von  O  bezieht  sich  auf  den 
Fall  plötzlicher  Schöpfung  oder  Vernichtung  von  Materie  in  dem  be- 
treffenden Punkte:    der  Betrag   der  in  der  Zeiteinheit  in  ein  Element 

dxdydz    eingeführten     Materie     würde     gleich „  ^dxdydz    zu 

setzen  sein  ^^^). 

Die  Anwendung  der  Methode  des  6rreeMschen  Satzes  auf  Funk- 
tionen, die  der  Gleichung  (161)  innerhalb  eines  endlichen  Bereichs 
genügen,  führt  auf  die  Formel  ^''^) 

(166)  //(^  'l  -  *  2)  äS  =  i.  iffß^V  -  <P*}  äx  dy  ä.. 

Mit  ihrer  Hülfe  lässt  sich  zeigen,  dass  der  Wert  von  9:  in  einem  be- 
liebigen Punkte  eines  quellenfreien  Bereichs  sich  durch  die  zu  be- 
stimmten vorhergehenden  Zeiten  stattfindenden  Werte  von  9:  und 
dfpjdn  in  den  verschiedenen  Punkten  der  Oberfläche  des  Bereichs 
ausdrücken  lässt.     Es  ist,  wie  G.  Kirchhoff  ^^'^)  zeigt, 

(169)        4^^^.=JjsidS,     ß  =  ^-A_Ji__A_^, 

wo  (p  (t)  der  Wert  von  (p  auf  dem  Flächenelement  dS  zur  Zeit  t  und 
f{t)  der  entsprechende  Wert  von  ccp/cn,  während  r  den  Abstand  des 
Punktes  P  von  dS  bezeichnet.  Die  Bewegung  innerhalb  des  Bereichs 
ist  hier  so  dargestellt,  als  entspränge  sie  aus  einer  Reihe  von  Einzel- 
und  Doppelquellen,  die  über  die  Oberfläche  verteilt  sind.  Zudem  lässt 
sich  zeigen,  dass  die  Wirkung  dieser  Verteilung  in  jedem  äusseren 
Punkt  null  ist.  Man  hat  der  Formel  (169)  eine  besondere  physi- 
kalische Bedeutung  zugeschrieben,  insofern  sie  die  eigentliche  For- 
mulierung des  Huygcnsschen  Prinzips  für  den  Fall  der  Akustik  ent- 
halten soll.  Es  ist  jedoch  hervorzuheben,  dass  die  besondere  Vertei- 
lung der  Quellen  über  die  Begrenzung  des  betrachteten  Bereiches,  wie 

196)  Lord  Eayleüß,  Sound  2,  §  276. 

197)  G.  Kirchhoff',  Mechanik,  Vorl.  23.  Die  Anwendung  des  Grce»schen 
Satzes  auf  den  speziellen  Fall  einfacher  Schwingungen  war  schon  von  H.  HelmhoÜz 
(Fussn.  195)  gemacht  worden. 

198)  G.  Kirchhüß)  Berlin  Ber.  1882,  p.  641;  Ann.  Phys.  (2)  18  (;i883  ,  p.  663 
=  Ges.  Abb.,  Nachtrag,  p.  23.  Andere  Beweise  sind  gegeben  von  G.  A.  Maggi, 
Ann.  di  mat.  (2)  16  (1888),  p.  21 ;  E.  BeUrami,  Lomb.  Rend.  \2^  22  (,1889), 
p.  428;  A.  E.  H.  Love,  London  Math.  Soc.  Proc.  (2)  1  (1903),  p.  37. 
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sie  sie  annimmt,  nur  eine  aus  unendlich  vielen  möglichen  Verteilungen 
ist,  die  sämtlich  für  die  inneren  Punkte  das  gleiche  Resultat  ergeben 
würden  ^^*'*). 

Die  Formel,  die  für  Gleichung  (165)  der  Formel  (169)  ent- 
spricht, lautet 

(170)  4jr<f,-JJ<ldS  +    '.  Jff     ^  ,    "'  dxdydz, 

wo  das  Raumintegral  auf  den  betrachteten  Bereich  sich  erstreckt  ^^"j. 

6  c.  Allgemeine  Sätze  über  einfache  Schwingungen,  a)  Handelt 
es  sich  um  eine  einfache  harmonische  Bewegung,  so  geht  die  Gleichung 
(161)  durch  Einführung  des  Zeitfaktors  e*"'  über  in 

(171)  (A  +  P)9?  =  0,         k  =  6/c. 

Die  Konstante  k  ist  mit  der  Wellenlänge  A  der  ebenen  Wellen 
(Nr.  6  c)  von  der  gleichen  Frequenz  durch  die  Beziehung  k  =  27i/X 
verknüpft.    Die  allgemeinere  Gleichung  (165)  nimmt  folgende  Form  an 

(172)  (A  +  /r)qp  =  -  J,  0. 

Die  Theorie  dieser  Gleichung  ist  in  vieler  Beziehung  der  der 
Po«ssonschen  Gleichung  A  ^  =  —  4n:p,  mit  der  man  sich  in  der 
Potentialtheorie  (II  A  7b,  H.  Burkhardt-W.  F.  Meijer)  beschäftigt, 
analog  ^^).  Den  anziehenden  oder  abstossenden  Massenpunkten  ent- 
sprechen die  „SchaUquelleu".  Das  Geschwindigkeitspotential  einer  ein- 
fachen Quelle  ist  (p  =  Ae~''"'/r,  wo  r  den  Abstand  von  der  Quelle  be- 
zeichnet ^°*).     Die  allgemeine  Lösung  von  (172)  ist  dann 


^F, 


wo  W  die  allgemeine  Lösung  von  (171).  Sind  andererseits  einfache 
Quellen  mit  endlicher  Flächendichte  li  über  eine  Fläche  verteilt,  so 
besteht  eine  Unstetigkeit  in  der  normalen  Ableitung  von  9:,  nämlich^*"*) 

wo  die  Suffixe  die  beiden  Seiten  der  Fläche  kennzeichnen. 


198»)  J.  Larmor,  London  Math.  See.  Proc.  (2)  1  (1903),  p.  1.     Die  Abhand- 
lung giebt  einen  einfachen  anschaulichen  Beweis  der  Kirchhoffechen  Formel. 

199)  0.  Tedone,  Rom  Acc.  Line.  Rend.  (5)  5*  (1896),  p.  357. 

200)  H.  ndmholtz,  J.  f  Math.  57  (1850),  p.  1  ==  Ges.  Abh.  1,  p.  303. 

201)  H.   Helnilioltz ,    loc.    cit. ,    bedient    sich    der    Funktionen    (coa  kr)/r, 
(sin  kr) fr,  die  Lord  Baylcigh  in  die  Exponentialfunktion  zusammenfasst. 
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Sind  cf  und  il>  Lösungen  von  TlTl),  die  mit  ihren  ersten  und 
zweiten  Ableitungen  innerhalb  eines  endlichen  Bereichs  endlich  sind, 
so  ergiebt  sich  nach  der  6rreewschen  Methode  ^"^) 

wo  die  Integration  sich  über  die  Oberfläche  des  Bereichs  erstreckt. 
Der  Satz  gilt  auch  für  einen  unendlich  ausgedehnten  Bereich,  der 
innen  von  einer  oder  mehreren  geschlossenen  Flächen  begrenzt  wird, 
vorausgesetzt,  dass  <p  und  i^  in  grosser  Entfernung  B  mit  e~'''^IR 
vergleichbar  werden.  Setzt  man  in  (175)  ^  =  e~**'"/r,  wo  r  den  Ab- 
stand von  einem  festen  inneren  Punkte  P  bedeutet,  und  fügt  zu  der 
gegebenen  Begi-enzuug  eine  kleine,  den  Punkt  P  umschliessende  Kugel 
hinzu,  so  erhält  man  ^^^) 

(176)         4.,,=//-|5  ^  äS  -fß  l  {tUp^äS. 

Wenn  P  ein  äusserer  Punkt  ist,  so  verschwindet  die  rechte  Seite. 

Der  Satz  (176)  stellt  einen  speziellen  Fall  der  in  voriger  Xr.  ge- 
nannten Kl  rchJio  ff  sehen  Formel  dar;  letztere  lässt  sich  aber  ihrerseits 
auch  aus  ihm  ableiten,  da  nach  dem  Fourierschen  Theorem  eine  will- 
kürliche Funktion  von  t  sich  unter  gewissen  Bedingungen  als  Integral 
einfacher  harmonischer  Funktionen  ausdrücken  lässt  ^°^). 

In  einem  Bereich,  dessen  Abmessungen  klein  sind  gegen  die 
Wellenlänge  2n;/Ä*,  kann  man  e~**''=  1  setzen:  dann  nimmt  der  Satz 

(176)  die  Form  an  ^o») 

(177)  4.^,  =ffll  i  CS  -fß  -|„  (  ^  )  ,f S, 

wie  in  der  Theorie  des  gewöhnlichen  Potentials  (IIA  7  b,  Xr.  12). 
Mau  kann  deshalb  innerhalb  eines  solchen  Bereichs  Agp  ^  0  an- 
nehmen; dies  ist  für  viele  Näherungsrechnungen  besonders  nützlich^. 
Die  Theorie  der  6r;-ee;jschen  Funktion  (II  A  7  b,  Nr.  18)  lässt  sich 
ebenfalls  auf  den  vorliegenden  Fall  übertragen  ^^) -"■').  Ist  G  eine 
Funktion,  die  1)  der  Gleichung  (171)  in  dem  betrachteten  Bereich 
genügt,  2)  im  Punkte  P  wie  e~ '*'"//•  unendlich  wird  und  3)  in  allen 
Punkten  der  Oberfläche  verschwindet,  so  liefert  (^175)  für  xlf  ^  G 


20'2)  H.  Helmholtz,  loc.  cit.  —  Vgl.  Gl.  UG6). 

203)  H.  Lamb,  Hydxodynamics,  3.  Aufl.,  §  286. 

204)  F.  Klein  bei  F.  Pockels,  Au-\-k-u  =  0,  p.  280. 

205)  H.  Poincare,  Palenno  Reud.  8  (1894),  p.  57. 
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(177)  4.^,=  -//,  II  dS. 

Hat  man  statt  ;'>)  die  Oberüücheubetlingung  bGjdn  =  0,  so  erhält  man 

(178)  4:t^^=ff^;^GdS. 

Der  Wert  von  (p  erscheint  hier  ausgedrückt  durch  die  Oberflächen- 
werte von  (p  bezw.  cfpjdn^  es  ist  aber  bemerkenswert,  dass  für  einen 
grejjcebenen  Bereich  für  eine  Reihe  bestimmter  Werte  von  Ic  diese  Dar- 
Stellungen  unmöglich  werden.  Z.  B.  wird  die  Darstellung  (178)  mittels 
d(p/dn  unbestimmt,  wenn  k  einen  der  Werte  besitzt,  die  den  Normal- 
schwingungen der  Luft  in  dem  durch  feste,  starre  Wände  begrenzt 
gedachten  Bereich  entsprechen  -°*^j.  Der  Wert  von  G  in  (178)  ist 
dann  unendlich  gross.  Es  liegt  hier  ein  wichtiger  Unterschied  gegen- 
über  der  Theorie  des  orewöhnliehen  Potentials  vor. 

Dem  Gaussschen  Mittelwertsatz  (II  A  7  b,  Nr.  13)  entspricht  der 
Satz,  dass  der  Mittelwert  von  q)  über  die  Oberfläche  einer  Kugel 
vom  Radius  r,  in  deren  Innern  keine  Quellen  liegen,  gleich 

sin  kr 

ist,  wo  9?o  der  Wert  im  Mittelpunkt^*''^).  Im  einem  ins  Unendliche 
ausgedehnten  Bereich  ist  der  Mittelwert  von  (p  über  die  Oberfläche 
einer  alle  Quellen   in   sich  bergenden  Kugel  von   der  Form  Ce~*'"'/r. 

Eine  andere  wichtige  Folgerung  aus  (175)  ist  der  Reziprozitäts- 
satz von  H.  Helmholtz,  der  sich  so  aussprechen  lässt:  In  irgend  einem 
allseitig  oder  teilweise  von  festen  starren  Wänden  begrenzten  Bereich 
ist  das  Geschwindigkeitspotential  im  Punkte  F,  das  von  einer  Quelle 
in  Q  herrührt,  nach  Amplitude  und  Phase  gleich  dem  Geschwindig- 
keitspotential in   Q,   das  von  einer  gleichen  Quelle  in  P  herrührt '^°^). 

ß)  Der  zahlreichen  Anwendungen  wegen  notieren  wir  hier  noch 
verschiedene  typische  Lösungen  von  (171). 

Ist  die  Bewegung  eindimensional,  so  hat  man 
[  ^*9 


(179) 


dx^  +  ^-'^  =  Ö, 


Jeder  Term  stellt  ein  System  fortschreitender  Wellen  dar  ''^^). 


206)  H.  Helmholtz,  J.  f.  Math.  57  (1860),  p.  24  =  Ges.  Ai-h.  1,  p.  329. 

207)  H.  Weber,  J.  f.  Math.  69  (1868),  p.  222. 

208)  H.  Helmholtz,  loc.  cit.  Einen  etwas  abweichenden  Beweis  giebt  Lord 
Bayleigh,  Sound,  §  294.  Zudem  ist  der  Satz  von  Eayleigh  erheblich  erweitert 
worden  (Nr.  1  a). 
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Für  zweidimensionale  Betvegunr/en  gilt  die  Gleichung 

(180)  0  +  ^  +  iV  =  0, 
deren  typische  Lösung  in  Cartesisehen  Koordinaten 

(181)  cp  =  y,C&P^  +  "^'J,      p-  +  (f  =  Jc^ 

ist.  Transformiert  man  auf  Polarkoordinaten,  so  nimmt  die  Gleichung 
die  Form  von  (108)  an,  und  die  typische  Lösung  lautet 

(182)  (p  =  {aJJkr)  +  ßK„{kr)  }  cos  (nO  +  .j, 

wo  J„(kr)  die  gewöhnliche  Besselscbe  Funktion  und  K^(kr)  irgend 
eine  andere  unabhängige  Lösung  von  (108)  ^^®).  Für  Punkte,  die 
vom  Koordinatenanfang  weit  entfernt  sind,  drückt  sich  q  bequemer 
in  der  Form  aus  ^^^) 

(1 83)  (f'  =  {Ä  R^  (kr)  -^  BDj  —  kr) }  r"  cos  (n  6  -\-  s), 
wo 

m)  =  -  (4) V^^  { 1  -  ,  ;^,^  +  ^^J^  - . . .  j . 


(184) 


Für  manche  Zwecke  ist  es  wesentlich,  die  Beziehungen  zwischen  den 
Konstanten  in  (182)  und  (183)  zu  kennen.  Im  Falle  eines  divergenten 
Wellensystems  hat  man  B  =  0,  und  es  zeigt  sich,  dass  folgende  Ent- 


209)  Der  Term  J.e~'*^  (für  j- >■  0)  entspricht  einer  gleichförmigen  Ver- 
teilung einfacher  Quellen  über  die  Ebene  x  =  0,  Lord  EayJeigh,  London  Math. 
Soc.  Proc.  19  (1888),  p.  504  =  Papers  3,  p.  44;  Sound,  2.  Aufl.,  §  342. 

210)  So  kann  man  setzen 

d  Y 


co8(^8in0)rfÖ=    "     /  sin(.tcosh?/Wt<, 

0  0 

00  2  QC 

A'o(J)=  ^^    I  coBitcosh  u)  du  =  —  "^-  /  sin(Jco8Öw/Ö4-  ^     /   e' ^^ ''""^ "  d  u  . 

0  0  0 

211)  Im  wesentlichen  bei  G.  G.  Stokes.  London  Trans.  1868,  p   449  =  Papers 
4,  p.  299;  Lord  Jiaykigh,  Sound,  §  341. 


6d.  Wellen  von  endlicher  Amplitude  (in  einer  Flüssigkeit).  281 

Wickelung  nach  Potenzen   von  ^  gilt"*^): 


(18Ö) 


■%n=   1    +  I   +     '     + 


.s, 

«-4 

1 

«» 

<-6 

2* 

+ 

1 

1 

111 

2* 

•4* 

6* 

b 

2      '      3 

Was  dreidimensionale  Bewegungen  anbetrifft,  so  ergiebt  sich  für 
(171)  zunächst  die  Lösung 

(186)  (p  =y  Ce'fi'-  +  '''^  +  '■'•--,      ij2  _^  ,-2  ^  ,.2  _  /.2 

Die  Lösung  von  (171)  iu  räumlichen  Polarkoordinaten  ist  von 
verschiedenen  Schriftstellern  diskutiert  worden ^^^).  Die  bündigste 
Form  ist 

(187)  ^^(^-^^J^'^Zl+ÄJi.r-S,,     ;  =  /.■., 

wo  Ä„  eine  Kugelflächenfunktion  von  der  Ordnung  n.  Die  beiden 
Terme  stellen  Wellen  dar,  die  bezüglich  nach  aussen  und  nach  innen 
fortschreiten.  Fordert  man  Endlichkeit  im  Köordinatenanfang,  so  hat 
man  Ä„  =^  —  B..  und  daher 


(188) 


(J   \"  sin  ^ 


ix l^  + ?* V 

\  2(2n  +  3)     '    2-4-(2»  +  3)(2«-|-5)  / 


1  •3...(2w  +  l) 


6d.  'Wellen  von  endlicher  Amplitude.  Der  FaU  ebener  WeUen 
von  endlicher  Amjjlitude  wurde  von  S.  D.  Poisson  ^^^)  behandelt, 
welcher  zeigte,  dass  unter  Voraussetzung  des  Boyleschen  Gesetzes  das 


212)  Die  Bezeichnungsweise  ist  übernommen  von  Lord  Rayleigh,  Phil.  Mag. 
(4)  43  (1897),  p.  259  =  Papers  4,  p.  283.  Die  Funktion  D^{kr)  ist  das  Potential 
einer  gleichförmigen  Reihe  einfacher  Quellen  längs  der  0- Achse,  D^{kr)r  cos  Q 
das  einer  Reihe  von  Doppelquellen;  Lord  Rayleigh,  Sound,  §  342. 

213)  Laplace,  Conn.  des  temps  pour  1823  (1820);  S.  D.  Poisson,  Theorie 
mathematique  de  la  chaleur,  Paris  1835,  chap.  6;  G.  G.  StoJces,  London  Trans.  1868, 
p.  447  =  Papers  4,  p.  29'J:  Lord  Ratjleigh,  London  Math.  Soc.  Proc.  4  (1872),  p.  93 
=  Papers  1,  p.  138;  H.  Lamb,  Hydrodynamics,  3.  Aufl.,  §  287.  Die  »S'to^TSSche 
Form  der  Lösung  ist 

qp  =  f^(ikr)e-'"-S„+  f„(-i}cr)e''''S„', 
wo 

f  (iy\  -  1  4_  "(»  +  !)   ,    {n-l)n{n  +  l){n  +  2)  1  ■  2  •  3  . .  .  2  « 


2-4:{i^y  '  ^2-4...  2  »(j^)" 

214)  J.  ec.  polyt.  7  (1808),  p.  319.  Eine  Näherungstheorie,  die  die  Glieder 
zweiter  Ordnung  umfasst,  ist  von  Lagrange,  Taurin.  Mise.  2*  (1760/61)  =  Oeuvres 
1,  p.  151,  entwickelt  worden. 
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Geschwindigkeitspotential  der  Gleichung  genügt  ^^^) 

(189)  ?,;T  +  2  1^  4\  +  (1-^-)'  ^,=^c'  f^- . 

^        ^  3r     '        5a;    9a;5<    '    \dx)    dx'  ex' 

Poisson  erhält  zwei  spezielle  Integrale  dieser  Gleichung  und  schliesst, 
dass  eine  beliebige  Störung,  die  anfangs  auf  einen  endlichen  Bereich 
von  X  beschränkt  ist,  sich  in  zwei  Wellen  auflöst,  die  in  entgegen- 
gesetzten Richtungen   fortschreiten.     Für  die  positive  Welle  findet  er 


(190) 


wo  die  Funktion  f  willkürlich  ist.  Dies  Resultat  ist  folgendermassen 
zu   deuten:    Jeder    einzelne  Wert  der  Geschwindigkeit  ccp/cx  pflanzt 

sich    mit    der    Geschwindigkeit    c  -f-  -^~    fort;    die    Form    der    WeUe 

ändert  sich  beständig,  ipdem  die  dichteren  Teile  schneller  fortschreiten 
als  die  dünneren,  bis  schliesslich  der  Wert  von  cqJcx  an  irgend  einer 
Stelle  unendlich  wird^^®).  Über  das,  was  hiernach  eintritt,  geben  die 
Formeln  keinen  Aufschluss. 

Eine  andere  Untersuchung,  die  nicht  an  die  Voraussetzung  iso- 
thermer Vorgänge  gebunden  ist,  wurde  von  B.  Riemann  -^^)  gegeben. 
Indem  er  setzt 

^^^^-fitf^'     2r  =  /(p)-f.,     2s  =  nQ)-u, 
findet  er 

dr 


(191) 


ds=t'idx-(u-yf^dt 


dx[ 

diese  Gleichungen  zeigen,  dass,  r  für  einen  (geometrischen)  Punkt,  der 
mit  der  Geschwindigkeit  Y dj'f/dQ  -f-  u  fortschreitet,  konstant  ist, 
während  s  für  einen  Punkt,  der  mit  der  Geschwindigkeit  Y dp/dg  —  ii 
rückwärts  sich  bewegt,  konstant  ist.  Eine  begrenzte  Anfangsstörung 
löst  sich  demgemäss  in  zwei  Wellen  auf,  von  denen  jede  eine  be- 
stimmte Beziehung  zwischen  u  und  q  aufweist.  Die  ständige  Ände- 
rung,   die   infolgedessen   der   Typus  jeder  Welle   erfährt,    ähnelt   der- 


215)   Die  genaue  Gleichung  für  drei  Dimensionen   ist  aufgestellt  von  La- 
grange, M^c.  anal.  12""'  sect. 

216")  G.  G.  StoJces,  Phil.  Mag.  33  (1848\  p.  349  =  Papers  2,  p.  51. 
217)  Gott.  Abb.  8  (1800)  43  =  Werke,  2.  Aufl.  Leipzig  1892,  p.  156. 
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jenigen,  die  die  Poissonsche  Lösung  angiebt^^^).  Die  Abhandlung  be- 
schäftigt sich  ferner  mit  der  jvllgemeinen  Lösung  des  Problems;  die 
Grössen  r  und  s  werden  als  unabhängige  Veränderliche  eingeführt  und 
die  Lösung  auf  die  Integration  einer  linearen  partiellen  Differential- 
gleichung 2**'  Ordnung  zurückgeführt  ^'^)  ^-°). 

Fast    gleichzeitig    wurde    das   Problem    von   S.  Earnshaiv  ^^')   be- 
handelt; dieser  geht  von  der  Gleichung  aus  ^--j 

wo  y  die  Koordinate  zur  Zeit  t  des  Teilchens,  dessen  ungestörte 
Lage  X  ist.     Es  werden  partikuläre  Lösungen  vom  Typus 

et        '  \dxj 

untersucht-"^).  Im  Falle  des  Bovleschen  Gesetzes  (7  =  1)  hat  man 
z.  B. 

(193)  \y  =  ax-\-{C±_c  log  a)  t  +  (p{a), 
\0  =  ax  -^^ct  -{-  a(p'(cc), 

wo  die  Funktion  <jp  willkürlich  ist.  Wählt  man  eines  der  beiden  Vor- 
zeichen, so  erhält  man  eine  einzige  fortschreitende  Welle,  in  der 
Q  =  QQe+"/'^.  Diese  Ergebnisse  stimmen  mit  den  Poissonschen  über- 
ein. Earnshaiv  bemerkt,  dass  eine  Welle  nur  dann  ohne  Änderunsr  des 
Typus  fortschreiten  könnte,  wenn  die  Beziehung  zwischen  p  und  (> 
von  der  Form  wäre^-^) 

(194)  p  -\-  ni^/g  =  const. 


218)  Eine  ähnliche  Untersuchung  hatte  Ä.  M.  Ampere,  J.  ec.  polyt.  11 
(1820),  p.  1  für  den  Fall  des  Boyleschen  Gesetzes  unternommen;  vgl.  B.  Biemnnn- 
R.  Weher,  Part.  Diff.gl.  2,  Kap.  23. 

219)  Vgl.  hierüber  lY  19,  Nr.  6  {G.  Zemplen).  B.  Biemanns  Methode  lässt 
sich  auf  den  Fall  ebener  horizontaler  Wellen  in  einer  der  Schwere  unterworfenen 
Atmosphäre  ausdehnen.  Die  Übertragung  auf  Kugelwellen  oder  zylindrische 
Wellen  scheint  nur  dann  zu  gelingen,  wenn  eine  äussere  Kraft  von  speziellem 
künstlichen  Typus  eingeführt  wird;  B.  LipscJntz,  J.  f.  Math.  100  (1887),  p.  89; 
C.  V.  Burtm,  Phil.  Mag.  (ö)  35  (1893),  p.  317. 

220)  Eine  mehr  physikalische  Erklärung  der  Änderung  des  Typus  giebt 
Lord  Bayleigh,  Sound,  §  251. 

221)  London  Phil.  Trans.  150  (1860),  p.  133. 

222)  /.  F.  W.  Herschel,  Encycl.  Metrop.  Art.  „Sound",  p.  757  (für  den  iso- 
thermen Fall  7  ==  1). 

222*)  Dieselbe  Untersuchung  giebt  bereits  Poisson,  Corresp.  ec.  polyt.  2 
(1813),  p.  410  selber,  der  damit  einen  Teil  der  Earmhauschen  Resultate  anti- 
.oipiert. 

223)  Dies  lässt  sich   sehr  einfach   durch  Zurückführung  des  Problems  auf 
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Die  Tatsache,  dass  bei  wirklichen  Verhältnissen  die  Werte  von 
dujcx  und  cqJ'cx  schliesslich  unendlich  werden  müssen,  hat  verschiedene 
Autoren  ^^'')  ^^^)  ^^^)  zur  Untersuchung  der  Bedingungen  geführt,  unter 
denen  Unstetigk«itswellen  sich  fortpflanzen  können.  Es  ergiebt  sich 
z.  B.,  dass,  wenn  links  von  einer  bestimmten  Fläche  Q  =  q^,  u  =  u^ 
und  rechts  von  ihr  q  =  q^,  u  =  0,  die  Bedingung  der  Konstanz  der 
Masse  und  der  Impulssatz  durch  den  Ansatz 

(195)         «^=f7+(^^i=:M(£Li:^)\      t^=(fcL^.i>}^ 

befriedigt  werden,  wo  ü  die  Geschwindigkeit  bedeutet,  mit  der  die 
Unstetigkeitsfläche  fortschreitet  und  das  obere  oder  untere  Vorzeichen 
gilt,  je   nachdem  q^  ^  q^.  ^'*) 

Über  die  neueren  hierher  gehörigen  Untersuchungen  berichtet 
G.  Zeinplen  in  IV  19  (Unstetige  Beivegungen  in  Flüssigkeiten). 

7.  Spezielle  Probleme  betreffend  Luftschwingungen. 

7  a.  Reflexion  und  Breeliung  des  Schalls.  Die  Reflexion  von 
Schallwellen  au  einer  starren  ebenen  Wand  lässt  sich  leicht  nach  der 
Methode  der  Bilder  behandeln  -^^).  Das  Problem  der  Reflexion  ebener 
Wellen  an  der  ebenen  Grenzfläche  zweier  Flüssigkeiten  wurde  von 
G.  G^'een^'^^)  gelöst.  Es  ergiebt  sich,  dass  die  Gesetze  der  Reflexion 
und  der  Brechimg  dieselbe  Form  wie  in  der  Optik  (V21,  A.  Wangerin) 
haben  und  die  Amplitude  der  reflektierten  und  der  durchgehenden 
Welle  zu  der  der  einfallenden  Welle  in  dem  Verhältnis 

Qi  tgöi— cjgö 

Q,tgd,-\-Qtgd 

steht,    wo    ^,  Q^    die    Dichtigkeiten    und   0,  d^   der  Einfalls-    und   der 


das  einer  stationären  Bewegung  beweisen,  W.  J.  M.  lia)ikitie,  London  Phil.  Trana. 
160  (1870j,  p.  -277  =  Papers,  p.  530.  Lord  Eayleigh,  Sound,  §  253;  EayiJcine 
hat  ferner  einen  speziellen  Wellentyi)us  untersucht,  bei  dem  diese  Beziehung 
erhalten  bleibt,  wenn  Wärmeleitung  berücksichtigt  wird. 

224)  Die  Bedingung  der  Konstanz  der  Energie  wird  jedoch  nur  dann  be- 
friedigt, wenn  p^,  Qi,Pi,  Q,  durch  die  Beziehung  (194)  mit  einander  verknüpft 
sind:  Lord  Raijleigh,  Sound,  §  253.  Dies  wüi-de  bei  einer  idealen  Substanz  der 
Fall  sein,  deren  Adiabaten  gerade  Linien  wären.  H.  Lamb,  Hydrodynamics, 
3.  Aufl.,  4;  280. 

225)  Euler,  Berlin  Hist.  1765,  p.  355;  S.  D.  Poisson,  Fussu.   190. 

226)  Cambridge  Phil.  Sog.  Trans.  6  (1837),  p.  303  =  Papers,  p.  231;  Lord 
Bayleigh,  Sound,  §  276.  Eine  minder  vollständige  Untersuchung  lieforte  5.  D, 
Foinson,  Paria  Mem.  3  (1819),  p.  305,  und  10  ^1831),  p.  317. 


7  a.  Reflexion  und  Hrochunj^  des  Schalls  fin  Luft).  285 

Brechungswinkel.     Bei  senkrechtem  Einfall  (0  =  B^  =  0)  wird  dies 

Im  Falle  zweier  gasförmigen  Medien  von  gleicher  Elastizität 
reduziert  sich  der  Ausdruck  auf 

wonach  es  für  6  -{-  0^=  \7t  keine  reflektierte  Welle  giebt.  Dieselbe 
Beziehung  hat  man  in  der  Optik  im  Falle  senkrecht  zur  Einfalls- 
ebene polarisierten  Lichtes. 

Die  Erscheinung  der  totalen  Reflexion  tritt  ein,  wenn  q  >  c  und 
sin  ö>c/c^.  Steht  die  .r-Axe  senkrecht  zur  Grenzfläche,  so  ist  die 
Störung  im  zweiten  Medium  vom  Typus 

(  (p  =  Ce-!^''  cos  (&!/  -\-  6t-{-  e), 

wo  A  die  Wellenlänge  im  ersten  Medium. 

Die  Reflexion  von  Wellen  an  einer  gewellten  Oberfläche  (^  =  ccos^a:, 
wo  pc  klein)  ist  von  Lord  Rnyleigh  ^"^'^)  untersucht  worden.  Sowohl 
wenn  die  Oberfläche  starr  ist,  wie  wenn  sie  die  Begrenzung  gegen  eine 
andere  Flüssigkeit  bildet,  ergiebt  sich,  dass  die  Reflexion  merklich 
dieselbe  ist  wie  bei  ebener  Begrenzung,  falls  die  Wellenlänge  2 n/p 
der  Riffelungen  au  der  Oberfläche  klein  ist  gegen  die  der  einfallenden 
Luftwellen:  anderenfalls  ist  die  direkt  reflektierte  Welle  von  schrägen 
Wellen  begleitet,  analog  der  Erzeugung  seitlicher  Spektren  durch  ein 
Beugungsgitter  in  der  Optik  ^^^). 

Die  Ausbreitung  des  Schalls  in  einer  ungleichförmigen  Atmosphäre 
ist  theoretisch  von  S.  D.  Poisson^^^)  und  Lord  RayleigJi^^^)  unter  der 
beschränkenden  Voraussetzung  behandelt  worden,  dass  die  Temperatur 
gleichförmig  ist  und  die  Expansionen  nach  dem  isothermen  Gesetz 
erfolgen.  Die  Schallgeschwindigkeit  ist  dann  überall  die  gleiche;  und 
für  hinreichend  rasche  Schwingungen  sind  die  allgemeinen  Gesetze 
der  Ausbreitung  des  Schalls  dieselben  wie  im  Falle  gleichmässiger 
Dichte,  nur  dass  die  Amplitude  einer  Störung,  die  von  einem  Punkt  A 
nach  einem  Punkt  B  fortgepflanzt  wird,  sich  im  Verhältnis  e''"'^  ändert, 


227)  Sound,  2.  Aufl.,  §  272  a. 

228)  Die  Reflexion  von  Schallwellen   an,  einem  parabolischen  Spiegel   dis- 
kutiert JB.  Lamh,  London  Math.  Soc.  Proc.  (2)  4  (1906),  p.  190. 

229)  Phil.  Mag.  (5)  29  (1890),  p.  173   =  Papers  3,  p.  335. 
Encyklop.  d.  math.  Wissensch.     IV  2,  n.  19 
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WO  z  der  Höhenunterschied  zwischen  Ä  und  ß  und  H  die  Höhe 
einer  homogenen  Atmosphäre.  Die  Energie  bleibt  hierbei  un- 
geändert^^^). 

Ist  die  Temperatur  nicht  gleichförmig,  so  ändert  sich  die  Schall- 
geschwindigkeit mit  der  Höhe,  und  die  Wellen  werden  gebrochen  ^^j. 
Etwas  Ähnliches  wird  bei  Windbewegung  durch  die  Überlagerung 
der  Geschwindigkeit  der  Luft  über  die  des  Schalls  bewirkt.  Wenn 
die  Windgeschwindigkeit  nach  oben  hin  zunimmt,  so  werden  Klänge 
an  der  Erdoberfläche  besser  in  Richtung  des  Windes  als  gegen  die- 
selbe zu  hören  sein  ^^^). 

7  b.  Beugung,  a)  Die  Theorie  der  Beugung  von  Schallwellen  durch 
Hindernisse  oder  Ofihungen  in  Schirmen  ist  ebenfalls  analog  der  Theorie 
der  entsprechenden  optischen  Probleme,  aber  einfacher,  erstens  weil  die 
zu  bestimmende  veränderliche  Grösse  ((p)  eine  Skalar-  und  nicht  eine 
Vektorgrösse  ist,  zweitens  weil  die  Randbedingungen  genau  bestimmt 
und  wohlbekannt  sind.  Andererseits  bringt  der  Umstand,  dass  die 
Wellenlänge  X  gegen  die  Abmessungen  der  Hindernisse  oder  Öffnungen 
oft  gross  statt  klein  ist,  bedeutende  Unterschiede  in  dem  allgemeinen 
Charakter  der  Lösungen  mit  sich;  auch  vereinfacht  er  erheblich  die 
Deutung  der  analytischen  Ausdrücke,  wenn  solche  erhalten  werden 
können,  und  ermöglicht  überdies  Näherungsrechnungen,  in  Fällen,  wo 
die  strenge  Lösung  bisher  nicht  gelungen  ist. 

Die  Beugung  ebener  Wellen  durch  eine  feste  starre  Kugel  ^^'^) 
lässt  sich  nach  der  Formel  (187)  behandeln.  Nimmt  man  den 
Koordinateuanfang  im  Mittelpunkt  an,  so  ist  das  Geschwindigkeits- 
potential eines  in  der  negativen  ;<■- Richtung  einfallenden  Systems 
ebener  Wellen  ^^^) 

(197)  (p  =  (f'^=^  (2w  +  1)  (//■>•/ 1„,  (kr)  P„  (COS  ö), 

wo  COS  6  =  x/r,  xl)^  die  in  (188)  definierte  Funktion  und  1\  die  ein- 


230)  Die  allgemeine  Erklärung  hierfür  gab  0.  Reynolils,  London  Rot.  Sog. 
Proc.  22  (1874),  p.  295,  531  =  Scientific  papers  1,  Cambridge  1900,  p.  89,  und 
London  Phil.  Trans.  166  (1876),  p.  315  =  Papers  1,  p.  157.  Weitere  Unter- 
suchungen betreifend  siehe  Lord  Hayleigh,  Sound,  §  288. 

231)  G.  G.  Stokes,  Brit.  Assoc.  Rep.  1857,  p.  22  =  Papers  4.  p.  lin; 
0.  Reynolds,  loc.  cit.;  Lord  BaxjUigh,  Sound,  §  289. 

232)  Lord  llayleigh ,  London  Math.  Soc.  Proc.  4  (,1872),  p.  253;  Sound  2, 
§  334. 

233)  Lord  Rmjlciyh,  loc.  cit.  und  London  Phil.  Trans.  i^A)  203  vl904),  p.  M7; 
E.  Heine,  Theorie  der  Kugelfunktioneu,  2.  Aufl.,  Berlin  1878,  p.  82;  Lord  Ray- 
leigh  betrachtet  auch  den  Fall  einer  in  endlicher  Entfernung  gelegenen  Schall- 
quelle; Tgl.  ,1.  Clebsch,  J.  f.  Math.  61  (1863),  p.  195. 
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fache  Kugelfunktiou.  Die  gebeugten  Wellen  vverdeu  vom  Typus  fl87), 
wobei  1)*„^(),  sein,  und  die  Werte  der  A^  bestimmen  sich  durch 
die  Bedingung  ctpjcr  =  0  für  r  =  a,  wo  cp  jetzt  das  vollstündige 
Geschwindigkeitepotential  bezeichnete'^).  Wenn  ka  klein  ist,  lautet  der 
Ausdruck  für  die  gebeugten  Wellen  in  grosser  Entfernung  r 

(198)  (P  =  —  k^a^  (y  +  4  cos  ö)  ""'  ^ 


e 


und    die    in    der    Zeiteinheit    nach    aussen    tretende    Energie    beträtet 

7 

--k^a*    der   Energie,    die    in    den    ursprünglichen  Wellen    durch    ein 

Flächenstück  na"  tritt  ^■'^). 

Bei  dem  analogen  Problem  der  Beugung  ebener  Wellen  durch 
ein  zylindrisches  Hindernis,  dessen  Längsrichtung  den  Wellenflächen 
parallel  ist,  hat  man  für  die  einfallenden  Wellen  '^^) 

^       ^  -{- 2 i"  J„  (kr)  cos  nd  -\ . 

Wenn  ka  klein  ist,  so  lautet  der  Ausdruck  für  die  gebeugten  Wellen 
in  einiger  Entfernung  ^'^'') 


(200)  cp  =  -  1^0?  (I  +  cos  ö)]/^ e-'-*'-. 

Das  Problem  der  Beugung  durch  ebene  Hindernisse  oder  durch 
Öffnungen  in  ebenen  Schirmen  wurde  streng  zum  ersten  Male  von 
Ä.  SonimerfcJcP^^)  behandelt.  Man  denke  sich  in  Analogie  zur  Über- 
deckung  einer  Ebene  durch  eine  zweiblättrige  Riemannsche  Fläche 
den  Raum  doppeltüberdeckt  und  den  Übergang  von  dem  einen  Exemplar 
des  Raumes  in  das  andere  durch  gewisse  „Übergangsflächen"  vermittelt. 
Diese  Übergangsflächen  entsprechen  den  Übergangslinien  der  Biemann- 
schen  Fläche,  ihre  Beranduug  als  „Yerzweigungskurven"  den  Ver- 
zweigungspunkten der  Riemannschen  Fläche,  Liegt  nun  z.  B.  der 
Schirm  in  der  Ebene  y  ==  0  und  sind  mit  S  diejenigen  Teile  der  Ebene 
bezeichnet,  die  durch  den  Schirm  überdeckt  sind,  so  hat  man  sich 
vorzustellen,  dass  eben  diese  Teile  für  den  doppeltüberdeckten  Raum 
Übergangsflächen  werden,  d.  h.  ein  Punkt,  der  S  durchsetzt,  geht  von 


234)  Lord  jRayleigh  behandelt  auch  den  Fall  eines  gasförmigen  Hindernisseß. 

235)  Lord  Rayleigh,   Phil.  Mag.  [b)   47  (1899),   p.  375  =  Papers  4,   p.  397. 

236)  E.  Heine,  Fussnote  233. 

237)  Lord  Baijhigh,  Sound,  §  343. 

238)  Gott.  Nachr.  1894,  p.  338  [im  Inhaltsverzeichnis  des  Bandes  nicht 
vermerkt];  Math.  Ann.  47  (1896),  p.  317;  London  Math.  Soc.  Proc.  28  (1897), 
p.  395. 

19* 
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dem  einen  Exemplar  des  Raumes  in  das  andere  über.  Der  erste  Teil 
des  akustischen  Problems  besteht  in  der  Bestimmung  einer  Funktion 
9?P,  die  in  allen  Punkten  des  so  eingeführten  Doppelraumes  der 
Gleichung  (171)  genügt,  im  Unendlichen  verschwindet  und  nur  in 
einem  Punkt  P  wie  e~'*''/r  unendlich  wird.  Xun  bilde  man  sich  q)^, 
wo  P'  das  Bild  von  P  bezüglich  der  Ebene  «/  =  0,  das  in  dem 
zweiten  Exemplar  des  doppeltgedachten  Raumes  zu  denken  ist,  wenn 
P  sich  im  ersten  befindet.  Dann  wird  (p  =  (f,,-\-  (pp  das  Geschwindig- 
potential  des  bei  dem  ursprünglichen  Probleme  aus  der  Quelle  in  P 
entspringenden  Wellensystems.  Die  Lösung  ist  vollständig  durch- 
geführt für  den  Fall  eines  Schirms  von  der  Form  einer  unendlichen 
Halbebene,  zunächst  für  eine  im  Unendlichen  gelegene  Quelle  ^^''),  so- 
dann auch  für  eine  im  Endlichen  gelegene  Quelle-**^). 

Aus  der  Lösung  für  die  Halbebene  lässt  sich  die  für  einen  Spalt, 
der  von  parallelen  Geraden  begrenzt  ist,  durch  successive  Approxi- 
mationen ableiten,  vorausgesetzt,  dass  es  sich  um  ebene  Wellen  handelt-'*^  <. 

ß)  Eine  Anzahl  wichtiger  Probleme,  die  sich  auf  das  direkte  Auf- 
treffen von  Wellen  auf  Platten  oder  mit  Öffnungen  versehene  Schirme 
beziehen,  lässt  sich,  wie  Lord  Bayleigh  ^^-)  gezeigt  hat,  nach  NäJie- 
rungsmethoden  behandeln. 

Fallen  ebene  Wellen  in  Richtung  der  negativen  :r-Axe  auf  einen 
Schirm,  der  in  der  </5;- Ebene  gelegen  ist  und  eme  oder  mehrere  Off- 
nungen besitzt,  so  kann  man  ansetzen 

(  9   =-  «"'+  «-'"+<(',  [■!•  >  II]. 

^       '  \f  =  ¥,  [=c<  ü], 

wo  das  Glied  e'*-^  die  einfallenden  Wellen  und  p-'*^  die  regelmässig 
reflektierten  Wellen  darstellt,  während  ^  und  j/;'  die  nach  beiden 
Seiten  gebeugten  Wellen  darstellen.  Diese  letzteren  Funktionen  müssen 
auf  dem  Schirm  den  Bedingungen  d^f/dx  =  cxl/ jdx  =  0  und  in  den 
Offnungen   den  Bediogungen   %}  =  —  1,   i^''=  1,  ri'lcx  =  d^' jdx  ge- 


239)  A.  Sommerfeld ,  loc.  cit.  Der  optischen  Analogie  entsprechend  giebt 
es  einen  Schallschatten.  Die  Intensitätsänderungen  in  der  Nähe  des  Schatten- 
randes in  grosser  Entfernung  vom  Schirm  ähneln  denjenigen,  die  die  bekannten 
Fresnehc\\G\\  Methoden  ergeben.  P.  Drude.  Lehrbuch  der  Optik,  Leipzig  1900, 
liat  die  Methode  der  Co;-»i*scheu  Spiralen  auf  die  Diskussion  der  Sommerf'eld- 
schen  Resultate  angewendet.  Einen  einfachen  Beweis  der  Sotntnerfeldichevi 
Foi-mel  giebt  H.  Lamb,  London  Math.  Soc.  Proc.  (2)  4  (1906),  p.  190;  Hydro- 
dynamik, Leipzig  1907,  §  301a. 

240)  H.  S.  Carslaw,  London  Math.  Soc.  Proc.  3ü  (^1899),  p.  121. 

241)  7v'.  Schicarzschild,  Math.  Ann.  bb  (1901\  p.  177. 

242)  Phil.  Mag.  (5)  43  (1897),  p.  259  =  Papers  4,  p.  283. 
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nügen.  Für  eine  isolierte  OfFnuug,  deren  Abmessungen  klein  sind 
gegen  die  Wellenlänge,  kann  man  von  der  Formel  (177)  Gebrauch 
niachen.  Es  ergiebt  sich,  dass  die  Funktionen  ^,  tl/  in  der  Nähe,  der 
Öffnung  gleich  dem  positiven  oder  negativen  Wert  des  Potentials  sind, 
das  von  einer  elektrisierten,  auf  dem  Potential  1  gehaltenen  Metall- 
scheibe von  der  Form  der  Öffnung  herrührt.  In  grosser  Entfernung  r 
von  der  Öffnung  ist  daher 

(202)  t^  =  — J/''^-', 

wo  M  die  elektrostatische  Kapazität  der  Scheibe.  Für  eine  kreis- 
förmige Öffnung  vom  Radius  a  ist  M  =  2a/x. 

Für  Wellen,  die  auf  eine  ebene  Platte  einfallen,  hat  man 


(203) 

mit  den  Grenzbedingungen  cxlr/cx  ==  cip/cx  =  —  ik  auf  der  Platte 
und  ^  =  ^'=  0,  crl^/cx  =  c'^'jcx  in  dem  übrigen  Teil  der  yz-Woeue. 
Nahe  an  der  Platte  sind  die  Bedingungen  bis  auf  den  Faktor  —  ih 
dieselben  wie  beim  hydrodynamischen  Problem  einer  Scheibe,  die 
sich  mit  der  Geschwindigkeit  1  senkrecht  zu  sich  selbst  in  einer 
reibungslosen  Flüssigkeit  bewegt.  Ist  A  der  Trägheitskoeffizient  bei 
letzterem  Problem,  so  hat  man  in  grosser  Entfernung  r^^) 

(204)  ^  =  7—  -X == cos  d. 

^        ■'  iTi    er      r  4,11        r 

8 
Für  eine  Kreisscheibe  ist  A  =^      a^.     Es   ist  bemerkenswert,    dass  die 

Amplitude  der  von  der  Scheibe  gebeugten  Wellen  viel  kleiner  ist  als 
die  der  durch  eine  Öffnung  von  den  gleichen  Abmessungen  hindurch- 
gelassenen Wellen  -"*-). 

Dasselbe  Verfahren,  angewendet  auf  den  FaU  zweier  Dimensionen 
zeigt  ^"),  dass  die  WeUen,  die  durch  einen  Spalt  von  der  Breite  h  in 
einem  ebenen  Schirm  gebeugt  werden,  gegeben  sind  durch 

während  im  Falle  eines  schmalen  Schirms  von  der  Breite  h 

(206)  ^  =  A  A-2fe2]/^e-'*'-  cos  6- 

Wenn  ebene  Wellen  auf  Hindernisse  in  Gestalt  von  Ellipsoiden 
oder  elliptischen  Zylindern  ^^^)   stossen,   deren  (endliche^  Abmessungen 

243)  Lord  Rayleigh,  Phil.  Mag.  (5)  44  (1897),  p.  28  =  Papers  4,  p.  30.5. 
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klein  sind  im  Vergleich  zu  X,  so  stellen  wie  im  Falle  (198)  der  Kugel 
die  Glieder,  die  die  Kugelfunktionen  von  der  Ordnung  0  und  1  ent- 
halten, eine  hinreichende  Approximation  dar.  Bei  allen  diesen  Problemen 
ersieht  sich,  dass  die  Hindernisse  nur  einen  sehr  kleinen  Bruchteil 
der  Energie  zerstreuen,  die  durch  den  von  ihnen  eingenommenen 
Raum  treten  würde,  wenn  sie  nicht  vorhanden  wären. 

Die  Rayleighsche  Methode  ist  auch  auf  den  Fall  eines  Gitters 
angewendet  worden,  das  aus  gleichen  parallelen  Streifen  von  der 
Breite  h  gebildet  wird,  die  durch  gleiche  leere  Zwischenräume  von 
der  Breite  a  getrennt  sind  ^^).  Nimmt  man  den  Koordinatenanfang 
in  der  Mitte  eines  Streifens  und  die  y-Axe  senkrecht  zu  seiner  Längs- 
richtung an,  so  hat  man  bei  der  gleichen  Bezeichnungs weise  wie 
in  (201) 


(207) 


tp  =  C^e-''^  -f  y  B^c-'n-  cos  ^"''^ 


n  =  l 


3    2 *!L*^1  Z.2 


während  ^'( — x,y)  =  —  il){x,y).     Es  ergiebt  sich,  dass 
(208)  (7„=—  -p^,~,     c  =  "^i^logsec,,— ^. 

Ist  die  Intensität  der  ursprünglichen  Wellen  gleich  1,  so  sind 
die  Intensitäten  J,  J'  der  reflektierten  und  der  hindurch  tretenden 
Wellen  gleich 

(209)  ^  =  r+W"   J'-^w 

Vorausgesetzt  ist,  dass  A;(a-)-&)  klein  ist;  ist  diese  Bedingung  erfüllt, 
so  zeigt  sich,  dass  durch  eine  Reihe  schmaler  Spalte  mit  verhältnis- 
mässig breiten  undurchlässigen  Zwischenräumen  der  ursprüngliche 
Schall  zum  weitaus  grössten  Teil  hindurchzutreten  vermag -^^). 

Bei  einem  Gitter  aus  zylindrischen  Drähten  vom  Kadius  h,  deren 
Axen  in  gleichen  Abständen  a  angeordnet  sind,  verhalten  sich  die 
Intensitäten  der  reflektierten  und  der  hindurchtretenden  Wellen  wie 
in   (209),  wobei  c  =  ^Jr-'n-^^). 

7  c.  Normalsehwingungen  begrenzter  Luftmassen.  Mitteilung 
von  Schwingungen,    a)  Vom  mathematischen  Standpunkt  aus  besteht  das 


244)  H.  Lamh,    London   Math.    Soc.    Proc.    29    (1898 1,    p.  523    und    Hydro- 
djnamics,  3.  Aufl.,  §§  300,  301. 

245)  So  findet  mar.  z.  B.  ./  =  0,121 ,  /'  =  0,879  für  i  =  10  la  -f  &\  a  =  ^  b. 
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Problem  der  Normalschwinguugeu  begrenzter  Luftmasseu  in  der  Er- 
mittelung derjenigen  Lösungen  von  (171),  die  an  der  Oberfläche  der 
Bedingung  ccp/cn  =  0  oder  q)  =  0  genügen.  Es  zeigt  sich,  dass  dies 
nur  für  eine  gewisse  Reihe  von  Werten  von  k  möglich  ist,  aus 
denen  sich  die  entsprechenden  Frequenzen  bestimmen  (II  A  7  c,  Nr.  9, 
A.  Sommerfdd). 

Die  Theorie  der  Längsschwingungen  in  zylindrischen  Bohren  geht 
zurück  auf  D.  Bei-noulli^^^),  Euler^*^^)  und  Lagrange^*^'^).  Für  eine 
stehende  Schwingung  gilt 

(p  ^=  A  cos  kx  -\-  B  sin  kx, 

wo  A^B  reell  sind.  Man  erhält  eine  Reihe  von  Knoten  {c(p/cx  =  0) 
in  Abständen  von  M  und  mitten  zwischen  ihnen  Bäuche  ((p  =  0). 
Für  eine  an  beiden  Enden  geschlossene  Röhre  hat  man 

m  =  (7  cos  -4—  cos  (öf  4-  s),     ö  =  s-xcIL 
(211)  ^  V     ^     . 

l  5  =  1,2,3,... 

Für  ein  offenes  Ende  wurde  der  Druck  konstant  angenommen,  nämlich 
gleich  dem  der  ungestörten  Atmosphäre;  dies  bedingt  qp  =  0.^*^)  Für 
eine  an  beiden  Enden  offene  Pfeife  ergiebt  sich  daher 


j  ^  =  C  sin  -^  cos  ((?^  -j-  f),     6  =  STCcjl, 
\  5  =  1,2,3,..., 


(212) 

während  für  eine  bei  o;  =  0  geschlossene  und  bei  x  =  l  offene  Pfeife 


(213) 


\   (p  =  C  cos  ^^  cos  (öt  +  «),       <?  =  S71C/21, 

I  s=  1,3,5,  ..  . 


Für  eine  geschlossene,  rechteckige  Kammer,  von  der  drei  Kanten 
(«,  ß,  y)  im  Koordinatenanfang  zn.sammenstossen,  lautet  die  Lösung -^^ 


(214) 


p^  „^.  ly 


w  =^  C  cos  —  cos    /  cos  -  --  (cos  6t  -\-  s), 

^  a  ß  y     ^  I      /; 

*"==^'(5  +  fJ  +  f). 

^p,q,r  =  0,  1,2,3,  ..  . 


245")  Paris  Me'm.  de  l'Acad.  1762  (64),  p.  433. 

245")  Petrop.  N.  Comm.  16  (1771),  p.  282. 

245"=)  Mise.  Taur.  2  1760  61)  =  Oeuvres  1,  p.  298. 

246)  Eine  strengere  Behandlung  des  Problems  der  offenen  Rökre  betreffend 
siehe  Nr.  7  d. 

247)  J.  Duhamel,  J.  de  math.  14  (1849)  p.  49. 
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Die  Schwingungen   der   von   einer  starren  Kugelfläche  r  =  a   ein- 
geschlossenen Liift  sind  gegeben  durch  (188)  mit  der  Bedingung 

(215)  Icaip^Qca)  +  nt„Qca)  =  0. 

Im  Falle  rein  radialer  Schwingungen  (n  =  0)  reduziert  sich  die 
Formel  auf  tg  ka  =  Jca,  woraus 

Äa/;r  =  1,4303;  2,4590:  3,4709:  .  .  .-, 

die  Werte  nähern  sich  der  Form  l-a/Tt  =  s  -\-  ^.  Für  w  =  1  hat 
man  die  Gleichung  tg  ka  =  2kal(2  —  k^a^),  von  der  die  kleinste  in 
Betracht  kommende  Wurzel  ka/x  =  0,6625  ^^)  ist.  Sie  entspricht 
der  tiefsten  aller  Normalschwingungen  ^^^). 

Für  die  Querschtvingungen  der  in  einem  Kreiszylinder  (r  =  a)  ein- 
geschlossenen Luft  hat  man 

(f  =  CJ^{kr)  cos  («ö  +  u),     J„'(ka)  =  0, 


^'''^  \  «  =  0,1,. ,3, 

Die  Theorie  gestaltet  sich  ähnlich  wie  die  der  kreisförmigen 
Membran  (Nr.  4),  nur  dass  die  Randbedingungen  andere  sind.  Im 
Falle  der  Symmetrie  (w  =  0)  ^^°)  sind  die  niederen  Wurzeln 

ka  =  3,832;  7,016;  10,173;  ..  ., 

die  Zahlen  konvergieren  gegen  (s  -{-  ^);r.     Für  n  =  1   ist 

ka=  1,841;  5,332;  8,536;  .  .  ., 

diese  Werte  nähern   sich  der  Form  (5  —  ^)jt.^^^)^^^) 

Im    Falle    eines    Kreiszylinders    mit    ebenen    Endflächen    z  =  0, 
z  =  l  sind  die  Normalschwingungen,  die  nicht  rein  longitudinal  oder 


248)  Die  Zahlen  geben  das  Verhältnis  des  Kugelumfangs  zur  Wellenlänge 
an.  Das  Problem  wurde  zum  ersten  Male  gelöst  von  Lord  Rayleigh,  London 
Math.  Soc.  Proc.  4  (1872),  p.  93;  Sound,  §  331,  wo  zahlreiche  numerische  Einzel- 
heiten mitgeteilt  sind. 

249)  Für  den  von  zwei  starren  konzentrischen  Kugein  begrenzten  Kaum 
kann  man  eine  analytische  Lösung  aus  der  allgemeinen  Formel  (187')  erhalten. 
Wenn  die  Radien  annähernd  gleich  sind,  so  lässt  sich  ein  davon  unabhängiges 
Verfahren  anwenden;  Lord  Rayleigh,  Sound,  §  3i;3. 

250)  ./.  Duhamel,  J.  de  math.  14  (184'.»),  p.  49. 

251)  Lord  Rayleigh,  Sound,  §  339,  giebt  eine  Tabelle  der  Wurzeln.  Eine 
Reihe,  mittelst  der  jede  Wurzel  sich  rasch  berechnen  lässt,  ist  aufgestellt  von 
J.  McMahon,  Ann.  of  math.  9  (1894),  p.  23. 

252)  Lord  Rayleigh,  loc.  cit.,  entwickelt  an  einem  Beispiel  die  Bestimmung 
der  Amplituden  und  Phasen  der  Normalschwingungen  aus  den  Anfangsbedingungen 
und  zwar  mit  Hilfe  der  Orthogonalitätscigensehaft  der  Funktionen  J„{kr). 
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rein  transversal  siutl,  gegeben  durch  ''^) 

(217) 


(p  =^  C  cos  '  .     f/,j  (x;-)  cos  (n  0  -\-  a),      x^  =  Jr  -\- 


J„'(iia)  =  0; 
w,  s  =  0,  1,  2,  3,  ... 

ß)  Gehen  wir  über  zu  den  erzwungenen  Schwinguwjen  einer  Luft- 
masse,  die  von  einer  vorgeschriebenen  Normalbewegung  der  Ober- 
fläche herrühren,  so  bietet  sich  als  interessantestes  Problem  das  eines 
schwingenden  Körpers  dar,  der  von  einer  unbegi-enzten  Atmosphäre 
umgeben  ist. 

Die  Fälle,  wo  der  schwingende  Körper  eine  Kugel  oder  ein 
Kreiszylinder  ist,  sind  von  G.  G.  Stokes'^^^)  vollständig  erledigt. 
Schwingt  die  Oberfläche  einer  Kugel  vom  Radius  a  nach  dem  Gesetz 
r  =  a-\-  aS^e^''^  so  sind  die  divergierenden  Wellen  vom  Typus  (187)^ 
wenn  jB„  =  0  gesetzt  wird : 


(218) 


r     y.    / d     Y'  «"'' 


Wenn  lia  hinreichend  klein  ist,  so  ist  die  Energie,  die  in  ge- 
gebener Richtung  in  der  Zeiteinheit  sich  ausbreitet,  gleich  S^  multi- 
pliziert mit  einem  Faktor,  der  mit  wachsender  Ordnungszahl  n  der 
Kugelfunktion  schnell  abnimmt,  und  diese  Abnahme  tritt  um  so 
schärfer  hervor,  je  kleiner  der  Wert  von  ka.  Hierin  zeigt  sich  der 
Einfluss  der  seitlichen  Bevvegung  an  der  Oberfläche  der  Kugel  (von 
Stellen,  wo  die  Teilchen  nach  aussen  schwingen,  nach  Stellen,  wo  sie 
nach  innen  schwingen),  der  die  Intensität  der  in  die  Entfernung  fort- 
gepflanzten Wellen  abschwächt.  Zudem  nimmt  der  in  Rede  stehende 
Faktor  für  einen  gegebenen  Wert  von  n  und  eine  gegebene  Frequenz 
mit  wachsender  Wellengeschwindigkeit  c  sehr  rasch  ab.  Daraus  erklärt 
es  sich,  dass  eine  Glocke  in  einer  Atmosphäre  von  Wasserstoff  viel 
schwächer  klingt  als  in  Luft^^^). 

Der  Fall  n=l  in  (218)  entspricht  den  geradlinigen  Schwingungen 
einer  starren  Kugel.  Derselbe  war  bereits  von  S.  D.  Poisson  ^^^)  im 
Zusammenbang    mit    der   Theorie    des    Pendels   behandelt   worden*^®). 


253)  Lord  Bayleigh,  Sound,  §  340. 

254)  London  Phil.  Trans.  154  (1868),  p.  447  =  Papers  4,  p.  299. 

255)  Paris  Mem.  11  (1832),  p.  521;  siehe  auch  G.  Kirchhof}',  Mechanik, 
Vorl.  23,  und  Lord  liayleigh,  Sound,  §  325.  Die  Hauptwirkung  der  umgebenden 
Luft  besteht  darin,  dass  die  Trägheit  der  Kugel  um  dea  Betrag 
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Der  allgemeine  Ausdnick  für  die  Energie,  die  in  der  Zeiteinheit 
mit  dem  durch  (187)  für  B„=  0  dargestellten  Wellensystem  aus- 
gesandt wird,  lautet  ^^^) 

wo  da  ein  räumlicher  Elementarwinkel. 

In  ähnlicher  Weise  lässt  sich  die  Formel  (183),  worin  B=  0 
gesetzt  ist,  auf  die  Diskussion  der  Wellen  anwenden,  die  durch  die 
zweidimensionalen  Schwingungen  eines  Kreiszylinders  in  der  um- 
gebenden Luft  hervorgerufen  werden.  Der  Fall  m  =  1  schildert  die 
unmittelbare  Einwirkung  eines  schwingenden  Drahtes  auf  die  Luft. 
Ist  der  Umfang  des  Querschnitts  klein  gegen  die  Wellenlänge,  so  ist 
die  Amplitude  in  einiger  Entfernung  infolge  der  seitlichen  Bewegungen 
an  der  Oberfläche  des  Drahtes  ausserordentlich  klein  -^)  ^^^). 

7 d.  Theorie  der  Orgelpfeifen  und  der  Resonatoren,  u)  Die 
Näherungstheorie  für  offene  Pfeifen  (Nr.  7  c)  stützt  sich  auf  die  An- 
nahme, dass  die  Verdichtung  an  einem  offenen  Ende  dauernd  null  ist. 
Diese  Annahme  trägt  aber  dem  Energieverlust  der  schwingenden 
Säule  keine  Rechnung;  zudem  widerstreiten  die  Folgerungen  betreffend 
Lage  der  Knoten  u.  s.  w.  dem  Experiment.  Die  strengere  Behand- 
lung der  Ffcifen  verdankt  man  H.  Heimholte  ^°^);  sie  ist  auf  die  all- 
gemeinen Sätze  von  Nr.  6  c  gegründet. 

Eine  gerade  Röhre,  deren  seitliche  Abmessungen  klein  sind  gegen 
die  Wellenlänge,   kommuniziere   durch   eine  Öffnung  0   in    der  Ebene 


2  4-khr-       4 
vermehrt  wird,  während  von  der  Energie  der  Schwingungen  der  Betrag 

pro  Zeiteinheit  zerstreut  wird,  wenn  «  die  Amplitude.  —  Der  Fall  der  gerad- 
linigen Schwingungen  eines  starren  Ellipsoids  ist  behandelt  von  ^4.  Coym,  Über 
elastische  Schwingungen,  die  durch  Ausstrahlung  von  Energie  gedämpft  werden, 
Diss.  Berlin  1903. 

256)  A.  E.  H.  Love,  London  Math.  Soc.  Proc.  (2)  2  (1904),  p.  88  hat  unter- 
sucht, was  an  der  Wellenfront  vor  sich  geht,  die  sich  in  ein  anfangs  ungestörtes 
Medium  fortpflanzt.  Er  betrachtet  insbesondere  den  Fall  von  Wellen,  die  durch 
ein  plötzlich  angestossenes,   vorher  in  Ruhe  befindliches  Pendel  erzeugt  werden. 

257)  Lord  Iiai/h'i(ß,  Sound,  §  327;  H.  Lamh,  London  Math.  Soc.  Proc.  32 
(1900),  p.  IG. 

258)  L.ord  Bai/lcigh,  Sound,  §  341. 

259)  .1.  f  Math.  57  (1860),  p.  1  =  Ges.  Abh.  1,  p.  303.  Die  Einleitung 
giebt  einen  vollständigen  Bericht  über  frühere  Theorien. 
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X  =  0  mit  einem  offenen  Raum,  der  seinerseits  von  dem  übrigen  Teile 
dieser  Ebene  als  starrer  \Vaud  begrenzt  wird.  Nahe  der  Mündung 
mag  die  Röhre  etwas  von  der  zylindrischen  Form  abweichen.  Es  wird 
angenommen,  dass  in  gewisser  Entfernung  von  0  die  Schwingung  im 
Innern  der  Röhre  von  folgendem  Typus  ist: 

(219)  «p  =  r,   sin  Ix  -\-  B  cos  kxj  cos  Ict  -\~  93  cos  kx  sin  kct, 

während  man  im  Aussenrauui  in  grosser  Entfernung  von  0  die 
Kugelwellen 

(220)  (p  =  '^  cos  /.:  (r  ~  et)  —  ^  sin  k  (r  —  et) 

hat.  Die  Konstante  Ä  kann  als  gegeben  angesehen  werden,  und  die 
Aufgabe  ist,  die  Werte  von  B,  93,  M,  M^^  zu  bestimmen,  (die  in 
der  Näherungstheorie  sämtlich  gleich  Null  gesetzt  werden).  Der  Satz 
(175)  dient  zunächst  zum  Beweise,  dass  angenähert 

(221)  95;:i  =  —  kQ/2:t,     M/Ä  =  —  Q/27i,     M^  =  0, 

wo  Q  der  Querschnitt  des  geraden  Teils  der  Röhre.  Der  Quotient 
Bj A  bleibt  vor  der  Hand  unbestimmt.  Schreibt  man  kB;  A  =  —  tg  kcc, 
so  geht  die  Formel  (219)  über  in^^**) 

(222)  (p  =  T r—  sin  k  (x — cc)  cos  kct ^-^  cos  kx  sin  kct . 

h.  COS  fC  CC  1,7t 

In  erster  Annäherung  ist  die  Bewegung  der  Luft  im  Bereiche 
der  ebenen  Wellen  dieselbe  wie  diejenige,  die  auf  Grund  der  alten 
elementaren  Theorie  in  der  um  das  Stück  a  über  0  hinaus  ver- 
längerten Pfeife  eintreten  würde.  Durch  Betrachtungen,  die  sich  auf 
die  Gleichung  (177)  gründen,  wird  gezeigt,  dass  a  nahezu  identisch 
ist  mit  einer  Grösse,  die  in  der  Theorie  der  Elektrizitätsströmung 
vorkommt.  Für  ein  Metallstück  von  der  Gestalt  des  betrachteten 
Luftraums  ist  nämlich  die  Leitfähigkeit  zwischen  einem  Querschnitt 
des  zylindrischen  Teils  im  Abstand  l  von  0  und  einer  Halbkugel- 
fläche von  grossem  Radius  mit  dem  Mittelpunkt  in  0  gleich  der 
Leitfähigkeit  eines  zylindrischen  Stücks  von  der  Länge  l-\-  a.  Daraus 
folgt,  dass  a  im  allgemeinen  mit  den  seitlichen  Abmessungen  der 
Pfeife  vergleichbar  ist  ^^^). 


•260)  Eine  erschöpfende  Diskussion  der  Bewegung  in  der  Pfeife  unter  Be- 
rücksichtigung des  zweiten  Gliedes  in  (222)  gilt  H.  Hehnholtz ,  loc.  cit.  Die 
Ergebnisse  hat  M.  Brillouin,  J.  de  phys.  (2)  6  (1887),  p.  205  graphisch  dargestellt. 

261)  Die  Untersuchung  ist  von  Lord  Bayleigh,  Sound,  chapt.  16,  verein- 
facht; siehe  auch  L.  Lorenz,  J.  f.  Math.  58  (1861),  p.  329  =  Oeuvres  scienti- 
fiques,  Kopenhagen  1898/99,  2,  p.  22.  Methoden  zur  Abschätzung  des  Wertes 
von  ß   sind   von  Lord  Rayleigh    entwickelt    worden:    für   eine  Köhre  von   kreis- 
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Rührt  die  Störung  von  einer  eingeprägten  Geschwindigkeit 
i?-  =  G  cos  (6t  +  £) 
im  Querschnitt  x  =  —  l  her,   so   ergiebt  sich 

G-  COB- k{l-\-Ci)  yQ-       -2  7.; 

A^  COB^  KU         '      4:n- 

Die  Amplitude  erreicht  also  ein  Maximum  ungefähr,  wenn  cos/i(?-)-a)  =  0, 
d.  h.  wenn  die  „reduzierte  Länge"  l  -\-  u  ein  ungerades  Vielfaches  von 
|A  ist  2^'-'). 

Wenn  die  Röhre  bei  a;  =  —  l  durch  eine  starre  Wand  geschlossen 
ist  und  die  Bewegung  von  einer  einfachen  Quelle 

TT 

9?  =  —  cos  (öt  —  kr  -\-  s) 

im  Abstand  t\  von  0  im  Aussenraum  herrührt,  so  ergiebt  sich,  dass 
die  Schwingung  draussen  von  der  Bewegung,  die  eintritt,  wenn  die 
Öffnung  der  Röhre  geschlossen  ist,  sich  um  ein  Glied 


^  =  —;-  cos  [61  —  kr) 


unterscheidet,  wo 


kQ      .       j   j  1/C0sn{l -\-Cc)      .      k*Q'      .277 

sin  kl  :   1/ ^y^ —  +  -r-V  sm^  kl. 

r,  r        C08^  ka        '      iii- 


Wie  vorhin  tritt  das  Maximum  für  cos  Ä:  (Z -|- a)  =  0  ein,  und  zwar 
ist  dann  MjH  =  —  2lhry  ^^^)  Ist  der  Abstand  der  Quelle  von  der 
Öffnung  klein  gegen  die  Wellenlänge,  so  kann  der  Quotient  M  H 
sehr  gross  sein.  Der  Phasenunter.schied  kr^  —  e  des  Drucks  in  0  in 
den  einfallenden  und  in  den  reflektierten  Wellen  ist  dann  annähernd 
gleich  \  71. 

ß)  Das  zuletzt  erwähnte  Problem  ist  typisch  für  die  W^irkungsweise 
der  Resonatoren.  H.  Hclmholtz  hat  weiterhin  die  Frequenz  der  stärksten 
Resonanz  bei  beliebig  geformten  Hohlräumen  imtersucht,  die  mit  der 
äusseren  Luft  durch  eine  kleine  Öffnung  in  Verbindung  stehen -^^i. 
.'n  jedem  Augenblick  ist  die  Verdichtung  in  dem  ganzen  Hohlraum 
nahezu  gleichförmig,  ausser  in  der  Nähe  des  Lochs.  Die  Wellenlänge 
(27i/k)  der  stärksten  Resonanz  bestimmt  sich  durch 
(223)  F=n-J7/cS 

förmigem  Querschnitt  ergiebt  eich,  dass  a  zwischen  0,785  o  und  0,849  a  liegen 
muss,  wenn  a  der  Radius.  Die  zweidimensionale  Form  des  Orgelpteifenproblems 
diskutiert  Lord  Bayleüjh,  Phil.  Mag.  (G)  8  (1904\  p.  4SI. 

•262)  Der  starren  unendÜL-licn  Ebene  wegen  wird  das  Verhältnis,  in  dem  die 
Amplitude  durch  liesouanz  vergrössert  wird,  genauer  durch  J/  ■in=  —  1  ATj 
gegeben. 

263)  Vgl.  G.  Kirchhoff,  Mechanik.  Vorl.  24. 
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wo  S  das  Volumen  des  Hohlniunis  und  M  die  elektrostatische 
Kapazität  einer  Scheibe  von  der  Form  der  Öffnung;  für  ein  kreis- 
ftirmij^es  Loch  ist  z.  B.  M  =  2«/^-,  wo  a  der  Radius.  Die  Rechnungen 
setzen  voraus,  dass  l  gross  ist  gegen  die  Abmessungen  von  S. 

Von  Lo>y/  liaijlelgJi  ^^)  wurde  die  Fundamentalschwingung  eines 
Resonators  in  anderer  Weise  untersucht.  Ist  X  das  gesamte  Luft- 
volumen, das  bis  zur  Zeit  t  durch  die  Öffnung  geströmt  ist,  so  ist 
die  Verdichtung  im  Innern  merklich  gleich  XjS,  während  im  Aussen- 
raum  die  Änderung  der  Dichte  verhältnismässig  klein  sein  wird,  die 
potentielle  Energie  ist  daher  annähernd  gleich 

(224)  T'r=-i-()c2XVS. 

Andererseits  kommt  von  der  kinetischen  Energie  hauptsächlich  die- 
jenige in  Betracht,  die  die  mit  geringer  Dichteänderung  durch  die 
Öffnung  strömende  Luft  besitzt;  dieselbe  lässt  sich  schreiben 

(225)  T=\qX'!C, 

wo  C  eine  der  Leitfähigkeit  in  der  Elektrodynamik  analoge  lineare 
Grösse.     Die  Konstanz  von  T  -\-  W  fordert 

(226)  X  +  '^^-  X  =  0, 
was  auf  eine  Schwingung  von  der  Wellenlänge 

deutet.  Es  zeigt  sich,  dass  C  =  nM,  wo  M  dieselbe  Bedeutung  hat 
wie  vorhin;  das  Ergebnis  deckt  sich  daher  mit  (223). 

Die  Theorie,  soweit  sie  bisher  entwickelt  wurde,  zieht  den  Energie- 
verlust am  Resonator  nicht  in  Betracht.  Die  strengere  Gleichung  der 
freien  Schwingung,  die  diesem  Umstand  Rechnung  trägt,  lautet  ^^^) 

(227)  X+f^X  +  ^X  =  0, 

und  die  Schwingung  ist  daher  vom  Typus 

(228)  X  =  ^e-'/^cos((?^  +  f),     6^=c^CIS,     T  =  cCy4.7tS. 


264)  London  Phil.  Trans.  161  (1871),  p.  77  =  Papers  1,  p.  33;  Sound,  chapt.  16. 
Die  Theorie  wurde  mit  Hilfe  der  Lagrangeschen  Gleichungen  auf  Fälle 
mehrfacher  Resonanz  (wie  z.  B.  Resonanz  von  zwei  oder  mehr  Hohlräumen, 
die  durch  enge  Öffnungen  mit  einander  und  mit  der  äusseren  Luft  in  Ver- 
bindung stehen)  und  auch  auf  den  Fall  von  Resonatoren  mit  zylindrischem  Hals 
ausgedehnt. 

26.5)  Sound,  §  311.  Ein  ähnliches  Resultat  lässt  sich  aus  der  Helmholtz- 
schen  Theorie  ableiten. 
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Eine  sorgfältige  üntersucliung  der  Resonanzerscheinungen  vom  all- 
gemeinen dynamischen  Gesichtspunkt  verdankt  man  Lord  RayJeigli  -^'' ,. 
Es  wurde  bereits  erwähnt^  dass  im  Falle  einer  einfachen  Quelle,  die  sich 
im  Abstand  r^  von  der  Mündung  des  Resonators  befindet,  die  Ampli- 
tude in  einiger  Entfernung  im  Verhältnis  1  7.>\  vergrössert  wird;  bei 
einer  Üoppelquelle  hat  das  Verhältnis  den  viel  grösseren  Wert  1/k^r^^. 
Die  Verstärkung  des  Schalls  bedingt  natürlich  nicht,  dass  Energie 
geschaffen  wird;  der  Euergievorrat  der  ursprünglichen  Quelle  wird 
einfach  rascher  verbraucht  ^^'). 

7e.  Störende  Einflüsse.  Es  sollen  hier  die  verschiedenen  Ur- 
sachen von  Energiezerstreuung  bei  Schallwellen  betrachtet  werden. 

Die  Wirkungen  der  Wärmestrahlung  wurden  von  G.  G.  StoJces^^^) 
behandelt.  Für  ebene  Wellen  gelten  ausser  den  hydrodynamischen 
Gleichungen 

die  thermischen  Beziehungen 

(230)  j>  =  y,^(l-^s  +  ab),      ^  =  ?^--'- |-^  -  5^, 

wo  d-  die  Temperatur  und  q  der  Strahlungskoeffizient.  Wird  in  der 
Ebene  x  =  0  eine  Schwingung  s^Äcoset  unterhalten,  so  lautet 
die  Lösung 

(       i-  =  ^  p- ,"  ^  Bin  v/  cQs  ,^(j  l ^  ^  COS  i'), 

(231)  I      >  _  ^  _!'+_«'        tg 2^  =  (^_i)i? . 

Der  Exponentialfaktor  zeigt  eine  ständige  Abnahme  der  Amplitude 
beim  Fortschreiten  der  Welle  an,  auch  besteht  ein  Einfluss  auf  die 
Wellengeschwindigkeit,  die  gleich  (?//icos^  ist.  Ist  qß  sehr  klein 
oder  sehr  gross,  so  konvergiert  die  Wellengeschwindigkeit  gegen  den 
Laplaceschen  Wert  yyx  bzw.  gegen  den  Newtonschen  Wert  |  x;  in 
beiden  Fällen  ist  der  Dämpfungskoeffizient  sehr  klein.  Wäre  q^ö 
nicht    sehr   kloin   bzw.    sehr    gross,    so   würde    die   Wirkung    auf   die 


266)  Sound,  §  318. 

267)  Die  Zerstreuung  der  Energie  von  Schallwellen  durch  eine  oszillierende 
Kugel,  deren  Eigenschwingung  nahezu  dieselbe  Periode  besitzt  wie  die  Schall- 
wellen, behandeln  H.  Lamb,  London  Math.  Soc.  Proc.  32  (^iyoo\  p.  11,  und  Lord 
L'aykigh,  Phil.  Mag.  (6)  3  (1902),  p.  97. 

268)  Phil.  Mag.  (4)  1  (1851),  p.  305  =  Papers  3,  p.  142;  vgl.  Lord  Eay- 
leigh,  Sound,  §  247  und  Phil.  Mag.  (5)  47  (1899),  p.  308  =  Papers  4,  p.  376. 
Tn  der  letztgouanuten  Abhandlung  schliesst  Lord  ]iaylcig]i  auf  Grund  von  Ex- 
perimenten, dass  der  Strahluugsetfekt  tatsächlich  unmerklich  ist. 
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Wellengeschwiiidij::rkeit  und  die  Amplitude  bei  Schallwellen  von  ge- 
wöhnlicher Frequenz  viel  grösser  sein,  als  mit  der  Beobachtung  ver- 
einbar wäre. 

Der  Einfluss  der  inneren  Reibung  (Viskosität)  wurde  gleichfalls 
von  G.  G.  Stolies^^^)  zum  ersten  Mal  behandelt.  Die  Gleichungen 
für  ebene  Wellen  lauten: 

I8n  1    3^;     1^   4     ,0*11       CS  _.8u  ^ 

Jt  ^^  ~  ~^  dx~^  3^  a«*'     Wt~^  dx  ' 

p  =  >£?(i  +  ys), 

wo  ^'  der  kinematische  Reibungskoeftizient  (IV  15  Nr.  13,  Ä.  E.  H.  Love). 
Wird  in  der  Ebene  x  =  0  eine  erzwungene  Schwingung  u  =  a  cos  öt 
unterhalten,  so  hat  man 

(233)  u  =  ae-^'' cos ö  (^  —  |-),     1  =  -^  c^V'«?^ 

wobei  das  Quadrat  von  {i'ß/c^  vernachlässigt  ist  ^^°). 

Nach  der  dynamischen  Theorie  der  Gase  sind  die  Wirkungen 
der  Reibung  und  Wärmeleitimg  von  derselben  Grössenordnung.  Glei- 
chungen der  kleinen  Bewegung,  in  denen  beide  Einflüsse  in  Rechnung 
gesetzt  sind,  wurden  von  G.  Kirchhoff^"'^)  aufgestellt  und  auf  die  Fort- 
pflanzung von  Schallwellen  in  freier  Luft,  sowie  in  einer  engen  Röhre 
angewendet.  Im  ersteren  Falle  ist  die  Wirkung  dieselbe,  wie  wenn 
in  dem  Wert  von  l  in  Formel  (233)  a    durch 


C-'+f^"  + ^A-) 


zu  ersetzen  wäre,  wo  ju-',  ^"  zwei  Reibungskoeffizienten  ^'^^)  und  k  das 
Temperaturleitungsvermögen  der  Luft.  Wenn  Schall  eine  Röhre  vom 
Radius  R  durchläuft,  so  reduziert  sich  die  Wellengeschwindigkeit  im 
Verhältnis  ^'^) 

1  —  ---^--,     wo     y'  =  ]/^'-[-^]//7. 

1/26  ü'  '  ^       '        -|/y      ' 


269)  Cambridge  Phil.  Soc.  Trans.  8  (1845),  p.  302  =  Papers  1,  p.  100. 

270)  Der  Einfluss  der  Reibung  auf  die  freien  Schwingungen  der  in  einer 
Hohlkugel  eingeschlossenen  Luft  und  auf  die  Querschwingungen  in  einem  Kreis- 
zylinder wurde  berechnet  von  H.  Lanib,  London  Math.  Soc.  Proc.  16  (1884),  p.  27. 

271)  Ann.  Phys.  Chem.  134  (1868),  p.  177  =  Ges.  Abb.  1,  p.  540.  Der  Ein- 
fluss der  Wärmeleitung  allein  bei  ebenen  Wellen  wnrde  unabhängig  von  Lord 
Hayleigh,  Sound,  §  247  untersucht. 

272)  Nach  der  JlaxwellBchen  Theorie  wird  ^"  =  ^u,'.  Bezüglich  dieser 
Frage  siehe  G.  G.  Stolces,  Papers  3  (1901),  p.  136. 

273)  Für  den  Fall  Z:  =  0  war  dies  Resultat  beweislos  angegeben  von 
H.  Uehnholtz,  Yerh.  des   naturhist.-med.  Vereins   zu  Heidelberg  3  (186.S),   p.  16 
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Die  Reclinnng  setzt  voraus,  dass  a'/öll^  klein  ist;  in  diesem 
Fall  sind  die  Wellen  merklich  eben  ausser  an  den  Wänden  der  Rohre. 
Das  entgegengesetzte  Extrem  kann  in  sehr  feinen  Röhren  vorkommen. 
Dies  hat  Lord  Tiayleigh^'^^)  untersucht:  er  findet,  dass  längs  der 
Röhrenaxe 
(234)  u  =  «e-^^  cos  (öt  —  ßx),     ß-  =  4:yii'alc'R", 

so  dass  die  Amplitude  innerhalb  einer  Strecke  von  der  Grösse  der 
veränderten  Wellenlänge  (27i/ß)  im  Verhältnis  0,00187  verkleinert 
wird.  Die  Expansionen  sind  praktisch  isotherm,  und  nur  die  Reibung 
kommt  in  Frage.  Diese  Ei-gebnisse  werden  angewendet,  um  die  Ab- 
sorption  des  Schalls  durch  poröse  Körper  zu  erläutern. 

Den  Einfluss  des  Wärmeaustausches  zwischen  der  tönenden  Luft 
und  der  Röhrenwandung  auf  die  Schallgeschwindigkeit  hat  J.  Stunn^'"'') 
festgestellt. 

Noch  ein  weiterer  Umstand,  der  allerdings  keine  Zerstreuung 
der  Energie  bewirkt,  kann  die  Geschwindigkeit  des  Schalls  in  einer 
Röhre  gegenüber  der  im  offenen  Raum  verändern,  nämlich  das  elasti- 
sche Nacligeben  der  Wände  ^^®).  Bei  Luft  ist  der  Einfluss  imbedeutend, 
sehr  beträchtlich  dagegen  im  Falle,  wo  die  Röhre  mit  Wasser  gefüllt 
ist.     Die  Formel  lautet  ^^'): 


wo  3f  die  Voluraelastizität  des  Wassers,  E  der  Wert  des  Youngschen 
Moduls  für  das  Material  der  Wand  und  Jt  die  Wanddicke. 


^  Wiss.  Abh.  1,  p.  383;  vgl.  Lord  Rayleigh,  Sound,  §  347.  Die  Formel  ist 
experimentell  annähernd  bestätigt  befunden  von  U.  Schneebeli,  Ann.  Phys.  Chem. 
136  (18G9),  p.  296;  Ä.  Seebeck,  Ann.  Phys.  Chem.  139  (1890),  p.  104;  H.  Kayser, 
Ann.  Phys.  Chem.  2  (1877),  p.  218;  J.  W.  Low,  Ann.  Phys.  Chem.  52  (1894),  p.  641; 
H.  Stevens,  Ann.  Phys.  7  (1902),  p.  285;  J.  Müller,  Ann.  Phys.  11  (1903),  p.  331. 
Letzterer  stellt  jedoch  auch  eine  Abhängigkeit  der  Schallgeschwindigkeit  von 
der  Rauhigkeit  der  Wand  fest.  Für  sehr  enge  Röhren  und  tiefe  Töne  findet 
F.  A.  Schulze,  Ann.  Phys.  13  (1904\  p.  1060,  bedeutende  Abweichungen  des  Wertes 
von  y  vom  theoretischen  Wert.  Nach  J.  Sturm^  Ann.  Phys.  14  (^1904),  p.  822  ist 
die  Kirchhoß'achc  Formel  überhaupt  unzutreffend;  seine  Experimente  bezogen 
sich  jedoch  gleichfalls  auf  sehr  enge  Röhren,  so  dass  zweifelhaft  erscheint,  ob 
die  Voraussetzungen  der  Kirchhoff  sehen  Theorie  erfüllt  waren. 

274)  Phil.  Mag.  (5)  16  (1883),  p.  181  =  Papors  2,  p.  220;  Sound.  2.  AuH  , 
§  351. 

27.5)  loc.  cit. 

276)  H.  Hehnholtz,  Fortschr.  d.  Phys.  4  (,1848),  p.  114;  Wiss.  Abh.  1,  p.  246. 

277)  D.  J.  Korteioeg,  Ann.  Phys.  Chem.  5  (1878),  p.  525;  H.  Lamb,  Man- 
chester Mem.  42  (1898),  Nr.  9.  Vorausgesetzt  i.-jt,  dass  h/E  klein  ist.  Den  all- 
gemeinen Fall  betrachtet  //.  Lamb,  loc.  cit. 
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8.  Schwingungen  elastischer  fester  Körper. 

8a.  Wellen  in  einem  unbegrenzten  elastischen  Medium.  «)  Jn 
einem  von  äusseren  Kräften  freien  Medium  gelten  für  isotrope  Körper 
die  Gruudgleicliungen  "'^) 


(235) 


,  ?  dt'  =  ('^  +  /*)  ^  +  f^Aw;. 


dx    '    dy  ~^  dz 


Setzt  man 


fc  ,         cw        dv 


a^ 


du 
dz 


dw       dv 
dx'     dx 


du 

d^' 


so  ergiebt  sich  durch  Differentiation 

d^& 


(236) 


dt' 


^a^A&, 


8n 

ct- 


?  ■>  A  }-         a*rj  j2  A  ^*^? 


h'At, 


mit 


a^  = 


i  +  2|u, 


Die  Dilatation  0  breitet  sich  daher  mit  der  konstanten  Geschwindig- 
keit a  aus,  während  die  Rotationen  |,  >/,  ^  sich  mit  der  kleineren  Ge- 
schwindigkeit h  fortpflanzen  ^^®).  Das  einfachste  Beispiel  liefert  der 
Fall  ebener  Wellen;  etwa 

u  =  f(at  —  x),     V  =  0,     IV  ==  0; 

bzw.     u  =  0,  V  =  0,     IV  =  f{ht  —  x). 

Diese  Gleichungen  stellen  longitudinale  bzw.  transversale  Verschiebungs- 
wellen dar. 

Die  Werte  von  @,  |,  tj,  ^  zur  Zeit  t,  ausgedrückt  durch  ihre 
Werte  zur  Zeit  0,  werden  durch  das  Pomowsche  Integral  (163)  der 
Gleichung  (161)  gegeben;  die  nachfolgende  Bestimmung  von  u,  v,  w 
geschieht    in    der    in    IV   14,    Nr.  10   von   M.  Abraham    dargelegten 


278)  Für  den  Fall  ;.  =  ^  decken  sich  die  Gleichungen  (235)  mit  den  Gnind- 
gleichungen  von  C.  L.  M.  H.  Kavier,  Paris  Mem.  7  (1827)  [1821],  p.  375;  vgl. 
betreffs  ihrer  Aufstellung  IV  23  (C.  H.  MüUer-A.  Timpe)  und  ihrer  allgemeinen 
Integrationstheorie  IV  24,  Abschnitt  HI  (0.  Tedone). 

279)  G.  G.  Stokes,  Cambr.  Phil.  Trans.  9  (1849),  p.  1.  =  Papers  2,  p.  243. 

Encyklop.  d.  matk.  WiBBensch.     IV  2,  ii.  20 
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Weise.  Ist  die  anfängliche  Störung  auf  einen  endlichen  Bereich  be- 
schränkt,  so  kann  man  sich  um  sämtliche  Punkte  der  Oberfläche 
dieses  Bereiches  Kugeln  vom  Radius  at  beschrieben  denken;  die 
Enveloppe  dieser  Kugeln  wird  bei  hinreichend  grossem  t  aus  einer 
inneren  und  einer  äusseren  Schale  bestehen,  die  die  Begrenzung  des 
Raumes  bilden,  innerhalb  dessen  zur  Zeit  t  ©  =|=  0  ist.  Entsprechend 
kann  man,  indem  man  Kugeln  vom  Radius  M  beschreibt,  den  Bereich 
bestimmen,  innerhalb  dessen  |,  ?;,  ^  =f=  ^-  ^^  grosser  Entfernung  vom 
Störungsursprung  hat  man  zwei  Wellen,  eine  Dilatationswelle,  die  mit 
der  Geschwindigkeit  a  fortschreitet,  und  eine  Rotations  welle,  die  sich 
mit  der  Geschwindigkeit  h  ausbreitet;  die  Verschiebungen  sind  bei 
der  ersteren  Welle  annähernd  normal,  bei  der  letzteren  annähernd 
transversal  ^*^°). 

Ein  etwas  abweichendes  Integrationsverfahren  geht  aus  von  dem 
Ansatz  ^^^) 


(237) 


wo  P  der  Gleichung 


_  ap  ,  dw     dv 

dx  ~^  dy         dz' 
1  dP    ,    dU       dW 

dy    ^     dz         dx ' 

_  ap  ,  aF  _  a^" 

dz     '    dx         dy ' 


ot- 


und   U,  V,  W  der  Gleichung 

genügen. 

Die  Schwingungen,  die  in  einem  unbegrenzten  Medium  von  einer 
„Quelle"  hervorgerufen  werden,  d.  h.  von  einer  endlichen  äusseren 
Kraft,  die  in  einem  unendlich  kleinen  Bereich  konzentriert  ist -'*-),  sowie 
andere   Spezialfälle    sind    hauptsächlich    in    der   Optik    von   Interesse, 


280)  Im  Falle  &*  =  ]a*  ist  die  Integration  behandelt  von  5.  J).  Poisso», 
Paris  Mem.  8  (1829),  p.  623;  10  (1831),  p.  592;  Ä.  Ostrogradsky,  Petersburg  Mem. 
(6)  1  (1831),  p.  455;  2  (1833)  p.  339;  doch  sind  die  Ergebnisse  nicht  weiter 
interpretiert.  Vgl.  den  Bericht  über  die  älteren  Untersuchungen  bei  H.  Burk- 
hardt,  Bericht  über  PJntwickelungen  nach  oszillierenden  Funktionen,  §  i>3  u.  64, 
sowie  §  70  bis  §  72  (insb.  A.  L.  Cauchy  u.  P.  H.  Blanchet\ 

281)  A.  Clebsch,  J.  f.  Math.  61  (1863),  p.  195;  P.  Duhem ,  Bordeaux  Möm. 
(5)  3  (1899),  p.  317;  J.  de  math.  (5)  6  (1900),  p.  215.  Vgl.  auch  IV  24,  Nr.  16b 
(0.  Tedone). 

282)  G.  Cr.  Stokes,  Fussu.  279;  Lord  Rayleigh.  Phil.  Mag.  y4:^  41  (1871), 
p.  107  =  Papers  1,  p.  87;  Sound,  2.  Aufl.,  §§  375,  37S;    W.  Voigt,  J.  f.  Math.  89 
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weswegen  für  weitere  Ausführuii;j;<n  liierüber  iiuf  die  Referate  V  21 — 23 
über  Optik  verwiesen  sei. 

ß)  Die  Theorie  ebener  Wellen  in  einem  JcrystaUinischen  Medium, 
dessen  Energiei'unktion  g.ui/.  allgemeinen  Charakter  besitzt  und  daher 
21  Koeffizienten  enthält,  wurde  von  G.  Green^^^)  und  Ä.  L.  Cauchiß^^'^) 
behandelt.  Für  eine  bestimmte  Stellung  der  Wellenfläche  (d.  h.  für 
eine  bestimmte  Normalenrichtung)  giebt  es  drei  mögliche  Welleu- 
geschwindigkeiten  und  drei  entsprechende  Schwingungsrichtungen.  Es 
sind  dies  die  Richtungen  der  Hauptaxen  eines  bestimmten  Hilfs- 
ellipsoids,  und  die  Wollengeschwindigkeiten  sind  der  Länge  dieser  Axen 
umgekehrt  proportional.  In  einem  isotropen  Medium  erhält  man  ein 
Umdrehungselli])soid,  dessen  Symmetrieaxe  zur  Wellenfläche  senkrecht 
ist  und  dessen  Form  für  alle  Stellungen  der  Wellenfläche  dieselbe  ist  ^*^). 
Wie  ferner  gezeigt  wird,  muss  die  Zahl  der  elastischen  Konstanten 
sich  überhaupt  auf  sieben  reduzieren,  wenn  für  jede  Stellung  der 
Wellenfläche  eine  der  Hauptverschiebungen  in  die  Richtung  der  Nor- 
male fällt;  und  das  Medium  hat  dann  drei  zu  einander  senkrechte 
Symmetrieebenen.  Auf  diese  Ebenen  bezogen  hat  die  Energiefunktion 
die  Form 

(238)      2TF=  A(a  +  b  +  c)2  +  Z(f^  —  bc)  +  il/(g2  —  ca) 
+  .Y(h2-ab), 

wo  a,  b,  c,  2f,  2g,  2h  die  sechs  Formänderungskomponenten  sind^**^). 
Die  Wellen,  deren  Verschiebungen  in  die  Ebene  der  Wellenfläche 
fallen,  folgen  dann  den  Fresnel^aheu-  Gesetzen.  Vgl.  auch  hier  die 
Ausführungen  zur  Optik  in  V  21 — 23.  Man  bezeichnet  in  diesem  Fall 
das  Medium  zuweilen  als  Greensches  3fedium. 

Dieselbe  Frage  hat  E.  B.  Christoffel  ^^^)  von  einem  anderen  Ge- 
sichtspunkt aus  behandelt.  Er  untersucht  zunächst  den  Vorgang  der 
Ausbreitung  eines  unstetigen  Formänderungszustandes;  es  zeigt  sich, 
dass,  wenn  die  Formänderungen  und  Formänderungsgeschwindigkeiten 
anfangs  auf  einen  gewissen  Bereich  beschränkt  sind,  die  Grenzen 
dieses  Bereiches    sich  nach   allen   Seiten    in   Richtung  der  Normalen 


(1880),  p.  288;    G.  Kirehhoff ,  J.  f.  Math.  90  (1881),  p.  34  =  Ges.  Abh.  2,  p.  17; 
Lord  Kelvin,  Phil.  Mag.  (5)  47  (1899),  p.  480;  48  (1899),  p.  227,  388. 

283)  Cambridge  Phil.  Soc.  Trans.  7  (1839),  p.  121  =  Papers,  p.  293.     Vgl. 
G.  Kirchhoff,  Berlin  Abh.  1876,  phys.  Kl.,  Abt.  2,  p.  57  =    Ges.  Abh.  1,  p.  352. 

283")  Exerc.   de  math.  5   (1830)  =  Oeuvres   (2)  9:   vgl.   im   übrigen  Burk- 
hardt,  Bericht,  §  62. 

284)  Die  Bezeichnung  igt  dieselbe  wie  die  in  IV  15,  Nr.  7  {A.  E.  H.  Love). 

285)  Ann.  di  mat.  (2)  8  (1877),  p.  81,  193.    Siehe  auch  A.  E.  H.  Love,  Lon- 
don Math.  Soc.  Proc.  (2)  1  (1903),  p.  37. 

20* 
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mit  Geschwindigkeiten  ausbreiten,  die  gleich  der  Geschwindigkeit 
ebener  Wellen  in  den  betreffenden  Richtungen  sind.  Wie  die  weitere 
Untersuchung  der  Unstetigkeits wellen  zeigt,  sind  die  drei  Wellen- 
geschwindigkeiten, die  einer  gegebenen  Stellung  der  Wellenebene  ent- 
sprechen, reell  und  jedenfalls  nicht  für  alle  Stellungen  der  Ebene 
sämtlich  einander  gleich.  Zwei  Wurzeln  werden  für  alle  Stellungen 
der  Ebeiie  nur  dann  einander  gleich  sein,  wenn  sich  die  Energie- 
funktion auf  die  Form  reduzieren  lässt 

(239)  2  W=  fA a  +  Ä.b  -f  Agc)^^-  ii(si^+  b^H-  c^—  2bc  —  2ca  —  2ab 

_|_  4f2  _^  4g2  _^  4^2). 

Hierin  ist  der  Fall  der  Isotropie  (A^  =  L  =  Ä.^)  eingeschlossen. 

Konstruiert  man  ein  System  von  Ebenen,  deren  Abstände  vom 
Koordinatenanfang  den  entsprechenden  Wellengeschwindigkeiten  pro- 
portional sind,  so  ist  ihre  Enveloppe  eine  aus  drei  Schalen  bestehende 
Fläche,  die  sogenannte  „Zentral"-  oder  „Wellenfläche".  In  einem  iso- 
tropen Medium  artet  sie  in  drei  konzentrische  Kugeln  aus,  von  denen 
die  beiden  inneren  zusammenfallen.  Die  Singularitäten  dieser  Wellen- 
fiäche  werden  von  Christo/fei  im  einzelnen  diskutiert.  Vgl.  übrigens 
auch  hierzu  die  Darstellvmg  bei  0.  Tedone  in  IV  24,  Nr.  17. 

8  b.  Wellen  in  einem  begrenzten  festen  Körper.  Reflexion. 
a)  Die  Heflexioii  ebener  Wellen  an  der  ebenen  Grenzfläche  eines  iso- 
tropen festen  Körpers  wurde  von  G.  Green  -*^)  behandelt.  Ihm  ver- 
dankt man  die  Feststellung,  dass  eine  aus  Längsschwingungen  be- 
stehende einfallende  Welle  zu  zwei  reflektierten  Wellen  Anlass  giebt, 
von  denen  die  eine  longitudinal ,  die  andere  transversal  ist,  und  cnt- 
sprechend,  wenn  die  einfallenden  Schwingungen  transversal  sind.  Die 
Untersuchungen  von  Green,  die  zur  Optik  in  Beziehung  stehen,  befassen 
sich  insbesondere  mit  der  Reflexion  an  der  gemeinsamen  Grenzfläche 
zweier  Medien,  die  sich  nur  in  der  Dichte  untei-scheiden.  Von  grösserem 
Interesse  vom  Gesichtspunkt  des  gegenwärtigen  Referats  ist  das  Problem 
der  Reflexion  an  einer  freien  Oberfläche -'^^);  es  ergiebt  sich,  dass  eine 
Dilatationswelle  ausser  im  Falle  senkrechten  Einfalls  zu  zwei  reflek- 
tierten Wellen  Anlass  giebt:  einer  Schiebungswelle,  bei  der  die 
Schwingungen  in  der  Einfallsebene  vor  sich  gehen,  entsprechen  eben- 
falls zwei  reflektierte  Wellen,  ausser  wenn  der  Einfallswinkel  die 
speziellen  Werte  0*^  und  45°  hat.     Eine  Welle,  deren  Schwingungen 


286)  Cambridge  Trans.  7  (1838),  p.  1  =  Papers,  p.  -240;  vgl.  Lord  Kelvin. 
Phil.  Mag.  (5)  26  (l!588),  p.  414,  500. 

287)  H.  Poincare,  filasticite,  chap.  6. 
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senkrecht  zur  Einfallsebene  sind,  giebt  zu  einer  einzigen  reflektierten 
Welle  von  demselben  Charakter  Anlass  '^^). 

ß)  Die  Fortpflanzung  von  Oberflächemvellen  längs  der  ebenen  Grenz- 
fläche eines  isotropen  festen  Körpers  hat  Lord  Rai/leir/h  ^^^)  behandelt; 
bei  diesen  Wellen  nimmt  die  Amplitude  mit  wachsender  Tiefe  nach 
dem  Gesetz  einer  Exponentialfunktion  ab.  Für  A  =  oo  ist  die  Wellen- 
geschwindigkeit gleich  0,0554  &,  für  A  =  fi  ist  sie  gleich  0,9104  6, 
wo  h  =y(i/Q.  Wellen,  die  durch  einen  isolierten  Impuls  an  der 
Oberfläche  eines  unendlichen  isotropen  Halbraumes  hervorgerufen 
werden,  hat  H.  Lamh"^^)  in  Hinblick  auf  die  Theorie  der  Erdbeben 
untersucht.  Er  findet,  dass  der  Hauptcharakter  der  Erscheinung  in 
grosser  Entfernung  von  dem  Störungszentrum  durch  eine  Ringwelle 
gegeben  ist,  die  dieselben  Eigenschaften  und  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit hat,  wie  die  gerade  genannten,  von  Lord  BayleigJi  betrachteten 
Wellen.  Der  Einfluss  der  Schwere  ^^^)  auf  derartige  Wellen  (die  ebene 
Grenzfläche  als  horizontal  vorausgesetzt)  stellt  sich  für  solche  Werte 
der  Wellenlänge  und  der  elastischen  Konstanten,  wie  sie  im  Falle  der 
Erde  vorkommen  dürften,  als  ziemlich  klein  heraus, 

y)  Das  nächsteinfache  Problem  ist  das  der  Scliivingungen  einer 
unendlichen  Schicht,  die  von  zwei  parallelen  freien  Ebenen  begrenzt 
wird.  Die  zweidimensionalen  Schwingungen  zerfallen  in  zwei  Klassen. 
Bei  denen  der  ersten  Klasse  ist  die  Mittelfläche  eine  Symmetrieebene 
und  die  Schwingungen  ähneln  (wenn  die  Wellenlänge  gross  ist  gegen 
die  Dicke  ^^^)  den  Dehnungsschwingungen  dünner  Platten.  Bei  den 
Schwingungen  der  anderen  Klasse  befindet  sich  die  Mittelfläche  in 
Wellenbewegung,  und  die  Schwingungen  erhalten  den  Charakter  von 
Bieguno-sschwincrungeu. 

d)  Li  der  Theorie  der  Wellen  [in  einem  zylindrischen  Stabe^^^) 
werden  die  Gleichungen  auf  Zylinderkoordinateu  (r,  6,  z)  transformiert 
und    die    Verschiebungskomponenten    als    Funktionen    von    r,     multi- 


288)  Die  Gesetze  der  Reflexion  von  Unstetigkeitswellen  an  der  gemein- 
samen Grenzfläche  zweier  krjstallinischen  Medien  werden  von  E.  B.  Christoffel 
loc.  cit.  untersucht. 

289)  London  Math.  Soc.  Proc.  17  (1885),  p.  4  =  Papers  2,  p.  441. 

290)  London  Phil.  Trans.  A  203  (1903),  p.  1.  Wegen  der  ausführlicheren 
Theorie  der  Erdbeben  wellen ,  insbesondere  auch  wegen  der  neueren  L'nter- 
Buchungen  sei  auf  VI  8  (E.  Wiechert)  verwiesen. 

291)  T.  J.  I.  Bromicich,  London  Math.  Soc.  Proc.  30  (1899),  p.  98. 

292)  Lord  Rayhigh,  London  Math.  Soc.  Proc.  20  (1889),  p.  225  =  Papers  3, 
p.  249. 

293)  L.  Pochhammer,  J.  f.  Math.  81  (1876),  p.  324. 
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pliziert  mit  einem  Faktor  vom  Typus  g^C'^'+^-r)  cos  so,  angesetzt. 
Zwei  Fälle  sind  besonders  wichtig,  nämlich  erstens  der,  bei  dem 
s  =  0  und  die  Bewegung  demgemäss  von  0  unabhängig  ist,  und 
zweitens  der  Fall  s  =  1.  Ist  die  Wellenlänge  (2:n:/k)  gross  im  Ver- 
gleich zum  Radius  (c),  so  liefern  die  Schwingungen  im  ersten  Falle 
Longitudinalwellen  (Nr.  3  a),  und  in  erster  Annäherung  erhält  man 
den  üblichen  Ausdruck  YeJq  für  die  Wellengeschwindigkeit.  Eine 
zweite  Annäherung  ergiebt  -^*) 

WO  r]  die  Poissonsche  Konstante.  Im  Falle  .s'  =  1  ist  die  Bewegung 
für  hinreichend  grosse  Wellenlängen  den  Biegungsschwingungen 
(Nr.  3b)  eines  Stabes  ähnlich,  und  in  erster  Annäherung  kommt  man 
auf  die  für  sie  geltende  Formel  zurück;  es  lässt  sich  dann  auch  eine 
zweite  Annäherung  erzielen  -^^). 

8  c.  Normalschwingungen  eines  endlichen  festen  Körpers. 
Schwingungen  einer  Kugel,  a)  Die  analytische  Theorie  der  freien 
Schwingungen  eines  festen  Körpers  von  endlichen  Abmessungen  ge- 
staltet sich  nach  den  in  Nr.  1  gezeichneten  Richtlinien,  wozu  ins- 
besondere die  Ausführungen  von  0.  Tedone  in  IV  24,  Nr.  15  zu  ver- 
gleichen sind.  Wie  sich  beweisen  lässt,  sind  die  Frequenzen  der 
Normalschwingungen  sämtlich  reell -^^)  und  bilden  jedenfalls  eine  end- 
lose steigende  Wertfolge;  sind  ferner  u^.,  v^,  iv^  und  ?t^,  v^,  w^  die 
Verschiebungskomponenten  in  zwei  Normalschwingungen  von  ver- 
schiedener Frequenz,  so  gilt  die  Orthogonalitätsbeziehuug-^^) 

(240)  .iXA»  K^**  +  ^V ^.  +  ^^V«'J  ^^  ^^  ^^^  =  0- 

Eine  von  G. Lanic^^'')  vertretene  Ansicht,  wonach  die  freien  Schwin- 
gungen eines  begrenzten  isotropen  festen  Körpers  in  zwei  Klassen 
zerfallen:  solche,  bei  denen  die  Rotationen  ^,rj,^  verschwinden,  imd 
solche,  bei  denen  0  =  0,  ist  irrig  ^°°). 

ß)  Der  einzige  Körper,  für  den  die  Normalschwingungen  vollständig 


294)  Dasselbe  Ergebnis  wurde,  unabhängig  YonPochhaiumcr  sowie  von  C.  Cliree, 
Quart.  J.  of  math.  21  (1886),  p.  287,  und  (etwas  verallgemeinerte  24  (1890),  p.  040, 
erhalten. 

295)  Die  Normalschwingungen  eines  Zylinders  von  endlicher  Länge  sind 
bisher  noch  nicht  genau  ermittelt  worden.  Der  besondere  Fall  der  Drillungs- 
schwingungou  gestaltet  sich  sehr  einfach. 

296)  Ä.  Clebsch,  Kla.stizität,  §  20;  H.  i'oo/carc',  Elasticite,  p.  102. 

297)  Elasticite,  Urne  le(,'on. 
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(241) 


erforscht  sind,  ist  die  Kugel.  Am  klarsten  drücken  sich  die  Ergeb- 
nisse mittelst  der  in  Gleichung  (188)  definierten  Funktionen  i/'„(S)  aus. 
Der  einfachste  Fall  ist  der  der  rein  radialen  Schwingungen^''^), 
wo  die  Verschiebung  mit  tpyijir)  proportional  ist  und  die  Frequenzen- 
gleichung folgendermassen  lautet: 

(  4(A  -|-  2^)%' (ha)  +  ^ha%(Jia)  =  0, 

Die  niedersten  Wurzeln  sind  im  Falle  X  =  ^  '•'^) 

Aa/;r  =  0,8160;  1,9285;  2,95::59;  .... 
Die  allgemeine  Klassifikation  der  Normalschwingungen  der  Kugel 
gaben  P.  Jaerisch  '''^^)  und  H.  Lamh  ^°").  Liegt  der  Koordinatenanfang 
im  Mittelpunkt,  so  hat  man  zunäclist  eine  Klasse  von  Schwingungen, 
die  man  als  transversal  bezeichnen  könnte,  da  sie  xu  -]-  y  v  -\-  2  iv  =^  0 
machen,  nämlich 


(242) 


t^{]cr)  (:5 


dy 


y 


)-x)  ^"' 


wo  (pj^  eine  räumliche  Kugelfunktion  w'""^  Grades;  die  Frequenzen- 
gleichung lautet: 

(243)  kat„\ka)  +  (w  -  1) i'^(ka)  =  0. 

Die  Teilchen,  die  auf  irgend  einer  mit  der  Oberfläche  konzentrischen 
Kugel  liegen,  schwingen  längs  der  Konturlinien  der  Kugelflächen- 
funktionen (pjr^.  Im  Falle  n  =  1  schwingt  jede  dieser  Flächen  als 
Ganzes.  —  Die  andere  Klasse  von  Normalschwingungen  ist  gegeben 
durch  die  Formeln^"*') 


(244) 


d_ 
dy  r- 


1  d@ 


p  i^  +  («  +  !)*',-(*'■)  '-£"  -  n,l.,,.,(kr)hV'*^  l  -i?^, 


Ä*  cy 


dy 


P  f  +  ^^  +  l)^.-xa-)  1"  -  n.^„,,(A-r)^^r-  +  3  £  _^_^^^ 


F  =  öV/(/l  +  2a),     Ä- 


ö'q'^, 


298)  Zuerst  von  S.  D.  Poisson,  Paris  Mem.  8  (1829),  p.  405,  für  den  Fall 
A  =  fx,  behandelt;  vgl.  A.  Clebsch,  loc.  cit.  §  19. 

299)  J.  f.  Math.  88  (1879),  p.  131;  die  Untersuchung  ist  in  Polarkoordinaten 
durchgeführt. 

300)  H.  Lamb,  London  Math.  Soc.  13  (1882),  p.  189. 
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WO  co.^,  q)^  räumliche  Kugelfunktionen,  deren  Verhältnisse  mitsamt  den 
entsprechenden  Werten  von  ö  für  die  verschiedenen  Normalschwin- 
gungen  durch  die  Bedingung  bestimmt  sind,  dass  die  Oberfläche  r  =  a 
spannungsfrei  ist.  Die  Schwingungen  sind  teils  radial,  teils  trans- 
versal, und  zwar  sind  die  transversalen  Komponenten  senkrecht  zu 
den  Kegeln  (fjr"  =  const.  Im  Falle  der  Inkompressibilität  (X  =  oo) 
vereinfacht  sich  die  Frequenzengleichung,  und  die  niederen  Wurzeln 
berechnen  sich  für  w  =  1,  w  =  2  ohne  Schwierigkeit  ^*'").  Die  wich- 
tigste Gruppe  ergiebt  sich  für  n  =  2,  insbesondere  wenn  (p^  eine 
einfache  Kugelfunktion  darstellt.  Die  niederste  Wurzel  ist  dann 
ha/^t  =  0,823-,  für  X^u  beträgt  sie  ungefähr  0,840.  Die  Schwingung 
ist  symmetrisch  in  Bezug  auf  eine  Durchmesserebene,  und  ihre  Frequenz 
ist  die  kleinste  von  allen  Eigenfrequenzen  der  Kugel  ^°^)  ^'). 

Die  Methoden  lassen  sich  auf  den  Fall  einer  von  zwei  konzen- 
trischen Kugeln  begrenzten  Schale  ausdehnen;  die  numerischen  Rech- 
nungen werden  jedoch,  ausser  für  eine  sehr  dünne  Schale  (Nr.  5  c) 
ziemlich  verwickelt. 

Den  Einfluss  der  wechselseitigen  Gravitation  auf  die  Schwingungen 
einer  gleichförmigen  Kugel  hat  (unter  Annahme  der  Inkompressi- 
bilität) T.  J.  I.  JBromwicIi^^^)  untersucht.  Er  findet,  dass  die  Fre- 
quenzen, ausgenommen  die  der  Transversalschwingungen,  sämtlich 
gesteigert  werden  ^°''). 

Für  Kreiszy linder  und  zylindrische  Schalen  giebt  es  eine  Theorie 
der  (zum  Querschnitt  parallelen)  zweidimensionalen  Schwingungen^^). 
Die  Ergebnisse  sind  denen  für  die  Kugel  analog,  aber  einfacher. 

8d.  Theorie  des  physikalischen  Stosses,  Die  klassische  Theorie 
des  Stosses,  die  von  Hmjgens,  Wallis,  Wren  und  Neicton  herrührt 
(vgl.  IV  6,  Nr.  52  (P.  StäckeT),  gründet  sich  auf  die  Gleichungen 

)   '«ii'i'  +  m.^'^\  =  »h^\  +  nh  i\, 
1  Vg'  —  i'i'  =  e{v^  —  i'g), 


301)  Diagramme  der  Bewegungslinien  für  diese  und  einige  andere  Fälle 
giebt  H.  Lamb,  loc.  cit. 

302)  Bezüglich  der  erzwungenen  Schwingungen,  die  von  periodischen  Ober- 
flächenspannungen oder  Massenkräften  herrühren,  siehe  ^1.  E.  H.  Love,  London 
Math.  See.  19  (1888),  p.  170;  C.  CJiree,  Cambridge  Phil.  Soc.  Trans.  16  (1896\ 
p.  14. 

303)  Die  Schwingungen  einer  der  Schwere  unterworfenen,  kompressiblen 
Kugel  hat  Lord  liayUiglt,  London  Roy.  Soc.  Proc.  A  7  7  1^1906  mit  besonderer 
Berücksichtigung  der  Stabilitätsfragen  untersucht. 

304)  C.  Chree,  Cambridge  Trans.  14  (1887),  p.  250;  P.  Jaerisdi,  J.  f.  Math. 
104  (1889),  p.  177;  A.  B.  Bassd,  London  Math.  See.  Proc.  21  i;i889),  p.  53. 
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von  denen  die  erste  die  Erhaltung  der  Bewegungsgrösse  ausdrückt, 
die  zweite  als  Erfahrungssat/  angenommen  wird  (e  ist  der  sogiüiaimte 
Restitutioiiskoeflizieiit).  Als  llesultat  des  Stosses  tritt  ein  augen- 
scheinlicher Energieverlust  vom  Betrage 

auf  Derselbe  verschwindet,  wenn  6=1;  setzt  man  umgekehrt  voraus, 
dass  kein  Energieverlnst  eintritt,  so  wird  maii  auf  das  Gesetz  von 
der  Erlialtung  der  Relativgeschwindigkeit  geführt:  Vg'  —  ^i'  =  ^i — ^2- 

Die  Formeln  (:^45)  lassen  sich  auch  aus  der  Annahme  ableiten, 
dass  die  Formänderungen  elastischer  Körper  den  Spannungen  pro- 
portional sind,  vorausgesetzt,  dass  man  noch  die  Stossdauer  als  kon- 
stant annimmt  ^^^). 

Eine  rationellere  Theorie  des  Stosses  haben  verschiedene  Au- 
toren^*'®) für  den  offenl)ar  einfachsten  Fall  zu  entwickeln  versucht, 
dass  zwei  gleichförmige  zylindrische  Stäbe  in  der  Längsrichtung  auf 
einander  stossen.  Die  zusammenprallenden  Flächen  werden  als  genau 
eben  vorausgesetzt,  so  dass  die  beiden  Stäbe  während  der  Berührunor 
als  ein  Stab  behandelt  werden  können;  die  Theorie  gründet  sich  dann 
auf  die  Annahme  longitudinalcr  Wellen,  die  mit  der  Geschwindigkeit 
YE/q  fortschreiten  (Nr.  3  a).  Sind  die  Stäbe  aus  demselben  Material 
und  von  gleichem  Querschnitt,  so  sind  die  Gleichungen  (245)  für 
c  =  mi/ni^  erfüllt,  wenn  m^  die  Masse  des  kürzeren  Stabes.  Die  Zeit, 
während  der  die  Stäbe  Druck  auf  einander  ausüben,  ist  dabei  gleich 
der  Zeit,  in  der  eine  Welle  die  Länge  des  kürzeren  Balkens  zweimal 
durchläuft,  mithin  für  dieselben  zwei  Stäbe  konstant.  Der  auo-en- 
scheinliche  Energieverlust  wird  dadurch  wett  gemacht,  dass  der 
längere  Stab  in  einem  Zustand  der  Schwingung  verharrt. 

Da  diese  Schlüsse  betreffend  den  Wert  von  c  und  die  Konstanz 
der  Stosszeit  durch  das  Experiment  keineswegs  bestätigt  werden^^''), 
so  hat  man  andere  Stosstheorien  vorgeschlagen.  Die  „statische" 
Theorie  des  Stosses  von  H.  Hertz  ^^^)  geht  aus  von  der  Annahme, 
dass    die    Stossdauer   gross    sei    im   Vergleich    zu    der    Zeit,    die    die 


305)  Am    einfachsten    durch    Betrachtung    der    Bewegung    relativ    zu    den 
Massennaittelpunkten ;  vgl.   Thomson -Tait,  §  302. 

306)  B.  de  Saint -Venant,  J.  de  math.  (2)  12  (1867),  p.  237;   F.  Neumann, 
Vorl.  über  die  Theorie  der  Elastizität,  Leipzig  1895,  p.  332. 

307)  Siehe  insbesondere   W.  Voigt,  Ann.  Chem.  Phys.  19  (1883),  p.  44,  der 
hier  auch  eine  verbesserte  Theorie  entwickelt. 

308)  J.  f.  Math.  92   (1882),   p.  156  =  Ges.  Werke  1,  Leipzig  1895,  p.  155. 
Vgl.  auch  die  Darstellung  in  FV  25,  Nr.  15b  (0.  Tedone-A.  Timpe). 
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elastischen  Wellen  brauchen,  um  die  grössten  Abmessungen  der 
zusammenstossenden  Körper  zu  durchlaufen  ^°^)  Die  Beziehung  zwischen 
den  Drucken,  mit  denen  die  sich  berührenden  Flächen  auf  einander 
wirken,  und  der  Deformation  in  der  unmittelbaren  Umgebung  ist 
dann  praktisch  dieselbe,  wie  wenn  es  sich  um  das  statische  Problem 
handelte.  Nun  ergiebt  sicli,  dass  wenn  auf  ein  begrenztes  Stück  einer 
ebenen  Oberfläche  eines  elastischen  Körpers  ein  normaler  Druck  ^) 
wirkt,  die  Normalverschiebung  u  in  einem  beliebigen  Punkte  dieser 
Oberfläche  gegeben  ist  durch  die  FormeP^")^^^j 

(246)  »-i^lif^JJ-r   ' 

wo  r  der  Abstand  des  Flächenelementes  dS  von  dem  Punkte,  für  den 
der  Wert  von  u  gesucht  wird.  Für  einen  Gesamtdruck  P,  der  über 
ein  kreisförmiges  Flächenstück  nach  dem  Gesetz 

SP    ,/-a ^ 

-^  25tfr  ' 

verteilt  ist,  findet  man 

3    ;.  f  2(1 


(i-^.),  ['■<«]• 


16  fi(i-}-fi)   a 

Diese     Ergebnisse    lassen    sich     ohne    merklichen     Fehler    auf    den 
Fall    krummer    Flächen    anwenden,    vorausgesetzt,    dass    die    Haupt 
krümmungen  klein  sind  gegen  l/a.     Es   zeigt  sich,    dass,  wenn  der 
wechselseitige   Druck   zwischen    zwei    (nicht    notwendig   aus    gleichem 
Material  bestehenden)  Kugeln  gleich  P  ist,  die  Mittelpimkte  um  einen 

2 

mit  P^  proportionalen  Betrag  gegen  einander  genähert  sind  und  dass 

1 
der  Radius   des   kreisförmigen   Berührungsflecks  mit  P^  proportional 

ist.     Wendet  man   diese  Betrachtungen  auf  den  Fall  des  Stosses  an, 

-4 
so  ergiebt  sich,  dass  die  Stossdauer  sich  wie  (i\  —  v^)  '  verhält,  also 

unbegrenzt  wächst,  wenn  die  relative  Geschwindigkeit  vor  dem  Stoss 
abnimmt^"^).  Der  Natur  der  zu  Grunde  gelegten  Voraussetzungen  zu- 
folge tritt  Energieverlust  nicht  ein;  die  Yevliältiiisse  werden  also 
dadurch  geschildert,  dass  in  (245)  c  =  1  zu  setzen  ist. 


309)  Dies    hat    genauer    Lord  BayUiijh,    Phil.  Mag.  (G^i  11    (1906),   p.  283, 
untersucht. 

310)  Das  statische  Problem  wurde  zum  ersten  Mal  gelöst  von  J.  Bouasine^q, 
Paris  C.  R.  86  (1878),  p.  l-_>6ü;  87  (1878),  p.  402;  88  (187lt\  p.  741. 

811)  Der    Fall    eines    elliptischen    Berührungsfleckes    wird    gleichfalls    von 
H.  Hertz,  loc.  cit.,  betrachtet. 


(Abgeschlossen  im  Juli  l'.»06.) 
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IV  27.   FESTIGKEITSPROBLEME 
IM  MASCHWEl^BAU. 

Von 
TH,  V.  KARMAN 

IN    aÜTTINGEN. 


Inhaltsübersicht. 

Einleitung. 

1.  Grundlegende  Annahmen. 

2.  Gerade  Stäbe. 

a)  Normalbeanapruchung  gerader  Stäbe. 

b)  Schubbeanspruchung  gerader  Stäbe. 

c)  Torsion  gerader  Stäbe. 

d)  Biegung  gerader  Stäbe. 

3.  Typische  Beispiele  zur  Anwendung  der  Theorie  gerader  Stäbe. 

4.  Ursprünglich  gekrümmte  Stäbe. 

a)  Stäbe  mit  schwacher  Krümmung. 

b)  Stäbe  mit  starker  Klrümmung. 

o.  Typische  Beispiele  zur  Anwendung  der  Theorie  krummer  Stäbe. 

6.  Theorie  der  Federn. 

7.  Theorie  der  Seile. 

8.  Ebene  Platten. 

9.  Rohre  und  Schalen. 

a)  Dünne  zylindrische  Schalen. 

b)  Dünne  Schalen  mit  nichtzylindrischer  Zentralfläche. 

c)  Dickwandige  Rohre. 

10.  Konstruktionsteile  mit  Abmessungen  von  gleicher  Grössenordnung.     Kugeln 
und  Rollen. 

11.  Kinetoetatische  Beanspruchung. 

a)  Kinetostatische  Beanspruchung  der  Stäbe. 

b)  Kinetostatische  Beanspruchung  der  Platten  und  Scheiben, 

c)  Rotierende  Körper  mit  endlichen  Abmessungen. 

12.  Beanspruchung  durch  Schwingungen. 

a)  Allgemeines. 

b)  Periodisch  veränderliche  Belastung. 

c)  Plötzliche  Belastung.     Stosa. 

Eiicyklop.  d.  math.  Wissensch.     IV  i,  ii.  21 
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13.   Stabilitätsprobleme. 

a)  Stabilität  des  Gleichgewichte. 

b)  Stabilität  rotierender  Wellen. 
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Einleitung.  Die  Festigheitshereclmung  der  Blascliinenl'onstriiliimien 
fusst  einerseits  auf  der  mathematischen  ElastizitätstheM-ie ,  andererseits 
auf  der  physikalischen  Festigkeitslehre.  Die  erstere  (siehe  Art.  IV  24  u.  25 
0.  Tedone  und  0.  Tedone-A.  Timpe)  soll  uns  zur  Kenntnis  der  Span- 
nungszustände  verhelfen,  welche  unter  der  Wirkung  der  zu  erwartenden 
Kräfte  in  den  einzelnen  Konstruktionsteilen  entstehen,  während  die 
andere  (siehe  unten  den  Art.  Physikalische  Grundlagen  der  Festigkeits- 
lehre von  L.  Prandil)  darüber  Aufschluss  zu  geben  hat,  ob  der  so  er- 
mittelte Spannungszustand  genügende  Sicherheit  gewährleistet. 

Die  in  der  Praxis  vorkommenden  Konstruktionsteile  sind  meistens 
viel  komplizierter  gestaltet,  die  äusseren  Kräfte  viel  mannigfaltiger  ver- 
teilt, als  dass  man  —  ausser  in  wenigen  Ausnahmefällen  —  auf  eine 
strenge  Integration  der  Gleichungen  der  mathematischen  Elastizitäts- 
theorie rechnen  könnte;  man  ist  daher  lediglich  auf  NäJieriingstJieorieH 
angewiesen.  Da  die  Rücksicht  auf  Festigkeit  zumeist  gerade  bei  solchen 
Konstruktionsteilen  eine  RoUe  spielt,  bei  denen  wenigstens  ei>w  Ab- 
messung gegen  die  übrigen  als  klein  betrachtet  werden  kann,  so 
kommt  man  in  vielen  Fällen  schon  mit  Hilfe  der  vereinfachten  Theorie 
der  dünnen  Stäbe,  Seile,  Platten,  Sclialcn  usw.  zu  genügend  genauen 
Resultaten.  Gegen  eine  Übertreibung  der  mathematischen  Genauigkeit 
spricht  schon  der  Umstand,  dass  auch  die  äusseren  Kräfte  sehr  oft 
nur  schätzung-sweise  in  Rechnung  gesetzt  werden  können.  Immerhin 
bleibt  die  Aufgabe  übrig,  den  Anicendungshereich  und  Genauigkeitsgrad 
der  Näherungstheorien  zu  prüfen  und  zwar  entweder  durch  Vergleich 
mit  der  genaueren  liechnung  in  einfachen  typischen  FäUen,  für  welche 
diese  vollständig  und  streng  durchführbar  ist,  oder  durch  unmittel- 
bare Messung  der  Farmänderungen^).  Es  mag  bemerkt  werden,  dass 
aus  Bruchvorgängen  auf  die  Richtigkeit  der  Xäherungstheorieu  nicht 
unmittelbar  geschlossen  werden  darf,  da  diese  nur  innerhalb  der 
Elastizitätsgrenze  Geltung   haben,   während   zwischen   der  Elastizitäts- 


1)  In    neuerer    Zeit    sind    auch    optische   Versuche    zur    Untersuchung    der 
Spannungsverteilung  herangezogen  worden.    Vgl.  Fussuote  73). 
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grenze  und  dem  Bruch  meist  grosse  nicht  elastische  Formänderungen 
liegen;  indessen  ist  dieser  Umstand  oft  übersehen  worden. 

In  dem  vorliegenden  Artikel  soll  vorzugsweise  über  jene  Näherungs- 
theorien berichtet  Averdcn,  welche  in  der  Berechnung  von  Maschinen- 
konstruktionen zur  Anwendung  gelangen;  es  war  jedoch  kaum  zu 
vermeiden,  dass  einzelne  Fragen  berührt  werden,  die  —  als  zu  den 
gemeinsamen  Grundlagen  der  technischen  Festigkeitslehre  gehörend  — 
auch  in  der  Festigkeitslehre  der  Baukonstruktionen  Platz  linden  könnten. 
Andererseits  musste  manches  wiederholt  werden,  was  schon  mehr  oder 
weniger  vollständig  in  den  Artikeln  über  mathematische  Elastizitäts- 
theorie behandelt  wurde.  Während  jedoch  in  den  letzteren  der  Ge- 
sichtspunkt vorherrschend  war,  strenge  Lösungen  zu  finden,  steht  in 
den  folgenden  Ausführungen  die  Frage  nach  der  Jßnmcliharheit  d&r 
annähernden  Lösungen  im  Vordergrund. 

In  Nr.  1  sind  die  grundlegenden  Annahmen  und  Festsetzungen 
zusammengestellt,  die  zur  Beurteilung  der  Sicherheitsfrage  vorgeschlagen 
und  angewendet  wurden,  alsdann  werden  in  Nr.  2 — 10  ruhende  Kon- 
struktionsteile unter  statiseher  (ruhender)  Belastung  behandelt;  die  Re- 
sultate gelten  in  erster  Annäherung  auch  für  bewegte  Körper  und 
wechselnde  Belastung,  falls  die  Bewegung  bzw.  die  Änderung  der  Be- 
lastung genügend  langsam  vor  sich  geht,  um  die  Trägheitskräfte  ver- 
nachlässigen zu  können.  Eine  zweite  Annäherung  erhält  man,  indem 
man  jene  Trägheitskräfte  berücksichtigt,  die  von  der  Bewegung  des 
als  starr  gedachten  Körpers  herrühren.  Die  entsprechenden  Zusatz- 
spannungen bezeichnen  wir  als  Mnetostatisclie  Beanspruchung  (Nr.  11). 
Eine  genauere  Theorie  hat  ausser  diesen  Kräften  auch  die  von  der 
elastischen  Deformation  herrührenden  Trägheitskräfte  zu  berücksich- 
tigen; diese  Ausführung  geben  wir  unter  dem  Titel  Beanspruchung 
durch  Schivingungen  (Nr.  12). 

Die  in  Nr.  2 — 12  berichteten  Untersuchungen  prüfen  die  Sicher- 
heit der  Konstruktionsteile  lediglich  daraufhin,  ob  die  Beanspruchung 
innerhalb  ihrer  zulässigen  Grenzen  bleibt.  Dies  ist  jedoch  für  die 
Sicherheit  nur  dann  hinreichend,  wenn  das  Gleichgewicht  oder  der 
Bewegungszustand  stabil  ist.  Aus  diesem  Grunde  sind  die  Stdbilitäts- 
tmter suchungen  der  Elastizitätstheorie  (IV  25,  Tedone-Timpe,  Nr.  21) 
für  die  Festigkeitslehre  von  hoher  Bedeutung.  Die  Anwendungen  dieser 
Stabilitätsuntersuchungen  fassen  wir  unter  Nr.  13  zusammen. 

In  dem  vorliegenden  Artikel  sind  die  in  der  technischen  Litteratur 
üblichen  Bezeichnungen  angenommen  worden.  Zum  Vergleich  mit  den  Be- 
zeichnungen der  mathematischen  Elastizitätstheorie,  welche  namentlich  in 
den  Artikeln  IV  24 — 26  benutzt  sind,  dient  die  folgende  Zusammenstellung: 
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1,  Mathematische  Litteratur  !     Technische  Litteratur 
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Beziehungen  zwischen 
Elastizitätskonstanten 


fi,(X-f  fi-)    Elastizitätsmodul 

2  (^  -f  f^)        Poissonsche 
*"  "^        X         '  Verhältniszahl 

^^^^2(^+1)-^^  Gleitmodul 


1.  Grundlegende  Annahmen.  Man  bezieht  im  allgemeinen  die 
Sicherheit  eines  Spannungszustandes  auf  die  T^ruchgrenze  oder,  falls 
der  Bruch  erst  nach  erheblichen  bleibenden  Formänderungen  erfolgt-) 
bei  bildsamen  Stoffen  auf  die  Elastizitätsgrenze  des  Materials  ^). 
Beide  Grenzen  sind  als  Gesamtheit  von  Grenz  zuständen  zu  verstehen, 
wobei  allerdings  stillschweigend  vorausgesetzt  wird,  dass  für  den 
Beginn  des  Bruches  resp.  der  bleibenden  Formänderungen  nur  der 
Spannungszustand  in  dem  Punkte  selbst  massgebend  ist.  Das  Grund- 
problem, wodurch  diese  Grenzzustände  bedingt  werden,  welche  Funktion 
der  Spannungskompoueuten  man  daher  als  Maass  der  Beanspruchung 
anzusehen  hat,   fand  bisher  keine   endgültige  Erledigung,     über   die 


2)  Man  nennt  ein  Konstruktiousmaterial  spröde,  falls  bis  zum  Bruche  keine 
erheblichen  Dehnungen  auftreten,  im  entgegengesetzten  Falle  bildsam  oder  zähe. 
Unter  den  wichtigsten  Konstruktionsmaterialien  dürfen  Gusseisen,  Bausteine, 
Beton,  Zement  als  spröde,  schmiedbares  Eisen,  Stahl,  Kupfer  und  die  meisten 
Kupferlegierungen  als  bildsam  bezeichnet  werden.  Leder,  Haut,  Holz  lassen 
eich  in  diese  Gruppen  nicht  richtig  einordnen.  Vgl  C.  Bach,  Maschineuelemente, 
10.  Aufl.,  Leipzig  1908,  Einleitung. 

3)  Man  unterscheidet  eine  Proportionalitätsgvenze  (Grenze  für  das  lineare 
Spannungsgesetz),  eine  Elastizitäts-  und  eine  Fliessgreuze  (ev.  obere  und  untere 
Fliessgrenze).  Da  bleibende  Formänderungen  mit  genügend  genauen  Messiustru- 
menten  bei  den  kleinsten  Belastungen  wahrzunehmen  sind,  ist  man  überein- 
gekommen, als  Elastizitätsgrenze  jenen  Zustand  zu  bezeichnen,  in  welchem  die 
bleibende  Änderung  y,„jo  ^-  H-  beträgt,  als  Fliessgrenze  dagegen  jenen  Zustand, 
bei  dem  zuerst  ohne  wesentliche  Spanuuugserhöhung  grosse  plastische  Form- 
änderungen vor  sich  gehen.     Vgl.  Art.  unten  Prandtl. 


1.  Grundlegende  Annahmen.  317 

diesbezüglichen  Untersuchungen  wird  im  Art.  Prandtl  berichtet;  an 
dieser  Stelle  woUen  wir  nur  die  üblichsten  Annahmen  zusammenstellen, 
welche  man  zu  Grundlagen  der  praktischen  Berechnung  vorschlug 
und  teilweise  auch  noch  heute  benützt: 

a)  Nach  der  ältesten  Annahme,  die  lediglich  von  Lame  und 
Clapeyron^)  herrührt  und  die  auch  von  A.  Clehsch'^)  übernommen 
wurde,  ist  für  die  Grenzzustände  nur  die  grösste  der  drei  Haupt- 
spanyiuwjen  maassgebend.  Nach  dieser  Annahme  existieren  für  jeden 
Stoff  zwei  charakteristische  Werte:  die  Zxig-  und  die  DruckfestiglieH 
und  diese  sollen  unabhängig  von  den  übrigen  Hauptspannungen 
die  Grenzzustände  bestimmen.  Dies  trifft  nach  der  Erfahrung 
nicht  zu. 

b)  Nach  J.  V.  Poncelet^)  und  B.  de  St.  Venant^)  soll  die  grösste  posi- 
tive Hauptdehnung  die  Grenzzustände  festlegen.    Daraus  folgt,  dass  der 

grösste  der  drei  Ausdrücke  6^ ^-^ — ^  (<?i,  (7,,  <?3  Hauptspannungen, 

m  Verhältniszahl  der  Querkontraktion  zur  Längsdehnung  bei  einfachem 
Zug)  für  alle  Grenzzustände  einen  konstanten  positiven  Wert  annimmt. 

Die  Grösse  6^ ^   heisst   die  reduzierte  Spannung   und   wird   in 

den  meisten  technischen  Lehrbüchern  als  Maass  der  Beanspruchung 
betrachtet.  Der  den  Grenzzuständen  entsprechende  Wert  der  redu- 
zierten Spannung  heisst  die  gefährliche  red.  Spannung  \  man  setzt  zu- 
meist einen  Bruchteil  derselben,  als  zidässige  red.  Spannung  fest.  Das 
Verhältnis  der  beiden  wird  Sicherheitsfaktor  genannt. 

c)  Nach  einer  dritten  Annahme,  die  in  ihrer  allgemeinsten  Form 
von  0.  Mohr"^)  entwickelt  wurde,  sind  für  die  Grenzzustände  nur 
die  zwei  extremen  Hauptspannungen  maassgebend-,  auf  die  Grösse  der 
mittleren  Hauptspannung  käme  es  dabei  gar  nicht  an.  Die  Grenz- 
zustände sind  danach  im  allgemeinen  durch  eine  Beziehung  /"((>i,  ß^  =  0 
festgelegt  {p^  und  6^  die  beiden  extremen  Hauptspannungen),  welche 


4)  G.  Lame  und  E.  Clapeyron,  Paris,  Mem.  pres.  par  div.  savants  4  (1833) 
[1828],  p.  465  =  J.  f.  Math.  7  (1831),  p.  150.  A.  Clebsch,  Theorie  der  Elastizität, 
Leipzig  1862,  p.  134. 

5)  J.  V.  Poncelet,  Cours  de  mecanique  appliquee  1839  (vgl.  St.  Venant, 
Fussn.  6)). 

6)  Resume  des  le^ons  sur  rapplication  de  la  mecanique  par  Navier,  3.  ed. 
avec  des  notes  &  des  appendices  de  B.  de  St.  Venant,  Paris  (1864)  I,  1,  p.  CGI; 
femer  St.  Venant,  cours  lithographies  (1837 — 8).  Sowohl  Poncelet  als  St.  Venant 
sind  der  Ansicht,  dass  nur  eine  positive  Dehnung  zum  Bruche  führt.  Später  hat 
F,  Grashof  auch  für  die  negative  Dehnung  einen  Grenzwert  eingeführt. 

7)  O.  Mohr,  Abhandlungen  aus  dem  Gebiete  der  techn.  Mechanik,  Berlin 
1906,  p.  187.     Civilingen.  28  (1882),  p.  112. 
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experimentell  zu  ermitteln  ist.  Die  iHfo/irsche  Annahme  ist  ledig- 
lich eine  Verallgemeinening  der  Coulomhschen  Theorie  des  Bruches. 
Coulomb^)  untersuchte  die  Möglichkeit  der  Verschiebimg  in  einem 
mit  Kohaesion  und  mit  innerer  Reibung  (von  der  Art  der  Reibung 
fester  Körper)  behafteten  Medium.  Auf  Grund  seiner  Überlegungen 
gelangt  man  zu  der  Bedingung  6^  —  A03  =  C  (A  und  C  Konstanten); 
diese  Bedingung  entspricht  dem  wichtigsten  und  von  3Io]tr  ausführlich 
betrachteten  Spezialfälle  der  obigen  allgemeinen  Beziehung  (gerade 
Linie,  als  Umhüllende  der  Spannungskreise).  Für  vollkommen  plasti- 
sche Stoffe  soll  A  =  1  gesetzt  werden;  so  gelangt  man  zur  Annahme 
der  grössten  Schubspannung  (maximum  stress-difference  theory^/j.  Die 
Cmilomhsche  Theorie  haben  später  besonders  Ch.  Duguet  ^°),  A.  Mesnager  ^^ j^ 
P.  Ludwik^^)  weiter  entwickelt. 

Es  ist  klar,  dass  nach  dem  Caulomh-3Iohrschen  Ansatz  6^  —  /.6^ 
bez.  öj  —  (?3  als  Maass  der  Beanspruchung  und  die  Verhältniszahl  der 
zidässigen  Beanspruchung  zu  der  gefährlicJien  gleichfalls  als  Sicherheits- 
faktor betrachtet  werden  kann. 

d)  Es  wurde  auch  Torgeschlagen  —  hauptsächlich  von  Autoren,  die 
die  Frage  von  dem  mathematischen  Standpunkte  aus  betrachteten^^)  — ,  die 
.,Energiedichte",  d.  h.  die  in  der  Volumeinheit  aufgespeicherte  elastische 
Energie,  als  Maass  der  Beanspruchung  anzusehen.  Demnach  wären 
die  Grenzzustände  Spannungszustände  von  gleicher  Energiedichte  und 
den  Festigkeitsberechnungen  könnte  ein  zulässiger  maxirtiaJer  Wert  der 
Energiedichte  zugrunde  gelegt  werden.  Die  Annahme  steht  jedoch  mit 
den  Erfahrungen  nicht  im  Einklang. 

Die  verschiedenen  Annahmen  liefern  für  eine  gegebene  Konstruktion 
im  allgemeinen  verschiedene  Sicherheitskoeffizienten  oder  sie  führen  bei 
^Neuberechnung  von  Konstruktionsteileu  zu  verschiedenen  Abmessungen. 
In  den  Fällen  einfachster  Beanspruchung  —  namentlich  wenn  nur 
eine  der  Hauptspannungen  von  Null  verschieden  ist  —  laufen  aller- 
dings sämtliche  Annahmen  auf  die  erste  Hypothese  a)  hinaus,  so 
dass  man  schlechthin  von  zulässiger  Spannung  sprechen  kann.    Bei  zu- 


8)  Ch.  A.  Coulomb,  Mem.  pres.  par  divers  savauts,  Paris  7  (1776)  [1773],  p.  3-13. 

9)  Vgl.  TF.  Thomson  and  F.  G.  2\nt,  Treatise  on  natural  philosophy  I  2, 
Cambridge  1882,  p.  422. 

10)  Ch.  Dwjuet.  Limite  d'elcistioite  et  resistance  vi  la  rupture,  Paris  1885; 
A.  Mesnager,  Paris  C.  R.  126  (1898)  p.  515;  P.  Ludicik,  Technologische  Mechiinik, 
Wien  1910. 

11)  Vgl.  E.  Beltrami,  Ist.  Lombarde  Rendiconti  IS  (1885),  auch  Matl). 
Ann.  57  (1903),  p.  94.  R.  GirÜer,  Bei.  Wien  116  (19U7\  p.  509,  ferner  Oeet.  pol. 
Zeitschr.  (1907). 
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sammengesetzter  Beanspruchung  scheinen  neuere  Versuche  wenigstens 
bei  plastischen  Stoffen  für  die  3lohrsc\ien  Annahmen  zu  sprechen'*). 
Für  spröde  Körper  liegen  zuverlässige  Versuchsergebnisse  zur  Zeit  noch 
nicht  in  genügender  Anzahl  vor.  Den  Versuchen,  die  die  Mohrsche 
Auffassung  bekräftigen,  stehen  andere  gegenüber,  die  mit  ihr  im  Wider- 
spruche stehen ''). 

In  der  technischen  Litteratur  findet  man  immer  noch  die  Annahme 
von  der  gi'össten  Dehnung  als  die  am  meisten  verbreitete  Grundlage 
der  Festigkeitsberechnung,  vielleicht  unter  EinÜuss  der  Autorität 
St.  Venants  und  Grashofs,  deren  theoretische  Entwickelungen  für  die 
späteren  technischen  Lehrbücher  am  meisten  maassgebend  waren.  Die 
Grösse  der  zulässigen  Beanspruchung  hängt  in  erster  Linie  von  dem 
Materiale  ab;  aber  auch  bei  demselben  Stoff  macht  man  den  Sicher- 
heitsfaktor von  der  Art  der  Belastung^  von  Betriebsverhältnissen,  und 
von  vielen  durch  die  Eigenart  der  Konstruktion  gebotenen  Umständen 
abhängig,  die  an  dieser  Stelle  kaum  erörtert  werden  können.  Sehr 
wesentlichen  Einiiuss  hat  der  Umstand,  ob  die  betreffende  Konstruktion 
der  Hauptsache  nach  konstanter,  oder  wechselnder  Belastung  ausgesetzt 
wird.  Man  ist  im  Maschinenbau  nach  dem  Vorschlage  von  C.  Bach^^^) 
mehr  oder  weniger  allgemein  übereingekommen,  folgende  drei  Typen 
der  Belastung  zu  unterscheiden: 

a)  ruhende  Belastung, 

ß)  wechselnde  Belastung  zwischen  dem  spannungslosen  Zustand 
und  einer  Maximalbelastuug, 

y)  wechselnde  Belastung  zwischen  zwei,  dem  absoluten  Wert 
nach  gleichen  Grenzen  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen. 

Die  zulässige  Beanspruchung  soll  mit  Rücksicht  auf  die  dyna- 
mischen Wirkungen,  auf  deren  genaue  Ermittelung  zumeist  verzichtet 
wird,  und  auf  die  durch  Versuche  festgestellte  Verminderung'^'')  der 
Widerstandsfähigkeit  der  Materiale  unter  Wirkung  der  schwingungs- 
artigen Belastung  in  den  drei  Fällen  im  Verhältnisse  3:2:1  gewählt 
werden.    Allerdings  schlägt  man  neuerdings  in  gewissen  Zweigen  der 


12)  Vgl.  J.  J.  Guest,  Phil.  Mag.  50  (1900),  p.  69.  E.  L.  HancocTc,  Phil.  Mag.  11 
(1906),  p.  276.  ibid.  418.  ibid.  15  (1908),  p.  214.  ibid.  16  (1908),  p.  720.  W.  A. 
Scoble,  Phil.  Mag.  12  (1906),  p.  533. 

13)  Vgl.  P.  Both,  Diss.  Techn.  Hochsch.  Berlin  1903,  Z.  f.  Math.  Phys.  48 
(1903),  285. 

13»)  C.  Bach,  Maschinenelemente,  10.  Aufl.,  Stuttgart  1908.     Einleitung. 

IS**)  Zuerst  zahlenmäesig  festgestellt  durch  die  Wöhlerschen  Versuche, 
Z.  f.  Bauwesen  16  (1866),  p.  67  und  20  (1870),  p.  74;  vgl.  unten  den  Art- 
L.  FrandU. 
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Maschinentechnik  (z.  B.  Automobilbau,  Dampfturbinenbau,  Bau  von 
Flugapparaten  usw.),  wo  man  besonders  geringes  Gewicht  anzustreben 
hat,  den  Weg  ein,  dass  man  nur  Materiale  verwendet,  die  sich  bei 
speziellen  dynamischen  Proben  als  vorzüglich  erweisen,  für  diese  aber 
wesentlich  höhere  Beanspruchungen  annimmt,  als  es  nach  der  obigen 
Reffel  zulässig  wäre. 

Oft  ist  ausser  der  zulässigen  Beanspruchung  auch  die  elastische 
Formänderung  von  Belang;  so  wählt  man  z.  B.  bei  langen  Wellen  die 
Spaimung  geringer  als  die  zulässige  Grenze,  damit  die  elastische  Durch- 
biegung einen  gewissen  Betrag  nicht  überschreite;  dagegen  strebt  man 
bei  federnden  Maschinenteilen  geradezu  eine  beträchtliche  elastische 
Formänderung  an  und  wählt  zu  diesem  Zwecke  die  zulässige  Spannung 
entsprechend  höher,  als  sonst  (vgl.  Nr.  6). 

Es  wurde  schliesslich  schon  darauf  hingewiesen,  dass  die  Be- 
lastung in  vielen  Fällen  dadurch  begrenzt  ist,  daß  bei  gewisser  Be- 
lastung das  Gleichgewicht  labil  wird.     (Vgl.  Nr.  13). 

2.  Gerade  Stäbe. 

Der  Berechnung  von  Maschinenteilen,  die  als  gerade  Stäbe  be- 
trachtet werden  können,  wird  allgemein  eine  einfache  Näherungs- 
theorie zugi'unde  gelegt,  welche  teilweise  aus  älteren  Arbeiten  von 
Jakob  Bernoulli,  L.  Euler,  L.  JSfavier,  teilweise  aus  der  St.  VenanfscheTi 
Theorie  der  Biegung  und  Torsion  zylindrischer  Balken  entstammt 
(siehe  Art.  IV  2ö,  Tedone-Timpe  Nr.  13).  Es  wird  dabei  der  An- 
wendungsbereich der  den  strengeren  Theorien  entnommenen  Resultate 
in  zweifacher  Richtung  erweitert: 

a)  die  für  zylindrische  Stäbe  gewonnenen  Resultate  werden  an- 
näherungsweise auf  Stäbe  mit  iiicht  allzu  rasch  veränderlichem  Quer- 
schnitte übertragen, 

ß)  die  einfache  Art  der  Spannungsverteilung,  die  die  strengere 
Theorie  für  Querschnitte  liefert,  welche  von  den  Balkenenden,  bzw. 
von  den  Angriffspunkten  der  äusseren  Kräfte  genügend  weit  entfernt 
sind  {St.  Venantsches  Prinzip  s.  Art.  IV  25,  Tedone-Timpe  Nr.  15b) 
wird  auch  in  den  Querschnitten  in  unmittelbarer  NäJie  der  La^t  als 
Annäherung  angenommen. 

Durch  diese  Übertragung  der  in  einfachen  Fällen  erhaltenen  Re- 
sultate auf  verwick eitere  Fälle  kann  man  erreichen,  dass  man  die 
Spannungsverteilung  in  erster  Annäherung  für  jeden  Querschnitt  allein 
—  unabhängig  von  der  sonstigen  Gestaltung  des  Stabes  imd  der  Ver- 

DO  O  D 

teilung  der  Lasten  —  anzugeben  vermag,  falls  nur  die  resultierende 
Kraft  und  das  residtierende  Moment  bekannt  sind,  welche  die  äusseren 
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Kräfte   und   die  Auflagerkräfte   in   bezug  auf  den   betreffenden  Quer- 
schnitt liefern. 

Es  soll  die  X-Axe  mit  der  Zentrallinie  des  Stabes  (Verbindungs- 
linie der  Querschnittsmittelpunkte),  die  Y-  und  Z-Axen  mit  den  Haupt- 
ti-ägheitsaxen  des  Querschnittes  zusammenfallen,  ferner  sollen  X,  Y,  Z 
die  Komponenten  der  resultierenden  Kraft  nach  diesen  Axen,  31^,  M ,  M^ 
die  Komponenten  des  resultierenden  Moments  bedeuten,  wobei  zwischen 
diesen  Grössen  die  Gleichgewichtsbedingungen 

dx 


Z  = 


dMy 

dy 

bestehen  müssen.  Die  Kraft  X  wird  als  die  Zug-  bzw.  Druckkraft,  Y 
und  Z  als  die  Komponenten  der  Scherkraft,  M^.  als  das  Torsimismoment, 
Jiy  und  M^  als  die  Komponenten  des  Biegungsmomentes  bezeichnet. 
Alsdann  ergeben  sich  folgende  einfache  Fälle: 

a)  Y=  Z=0,    M^  =  M^  =  M,  =  0  reine  Normalheanspruchung , 

b)  X  =  0,    34  =  M^  =31^=0  reiner  Schub, 

c)  X=Y=Z=0,  31^=31^  =  0  reine  Torsion, 

d)  X=Y=Z=0,  M^=0  reine  Biegung. 

Man  bezeichnet  oft  diese  Fälle  als  einfache,  ihre  Kombinationen 
als  zusammengesetzte  Beanspruchung. 

2  a.  Normalbeanspruchung  gerader  Stäbe.  Die  mittlere  Zug- 
bztv.  Druckspannung  beträgt 

(1)  ^,=  1-, 

wo  F  die  Querschnittsfläche  bezeichnet.  Diese  einfache  Formel  dient 
z.  B.  zur  Berechnung  von  Zug-  und  Druckstangen;  bei  den  letzteren 
ist  noch  zu  berücksichtigen,  dass  bei  zunehmender  Last  das  Gleich- 
gewicht labil  werden  kann  und  der  Stab  „ausknickt"  (s.  Nr.  13). 

Die  Spannungen  werden  in  genügender  Entfernung  von  den  Stab- 
enden und  bei  homogenem  Materiale  wenig  von  der  mittleren  Spannung 
abweichen.  Den  Einfluss  der  Enden  untersuchte  G.  Filon'^^),  falls  an 
den  Enden  die  Querdehnung  gehindert  wird,  wie  dies  z.  B.  bei  Druck- 
versuchen vorkommt.    G.  Kirsch^^)  untersuchte  die  Spanuungsverteilung 


14)  G.Filon,  Lond.  Phil.  Trans.  (A)  198  (1902),  p.  147;  vgl.  auch  B.  Giiiler, 
Ber.  Wien  116  (1907),  p.  509. 

15)  G.  Kirsch,  Z.  d.  Ver.  d.  Ing.  42  (1898),  p.  797. 
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in  der  Nähe  eines  kreisförmigen  Loches,  dessen  Radius  klein  ist  gegen 
die  Breite  des  als  dünne  Lamelle  gedachten  Zug.stabes.  Die  Rechnung 
gewährt  Einsicht  in  die  Verhältnisse,  wie  sie  infolge  Materialfehlern 
in  Zugstäben  auftreten  können;  die  grösste  Zugspannung  tritt  am 
Rande  der  Bohrung  auf  und  erreicht  das  3-fache  der  mittleren 
Spannung.  A.  Leon^^)  behandelt  den  Einfluss  eines  kugelförmigen  Hohl- 
raums, ferner  den  Fall,  dass  im  Grundstoff  ein  Teilchen  von  anderer 
elastischer  Beschaffenheit  eingeschlossen  ist. 

2  b.  Schubbeanspruchung  gerader  Stäbe.  Die  Schubbeanspruchung 
ist  in  der  Wirklichkeit  stets  mit  Biegung  verbunden,  da  jedoch  bei 
kurzen  Stäben  die  Biegungsspannungen  oft  klein  sind  gegen  die  Schub- 
spannungen, so  werden  solche  Stäbe  nur  „auf  Schub  berechnet". 
Die  mittlere  Schubspannung  beträgt 

(2)  --^^^- 

Nach  der  Annahme  der  grössten  Dehnung  (vgl.  Nr.  1)  wird  die 
zulässige  Schubspannung  ^^) 

m 

wo  (J,  die  zulässige  reduzierte  Zugspannung  bedeutet.  Nach  dem 
Coulomb- 3Iohr sehen  Ansätze  6^  —  l6^=  C  wird  ^^) 

(<7^  und  6^  die  zulässige  Zug-  bzw.  Druckspannung  bei  einfacher  Normal- 
beanspruchung). 

Auf  reine  Schubbeanspruchung  werden  z.  B.  Ni/ie  berechnet;  Vei- 
suche  zeigen  jedoch,  dass  Gl.  2)  insbesondere  bei  M-arm  eingesetzten 
Nieten  für  t  zu  grosse  Werte  liefert.    Ä.  Considere^^)  und  C.  Bach^^) 


16)  A.  Leon,  Ost.  Woch.  für  d.  öff.  Baudienst  (1908),  p.  1G3  und  ibid.  (1909), 
p.  507. 

17)  Vgl.  Navier,  R^sume  des  le9ons  1 1,  Paris  1864,  p.  203. 

18)  O.Mohr,  Abbandlungen  aus  dem  Gebiete  der  tecbn.  Mechanik,  Berlin  l'juö, 
p.  187.     P.  Eoth,  Diss.  techn.  Hochsch.  Berlin  1903. 

19)  A.  Cotisidere,  Memoire  eur  l'emploi  du  fer  et  de  l'acier  dans  les  construc- 
tions,  Paris  1886,  auch  Annales  des  ponts  et  eh.  9  (1885),  p.  574  u.  11  (lf<86), 
p.  5;  G.  Bach,  Z.  d.  Ver.  d.  Ing.  36  (1892),  p.  1141.  Maschinenelemente  lu.  Aufl., 
Leipzig  1908,  p.  181;  über  die  Festigkeit  von  Nietverbindungen  vgl.  ferner  W.  C. 
Unicin,  Bericht  über  Nietverbindungen,  deutsch  v.  J"'.  Lünc,  Wien  1880;  J.  Barba, 
fitude  eur  Pemploi  de  l'acier,  Paris  1875,  p.  2yff. ;  L.  i\  TcUnnJer,  Angewandte 
Elastizitäts-  und  Festigkeitslehre,  Wien  1905,  p.  302  Ö'.;  Ch.  Frcmont,  Etüde 
experimentale  de  rivetage  1906,  Paris,  Mem.  publies  par  la  ßoci^t«^  d'encourage- 
ment;  ferner  unten  den  Art.  über  Eisenkon?truktionen. 
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nehmen  an,  dass  für  die  Widerstandsfähigkeit  der  Nietverbindungen 
nicht  die  Festigkeit  der  Niete  gegen  Abscherung,  sondern  die  Reibung 
zwischen  den  genieteten  Blechen  selbst  und  zwischen  Nietkopf  und 
Blech  massgebend  sei.  [V^gl.  auch  IV  10b,  JR.  v.  Mises,  Nr  7.]  Dies 
wird  auch  dadurch  bestätigt,  dass  längere  Niete,  trotzdem  sie  im 
allgemeinen  erhebliche  Biegungsbeanspruchungen  erleiden  müssen, 
grössere  Widerstandsfähigkeit  besitzen,  als  kürzere;  man  kann  dieses 
Verhalten  damit  erklären,  dass  sie  infolge  der  bei  der  Erkaltung  auf- 
tretenden stärkeren  Zusammenziehung  die  Bleche  stärker  zusammen- 
pressen und  dadurch  die  Reibung  vermehren. 

2  c.    Torsion  gerader  Stäbe. 

a)   Reine  Torsion   zylindrischer  Stäbe.     Behufs   der  verschiedenen 

Lösungen    des   Torsionsproblems    sei    auf   Art.  IV  25    gewiesen.     Zu 

einer  direkten  Ermittelung  der  Spannungsverteilung  gelangt  man  am 

einfachsten     durch     den    Ansatz     einer    Spannungsfunktion     W    nach 

L.  Prandtl^^) 

_       dW^ 

^'t/—      dz 
(^ 

wodurch  die  Gleichgewichtsgleichung 

^^-  +  -^  =  0 
dy     '      dz 

identisch  erfüllt  ist.  Die  Rücksicht  auf  die  Kompatibilität  der  Form- 
ändenmgskomponenten  verlangt  dann,  dass  die  Differentialgleichung 

befriedigt  sei.  Die  Konstante  C  hat  man  dabei  so  zu  bestimmen,  dass, 
falls  W  eine  der  Randbedingung  ^  =  0  genügende  Lösung  bedeutet, 
das  Torsionsmoment  gleich  dem  Integrale  über  den  Querschnitt 

M^=JJWdxdy 

sei.     Der  Drallwinkel  ■9-  beträgt,  falls  G  den  „Gleitmodul"  bezeichnet, 

^  —  2G' 

Der  Brucb  -~    heisst  die  Torsionssteifigkeit  des  Querschnittes. 

Für   einen  kreisförmigen   Querschnitt   ist    die   Torsionssteifigkeit 


20)  L.  Prandtl,  Phys.  Zeitschrift  4  (1903),  p.  758;  femer  D.  Math.  Ver.  Jahres- 
berichte 13  (1904),  p.  31. 
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(t  Jp,  wo  Jp  das  polare  IVägheitsmoment  in  bezug  auf  den  Schwerpunkt 
bezeichnet.  Dies  wurde  früher  irrtümlicherweise  für  alle  Querschnitte 
verallgemeinert;  die  richtige  Lösung  stammt  von  B.  de  St.  Venant^^). 
Für   die  Torsionssteifigkeit   eines  Stabes  mit  elliptischem  Querschnitt 

erhält    man  — -•      Für    rechteckige  Querschnitte    hat    man  keine 

Jx  Jy 

Lösung  in  endlicher  Form;  bedient  man  sich  einer  Entwickelung  für 
W  nach  Potenzen  von  y  und  z  und  bricht  nach  den  Gliedern  vierten 
Grades  ab,  so  erhält  man  die  Spannungskomponenten *^)  (für  ein 
Rechteck  von  den  Seitenlängen  2h  und  2c) 

_  3   M,z^  /     _  y'\ 

_  3   J V   /  zl\ 

Da  diese  Ausdrücke  die  Gleichgewichtsgleichung  streng  befriedigen, 
wurde  es  in  der  technischen  Litteratur  oft  übersehen,  dass  die  den 
so  berechneten  Spannungskomponenten  entsprechende  Formänderung 
geometrisch  nicht  möglich  ist^^).  Dementsprechend  liefern  die  Gl.  (4) 
für  verschiedene  Punkte  verschiedene  Werte  für  den  DraUwinkel. 
Einen  Mittelwert  erhält  A.  FöppP^)  durch  Berechnung  der  Form- 
änderungsarbeit eines  Stabteiles  von  der  Länge  1, 

-4  =  l  M,&  =  ^Jj\r.'y  +  rl)  dx  dz. 

Die  Theorie  der  Torsionsfestigkeit  findet  ihre  wesentlichste  An- 
wendung bei  der  Festigkeitsberechnung  von  Wellen.  G.  Filon-^)  unter- 
sucht den  Einfluss  von  Keilnuten,  indem  er  die  Spannungsverteilung 
für  einen  kreisförmigen  Querschnitt  mit  viereckigem  Einschnitt  zu 
ermitteln  sucht.  J.  Larmor^^)  und  Ä.  E.  H.  Love^^)  untersuchen  den 
Einfluss  von  Materialfehlern,  indem  sie  in  dem  Innern  des  tordierten 
Stabes  eine  elliptische  Bohrung,  bzw  einen  kugelförmigen  Hohlraum 
annehmen,    deren   Abmessungen    gegen    die    Querschnittsabmessungen 

21)  B.  de  St.  Venant,  Paris,  Mem.  pres.  par  div.  sav.  14  (1865),  p.  233. 

22)  Vgl.  A.  Fäppl,  Vorlesungen  über  technische  Mechanik  Bd.  3,  p.  299.  Für 
die  strenge  Lösung  Tgl.  die  Reihenentwickelungen  bei  St.  Venaut  (Navier,  Eesume 
des  le9ons  I  2.  Paris  1864,  p.  291  ff.);  auch  A.  Fäppl,  Vorlesungen  über  techn. 
Mechanik,  Bd.  5,  p.  145 ff.  Numerische  Lösungen  bei  i?.  Goctzke.  Z.  d.  V.  d.  Ing. 
53  (1909),  p.  935. 

23)  Vgl.  L.  Hcnncherg,  Z.  f.  Math.  u.  Phys.  51  (1904),  p.  225;  C.  Hungc, 
ibid.  p.  431. 

24)  G.  Filou,  Lond.  Phil.  Trans.  193  (1900^,  p.  309. 

26)  J.  Larmor,  Phil.  Mag.  33  (1892\  p.  76;  A.  E.  H.  Love,  ibid.  p.  76. 
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klein  sind.  Am  Rande  des  Loches  können  erheblich  grössere  Span- 
nungen entstehen,  als  in  den  übrigen  Teilen  der  Axe. 

Die  Versuche  von  G.  Wertheint,^^)  und  J.  Bauschingcr'^^)  zeigten, 
dass  die  St.  VenantBche  Theorie  der  Torsion  die  Verhältnisse  in  ge- 
nügender Entfernung  von  den  Stabenden  richtig  wiedergiebt*^). 

Es  sei  bemerkt,  dass  in  neuerer  Zeit  die  Messung  des  Drall- 
winkels zur  Ermittelung  des  durch  eine  Welle  übertragenen  Dreh- 
moments und  namentlich  dadurch  zur  Bestimmung  der  eflFektiven 
Leistung  von  Schiffsmaschinen  benützt  wird.^**)  [IV  10  b  Nr.  13  {li.  v. 
Mises)]. 

ß)  Stäbe  mit  veränderlichem  Querschnitt.  Bei  allmählicher  Änderung 
des  Querschnittes  erhält  man  eine  erste  Annäherung,  indem  man  die 
Torsionssteifigkeit  als  Funktion  von  x  betrachtet.  Bei  rascher  Quer- 
schnittsänderung können  jedoch  bedeutend  grössere,  als  die  sich  so 
ergebenden  Spannungen  auftreten  und  dies  fordert  einige  Vorsicht  in 
der  Gestaltung  der  Wellen,  besonders  an  den  Stellen  plötzlicher  Quer- 
schnittsänderung. 

Die  strengere  Theorie  wurde  für  Umdrehungskörper  von  Ä.  Föppl  ^^) 
und  F.  A.  Willers^"'^  entwickelt.  Bei  konstantem  Drehmoment  darf  man 
ausser  6^=^  6^=  6^=  0,  t^^=  0  setzen,  so  dass  nur  die  beiden  Kom- 
ponenten T^  und  %  stehen  bleiben.  Die  Gleichgewichtsgleichung 
lautet 

(5)  ^('•^-,,)  +  a4('-'^..)  =  o 

und  die  Kompatibilitätsgleichung 

^«^ ■^C7)-i(i^)  =  o- 

26)  G.  WertJieim,  Ann.  de  chimie  et  de  phys.  50  (1857),  p.  195.  J.  Bauschinger, 
(1907),  Civilingenieur  27  (1881),  p.  115. 

27)  A.  Hempehnann ,  Diss.  Karlsruhe  (1907),  auch  Dinglers  pol.  Joarn.  322 
(1907)  p.  772,  findet  den  Drall  durchaus  kleiner,  als  wie  ihn  die  Theorie  mit 
m  =  3  n^  4  und 

''-2T^|t)  =  '''"°-''''*^ 
liefert.  Er  findet  dagegen  die  Theorie  bestätigt  mit  m  =  5  r^6,  was  jedoch  den 
direkten  Messungen  über  die  Grösse  von  m  widerspricht.  Um  über  die  Richtig- 
keit der  Theorie  bzw.  der  der  Theorie  zugrunde  liegenden  Toraussetzungen  ein 
Urteil  sich  bilden  zu  können,  erscheinen  indess  die  Hempelmannschen  Versuche 
nicht  sicher  und  zahlreich  genug. 

28)  A.  Benny,  Inst.  of.  Nav.  Arch.  Trans.  49  (1907),  p.  121;  J.  H.  Gihson, 
ibid.  p.  126;  Föttinger,  Mitteil,  über  Forschungsarbeiten,  Heft  25  (1905),  p.  41. 

29)  A.  Föppl,  Münch.  Ber.  35  (1905),  p.  249;  Z.  d.  V.  d.  Ing.  50  (1906),  p.  1032. 

30)  F.  A.Willers,  Diss.  Göttingen  (1908),  Z.  f.  Math.  u.  Phys.  55  (1907),  p.  225. 
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Man  kann  je  einen  der  Ansätze  benutzen 


1  a* 

—  _  Jl^ 


T        =  T 

'■f        ^  dr 


T,  „  =  r  -TT— , 


die  je  eine  der  Gleichungen  (ö)  bzw.  (6j  identisch  befriedigen,  und 
erhält  die  Gleichungen 

^^^  drW  dr)  ^  dzW  dz) 

bzw. 

W  Irif'^  +  h^T^-^ 

mit  den   Randbedingungen    ^  =  const.,   bzw.     —  ^  0.      Die    Linien 

O  =  const.  stellen  die  Spannungslinien,  die  Linien  mit  'P'=const. 
die  Linien  gleicher  Winkelverschiebung  dar.  (Die  Umdrehungsflächen 
?p*  =  const.  werden  ohne  Formänderung  verdreht.)  Das  Torsions- 
moment beträgt 

falls  0  so  bestimmt  wird,  dass  für  r  =  0  Q  =  0  gilt,  und  O  den 
Randwert  bedeutet.  Einige  von  den  wichtigsten  Spezialfällen  hat 
Willers  mit  Hilfe  graphischer  Integration  der  Gl.  (7)  ausführlich  be- 
handelt. 

y)  Torsion  mit  Zug,  Druck  oder  Schuh.  Diese  FäUe  bieten  kein 
besonderes  Interesse,  da  man  die  Spannungen,  solange  es  sich  um  kleine 
Formänderungen  handelt,  einfach  superponieren  darf.  Die  reduzierte 
Spannung  (vgl.  Nr.  1),  die  oft  als  Maass  der  Beanspruchung  betrachtet 
wird,  beträgt,  falls  alle  Spannungskomponenten  ausser  6^,  t^^,  r_^, 
verschwinden^^), 


'.m 


Über  die  Stabilität  des  gedrückten  und  gleichzeitig  gedrillten  Stabes 
8.  Nr.  13 

2d,    Biegung  gerader  Stäbe.     Die  übliche  Xäherungstheorie  der 
Biegung  geht  von  den  beiden  Annahmen'^)  aus,  daß 


31)  Vgl.  z.  B.  F.  Grashof,  Theorie  d.  Elast,  u.  Festigkeit,  Berlin  1878,  p.  38. 

32)  Die  beiden  Annahmen  können  im  allgemeinen  gleichzeitig  nicht  erfüllt 
werden.  Die  Abweichungen  nehmen  jedoch  mit  dem  Abstände  des  betreffendea 
Querschnitts  von  den  Balkenenden  bzw.  von  den  Angriffspunkten  der  Last  ab. 
Siehe  die  Kritik  der  üblichen  Biegungstheorie  bei  A.  E.  IL  Love,  Lehrbuch  der 
Elastizität,  deutsch  von  ^4.  Timpe,  Leipzig  1907,  p.  398. 
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1.  die    Narmalquerscknitte    eben    und    senkrecht    zur    ZentraUinie 
bleiben, 

2.  die  SpannungsJcom2)onenten  6^,  tf,,  r^,  verschwinden. 

Auf  Grund  der  ersten  Annahme  wird  die  Dehnung  s^  in  dem  Punkte  y,  z 
des  Querschnittes 

(9)  ^.  =  ^0  +  ^y  +  7^y 

wo  £„  sowie  ß  und  y  nur  Funktionen  von  x  sind  und  namentlich  £^ 
die  Dehnung  der  Zentrallinie,  ß,  y  ihre  Krümmungskomponenten  be- 
deuten. 

Die  zweite  Annahme  liefert  —  falls  man  sich  auf  den  Fall  eines 
linearen  Formänderungsgesetzes  beschränkt  —  mit  E  als  Elastizitäts- 
modul des  Materials: 

(10)  6^  =  Eb^. 

Alsdann  bestimmen  die  statischen  Bedingungen 

(11)  f6^ydF  =  -M„ 

f6,zdF=       M^, 

die  Werte  Sq,  ß,  y  für  jeden  Querschnitt.  Die  Spannung  wird  daraus 
/ION  y         ^z        X    ^y 

(12)  ^^  =  F-jf^  +  ^7^ 

und   die  Differentialgleichungen  der  gebogenen  Zentrallinie  r[  =  r\  (x), 

wo  J^  und  Jy  die  Trägheitsmomente  des  Querschnitts  in  bezug  auf 
die  beiden  Schwerpunkts-Hauptträgheitsaxen  bezeichnen. 

a)  Reine  Biegung  zylindrischer  Stäbe.  Ist  X  =  0,  so  bleibt  eine 
gerade  Linie  durch  den  Schwerpunkt  —  die  neutrale  Äxe  —  spannungs- 
los; sie  fällt  mit  der  Drehaxe  des  Moments  zusammen,  falls  die  letztere 
eine  Hauptträgheitsaxe  ist.  Im  allgemeinen  fallen  neutrale  Axe  und 
der  Durchschnitt  der  Ebene  des  Biegungsmoments  in  konjugierte 
Richtungen  in  bezug  auf  die  Schwerpunktsträgheitsellipse  des  Quer- 
schnitts (s.  Figur  1).  Die  Spannung  6^  ist  proportional  dem  senk- 
rechten Abstände  von  der  neutralen.  Linie.  Das  Biegungsmoment  ist 
gleich   dem  Produkt  der  maximalen  Spannung  in  das  „Widerstands- 

Kncyklop.  d.  math.  Wissensch.     IV  2,  n.  22 
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moment"  des  Querschnitts  in  bezug  auf  die  betreffende  neutrale  Axe  [vgl. 
IV  4  Nr.  23   (Jung)   „Widerstandsmodul"];    die   Widerstandsmomente 

in    bezug    auf  die  Hauptträgheits- 


axen  sind 


und 


y 


!  -   max  '  y  m»x 

Eine  Erweiterung  der  Biegungs- 
tbeorie  für  nicbtlineare  Formände- 
rungsgesetze machte  vorzüglich  das 
Verhalten  des  im  Maschinenbau  viel- 
benutzten Chisseisens  nötig,  welches 
dem  Hookeschen  Gesetze  schon  bei 
rein  elastischen  Formänderungen 
nicht  gehorcht.  Hält  man  an  der 
Annahme  fest,  daß  die  ebenen  Quer- 
schnitte eben  bleiben,  so  bleibt  Gl.  (9) 
bestehen,  und  nur  an  die  Stelle  der 
Gl.  (10)  tritt  die  allgemeine,  durch 
reine  Zug-  bzw.  Druckversuche  zu 
ermittelnde  Beziehung 

JE.  HodgJcinson^^)  fand  für  Gusseisen  die  Beziehung 

WO  cc,  ß,  m  Konstanten  sind  und  m  nahezu  gleich  2  ist,  und  rechnet 
die  diesem  Ansätze  entsprechende  Spannungsverteilung  aus.  JB.  de 
St.  Venant^)  setzt 

^.  =  «[i-(i-^0"'] 

und  untersucht  den  Einfluss  des  Exponenten  w.  Das  Biegungsmoment, 
welches  dieselbe  maximale  Spannung  hervorruft,  fällt  desto  größer 
aus,  je  rascher  die  Dehnungen  mit  wachsender  Spannung  zunehmen; 
für  den  Grenzfall  m  =  oo  erhält  man  als  Verhältnis  des  Biegungs- 
moments durch  die  maximale  Spannung  bei  rechteckigem  Querschnitt 
{h  Breite,  h  Höhe)  ---  gegen  -.-  für  das  lineare  Formäuderungsgesetz. 
Dementsprechend  zeigen  Gusseisenstäbe  eine  Biegungsfestigkeit,  die  den 
auf  Grund  des  linearen  Elastizitätsgesetzes  bereclmeten  Wert  2  bis 
3 mal  übertrifft'^). 


33)  E.  JSodgkinson,    Experimental   researches    on    the   strengtii   and   other 
properties  of  cast  iron,  London  1846,  p.  483. 

34)  Navier,  Resnme   des  le^ons  sur  rapplication   de  la  m^canique   3.  t?d., 
Paris  1884,  p.  175. 

35)  Die   Abweichung    zwischen    der    auf   dem    linearen    Elastizitätsgeeetz 
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Später  fand  C.  Bach^^),  dass  das  Formänderungsgesetz  für  die 
elastischen  Dehnungen  des  Gusseisens  und  mancher  anderer  Stoffe 
durch  den  Ansatz 

6  =  ««"• 

mit  genügender  Genauigkeit  ausgedrückt  wird  (mit  verschiedenen 
Werten  von  «  und  m  für  £  >  0  und  s  <  0).  Die  entsprechenden 
Rechnungen  für  verschiedene  Querschnittsformen  führten  jR.  La- 
totvsJcy^'') ,  L.  Geusen^^),  W.  Schüle^^)  aus.  Auch  bei  einem  be- 
liebigen empirisch  gegebenen  Formänderimgsgesetze  lassen  sich  die 
Integrale  (11)  durch  graphisch -rechnerische  Verfahren  ausv^erten  — 
wie  A.  Considere^^),  F.  Engesser^),  E.  Meyer ^^)  zeigten  — ,  und  man 
ist  in  der  Lage,  die  Spannungsverteilung  für  ein  gegebenes  Biegungs- 
moment zu  bestimmen;  H.  Herherf^^)  löste  die  entgegengesetzte  Auf- 
gabe, indem  er  aus  den  Biegungs versuchen  das  Formänderungsgesetz 
des  Materials  zu  ermitteln  suchte.  W.  Schüle^^)  fand  durch  das  ,,Potenz- 
gesetz"  alle  Unstimmigkeiten  der  früheren  Versuche  behoben.  C.Bach^^) 
selbst  fand  das  Potenzgesetz  für  die  Verfolgung  der  Durchbiegung  bis 
zum  Bruche  nicht  hinreichend,  gelangte  aber  durch  das  oben  ange- 
deutete Considcre  sehe  Verfahren  zu  genügender  Übereinstimmung 
zwischen  Zug-  und  Biegungsfestigkeit.  Nach  Pinegiti's^^)  Versuchen 
bleibt  die  aus  Biegeversuchen  ermittelte  Zugfestigkeit  trotz  Berück- 
sichtigung der  Nichtlinearität  des  Formänderungsgesetzes  noch  etwa 
mit  15 — 20  V.  H.  grösser  als  der  aus  direkten  Zug^^ersuchen  er- 
mittelte Wert.  H.  Herhert^^)  sucht  diese  bei  seinen  Versuchen  eben- 
falls   erscheinende  Abweichung   durch  Annahme  von  Gussspannungen 


fassenden  Theorie  und  den  Versuchsergebnissen  wurde,  als  „Paradoxon  der 
Balkentheorie"  hauptsächlich  in  der  englischen  technischen  Litteratur  viel  be- 
BTirochen.  Vgl.  E.  HodgJcinson,  1.  c,  H.  Cox,  Cambridge  Phil.  Trans.  9  (1856), 
p.  177;  Report  of  the  commissioners  appointed  to  inquire  into  the  application 
of  iron  to  railway  structures,  London  1849;  W.  H.Barlow,  London  Phil.  Trans. 
145  (1855),  p.  225;  ibid.  147  (1857),  p.  463. 

36)  C.  Bach,  Z.  d.  V.  d.  Ing.  32  (1888),  p.  198  u.  p.  1089.  Abhandlungen  und 
Berichte,  p.  60. 

37)  E.  Latoicsky,  Z.  d.  V.  d.  Ing.  41  (1897),  p.  941. 

38)  L.  Geusen,  Z.  d.  V.  d.  Ing.  42  (1898),  p.  463. 

39)  W.  Schule,  Dingler's  pol.  Journ.  317  (1902)  p.  149. 

40)  A.  Considere,  Mem.  sur  l'emploi  du  fer  et  de  l'acier  dans  les  constructions, 
Paris  1886;  auch  Annales  d.  ponts  et  eh.  9  (1885),  p.  572  u.  11  (1886),  p.  5. 
F.  Engesser,  Z.  d.  V.  d.  Ing.  42  (1898),  p.  903,  Centralblatt  der  Bauverw.  (1898), 
p.  274.    E.  Meyer,  Z.  d.  V.  d.  Ing.  52  (1908),  p.  167;  Phys.  Zeitschr.  8  (1907),  p.  827. 

41)  0.  Bach,  Elastizität  und  Festigkeit,  4.  Aufl.,  Berlin  1902,  p.  241. 

42)  H.  Herbert  Diss.  Göttingen  (1909). 

22* 
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infolge  ungleichmässiger  Abkühlung  bei  Herstellung  der  Stäbe  zu  er- 
klären. 

ß)  Stäbe  mit  veränderlichem  Querschnitt.  Solange  der  Querschnitt 
längs  des  Stabes  nicht  allzu  rasch  veränderlich  ist,  wendet  man  die 
Gleichung  (12)  auch  auf  Stäbe  mit  veränderlichem  Querschnitte  an, 
indem  man  J  und  J^  als  gegebene  Funktionen  von  o:  betrachtet.  Ist 
der  Stab  so  beschaffen,  dass  die  Spannung  für  jeden  Querschnitt  den- 
selben Höchstwert  erreicht,  so  wird  er  als  „Stab  gleicher  Biegurvji- 
festigJceit^'  bezeichnet^). 

J.  Resal^^)  untersucht  die  Biegung  eines  Stabes  mit  viereckigem 
Querschnitt  von  konstanter  Breite  und  veränderlicher  Höhe  2h  =  2h{x), 
um  den  Fehler  abzuschätzen,  den  man  in  der  Anwendung  der  Glei- 
chung (12)  begeht.  Um  zu  einer  weiteren  Annäherung  zu  gelangen, 
nimmt  er  an,  dass  die  eine  der  Hauptspannungen  in  die  Tangente  der 

Linien   r-  =  const.    fällt    und    die   anderen  verschwinden.      Wird    die 
h 

Hauptspannung  mit  0,  der  Neigungswinkel  der  Tangente  mit  q>  be- 
zeichnet, so  sind  die  Spannungskomponenten  in  bezug  auf  die  Nor- 
malquerschnitte 

T^  j  =  6  sin  (p  cos  tp . 

Die  Hauptdehnung  längs  der  Tangente  beträgt  bei  undeformiert  blei- 
benden Querschnitten 

e  =  —  cosqp, 

und  die  statische  Bedingung  liefert 

Mz 


^=  J' 


wo 


J'  =  j  hs^eos^tpdz 


eine  Art  reduziertes  Trägheitsmoment  bedeutet.    Die  Abweichung  von 
der  üblichen  Formel  (12)  ist  von  der  Grössenordnung  (,-]  • 

y)  Biegung  tmd  Zug  (Druclc).  So  lange  die  Durchbiegung  der 
Zentrallinie   klein   ist  gegen   die    Querschnittsahmessnngoi    des    Stabes, 

43)  Pinegin,  Z.  d.  V.  d.  Ing.  50  (1906),  p.  2029,  Mitteil,  über  Forschungaarb. 
48  (1907),  p.  43. 

44)  Vgl.  z.  B.  F.  Grashof,  Theorie  der  Elastizität  und  Festigkeit.  2.  Aufl. 
Berlin  1878,  p.  113;  der  Gedanke,  Stäbe  von  gleicher  Festigkeit  zu  bestimmeu, 
rührt  bereits  von  Galilei  her. 

46)  /.  liesal,  Resistance  des  materiaux,  Paris  1898,  p.  393. 
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dürfen  Zug-  und  Biegungsspannungen  superponiert  werden.  Praktisch 
wichtig  erscheint  der  Fall  exzentrischer  Zug-  und  Druckbelasiung,  d.  h. 
der  Fall,  dass  das  Biegungsmoment  durch  eine  einzige  axiale,  jedoch 
exzentrische  Zug-  (Druck-)  kraft  erzeugt  wird.  Die  Lage  der  neutralen 
Axe  ist  in  diesem  Falle  unabhängig  von  der  Grösse  der  Kraft  und 
fällt  in  die  Äntipolare  des  Angriifpunktes  in  bezug  auf  die  Schwer- 
punktsträgheitsellipse. Die  Antipolarfigur  des  Querschnittsumrisses 
schliesst  den  sog.  „Querschnittskern"  ein  (schraffiert  in  Figur  1);  liegt 
der  Angriffspunkt  innerhalb  des  Kerns,  so  liegt  die  neutrale  Axe 
ausserhalb  des  Querschnittes.    Vgl.  IV  4,  Nr.  13  (Jung). 

Die  Theorie  der  exzentrischen  Druckbelastung  wurde  von  F.  En- 
gcsser^^)   auf  Stoffe   mit  beliebigem  Formänderungsgesetze  übertragen. 

Ist  die  Durchbiegung  der  Zentrallinie  nicJit  Idein  gegen  die  Quer- 
schnitt sdbmessungen,  so  liefert  sie  einen  merklichen  Beitrag  zum  Hebel- 
arm der  axialen  Kraft.  So  lange  sie  aber  noch  klein  ist  gegen  die 
Stdblänge,  darf  man  den  angenäherten  Ansatz  für  die  Krümmung  bei- 
behalten und  hat  die  Differentialgleichung  für  die  elastische  Linie  (bei 
ebener  Biegung  in  der  xy  Ebene) 

wo  M  das  Moment  der  äusseren  Kräfte  in  bezug  auf  die  undeformierte 
Zentrallinie  bedeutet. 

Für  einen  Stab  von  der  Länge  21  mit  drehbar  gestützten  Enden, 
belastet  durch  die  axiale  zentrische  Kraft  X  und  die  gleichmäßig  verteilte 
senkrechte  Last  p  —  so  wie  dies 
bei  schweren  Zug-  und  Druck- 
stangen vorkommt,  die  durch  Eigen- 
gewicht oder  Trägheitskräfte  be- 
lastet werden — ,  wird  nach  j;Pe>T?/^^ 
und  M.  Tolle^^)  die  Durchbiegung 
in  der  Mitte  (vgl.  Figur  2) 


'  "^  2  JE 


pv  2  -j-  (A*  — 2)eo§;  „..    „ 

—   lur  Zug, 


2JE 
pV  2 


{X--\-  2)  cos; 


X*  cos  l 


für  Druck, 


wo  X^  = 


~jj^\  ist.    Im  allgemeinen  wird  durch  Zug  die  Durchbiegung 


46)  F.  Engesser,  Z.  d.  V.  d.  Ing.  42  (1898),  p.  463. 

47)  J.  Perry,  Phil.  Mag.  33  (1892),  p.  269. 

48)  M.  ToUe,  Z.  d.  V.  d.  Ing.  41  (1897),  p.  855. 
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vermindert,  durch  Druck  vergrössert*^).     Lq   erster  Annäherung   wird 

/•  _  A  ^ L 

'  ~~  24JE  61   XV 

—  150  JE 

gegen  ^fw  nach  dem  Superpositionsgesetz.  Ph.  Forcliheimer^)  be- 
merkte, dass  man  zu  genügend  genauen  Approximationen  gelangt,  wenn 
man  die  elastische  Linie  durch  eine  Sinuslinie  ersetzt. 

Für  den  Fall,  dass  das  Biegungsmoment  von  einer,  mit  der  „ur- 
sprünglichen Exzentrität"  7]^  angreifenden  axialen  Druckkraft  herrührt, 
lautet  die  Formel  für  die  Durchbiegung  in  der  Mitte  ^^) 

1 


(=% 


cos 


m 


1 


ö)  Biegung  und  Schub.  Scbubspannungen  treten  stets  auf,  falls 
das  Biegungsmoment  längs  des  Stabes  veränderlich  ist-,  wesentlich 
für  die  Beanspruchung  des  Materials  sind  sie  jedoch  nur  bei  Stäben, 
deren  Querschnittsabmessungen  gegen  die  Länge  nicht  klein  sind. 
Eine  genaue  Ermittelung  der  Schubspannungen  ist  nur  in  einzelnen 
einfachen  Fällen  möglich  (s.  Art.  IV  25,  Tedone-Timpe  Nr.  13).  Für 
die  Näherungstheorie  beschränkt  man  sich  auf  die  Ermittelung  ge- 
wisser Mittelwetie  aus  de7i  Gleich getvichtsgleichungen,  einstweilen  ohne 
Rücksicht  auf  die  Kompatibilitätsgleichungen,  bzw.  auf  den  Zu- 
sammenhang mit  den  Formänderungen. 

Die  Gleichgewichtsgleichung  für  die  Kräfte  in  der  j- Richtung 
lautet 

(13)  fe  +  T?  +  %-'  =  0 

mit  der  Randbedingung  t^=  0  (t„  die  auf  den  Rand  senkrechte  Kom- 
ponente der  Schubspannung).     Mit 

r    ==—   ^y.  4-  --^^ 
JuE    "■      J.E' 


49)  Die  Formel  für  Druck  gilt  nur,  so  lange  ^^  klein  ist  gegen  ~,  dabei 

JE  2 

XP 
grösseren  Werten  von  -p—   die  Durchbiegung  so  anwächst,  dass  die  Annäherung 
«/  E 

1  /7S 

für  die  Krümmung  —  f^  -—{  nicht  mehr  zulässig  ist.     In  diesem  Falle  ist  man 
g        dx^  ° 

auf   die  Theorie    endlicher  Durchbiegungen  (Theorie   der  Elastica)  angewiesen. 

Vgl.  Art.  IV  25,  Nr.  18  {Tedone-Timpe). 

50)  Ph.  Forchheimer,  Z.  d.  V.  d.  Ing.  50  (1906),  p.  58. 

61)  Vgl.  L.  V.  Tetmajer,  Die  Gesetze  der  Knickungs-  und   der  zusammen- 
gesetzten Druckfestigkeit,  Zürich  1901,  p.  19  usf. 
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und 


wird 


dy 


Y  = 
Z  = 

_j_  ^  —  _ 

•"    dz 


dx  ' 
dMy 
dx 

(Yy 


Zz\ 

'jyE) 


Daraus  folgt  für  das  Randintegral  um  eine  beliebige  geschlossene  Kurve 

Wir  beschränken  uns  auf  die  Biegung  von  Stäben  mit  symmetrischem 
Querschnitt  in  der  Symmetrieebene.  Alsdann  erhält  man^^),  da  r  an 
der  Randkurve  verschwindet,  für  den  Mittelwert  von  x^,  längs  geraden 
Linien  parallel  zur  F-Axe  {AB  in  Figur  3) 


(14) 


in 


schraffierte  Fläche    zu    erstrecken   ist. 


nciärale 


Ax^ 


wo  die  Integration  über  die 
r^  erreicht  ihren  Höchstwert 
in  der  neutralen  Axe. 

Man  geht  oft  über  die  Er- 
mittelung des  Mittelwertes  hin- 
aus, indem  man  mittelst  mehr 
oder  weniger  willkürlichen  An- 
nahmen die  Verteilung  von  r,, 
selbst  längs  der  Geraden  AB 
festlegt.  So  nimmt  F.  Grashof 
an,  daß  die  Richtungslinien  der 
resultierenden  Schubspannung 
stets  durch  einen  und  den- 
selben Punkt  der  jsr- Achse  gehen. 
Es  darf  diesen  oder  ähnlichen  Hypothesen  aber  wohl  kein  beson- 
derer Wert  zugeschrieben  werden. 

Oft  will  man  auch  den  Einfluß  der  Schubspannungen  auf  die 
Durchbiegung  —  wenigstens  schätzungsweise  —  angeben.  Das  Glei- 
chungssystem (11)  für  die  durchgebogene  Zentrallinie  entspricht  der 
Annahme,  dass  die  Normalquerschnitte  eben  und  senkreclit  zur  Zentral- 

52)  W.J.  M.  Bankine,  A  manual  of  applied  mechanics,  London  1858,  p.  338; 
Kavier,  Re'sume  des  le9ons  I  1,  Paris  1864,  p.  208;  F.  Grasliof,  Theorie  der 
Elastizität  und  Festigkeit,  2.  Aufl.    Berlin  1878,  p.  123  usf. 
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linie  bleiben.  Man  kann  nun  die  zweite  Annahme  fallen  lassen  und 
die  Winkeländerung  zwischen  Querschnitt  und  Zentrallinie  aus  den 
nach  Gl.  (14)  berechneten  Werten  r~  abschätzen.  Die  Krümmung  der 
Zentrallinie  wird  dann  bei  ebener  Biegung 

\^^)  Q  ds  ^  ds  ' 

wo  9i  den  Kontingenzwinkel  der  Querschnittsebenen,  qpg  ^^^  Winkel 
zwischen  der  Querschnittsebene  und  Normalebene  bedeutet.  Für  -^^ 
gilt  die  frühere  Gleichung  für  die  Krümmung;  für  cp^  setzt  W.  J. 
M.  Rankine^^),    falls  das  Biegungsmoment    in   der  X^- Ebene  liegt, 

qp,  =  vf(T~)    n,  "^o  G  =  TT, — TTx  den  Gleitmodul  bezeichnet.    Würde 

^-2  Q\    xzJt  =  Oy  2(»l-|-l) 

man  jedoch  dieselbe  Überlegung  auf  andere  Fasern  anwenden,  so 
kommt  man  in  Widerspruch  mit  der  Annahme  ebener  Querschnitte, 
Ä.  Föppl^^)  erhält  eine  bessere  Annäherung,  indem  er  den  Mittelwert 
von  ^2  ^"S  ^^^  Formänderungsarbeit  berechnet: 

1  flhdF 

3     Z 

Für  den  rechteckigen  Querschnitt  erhält  man  nach  Ranhine  ^2  =  y  YG  ' 

nach  Föppl  (f2  =  -^  r^  • 

s)  Biegung  und  Torsion.  Ist  die  Durchbiegung  der  Zentrallinie 
klein,  so  können  die  Normal-  und  Schubspannungen  superponiert 
werden.  Man  rechnet  oft  die  reduzierte  Spannung  aus  und  beurteilt 
danach  die  Anstrengung  des  Materials.  Für  einen  kreisförmigen  Quer- 
schnitt erhält  man,  falls  das  Biegungsmoment  mit  M^  und  das  Tor- 
sionsmoment mit  M^  bezeichnet  wird 

2m       Jy     -^     2m     Jy  '       *     '         ^ 

Der  Ausdruck 

2w         '  —      2m     ^       -     '         ^ 
wird  oft  „ideelles  Biegungsmoment"  ^^)  genannt. 

3.  Typische  Beispiele  für  die  Anwendung  der  Theorie  gerader 
Stäbe.  Wie  schon  in  Nr.  2  erwähnt  wurde,  werden  die  einfachen  Resul- 


53)  W.  J.  M.  Hanktve,   A    manual    of   applied    mechanics,    London   1858, 
p.  342;  L.  Kavier,  R^ßume  des  le^ons  1 1,  Paris  18G4,  p.  208. 

54)  A.  Föppl,  Vorlesungen   über  techn.   Mechanik,   Bd.  3,  3.  Anfl.    Leipzig 
1910,  p.  132. 

55)  Vgl.  F.  Eeuleaux,  Abriss   der  Festigkeitslehre  für   den  Maschinenbau. 
Braunschweig  1904,  p.  47. 
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täte  der  unter  2  a)  bis  2clj  berichteten  Näherungstheorien  oft  auch  für 
Festigkeitsberechnung  von  solchen  Konstruktionsteilen  herangezogen, 
die  nur  in  sehr  erweitertem  Sinne  als  „Stäbe"  betrachtet  werden  können. 
So  verschafft  man  sich  eine  Abschätzung  über  die  Materialbeanspruchung 
in  einzelnen  Teilen  des  durch  Eigengewicht  und  Wasserdruck  ge- 
bogenen Schiffskörpers^^)  durch  einfache  Anwendungen  der  Biegungs- 
theorie. Ebenfalls  werden  verschiedene  genietete  voUwandige  Blech- 
konstruktionen  (z.  B,  Krangerüste j,  weiterhin  Rohre  ^''*),  falls  sie  ledig- 
lich gebogen  oder  tordiert  werden,  als  Stäbe  behandelt.  Die  eigentliche 
Schwierigkeit  in  der  Anwendung  der  Theorie  liegt  trotzdem  weniger 
in  der  komplizierten  Form  der  „Stäbe",  als  in  der  Unsicherheit  bei  der 
Beurteilung  der  Stützung  und  der  VeHeilung  der  äusseren  Kräfte.  Die 
meisten  Konstruktionsteile  sind  in  einer  Weise  gestützt,  welche 
zwischen  den  idealen  Fällen  der  drehbaren  Stützung  und  der  voll- 
l-omtneneti  Einldemmung  liegt;  andererseits  greifen  die  äusseren  Kräfte 
nicht  in  einzelne^i  Pmikten  an,  sondern  sind  auf  BerührungsfläcJwn 
verteilt,  wobei  man  über  die  Art  der  Verteilung  zumeist  sehr  wenig 
weiß.  Als  typisches  Beispiel  sei  die  durchaus  wichtige  Frage  der  Berech- 
nung von  gekröpften  Kurheluellen  angeführt.  Diese  werden  schlecht- 
hin als  ein  System  starr  verbundener  gerader  Stäbe  betrachtet;  nimmt 
man  noch  an,  dass  die  Welle  in  den  Lagern,  die  man  sich  in  einzel- 
nen Punkten  vereinigt  denkt,  drehbar  gestützt  ist,  so  kann  man  nach 
den  Regeln  der  Statik''")  die  Lagerreaktionen,  und  daraiis  die  Kraft- 
komponenten,   sowie    das  Biegungsmoment    und  Torsionsmoment   für 


56)  Über  die  Festigkeit  der  Schiffe  vgl.  auch  IV  22  {Kriloff),  Nr.  1.  Für 
die  Untersuchung  der  „longitudinalen"  Festigkeit  hat  man  die  Änderung  des 
Biegungsmomentes  und  der  Schubkraft  längs  des  Schiffskörpers  zu  ermitteln. 
E.  J.  Eeed  gab  zunächst  ein  Verfahren  für  den  Fall,  dass  das  Schiflf  auf  stillem 
Wasser  ruht,  dann  betrachtete  er  auch  die  beiden  extremen  Fälle,  dass  der 
Schiffskörper  an  den  beiden  Enden  bzw.  in  der  Mitte  auf  Wellenbergen  ruht 
(Phil.  Trans.  161  (1871),  p.  413).  Eine  genauere  Untersuchung  der  durch  die 
Wellen  entstehenden  zusätzliche  Beanspnichung  —  namentlich  unter  Berück- 
sichtigung der  eigenen  Trägheitskräfte  des  Schiffes  —  stammt  von  Kriloff,  Inst, 
of  NaT.  Arch.  Trans.  40  (1898),  p.  197.  Über  „transversale"  Festigkeit  des  Schiffs- 
körpers vgl.  T.  C.  Bead  und  P.  JenJcüu,  Inst.  Nav.  Arch.  Trans.  23  (1882),  p.  174, 
ibid.  31  (1890),  p.  179;  ferner  J.  Bridin,  Engineering  72  (1901),  p.  30,  Inst,  of 
Naval.  Arch.  Trans.  (1901),  p.  1,  Schiffbau  3  (1901),  p.  11,  ibid.  6  (1904),  p.  153; 
G.  Stieghorst,  Schiffbau  7  (1905),  p.  887. 

56*)  Vgl.  z.  B.  die  Untersuchungen  von  TIi.  Donaldson,  Inst,  of  Civ.  Eng. 
Proc.  135  (1899),  p.  283  und  J.  Kraft,  Z.  d.  V.  d.  Ing.  50  (1906),  p.  1545,  über 
die  Beanspruchung  von  Dampfleitungsrohren  durch  Wäxmeausdehnung. 

57)  Für  die  Theorie  durchlaufender  Träger  vgl.  unten  den  Art.  über  Eisen- 
konstruktionen. 
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jeden  Querschnitt  berechnen.  Die  übliche  Rechnungsweise  hat  nun 
den  Zweck,  der  Welle  annähernd  eine  „Form  gleicher  Festigkeit"  zu 
geben,  damit  genügende  Sicherheit  ohne  Materialverschwendung  er- 
reicht wird.  Dazu  bedient  man  sich  zumeist  geeigneter  graphischer 
Methoden.  Eine  solche  Berechnung  setzt  jedoch  eine  Reihe  von 
zumeist  wenig  geprüften  Annahmen  voraus;  es  müsste  z.  B.  geprüft 
werden,  wie  weit  die  Ecken  an  den  Kröpfungen  als  starre  Verbin- 
dungen betrachtet  werden  können,  welchen  Fehler  man  durch  Ver- 
einigung der  Lagerdrücke  und  der  an  den  Kurbelzapfen  verteilten 
Kräfte  in  einzelne  Punkte  begeht,  wie  weit  die  Lager  die  Winkel- 
änderung hindern  usw.?  Mit  diesen  Fragen  beschäftigen  sich  wohl 
eine  Reihe  von  Arbeiten^*);  es  scheint  jedoch,  dass  volle  Sicherheit 
nur  Versuche  an  den  Konstruktionsteilen  selbst ^^)  oder  an  geeigneten 
Modellen  gewährleisten  können. 

4.  Ursprünglich  gekrümmte  Stäbe. 

Die  Theorie  der  Stäbe  mit  ursprünglich  gekrümmter  Zentrallinie 
gestaltet  sich  anders,  je  nachdem  die  Querschnittsabmessungen  gegen 
den  Krümmungshalbmesser  der  Zentrallinie  als  klein  betrachtet  werden 
dürfen  oder  von  derselben  Grössenordnung  sind. 

4  a.  Stäbe  mit  schwacher  Krümmung.  Sind  die  Querschnitts- 
abmessuugen  klein  gegen  den  Krümmungshalbmesser  und  gegen  die 
Bogenlänge  der  Zentrallinie,  so  darf  die  Theorie  der  unendlich  dünnen 
Stäbe  unmittelbar  angewendet  werden,  wie  sie  in  der  mathematischen 
Elastizitätslehro  entwickelt  wird  (vgl.  Art.  FV  25,  Tedone-Timpe  Xr.  19\ 
Diese  Theorie  führt  lediglich  zu  dem  Ergebnis,  dass  die  tangentielle 
Komponente  der  Kraft  der  Dehnung  der  Zentrallinie,  das  Torsionsmoment 
der  Änderung  des  Dralls,  die  beiden  Biegungs^nomente  den  Änderungen 
der  KrümmungsTiomponenten  proportional  sind.  Wir  benutzen  ein  Ko- 
ordinatensystem ^,  7^,  t,,  welches  in  jedem  Punkte  der  Zentrallinie  so 
gerichtet  ist,  dass  in  jedem  Punkte  die  |-Axe  mit  der  Tangente  der 
Zentrallinie,  die  i]-  und  ^-Axen  mit  den  Trägheitshauptaxen  des  Quer- 
schnittes zusammenfallen  und  führen  das  Koordinatenkreuz  zunächst 
entlang  der  Zentrallinie  des  undeformierteu  Stabes.  Die  Drehungs- 
geschwindigkeiten des  Koordinatenkreuzes  um  die  drei  Axen  —  falls 


58)  Für  die  Litteratur  über  Kurbelwellen  vgl.  ^V.  J.  M.  Eankine,  Inst,  of  Naval 
Arch.  Trans.  10  (18G9),  p.  139;  S.  Dunlerley,  ibid.  44  (,1902),  p.  1*9  und  Engi- 
neering 73  (1902),  p.  403;  G.  Berling,  Z.  d.  V.  d.  Lig.  42  (1S98),  p.  49ö:  J/.  Ensslin, 
Mehrfach  gekröpfte  Kurbelwellen,  Diss.  tech.  Hochsoh.  Stuttgart  1901;  Ct.  Duffing, 
Beiträge  zur  Bestimmung  d.  Formänderungen  gekröpfter  Kurbelwellen,  Berlin  1906. 

59)  E.  Meyer,  Z.  d.  V.  d.  Ing.  53  (1909),  p.  295. 
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die  Bogenlänge  die  Rolle  der  Zeit  spielt  —  heissen  ursprünglicher  Drall 
Xq  und  ursprüngliche  Krümmnngskomponenten  x^  und  x,"  des  Stabes. 
Dieselben  Grössen  mögen  durch  die  Deformation  in  r,  x',  x"  über- 
gehen; die  Dehnung  soll  mit  e  bezeichnet  werden.  Alsdann  haben 
wir  die  Gleichungen 

^     ^  Jf^  =  5(x'-x;), 

in.=  c(x"-x;'), 

(Ä  die  Komponente  der  äusseren  Kraft,  M^,  M  ,  M^-  Komponenten 
des  Moments  der  äusseren  Kräfte  nach  den  betreffenden  Axen,  F  Quer- 
schnittsfläche, E  Elastizitätsmodul).  A  heisst  die  Torsionsfestigkeit, 
13  und  C  Biegungssteifigkeiten,  wobei  näherungsweise  dieselben  Grössen 
angesetzt  werden  dürfen,  die  die  übliche  Näherungstheorie  (s.  Nr.  2) 
für  einen  geraden  Stab  mit  demselben  Querschnitt  liefert. 

Für  Meine  Formänderungen^'^)  können  die  Grössen  s,  r,  x',  x" 
linear  in  den  Verschiebungen  der  Punkte  der  Zentrallinie  ii,  v,  tv 
nach  den  drei  Axen,  in  der  Drehung  (p  des  Querschnitts  um  die  ^-Axe 
und  in  den  Differentialquotienten  dieser  Grössen  ausgedrückt  werden. 
Für  die  ebene  Biegung  eines  Stabes  mit  ebener  Zentrallinie  lautet  der 

Ausdi'uck  für  die  Dehnung 

du    ,    w 
ds    '     Po 

und  für  die  Krümmungsänderung 

(17)  J__i_  =  _(f-+  M. 

Für  einen  Stab  von  kreisförmiger  Zentrallinie  mit  dem  Radius  B. 
führen  wir  Polarkoordinaten  r  =  R  -\-  iv  und  #  ein  und  erhalten  die 
Differentialgleichung  der  elastischen  Linie 

falls  M  das  Moment  der  äusseren  Kräfte  bedeutet.     Bei  technischen 

Untersuchungen  werden  meistens  die  Gleichungen  (17)  und  (18)  benutzt. 

4  b.     Stäbe    mit    starker    Krümmung.      Dieser    Abschnitt    der 

Theorie  ist  in   weniger  befriedicrendem  Zustande,  als  die  des  sreraden 


60)  Vgl.  A.  E.  H.  Love,  Theorie  der  Elastizität,  deutsch  v.  Timpe,  Leipzig  1907, 
p.  509  usf.  Die  Einführung  der  Gleichungen  für  kleine  Deformationen  krummer 
Stäbe  in  die  technische  Festigkeitslehre  verdankt  man  L.  Navier,  Annales  d. 
ponts  et  eh.  1  (1831),  p.  428  und  J.  A.  Ch.  Bresse,  Recherches  analytiques  sur  la 
flexion  et  la  resistance  des  pieces  courbes,  Paris  1854. 
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Stabes  oder  des  dünnen  Stabes  mit  grossem  Krümmungshalbmesser. 
Der  annähernde  Ansatz  einer  von  der  Krümmung  der  Zentrallinie 
unabhängigen  Biegungssteifigkeit,  welcher  für  Stäbe  mit  schwacher 
Krümmung  hinreichend  genau  ist,  führt  nur  zu  einer  ersten  rohen  Ab- 
schätzung der  Spannungen,  da  die  einzelnen  Fasern  ursprünglich  merk- 
lich verschiedene  Krümmungen  besitzen.  Wir  verfügen  zwar  über 
einige  strenge  Lösungen  für  einfache  Fälle,  so  z.  B.  für  die  gleich- 
massige  Biegung  ringfömiger  Körper®^)  mit  ovalem  Querschnitte 
sowie  für  die  Biegung  dünner  Lamellen  in  ihrer  eigenen  Ebene  (ebenes 
Problem  ^^),  und  man  könnte  die  so  gewonnenen  Resultate  auf  schwie- 
rigere Fälle  übertragen  und  zu  einer  Näherungstheorie  gelangen. 
Während  jedoch  dieses  Verfahren  bei  geraden  Stäben  durch  das  St.  Ve- 
nantsche  Prinzip  begründet  wird,  da  die  Balkenlänge  zumeist  gross  ist 
gegen  die  Querschnittsabmessungen,  sind  bei  den  krummen  Stäben  mit 
starker  Krümmung  die  Bogenlänge  der  Zentrallinie  und  die  Quer- 
Bchnittsabmessungen  meistens  von  derselben  Grössenordnung.  Aus 
diesem  Grunde  haftet  den  in  dieser  Nummer  berichteten  Näherungs- 
theorien eine  gewisse  Unsicherheit  an. 

Wir  beschränken  uns  auf  die  ebene  Biegung  von  Stäben  mit 
ebener  Zentrallinie.  Die  einfachste  Näherungstheorie,  zuerst  von 
H.  Besal^^)  und  F.  Grashof ^)  entwickelt,  übernimmt  beide  An- 
nahmen der  Navierschen  Theorie  gerader  Stäbe  und  setzt  voraus,  dass 

1.  die  Normalquerschnitte    eben    und   senkrecht    zur  Zentrallinie 
bleiben, 

2.  die  Spannungskomponenten  6^,  a^,  t.^  verschwinden. 

Die  beiden  Voraussetzungen  liefern  für  die  Dehnung  s^  und  für 
die  Spannung  6^  senkrecht  zur  Querschuittsebene  die  Ansätze: 

(19)  ^a:  =  ^o  +  «-^-, 

{Eq  Dehnung  der  Zentrallinie,  q  Krümmungshalbmesser  derselben.  « 
eine  Funktion  der  Bogenlänge,  die  die  Krümmungsänderung  der  Zeu- 
trallinie  angiebt).     Die  Gleichgewichtsbedingungen  lauten: 


aE  f-4-dF=M. 


61)  /.  H.  Michell,  London  Math.  Soc,  Proc.  31  (1899),  p.  130. 

C2)  Vgl.  Fnssnote  70)  u.  71). 

63)  H.  Resal,  Annales  des  mines,  1  (1862),  p.  617. 

64)  F.  Graf^hof,  Theorie  der  Elast,  und  Festigkeit,  p.  252  usf. 
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Setzt  man 


J  Q  + 


dF  =  F'  („reduzierte   Fläche")   und   berücksichtigt 


■      M      z 
Fq  ~f~  F'qq  +  z 


Dafür    sind    ver- 


die  Gleichung  /-er(i2^=  0,  so  wird 
(20)  <»,  =  >-^' 

Zur  Anwendung  der  Gleichung  muß  das  Integral    /  —7—  dF  für 
den    betreffenden   Querschnitt    ausgewertet   werden, 
schiedene  rechnerische   und  graphische 
Verfahren  angegeben  worden,   so  z.  B. 
von  Ä.  Bantlin^'")  und  M.  ToUe^%    Für 
ein  Rechteck ''^)  von  der  Höhe  2h  lautet 

Die  Spannungsverteilung  wird  in 
der  XZ-Ebene  durch  eine  Hyperbel 
dargestellt  (vgl.  Figur  4);  die  neutrale 
Axe  ist  gegen  den  Krüramungsmittel- 
punkt  verschoben®'^). 

Die  beiden  Annahmen  1)  und  2) 
stehen  miteinander  im  Widerspruch. 
Einerseits  können  die  Gleichgewichts- 
bedingungen nicht  erfüllt  werden,  falls 
6^  überall  verschwindet,  andererseits  ist 
der  Ansatz  (19)  für  e^  nicht  streng,  da 
der  Beitrag  der  radialen  Verschiebung 
tv  vernachlässigt  wird.  Beschränken 
wir  uns  auf  den  Fall  der  reinen  Bie- 
gung eines  Kreissektors  (ebenes  Problem) 

und  führen  Polarkoordinaten  r  =  Q-\-z  und  -9'  ein,  so  lauten  die  Gleich- 
gewichtsbedingungen zwischen  den  Spannungskomponenten  6^.,  (?/. 


Figr.  4. 


(21) 


'Ö6t 

= 

0, 

de, 

dr 

+ 

C^  —  Gt 

Q-\-Z 

0, 


65)  A.  BantUn,  Z.  d.  V.  d.  lug.  45  (1901),  p.  164. 

66)  M.   Tolle,  Z.  d.  V.  d.  Ing.  47  (;i903),  p.  884. 

67)  F.  Grashof,  1.  c;  vgl.  Fussn.  64). 

68)  H.  Leaute  vernachlässigt  die  Quadrate  des  Verhältnisses :  Trägheitshalb- 
messer des  Querschnittes  durch  Krümmungshalbmesser  der  Zentrallinie  gegen  Eins 
und  gelangt  zu  dem  Satze,  daß  die  neutrale  Axe  durch  das  auf  den  Krümmungs- 
mittelpunkt als  Aufhängepunkt  bezogene  Perkussionszentrum  des  Querschnittes 
geht.     Vgl.  Paris  C.  R.  98  (1884),  p.  1483. 
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Die  strengen  Ansätze  für  die  Dehnungskomponenten  lauten 

I  Z.W 

*^^^^  _  dw 

^'■~  dz' 

und  die  Beziehungen  zwischen  Dehnungs-  und  Spannungskomponenten 

(23)  '.-4(«-f:)> 

'^         s  \  '^        m/ 

Die  Lösung  dieses  Gleichuiigssystems  haben  Z.PrawfZ^?'^")  und  ATm?/)e'°) 
angegeben.     Die  Spannungskomponenten  6^  und  6^  sind  von  der  Form 

Die  für  das  ebene  Problem  gewonnenen  Resultate  gelten  mit  sehr 
grosser  Annäherung  auch  für  die  Stäbe  mit  rechteckigen  Querschnitten 
und  bieten  yor  allem  die  Möglichkeit,  die  Genauigkeit  der  Grashof- 
schen  und  der  daran  anknüpfenden  Näherungstheorien  zu  prüfen. 
Unter  den  letzteren  sind  die  Berechnungen  von  H.  3Iuller -Breslau"'^), 
E.  S.  Andrews"'^)  und  C.  Ffkiderer'^^)  zu  nennen.  Müller-Breslau  und 
später  Andreivs  berücksichtigen  die  Querdehnung  £^,  setzen  jedoch 
durchwegs  6^  =  0,  so  dass  die  Gleichgewichtsbedingungen  nicht  richtig 
erfüllt  sind;  Pf  leiderer  berücksichtigt  dagegen  die  Querspaunung  6^, 
vernachlässigt  jedoch  die  radiale  Verschiebung.  Der  Vergleich  zeigt, 
dass  die  einfachste  Grashofsche  Formel  (20)  zu  der  strengen  Lösung 
weit  näher  steht,  als  die  beiden  späteren  Lösungen;  die  3Iüller-Brcslau- 
schen  Gleichungen  liefern  für  die  gefährliche  Spannunng  zu  grosse,  die 
Pfleidererschen  zu  kleine  Werte. 

Ähnlich  zeigt  S.  TimoscJienJco''^)  in  dem  Falle  eines  Kreisringes, 
der  an  zwei  diametral  entgegengesetzten  Punkten  gedrückt  wird,  dass 
die  einfache  Näherungstheorie  die  Spannuugsverteilung  mit  guter  An- 
näherung angiebt.  Öfters  wurden  auch  Versuche  zur  Prüfung  der 
Näherungstheorie  unternommen.     Es  ist  vor  allem  das  Verdienst  von 


70)  A.  Föppl,  Vorlesungen  über  technische  Mechanik,  Bd.  5,  p.  73.  A.  Timpe, 
Z.  f.  Math.  u.  Physik  52  (1905),  p.  348. 

71)  H.  Müller- Breslau,  Die  neueren  Methoden  der  Festigkeitslehre,  3.  Aufl., 
p.  209.  E.  S.  Andreios,  Drapers  Company  Research  Memoirs  1  (1904).  C.  Pflei- 
derer,  Z.  d.  V.  d.  Ing.  51  (l'.i07),  p.  209  u.  1507. 

72)  S.  Tiynosdienko,  Berichte  des  polyt.  Instituts  Kiew  (1908)  (russ.). 
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C.  Bach''*),  dass  er  die  Brauchbarkeit  der  GrashofBchen  Theorie  nach- 
wies und  ihre  Anwendung  in  die  Praxis  einführte.  Die  optischen 
Versuche  von  0.  HUnigsbcrg''^)  über  Biegung  von  Ghisstäbeu  zeigen  im 
ganzen  und  grossen  auch  eine  Übereinstimmung  mit  der  Theorie,  nament- 
lich zeigen  sie  deutlich  die  Verschiebung  der  neutralen  Axe  gegen 
den  Krümmungsmittelpunkt  hin.  G.  A.  Goodenough  und  L.  E.  Moore'*) 
führten  bei  ringförmigen  Körpern  eine  direkte  Messung  der  elastischen 
Formänderungen  durch  und  fanden  die  Grashofsche  Näherungstheorie 
gut  bestätigt.  Es  muss  jedoch  bemerkt  werden,  dass  man  sehr  ver- 
schiedene Spannungsverteilungen  angeben  kann,  welche  zu  merklich 
denselben  resultierenden  Formänderungen  führen.  E.  S.  Andrews^^)  be- 
stimmt die  Last,  bei  welcher  die  Elastizitätsgrenze  überschritten  wird 
und  findet  ebenfalls  gute  Übereinstimmung  mit  den  theoretischen  Be- 
rechnungen. Dagegen  zeigen  manche  andere  Versuche,  dass  die 
Elastizitätsgrenze  bzw.  Bruchgrenze  erst  bei  bedeutend  höheren  Be- 
lastungen erreicht  werden,  als  man  nach  der  Theorie  erwartet.  Dies 
kann  teilweise  durch  Abweichung  von  dem  linearen  Spannungsgesetz 
erklärt  werden'^). 

5.  Tjrpisclie  Beispiele  zur  Anwendung  der  Theorie  krummer 
Stäbe. 

a)  Stäbe  mit  schwacher  Krihnmung.  Die  Theorie  wird  haupt- 
sächlich zur  Berechnung  von  Federn  (s.  Nr.  6)  und  ringförmigen  Körpern 
herangezogen.  So  untersuchte  H.  BesaV^)  den  Spannungszustand  in 
Radkränzen,  die  durch  Speichen  mit  der  Nabe  verbunden  sind,  sowie 
in  den  Reifen,  die  auf  die  Felgen  warm  aufgezogen  werden.  E.  WinMer''^) 
und  F.  Grashop'')  behandelten  die  Festigkeit  der  Schwungräder,  eben- 
falls mit  Berücksichtigung  des  Einflusses  der  Radarme ''^).  Unter  den 
spezielleren  Untersuchungen,  die  die  Theorie  krummer  Stäbe  mit 
schwacher  Krümmung  benutzen,  seien  erwähnt  die  Arbeit  von 
Th.  Weithrecht''^)  über  die  Festigkeit  von  Radkränzen  mit  sehr  vielen 


73)  0.  Hönigsherg,  Z.  des  öst.  Arch.  u.  Ing.  Ver.  58  (1906),  p.  489. 

74)  Vgl.  A.  Baumann,  Z.  d.  V.  d.  Ing.  52  (1908),  p.  1400.  Für  Versuche  über 
die  Biegungsfestigkeit  gekrümmter  Stäbe  vgl.  C.  Bach,  Elastizität  u.  Festigkeit. 
3.  Aufl.  Berlin  1898,  p.  476  usf.  A.  Föppl,  Mitteilungen  aus  dem  mech.  techn. 
Labor.  München  (1898),  p.  36. 

75)  Vgl.  P.  Ludwik,  Techn.  Blätter  37  (1906).     Heft  1  u.  2. 

76)  H.  Resal,  Annales  des  mines  16.  (1859),  p.  271. 

77)  E.  Winkler,  Civiling.  6  (1860),  p.  427).  F.  Grashof,  Theorie  der  Elast, 
und  Festigkeit,  2,  Aufl.,  Berlin  (1878),  p.  278. 

78)  Vgl.  auch  R.Bredt,  Z.  d.  V.  d.  Ing.  45  (1901),  p.  267;  v.  Glinski,  Ver- 
handlungen des  Ver.  zur  Bef.  d.  Gewerbfl.  83  (1904),  p.  84. 

79)  Th.   Weübrecht,  Zeitschr.  Math.  Phys.  52  (1905),  p.  383. 
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elastischen  Speichen  und  eine  Untersuchung  von  H.  Linsetimann^)  über 
die  Beanspruchung  der  Rahmen  grosser  Dynamomaschinen,  die  durch 
magnetische  Kräfte  beansprucht  werden.  Die  Beanspruchung  rasch- 
laufender Magneträder  untersuchte  Ch.  A.  Wemer^^),  und  zwar  mit 
Berücksichtigung  der  Krümmung  des  Radkranzes. 

Eine  eigenartige  Aufgabe  bieten  die  im  Dampf-  und  Gasmaschinen- 
bau allgemein  benutzten  selbstspannenden  Kolbenringe.  Die  Theorie 
—  zuerst  von  H.  Rcsal^^)  entwickelt  —  hat  die  Gestalt  der  auf- 
geschlitzten Ringe  in  undeformiertem  Zustande  so  zu  bestimmen,  dass 
der  Ring  in  den  Zylinder  eingezwängt,  ringsherum  mit  möglichst  gleich- 
massiger  Pressung  von  vorgeschriebener  Grösse  anliegen  soll  und 
dabei  das  Material  bei  der  Montierung  nicht  überanstrengt  werde. 

Von  anderen  speziellen  Untersuchungen  sei  die  von  H.  Leaute'^^  i 
erwähnt  über  den  Einfluss  der  Biegungssteifigkeit  auf  das  Verhalten 
der  meistens  als  vollkommen  biegsam  betrachteten  Bremsbänder. 

Unter  den  Versuchen,  die  mit  dünnen  Ringen  unternommen 
wurden,  seien  die  von  E.  Roussel^)  und  A.  Mesnager^^)  genannt: 
sie  fanden  die  Formänderungen  bei  Zusammendrückung  an  zwei  dia- 
metral entgegengesetzten  Punkten  wesentlich  geringer,  als  wie  sie 
die  Theorie  ergiebt. 

b)  Stäbe  mit  starker  Krümmung.  Typische  Beispiele  liefern  die 
Kettenglieder,  deren  Festigkeit  zuerst  von  E.  Winlder^^)  und  H.  RescU^^) 
theoretisch  untersucht  wurde.  Die  Berechnung  verschieden  gestalteter 
Last-  und  Kupplung shaken^^)  bildete  ebenfalls  Gegenstand  vieler  Ar- 
beiten. Da  bei  diesen  Konstruktionen  weder  die  Krümmung  der 
Zentrallinie,  noch  der  Querschnitt  des  Stabes  konstant  ist,  darf  man 
von  der  Theorie  nur  eine  erste  Abschätzung  der  Spannungen  erwarten. 
In  der  Praxis  richtet  man  sich  zumeist  nach  Versuchsergebnissen  und 
Erfahrungen  an  bewährten  Konstruktionen. 

80)  H.  Litisenmann,  Zeitschr.  Math.  Phys.  53  (1906),  p.  245.  auch  J.  Sche>tk, 
Diss.  techn.  Hochsch.  München  l'JOS. 

81)  Ch.  A.  Werner,  Diss.  techn.  Hochsch.  Aachen  (1908). 

82)  H.  Besal,  Annales  des  mines,  5  (1874),  p.  38;  Paris  C.  R.  73  (1871), 
p.  542;  vgl.  auch  F.  Grashof,  Theorie  der  Elast,  u.  Festigkeit,  p.  268;  E.  Bein- 
hardt,  Z.  d.  V.  d.  Ing.  45  (1901),  p.  232;  0.  C.  Feymann,  ebd.  40  (1896),  p.  85. 

83)  JET.  Leaute,  C.  R.  Paris  97  a883),  p.  894;    ibid.  98  (1884),  p.  41  u.  219. 

84)  E.  Roussel,  Revue  de  mt^tallurgie  1904,  p.  460;  ^1.  Mesnager,  ibid.,  p.  458. 

85)  E.  Winkler,  Civiling.  4  (1858),  p.  232.  H.  Besal,  Annales  des  mines  1 
(1862),  p.  617;  Journal  des  math.  1  (1875),  p.  43;  Paris  C.  R.  73  (1871),  p.  4-J4. 
Vgl.  auch   W.  C.  Burr,  Amer.  Soc.  Civ.  Eng.  Trans.  6  (1878),  p.  127. 

86)  J.  Grashof,  Theorie  der  Elast,  u.  Festigkeit,  p.  289;  E.Bagge.  Z.  d  V. 
d.  Ing.  29  (1885),  p.  11 ;  Ph.  Brcdt,  ibid.,  p.  283.  Versuche  üudct  mau  bei  J.  Goodman, 
Engineering  72  (^1901),  p.  537;  ferner  2:\  S.  Audrewt^,  s.  Fussnote  71). 
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Grössere  Versuchsreihen  über  die  Festigkeit  der  bei  Eisenbahn- 
kupplungen benutzten  Piaken  sind  von  Ä.  FöppP''),  über  Festigkeit 
von  Kettengliedern  vi.  a.  von  G.  A.  Goodenough  und  L.  E.  Moore^^) 
nnternommen  worden. 

Verschiedene  andere  Anwendungen  der  Näherungstheorie  auf  die 
Berechnung  von  Ösen,  Lagerdeckeln  und  anderen  Konstruktionsteilen 
sind  von   72.  lUumenfcld^^)   und  A.  Baumann^^)  ausgearbeitet  worden. 

().  Theorie  der  Federn.  Die  Federn  dienen  im  Maschinen-  und 
Apparatenbau  teilweise  zur  Kraftmessung,  teilweise  zum  Ausgleich  von 
Stössen  und  Schwingungen.  Dementsprechend  hat  die  Theorie^^)  einer- 
seits die  Beziehung  zwischen  Kraft  und  Federung  zu  ermitteln  und 
insbesondere  zu  prüfen,  wie  weit  Proportionalität  besteht,  aodererseits 
die  Abmessungen  so  zu  bestimmen,  dass  bei  den  zu  erwartenden 
Kraftwirkungeu  das  Material  nicht  überanstrengt  wird.  Die  Arbeits- 
menge, die  die  Feder  ohne  Überanstrengung  des  Materials  als  poten- 
tielle Energie  aufzunehmen  vermag,  heisst  ihre  ArheitsfähigJieit  (resi- 
lience).^-")  Als  Maass  für  die  Ausnützung  des  Materials ^^)  kann  man 
das  Verhältnis  der  Arbeitsfähigkeit  zu  dem  Produkt  Vx  A  be- 
trachten, wo  V  das  Volumen,  A  die  Arbeitsmenge  bedeutet,  die  in 
der  Volumeinheit  ohne  Überschreitung  der  Elastizitätsgrenze  aufge- 
speichert werden  kann.  Es  wurde  schon  erwähnt,  dass  man,  um 
grössere  Wege  zu  erhalten,  bei  Federn  bedeutend  höhere  Spannungen 
als  zulässig  erachtet,  als  bei  sonstigen  Maschinenteilen;  dies  wird  da- 
durch ermöcrlicht,  dass  man  bei  HersteRung  der  Federn  die  Elastizitäts- 
grenze  meist  durch  Härtung  wesentlich  erhöht. 

In  den  folo-enden  Zeilen  sind  nur  die  Ergebnisse  der  Theorie  für 
die  wichtigsten  Typen  zusammengestellt. 

a)  Lamelimfedern.  Für  die  einfache  Lamelle,  als  Biegungsfeder, 
gelten  die  einfachen  Formeln  der  Theorie  dünner  Stäbe,  so  lange  die 
Breite  des  Streifens  nicht  gross  ist  gegen  die  Dicke.    Wird  die  Breite 


87)  A.  Föppl,  Mitteilungen  aus  dem  mech.  tecbn.  Lab.  München  26  (1898). 

88)  G.  Ä.  Goodenough  und  L.  E.  Moore,  Bull,  of  Illionis  Univ.  18  (1907), 
berichtet  von  A.  Baumann,  Z.  d.  V.  d.  Ing.  52  (1908),  p.  1400. 

89)  B.  Blumenfeld,  Z.  d.  Y.  d.  Ing.  51  (1907),  p.  1426.       . 

90)  A.  Baumann,  Z.  d.  Y.  d.  Ing.  52  (1908),  p.  337. 

91)  Für  die  allgemeine  Literatur  über  Federn  vgl.  F.  Beleaux,  Konstruk- 
tion und  Berechnung  der  für  den  Maschinenbau  wichtigsten  Fedeiarteu,  Winter- 
thnr  1857;  A.  Castigliano,  Theorie  der  Biegungs-  und  Torsionsfedern,  deutsch 
V.  B.  Totz,  Wien  1888,  und  die  angegebenen  Lehrbücher  der  Festigkeitslehre. 

92)  Vgl.  W.  J.  31.  Bankine,  A  Manual  of  applied  mechanics,  London  1858, 
p.  273. 

93)  Ygl.  B.  Kirsch,  Z.  d.  Y.  d.  Ing.  42  (1898),  p.  429. 

Encyklop.  d.  math.  Wissensch.     IV  'J,  n.  23 
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gross,  so  wäclist  das  Biegungsmoment  stärker,  als  die  Krümmung.'^'; 
Es  beträgt  (für  einen  Streifen  von  der  Dicke  &  und  Höhe  h) 
^_     m*     /.E/. X      gog(^ft)  — coa(X&)\ 

wobei 

Die  Theorie  der  zusammengesetzten  Lamellenfedern  (Sdtichten- 
federn),  die  hauptsächlich  bei  Eisenbahnfahrzeugen  benützt  werden, 
hat  E.  Phillips^^)  entwickelt.  Er  zeigt,  dass  die  Durchbiegung  solcher 
Federn  mit  der  Kraft  proportional  wächst  und  unabhängig  ist  von  der 
ursprünglichen  Krümmung  der  einzelnen  Blätter  vor  ihrer  Vereinigung, 
falls  nur  alle  dieselbe  Krümmung  hatten.  Das  Material  wird  am 
besten  ausgenützt,  falls  bei  der  maximalen  Last  die  Feder  gerade  platt 
gedrückt  wird.  Fhülips  behandelt  auch  den  Fall,  dass  einzelne  Blätter 
nur  erst  bei  grösserer  Belastung  herangezogen  werden;  er  vernach- 
lässigt jedoch  die  Reibung  zwischen  den  Blättern,  die  für  die  dämp- 
fende Wirkung  dieser  Federn  sehr  wesentlich  ist. 

Als  eine  Art  Torsionszugfeder  kann  ein  dünner  breiter  Streifen 
dienen,  dem  man  einen  permanenten  Drall  erteilt  hat.  Wird  ein 
solcher  Streifen  gezogen,  so  erleidet  er  zwar  nur  eine  geringe  Ver- 
längerung, es  tritt  aber  eine  erhebliche  Entwindung  ein.  Die  Theorie 
dieser  Art  der  Deformation  wurde  von  J.  Ferriß^)  und  G.  U.  Bryan^'') 
entwickelt. 

An  dieser  Stelle  wollen  wir  auch  die  früher  an  Eisenbahnfahr- 
zeugen benutzten  Belleville-Federn  erwähnen,  die  aus  hohlen,  dünn- 
wandigen, mit  ihren  Grundflächen  gegeneinander  gestützten  Stumpf- 
kegeln bestehen  ^^). 

h)  Spiralfedern.  (Vgl.  auch  Art.  VI  2,  4,  Caspari,  Nr.  4).  Zur 
Untersuchung  der  Spiralfedern  wird  lediglich  die  Biegungstheorie  dünner 
Stäbe  mit  ebener  Zentrallinie  herangezogen;  ihre  Theorie  wurde  zuerst 
von  E.  Phillips^^)   und  H.  Besal^^^)   entwickelt,  mit  besonderer  Kück- 

94)  R.  Lamh,  Phil.  Mag.  31  (1891),  p.  18-->. 

95)  E.  Phillips,  Annales  des  mines  1  (1852),  p.  195;  Paris  C.  R.  34  (1852), 
p.  226;  Paris  C.  R.  44  (1857),  p.  C24;  Flamant,  Stabilite  des  constructions,  rösi- 
stance  des  materiaux,  Paris  1886,  p.  574.  Vgl.  auch  A.  Castigliano,  Theorie  der 
Biegungs-  und  Torsionsfedern,  Wien  1888,  p.  7flf. 

96)  /.  JVrr?/,  Phil.  Mag.  29  (1890),  p.  244. 

97)  G.  H.  Bryan,  Phil.  Mag.  30  (1890),  p.  476. 

98)  H.  licsal,  Paris  C.  R.  107  (1888),  p.  718.  —  A.  Pateati,  C.  R.  Paris  104  (1887), 
p.  1690.     Ann.  des  uiines  17  (1890),  p.  5. 

99)  E.  Phillips,  Aunales  des  miues  20  (1861\  p.  1  ;  auih  Journal  des  math. 
5  (1860),  p.  313. 
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sieht  auf  die  Uhrwerke.  In  den  meisten  Fällen  sind  die  beiden  Enden 
der  Feder  an  zwei  konzentrischen  Kreiszylindern  befestigt,  welche 
gegeneinander  verdreht  werden  können;  das  zur  Verdrehung  nötige 
Drehmoment  ergiebt  sich  in  erster  Annäherung  proportional  mit  der 
relativen  Verdrehung  der  beiden  Zylinder,  und  zwar  ist  die  Ab- 
weichung von  der  Proportionalität  desto  geringer,  je  dichter  die 
Windungen  angeordnet  sind  (ohne  jedoch  aneinander  anzuliegen).  In 
erster  Annäherung  ist  das  Drehmoment^"") 

31  =  ^l{l+'^\'^) 


(24) 


(L  Bogenlänge   der  Feder,    B^,  B-   Halbmesser  der  beiden  Führungs- 
zylinder, (f  Winkelverdrehung,  G  Gleitmodul). 

c)  Schraubmfedern.  Wird  die  Zentrallinie  durch  eine  zylindrische 
Schraubenlinie  gebildet  (zylindrische  Schraubenfeder  s.  Figur  5)  und 
wirkt  eine  Kraft  K  längs  der 
Zylinderaxe,  femer  ein  Drehmo- 
ment M  um  dieselbe  Axe,  so 
führt  die  Deformation  die  Zentral- 
linie wieder  in  eine  Schrauben- 
linie über.  Wir  setzen  voraus, 
dass  die  Hauptträgheitsaxen  mit 
der  Haupt-  und  Binormale  zu- 
sammenfallen, und  beschränken 
uns  auf  kleine  Formänderungen. 
Alsdann  sind  die  Komponenten 
der  Ej-aft  und  des  Moments  der 
äusseren  Kräfte  durch  folgende  Formeln  gegeben 

^^  K%ma  M 

(25)  H  =  0 

Z  =  iT  cos  a  M 


Fig.  6. 


g  =  ikT  sin  a  -|-  Kr  cos  a 


M^  =  0 


M  cos  a  —  Kr  sin  a 


(r  Halbmesser  des  Zylinders,  a  Neigungswinkel  der  Schraubenlinie) 
und  die  gegenseitige  Annäherung  (axiale  Federung)  A/(,  sowie  die 
Verdrehung  Aqp  der  Federenden ^"^)  durch: 


(26) 


Ah  =  Lr[Kr(^^;,"  +  '"^  +  m{^  -  ^)  »in  «  cos  «] , 

-)] 


A^  =  L[Kr  (i-  -  i,)  sin  a  cos  a  +  M{"p  +  ?^ 


100)  H.  Eesal,  Annales  des  mines  11  (1867),  p.  127;  ibid.  13  (1868),  p.  301. 

101)  Vgl.  Tliomson  und  Tait,  Treatise  on  natural  philoaophy  1  2,  Cambridge 
1882,  p.  139;  vgl.  auch  G.  Kirchhoff,  J.  f.  Math.  56  (1858),  p.  285. 
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{A  Torsionssteifigkeit,  C  Biegungssteifigkeit,   L  Bogenlänge  der  Zen- 
trallinie.) 

Zumeist  ist  a  klein,  so  dass  die  Feder  durch  die  Kraft  K  lediglich 
auf  Torsion,  durch  das  Moment  M  auf  Biegung  beansprucht  ist,  wie 
dies  zuerst  von  J.  Binet^^)  bemerkt  wurde.  Für  eine  Feder  mit 
freien  Enden  (M  =  0)  wird  in  erster  Annäherung  la  =  0) 

Die  Theorie  der  Schraubenfederu  ist  zuerst  von  Johann  und 
Jakoh  Bcruoulli^^^)  in  Angriff  genommen  worden.  Später  gaben  an- 
genäherte Resultate  J.  Binet^^),  0.  F.  Mossotti^'''''),  J.  Guilio^^^),  und 
J.  Thomson}^-)  Die  erste  genaue  Untersuchung  stammt  von  B.  de 
St.  Venant^'^')  und  ist  dann  von  Thomson  und  Tait^^^)  etwas  verein- 
facht worden. 

Die  elastischen  Eigenschaften  der  Schraubeufedem  wurden  durch 
Versuche  neuerer  Zeit  von  J.  W.  Müler^^^)  untersucht:  er  fand  die 
Theorie  sehr  gut  bestätigt. 

Ist  die  Zentrallinie  der  Feder  eine  Kegelschraubenlinie,  so  erhält 
man  eine  erste  Annäherung,  indem  man  die  Formeln  für  eine  zylin- 
drische Schraubenfeder  anwendet  und  dabei  r  von  Gang  zu  Gang 
veränderlich  ansetzt  ^^^).  Genauere  Untersuchungen  findet  man  z.  B. 
bei  Ä.  CastigUano^^^)  und  H.  ResaU"-^). 

7.  Theorie  der  Seile.  Kennzeichnendes  Merkmal  der  Seile  ist  geringe 
Biegungssteifigkeit]  als  Seile  dürfen  daher  einerseits  äusserst  dünne  Stäbe 
(Drähte),  andererseits  Gebilde  aus  Stoffen  mit  geringem  Elastizitäts- 
modul (Hanf,  Leder  usw.)  betrachtet  werden.  Für  die  annähernde  Be- 
rechnung der  Spannungen  und  Formänderungen  solcher  Gebilde  kann 
man    die    klassische    Theorie    des    dehnbaren,    vollkommen    biegsamen 


102)  ,/.  TJwmson  bemerkte,  daß  die  Federung  A/i  als  der  Weg  der  Kraft  K 
dargestellt  werden  kann,  wenn  man  A'  an  dem  Ende  eines  Stabes  von  der 
Länge  L  mit  dem  Hebelarm  r  angreifen  läßt,  so  daß  der  Stab  durch  das  Moment 
Kr  tordiert  wird;  vgl.  Cambridge  and  Dublin  math.  Joum.  3  (^1848 1,  p.  "258. 

103)  J.  und  J.  BernouUi,  Berlin  Nouv.  Mt-m.  [1781],  (^1783),  p.  347. 

104)  J.  Binet,  Journal  de  l'ecole  polyt.  cah.  10  (1814),  p.  419. 

105)  0.  F.  3Iossotti,  Memorie  di  mat.  e  di  fis.  dellä  Soc.  Ital.  18  (1820),  p.  243. 

106)  /.  GuiUOy  Torino,  Mem.  delle  reale  acad.  delle  science  4  i_1842i,  p.  329. 

107)  B.  de  St.   Venaut  Paris  C.  R.  17  (1843  ,  p.  1020. 

108)  H.  Resal,  Paris  C.  R.  114  (1892),  p   37  u.  99. 

110)  J.  W.  Miller,  Phvsical  Review  14  ^1W2),  p.  129. 

111)  Vgl.  V.  Meyer,  Z.  d.  V.  d.  Ing.  44  (,1900).  p.  1791;  .1.  Castigliano,  Theorie 
der  Biegungs-  und  Torsionsfedern  1888,  p.  66;  H.  Risal,  C.  R.  Paris  114  ';i892), 
p.  147. 
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Fadens  heranziehen  (v«^l.  IV  (>,  P.Stückely  Nr.  23);  hier  wollen  wir  einige 
typische  Beispiele  für  die  Anwendungen  dieser  Theorie  anfuhren. 

Bei  freihämjcndrn  Dralifhntungen^^')  (Telegraphenlinien,  Leitungen 
zur  Übertragung  elektrischer  Kruftj  ist  die  Aufgabe  der  Berechnung, 
den  freien  Durchhang  bzw.  die  Drahtlänge  bei  der  Montierung  so  zu 
bemessen,  dass  einerseits  bei  der  niedrigsten  Temperatur  und  bei  der 
grössten  Belastung,  die  im  Betriebe  vorkommen  können,  die  Span- 
nung eine  zulässige  Grenze  nicht  überschreitet,  andererseits  bei  hoher 
Temperatur  der  Durchhang  nicht  übermässig  gross  wird.  Als  Be- 
lastung kommt  ausser  dem  Eigengewichte  das  Gewicht  der  sich  um 
den  Draht  bildenden  Eisschicht,  sowie  Winddruck  in  Betracht.  Da 
der  Durchhang  gegen  die  Spannweite  meistens  klein  ist,  kann  man 
sich  der  annähernden  Formeln  für  die  Beziehungen  zwischen  Draht- 
länge und  Durchhang  (Figur  6) 


l-=lo  + 


8  r 

3    L 


und    zwischen    Spannung    und 
Durchhang 


S  = 


Sf 


Fig.  6. 


(Iq  Spannweite,    l  Drahtlänge,  f 

Durchhang,  p  Belastung  auf  die  Längeneinheit,  S  Spannung)  bedienen. 

Als  weiteres  Beispiel  sei  die  Berechnung  der  Spannungen  in 
einem  Treibriemen  (Treibseil)  erwähnt.  Die  freihängenden  Teile  nehmen 
die  Form  einer  gewöhnlichen  Kettenlinie  oder  annähernd  einer  Parabel 
an;  die  Differenz  der  Spannungen  in  den  beiden  Fäden  ist  gleich  der 
Umfangskraft,  welche  von  der  treibenden  Scheibe  auf  die  getriebene 
übertragen  wird.  Bei  raschlaufenden  Getrieben  müssen  auch  die  Träg- 
heitskräfte berücksichtigt  werden,  die  dadurch  entstehen,  dass  die 
Riementeile  an  der  Scheibe  in  Kreisbahn  geführt  werden  ^^^). 

Schliesslich  erwähnen  wir  die  Theorie  der  geschlungenen  DraJdseile. 
Wir   beschränken  uns   auf  einfach  geschlungene  Seile   oder  „Litzen'^; 

112)  W.  M.  Thomson,  Annais  of  math.  1  (1884),  p.  34;  /.  Herzog,  Elektro- 
techn.  Zeitschr.  15  (1894),  p.  437;  v.  GUnski,  ibid.  24  (1903),  p.  255. 

113)  Die  Versuche,  die  in  neuerer  Zeit  W.  Kammerer  veranstaltete,  zeigen 
manche  Unstimmigkeiten  zwischen  Erfahrung  und  Rechnung,  namentlich  wird 
die  Pressung  zwischen  Scheibe  und  Riemen  durch  die  Zentrifugalkraft  in  ge- 
ringerem Maasse  vermindert,  als  man  erwarten  würde.  Auch  liefert  die  Rechnung 
äu  grosse  Reibungskoi^ffizenten  und  unwahrscheinlich  hohe  spezifische  Span- 
nungen in  dem  gespannten  Faden.  Vgl.  W.  Kammerer,  Mitteilungen  über  For- 
schungsarbeiten 56—57,  (1908),  Z.  d.  V.  d.  Ing.  51  (1907),  p,  1085;  ferner  IV  10  b 
{R.  V.  Mises)  Nr.  7. 


348        IV  27.     Th.  V.  Kdrmdn.     Festigkeitsprobleme  im  Maschinenbau. 

diese  bestehen  aus  der  geraden  „Seele"  und  mehreren  um  die  Seele  ge- 
schlungenen Drähten,  deren  Zentrallinien  zylindrische  Schraubenlinien 
bilden  (mit  der  Seele  zusammen  als  „Elemente"  bezeichnet).  Wird 
ein  langes  Seil  durch  eine  axiale  Kraft  P  gezogen,  so  darf  man  an- 
nehmen, dass  —  abgesehen  von  den  Seilenden  —  Punkte,  die  in 
einer  zur  Seilaxe  senkrechten  Ebene  liegen,  nach  der  Deformation 
ebenfalls  eine  Ebene  bilden;  dies  liefert  durch  einfache  geometrische 
Überlegung    die   Beziehung,    dass   die   Grösse   -^ — ^"-j —  (e^   Spannung 

auf  die  Flächeneinheit,  E^  Elastizitätsmodul,  tp^  „Flechtwinkel"  der 
einzelnen  Elemente)  für  jedes  Element  denselben  Wert  hat. 

Alsdann  ergiebt  sich  die  Spannung  in  dem  /""^  Element,  falls 
man  dieselbe  auf  die  Flächeneinheit  des  senkrecht  zur  Zentrallinie  ge- 
rechneten Querschnittes  bezieht"*), 

PE,  C06*QP, 

<?j  == ^^-^ 

und    der   „resultierende    Elastizitätsmodul"    des    gesamten    Seiles    mit 

^J  cos  (p^ 

7r__ZL_  -^^.Z;  cos"  y 

Seile,  deren  Elemente  aus  demselben  Stoffe  bestehen,  zeigen  daher 
eine  grössere  Dehnbarkeit,  als  die  einzelnen  Drähte  allein. 

Man  erhält  etwas  genauere  Resultate,  falls  man  auch  die  Quer- 
kontraktion der  Elemente  berücksichtigt.  Eine  verfeinerte  Theorie 
müsste  auch  die  Biegungssteifigkeit  der  Elemente  berücksichtigen"^). 

Betreffs  des  Widerstandes  der  Seile  gegen  Biegung  sowie  der 
dabei  entstehenden  Spannung  sind  wir  lediglich  auf  empirische  Formeln 
und  Abschätzungen  angewiesen  ^^^). 

8.  Ebene  Platten.  Die  Theorie  der  ebenen  Platten  wird  vor- 
züglich zur  Berechnung  ebener  Wandungen  herangezogen,  welche 
Flüssigkeits-  oder  Dampfpressung  ausgesetzt  sind.  Die  z.  B.  von 
G.  Kirchhoff,   Thomson  und   Tait  (s.  lY  2ö  Tedom-Thnpe,   Xr.  14b) 


114)  H.  Benndorf,  Z.  d.  öet.  Ing.  u.  Arch.  Ver.  56  (1904\  p.  433;  vgl.  auch 
J.  Hrabdk,  Die  Drahtseile,  Berlin  1902.  —  Manche  Kechnungen  dieser  Mono- 
graphie sind  nicht  einwandfrei;  s.  die  Kritik  von  A.Werner,  Z.  d.  öst.  Ing.  u.  Arch. 
Ver.  54  (1902),  p.  716  und  55  (1903),  p.  28.  Dehnungsversuche  mit  Drahtseilen 
unternahm  u.  a.  A.  Divih,  Berg-  u.  Hüttenmännisches  Jahrbuch  (1904). 

115)  Die  Gleichungen  sind  aufgestellt  bei  F,  Berg^  Diss.  techn.  Hochsch. 
Hannover  (1907),  jedoch  ohne  Lösungen. 

116)  Vgl.  z.B.  C.Bach.  Maschinenelemente,  10.  Aufl.  (1908),  p.470:  J.  Hrabdk, 
Die  Drahtseile,  Berlin  1902,  p.  111   usf. 
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entwickelte  übliche  Näherungstheorie  fordert  lediglich  die  Integration 

der  Differentialgleichung 

(27)  DAA7V  =  p 

(iv  Durchbiegung,  ^)  Druck   auf   die  Flächeneinheit,   D  =  —^ — -  -— ~ 

Biegungssteitigkeit  der  Platte,  d  Plattendicke).  Wenn  man  auch  — 
wenigstens  für  einfache  llandkurven^^'')  —  Lösungen  der  Gl.  (27)  besitzt, 
besteht  vom  Standpunkte  der  Anwendung  aus  die  Schwierigkeit,  dass 
die  idealen  Randbedingungen  (entweder  Spannungsfreiheit  an  den 
Rändern  oder  vollständige  Einklemmung)  in  der  Praxis  selten  erfüllt 
sind,  vielmelir  die  Wirklichkeit  zwischen  diesen  beiden  Grenzfällen  liegt. 
So  muss  man  sich  oft  damit  begnügen,  dass  man  Grenzen  für  die 
zu  erwartenden  Spannungen  und  P^ormänderungen  angiebt. 

Eine  andere  Schwierigkeit  entsteht  dadurch,  dass  Gl.  (27)  nur 
so  lange  richtig  ist,  als  die  Durchbiegung  klein  ist  gegen  die  Platten- 
dicke, die  aber  selbst  gegen  die  übrigen  Abmessungen  klein  sein  muß. 
Ist  die  Durchbiegung  von  derselben  Grössenordnung  wie  die  Dicke, 
so  dürfen  in  den  Ausdrücken  für  die  Formänderungskomponenten 

^■^  ~  dx^  2  i\dx)  "^  \dx)  J 

(2«)         '.-li+-Hf;;)+(|/] 

du  j^    dv  j.cudv     ^^  cudv   j^  dw  dtv 

ixij        dy        dx'    dxd  x~^  c  yd  y  ~^  dx  dy 

die  quadratischen  Glieder  nicht  mehr  vernachlässigt  werden.  Man 
gelangt  schon  dadurch  zu  einer  genaueren  Theorie,  daß  man  nur  jene 
quadratischen  Glieder  beibehält,  welche  die  Ableitungen  der  senk- 
rechten Verschiebung  ic  enthalten.  Setzt  man  nach  dem  Ansätze 
von  G.  B.  Airij  (s.  Art.  IV 25  Tedone-Timpe^  Nr.  IIa)  für  die  Mittelwerte 

+1 


der   Spannungen   6^=^-1  aßz 


usw. 


dy^  '  *^  dxdy^  '-'        dx 


2  ; 


117)  Für  die  Lösung  der  DiflFerentialgleicliung  für  verschiedene  Randkurven 
vgl.  Art.  IV  25  (Tedone -  Timpe) ,  Fussnoten  121 — 126;  eine  allgemeine  Methode 
für  numerische  Lösungen  gab  TT'.  INtz,  J.  f.  Math.  135  (1909),  p.  1,  vgl.  auch 
J.  Simic,   Z.  d.  öst.  Ing.  u.  Arch.-Ver.  60  (1908),  p.  709. 
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SO  gelangt  man  zu  zwei  Differentialgleichungen  für   JJ  und  ti'. 

ycx'  dy"        \cxdyl  I 

\  -^ca;*     '         "^ycxdy    '      '' cy- 1 

Diese  verfeinerte  Theorie  der  dünnen  Platten  liefert  das  Resultat, 
daBS  die  Durchbiegung  und  damit  die  Spannungen  nur  anfangs  mit 
dem  Druck  proportional  wachsen,  dann  aber  erheblich  langsamer ^^*) 
zunehmen.  In  dieser  Hinsicht  liegt  die  wirkliche  Platte  zwischen  den 
beiden  GrenzfäUen  der  vollkommen  steifen  Platte  nach  GL  (27)  und 
der  voWcommeu  hiegsamen  Platte,  deren  Gleichungen  sich  aus  dem 
System  (29)  mit  D  =  0  ergeben  ^^'*). 

Dementsprechend  zeigen  dünne  Platten  im  allgemeinen  erhel)lich 
grössere  Widerstandsfähigkeit  und  kleinere  Durchbiegung,  wie  man 
nach  der  üblichen  Plattentheorie  erwarten  möchte  ^^°).  Ein  Vergleich 
mit  der  genauen  Theorie  ist  einstweilen  nicht  tunlich,  da  Lösungen 
des  Gleichungssystems  (29)  nicht  vorliegen.  J.  Boobnoff^^)  suchte  die 
Verhältnisse  dadurch  annähernd  wiederzugeben,  dass  er  6^,  ö^^,  t^^  für 
die  ganze  Plattenebene  durch  konstante  Mittelwerte  ersetzte  ^^^). 

Die  erwähnten  Schwierigkeiten  lassen  als  natürlich  erscheinen, 
dass  man  bei  Anwendung  der  Plattentheorie  noch  oft  die  Erfahrung 
und  insbesondere  Versuchsergebnisse  heranziehen  muss.  Da  ausser- 
dem —  wenn  auch  die  Bedingungen  zur  Anwendung  der  Gl.  (27)  ziem- 
lich gut  erfüllt  sind  —  ihre  Lösung  meistens  nicht  in  endlicher  Form 
ausgedrückt  werden  kann,  so  giebt  man  oft  halhcmpirisclien  und 
empirischen  Formeln  den  Vorzug.  Die  Gestalt  dieser  Formeln  wird 
dann  mehr  oder  weniger  der  Theorie  entnommen  und  die  Koeffi- 
zienten werden  den  Versuchswerten  angepasst^^-).    Die  meisten  dieser 


118)  Vgl.  die  Versuche  von  C.  Bach,  Z.  d.  V.  d.  lug.  44  (1890),  p.  1041.  Al)- 
handlungen  u.  Berichte,  p.  111. 

119)  Vgl.  A.  Föppl,  Vorlesungen  über  technische  Mechanik,  Bd.  5,  p.  132. 

120)  Vgl.  J.  Boobnoff,  Inst,  of  Naval.  Arch.  Trans.  44  (1902\  p.  l."x 

121)  Als  annähernde  Lösung  der  Gl.  (29)  kann  gewissermasseu  auch  die 
Borechnuug  von  Behälterböden  nach  Ph.  Forchhei»iei\  Z.  für  Bauwesen  44  (1894  . 
p.  450  gelten. 

122)  Insbesondere  seien  hier  die  halbempirischen  Formeln  von  C.  Bach  er- 
wähnt. Seine  Balhenmethode  —  vgl.  Z.  d.  V.  d.  Ing.  34  (1890),  p.  1041,  Abhand- 
lungen und  Berichte,  p.  111  —  besteht  lediglich  darin,  dass  er  die  dvurch  Ver- 
suche ermittelte  Bruchlinie  durch  eine  gerade  Linie  ersetzt  und  das  resultierende 
Bieguugsmoment  in  bezug  auf  diese  Linie  berechnet,  wobei  man  allerdings  über 
die  Verteilung  der  Auflagerkräfte  ■willkürlich  verfügen  muss.  Das  Biegungs- 
moment  liefert  dann  einen  längs  der  Bruchlinic  genommenen  Miüchcert  für  die 
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Formeln  dürften  nicht  mehr  liefern,  als  was  man  auf  Grund  der 
mechanischen  Ähnlichkeit  aus  den  Differentialgleichungen  unmittelbar 
iolgern  kann. 

Die  Platteutheorie  Hndet  ihre  wichtigsten  Anwendungen  im 
Kesselbau  und  Schiffbau.  Unter  den  Kesselbestandteilen,  die  als  ebene 
Platten  berechnet  werden,  seien  erwähnt  die  ebenen  Wandungen  der 
Feaerbüchsen,  die  /lachen  Böden  der  Dampflessel,  Flatten  zur  Be- 
festigung der  Siederohre  usw.,  welche  alle  einem  hohen  Dampfdrucke 
ausgesetzt  sind.  Eine  eigenartige  Aufgabe  bieten  die  „verankerten 
Flutten",  die  in  einzelnen  regelmässig  verteilten  Punkten  —  zumeist 
mit  Schraubenbolzen  —  gestützt  sind.  Die  Aufgabe  wurde  zuerst 
von  Lavoinne^^^)  behandelt;  da  die  Ergebnisse  der  Untersuchung 
ziemlich  verwickelt  sind,  so  führt  man  das  Problem  zumeist  durch 
vereinfachende  Annahmen  auf  eine  einfachere  Aufgabe  zurück,  indem 
man  sich  die  Platte  längs  geraden  Linien  gestützt  denkt. 

Im  Bau  der  eisernen  Schiffe  hat  man  z.  B.  die  Festigkeit  der 
Bodenplatten  auf  Grund  der  Plattentheorie  zu  berechnen.  Mit  diesen 
Fragen  beschäftigen  sich  viele  Arbeiten  ^^^).  Da  diese  Platten  im  Ver- 
hältnis zu  ihrer  Spannweite  als  sehr  dünn  betrachtet  werden  können, 
erhält  man  auf  Grund  der  üblichen  Theorie  erheblich  grössere  Span- 
nungen, wie  sie  tatsächlich  entstehen  mögen;  entsprechend  erhält  man 
bei  einer  Neuberechnung  zu  grosse  Plattendicken  ^^^). 

Bei  der  Berechnung  der  Zylinderdeclid^^^)  der  Dampf-  und  Gas- 
maschinen, der  Decicd  der  SchieberJcasten^^'^)  so-wie  der  Kolbenscheiben^^^) 


Spannungen.  Nach  der  Streifenmethode  schneidet  C.  Bach  einen  mittleren  Streifen 
aus  der  Platte  heraus,  berechnet  denselben  als  dünnen  Stab  und  berücksichtigt 
die  Stützung  durch  seitliche  Kräfte  mit  Hilfe  entsprechend  bestimmter  Koef- 
fizienten. Ähnliche  Überlegungen  findet  man  z.  B.  bei  W.  H.  Burr,  Elasticity 
and  resistance  of  materials,  5.  Aufl.,  New- York  1900,  p.  66G;  ferner  Galliot, 
Annales  des  ponts  et  eh.  14  (1887)    p.  704. 

123)  Lavoinne,  Annales  des  ponts  et  chaussees  5  (1872),  p.  276,  vgl.  auch 
F.  Grashof,  Theorie  der  Elast,  und  Festigkeit,  Berlin  (1878),  p.  358;  angenähert 
bei  C.Bach,  Z.  d.  V.  d.  Ing.  38  (1894),  p.  341,  Abhandlungen  u.  Berichte,  p.  188. 
Daselbst  eine  Zusammenstellung  empirischer  Formeln  und  Versuche. 

124)  Vgl.  1.  C.  Read,  Inst,  of  Nav.  Arch.  Trans.  27  (1886),  p.  395;  /.  A. 
Yates.  ibid.  32  (1891),  p.  190;  F.  Elgar,  ibid.  34  (1893),  p.  38;  G.  H.  Bryan, 
ibid.  35  (1894),  p.  113;  H.  Sellentin,  Schiffbau  5  (1903),  p.  3. 

125)  Vgl.  /.  Boohnoff,  Inst,  of  Nav.  Arch.  Trans.  44  (1902),  p.  15. 

126)  Vgl.  F.  Grashof  Theorie  der  Elast,  u.  Festigkeit,  Berlin  (1878),  p.  344. 

127)  C.  Bach,  Abhandlungen  und  Berichte,  p.  101. 

128)  Die  theoretischen  Rechnungen  von  G.  Schwarz,  Z.  d.  V.  d.  Ing.  45  (1901), 
p.  1419  und  0.  C.  Beymann,  Z.  d.  V.  d.  Ing.  37  (1893),  p.  1084  und  Z.  d.  V.  d.  Ing. 
40  (189G),  p.  120  scheinen  viele  willkürliche  Voraussetzungen  zu  enthalten.    Ein- 
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bedient  man  sich  zumeist  empirischer  Formeln:  die  theoretischen 
Rechnungen  stehen  auf  ziemlich  unsicherem  Boden,  insbesondere  da 
der  Einfiuss  der  versteifenden  Hippen  schwer  in  Rechnung  gestellt 
werden  kann.  In  neuerer  Zeit  sind  viele  Versuche  zu  näherer  Klar- 
legung der  Verhältnisse  unternommen  worden. 

9.  Rohre  und  Schalen. 

Man  unterscheidet  dünne  und  dickivandige  Rohre  und  Schalen, 
je  nachdem  die  Wanddicke  klein  ist  gegen  die  übrigen  Abmessungen 
(insbesondere  gegen  den  Krümmungshalbmesser).  In  dem  ersten  Falle 
kann  die  Theorie  der  unendlich  dünnen  Schalen^^^)  Anwendung  finden, 
in  dem  zweiten  Falle  sind  genauere  Untersuchungen  über  die  Span- 
nungsverteilung im  Innern  der  Wand  nötig. 

9a.  Dünne  zylindrische  Rohre.  Ist  die  Belastung  in  der  Bichtung 
der  Zylinderaxe  konstant,  so  ist  der  Spannungszustand  in  der  Mitte 
eines  langen  Rohres  wenig  verschieden  von  dem  eines  Ringes,  der  in 
der  eigenen  Ebene  deformiert  wird.  Unter  dieser  Voraussetzung  ist 
eine  Reihe  praktisch  wichtiger  Aufgaben  gelöst  worden. 

Die  Berechnung  der  Spannung  in  einer  kreisförmigen  Zylinder- 
wandung (Dampfkessel)  vom  Radius  R  unter  dem  gleichförmigen 
Drucke  p  stammt  von  Lame  und  Clapeyron'^^)  her.     Die  tangentielle 

7? 

Spannung  beträgt  (?j  =   y  (ö=  Wanddicke) ;  die  Biegung  infolge  der 

Veränderung  des  Durchmessers  kann  vernachlässigt  werden.  Ist  je- 
doch das  Rohr  nicht  kreisförmig  oder  der  Druck  nicht  gleichförmig 
verteilt,  so  treten  im  allgemeinen  bedeutende  Biegungsspannungen  auf. 
Den  Spannungszustand  elliptischer  Rohre,  wie  sie  früher  im  Kesselbau 
viel  benutzt  wurden,  untersuchte  H.  BcsaP^^)'^  die  Festigkeit  ellip- 
tischer Rohre  mit  inneren  Stützen,  die  durch  äusseren  Druck  bean- 
sprucht werden,  betrachtete  W.  Hovgaard^^^),  u.  zw.  mit  Rücksicht  auf 
Unterseeboote.  Wichtig  erscheint  der  Fall  geringer  Abweichungen  von 
der  Kreisform,  wie  sie  im  Betriebe  infolge  ungleichförmiger  Erwärmung 
auftreten.  In  diesen  FäUen  können  erhebliche  Biegungsspannungen 
entstehen,  auf  welche  man  im  vorhinein  nicht  rechnete.  Besonders 
gefährlich    erscheinen    sie    bei    Rohren    unter    äusserem    Überdrucke 

gehende  Versuche  findet  man  bei  C.  Codron,  Revue  de  m^canique  13  (1903),  p.  840: 
14  (1904),  p.  238;  15  (1904),  p.  317. 

129)  Vgl.  z.  B.  A.  E.  H.  Lovc,  Lehrbuch  der  Elastizität,  deutsch  von 
A.  Timpe,  Leipzig  1907,  p.  586  usf. 

130)  Lame  und  Clupeyron,  Paris,  Mem.  pres.  par  div.  savants  4  (1828),  p.  46."). 

131)  H.  Resal,  Journal  des  math.  5  (1879),  p.  319;  W.  Horgaard,  Inst.  Nav. 
Ajch.  Trans.  42  (1900),  p.  93;  vgl.  auch  E.  Hurlbrink.  Schiffbau  9  (1908\  p.  517. 
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(Flammrohre),  da  der  äussere  Druck  die  Abweichungen  noch  mehr 
vermehrt  (vgl.  Nr.  13). 

Die  Beanspruchung  weiter,  dünner,  kreisförmiger  Rohre  durch 
das  Gewicht  des  Wassers  bei  verschiedener  Lagerung  hat  Fh.  Forch- 
heimer^'^^)  berechnet.  In  diesem  Falle  sind  die  Biegungsspannungen 
ebenfalls  überwiegend. 

Ist  der  Spaimungszustand  nach  der  Axenrichtung  veränderlich, 
jedoch  axensymmeirisch,  so  lassen  sich  auch  viele  Aufgaben  verhältnis- 
mässig einfach  erledigen.  Die  Differentialgleichung  der  deformierten 
Meridianlinie  lautet  (vgl.  Figur  7): 

y^^)  m»— 1  12  dx*  "^  Ji*         ES 

E.WinUer^^^)  untersuchte  durch  Lösung  dieser  Differentialgleichung  den 
Einfluss  der  gehinderten  Dehnung 
an  den  Enden  zylindrischer  Kessel 
auf  die  Beanspruchung  der  Wan- 
dung; M.  Westphal^^)  berechnet 
den  Einfluss  der  Flanschen  auf  — 
die  Festigkeit  von  Rohren.  B.  Lo- 
renz *^^)  betrachtet  die  Festigkeit 
von  Zylindern,  die  durch  Rippen 
verstärkt    werden.      Die    beiden 

letzteren  Fälle  sind  von  C.  Bach}^^)  zum  Gegenstand  von  Festigkeits- 
versuchen gemacht  worden. 

Die  Längsspannungen,  die  in  einem  Hohlzylinder  durch  ungleich- 
förmige Erwärmung  entstehen,  berechnete  R.  Loreyiz^'^'*)  (z.  B.  ge- 
kühlte Kolbenstangen  der  Grossgasmaschinen). 

Ist  die  Wanddicke  veränderlich,  so  erhält  man  eine  erste  An- 
näherung, falls  man  die  W^anddicke  in  Gl.  (30)  als  Funktion  von  x  be- 
ti-achtet.  So  untersuchten  z.  B.  H.  Müller-Breslau'^^^)  und  C.  Runge^^) 
die  Formänderung  eines  vertikalen  Wasserbehälters,  dessen  Wandstärke 
sich  sprungweise  ändert,  während  H.  Reissner^^^)  den  Fall  stetig  ver- 
änderlicher Wanddicke  behandelte. 


132)  Ph.  Forchheimer,   Z.  öst.  Ing.  Arch.  Ver.  56  (1904),  p.  1.33. 

133)  E.   WinJcler,  Civilingenieur  6  (1860),  p.  325. 

134)  M.  Westphal,  Z.  d.  Y.  d.  Ing.  41  (1897),  p.  1036. 

135)  B.  Lorenz,  Z.  d.  V.  d.  Ing.  52  (1908),  p.  1706. 

136)  C.  Bach,  Z.  d.  Y.  d.  Ing.  51  (1907),  p.  1700. 

137)  B.  Lorenz,  Z.  d.  Y.  d.  Ing.  51  (1907),  p.  743. 

138)  H. ^lülUr-Breslau,  Statik  der  Baukonstruktionen  11 2,  Leipzigl892,  p.  260. 
C.  Bunge,  Z.  f.  Math.  u.  Phys.  51  (1904)  p.  254.  H.  Beissner,  Beton  und  Eisen  7  (1908). 
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9b.  Dünne  Schalen  mit  nichtzylindrischen  Zentralflächen.  Wird 
eine  dünne  Kugelschale  durch  gleichmässigen  Druck  belastet,  so  geht 
sie  —  falls  die  Dehnung  an  den  Flandern  nicht  gehindert  wird  — 
wieder  in  eine  Kugelschale  über.     Es  entsteht  dabei  die  gleichförmige 

Zug-  (Druck)  -Spannung  ^  =  ^i  }  und  die  Biegung  kann  vernachlässigt 

werden.  Dieser  Spannungszustand  ist  in  den  gewölbten  Böden  zylin- 
drischer Dampfkessel  möglich,  falls  die  Dehnung  am  Rande  mit  der 
Dehnung  der  zylindrischen  Wandung  verträglich  ist.  G.  Lame^^^) 
und  JB.  de  St.  Venant^^^)  fanden  dafür  die  Bedingung 

El  OT  —  1   d^ 

Bl        im—  1  (Jj 

(72j,  d\  Radius  und  Wanddicke  des  Bodens,  B^,  ö^  dieselben  Grössen  für 
die  Kessel  Wandung,  s.  Figur  8).    Wenn  auch  diese  Bedingung  erfüllt 

ist,  so  treten  trotzdem  Bie- 
gungsspannuugen  in  der  Nähe 
des  Randes  auf,  da  Boden  und 
Kesselwandung  nicht  längs  ei- 
ner  Linie  zusammenhängen,  son- 
dern der  erstere  gekrempt  und 
genietet  wird.  Eine  genauere 
Untersuchung  mit  Berücksich- 
tigung der  Krempung  unter- 
nahm H.  lü'saP'^). 
Über  die  Festigkeit  voller  Kesselböden  unter  innerem  Drucke  hat 
C.  Bach^^^)  ausgedehnte  Versuche  veranstaltet.  Derselbe  untersuchte 
die  Festigkeit  von  Böden,  welche  für  Befestigung  der  Flammrohre 
Öffnungen  besitzen.  Um  einen  Vergleich  der  Versuchsergebnisse  mit 
den  theoretischen  Rechnungen  zu  ermöglichen,  führte  C.  Pfleiderer^*^) 
die  Rechnung  für  einige  typische  Beispiele  in  allen  Einzelheiten  durch. 
Eine  Theorie  für  die  Festigkeit  gewölbter  Böden  gegen  äusseren 
Druck  mit  Rücksicht  auf  die  Einbeulungsgefahr  liegt  bisher  nicht  vor 
(vgl.  Nr.  13). 


Fig.  8. 


139)  G.  Lame,  Paris  C.  R.  30  (1850),  p.  157.  B.  dr  St.  VciuDit,  Journal  des 
math.  10  (1865),  p.  297.     H.  Bcsal,  Paris  C.  R.  79  (1874),  p.  726. 

140)  C.  Bach,  Z.  d.  V.  d.  Ing.  43  (1899),  p.  1585;  ibid.  4G  a902),  P-  333; 
ibid.  50  (1906),  p.  1940;  ibid.  52  (1908),  p.  792;  Mitteilungen  ober  Forschungs- 
arbeiten 51—52  (1908). 

141)  C.  r/leiderfr,  Mitteilungen  über  Forschungsarbeiten  02  (1908),  p.  88. 
Vgl.  auch  die  etwas  unsicheren  Rechnungen  von  ]!'.  SdiiHc.  Dinglers  pol.  Journal 
316  (1900),  p.  661. 
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Von  ähnlichen  Untersuchungen  sei  noch  die  Berechnung  der 
hängenden  Kugelbodeu  von  Behältern  nach  Fh.  Forc/iheimer^*'^)  und 
M.  Körldin  erwähnt. 

Die  Deformation  einer  dünnen  liiwjfläche  ist  für  die  Tlieorie  des 
Uourduiischen  Manometers  vom  Interesse.  Eine  angenäherte  Unter- 
suchung lieferte  E.  HilV^^),  qualitative  Betrachtungen  über  die  Wir- 
kungsart des  Instrumentes  Lord  Itayleigh^^^),  Ä.  M.  Worthington ^'^^), 
A.  G.  Grcenhül^'^^).  Genauere  llechnangen  über  die  Deformation  von 
Ringtiächen  —  jedoch  ohne  Anwendung  der  Ergebnisse  —  findet  man 
bei  L.  Maurer^^^). 

9  c.  Dickwandige  Rohre  und  Schalen.  Für  die  Berechnung 
dickwandiger  Rohre  werden  die  Resultate  von  G.  Lame  und  E.  Cla- 
peyron'^^'^)  über  Deformation  eines  unendlich  hingen  Kreiszylinders 
herangezogen.  Wird  der  innere  Druck  p,  der  äussere  Null  gesetzt,  so 
tritt  die  grösste  Spannung  an  der  inneren  Zylinderfläche  senkrecht  zum 
Längsschnitte  auf  und  beträgt 

(31)  '•  =  ''n:rnY 

Nach  dieser  Formel  würde  stets  (?,  >  ^  gelten ,  woraus  man  den 
Schluss  zog,  dass  kein  Rohr  einen  inneren  Druck  auszuhalten  vermag, 
der  grösser  ist,  als  die  Zugfestigkeit  seines  Materials.  Die  Versuche 
scheinen  jedoch  dafür  zu  sj)rechen,  dass  die  Widerstandsfähigkeit  der 
Rohre  bedeutend  grösser  ist,  als  man  nach  Formel  (31)  folgern  möchte, 
und  zwar  besonders  bei  plastischen  Materialien,  da  nach  der  Überschrei- 
tung der  Elastizitätsgrenze  die  Spannungsrerteikmg  sich  weit  gleich- 
massiger  gestaltet  und  so  das  Material  besser  ausgenützt  wird^*®). 

Über  die  Festigung  der  Rohre  durch  warm  aufgezogene  Ringe 
vgl.  Art.  IV  18,  Nr.  11  {Cranz). 

L.  Lecornu^^'^)  untersuchte  den  Spannungszustand  eines  dickwan- 


142)  Fli.  Forchheimer,  Z.  für  Bauwesen  44  (1894),  p.  4.50.  31.  KoechUn, 
Gen.  Civ.  36  (1899),  p.  273, 

143)  E.  Hill,  Mess.  of  Math.  1  (1871),  p.  15;  Lord  Eayleigh,  London  Royal 
See.  Proc.  45  (1888),  p.  105  =  Scientific  Papers  vol.  3,  Cambridge  1902,  p.  217; 
A.  M.  Worthington,  Natura  41  (1890),  p.  296;  A.  G.  Greenhill,  ibid.  41  (1890),  p.517. 

144)  L.  Maurer,  Archiv  der  Math.  u.  Phys.  6  (1904),  p.  1  u.  260. 

145)  G.  Lame  und  E.  Clapeyron,  J.  f.  Math.  7  (1831),  p.  382. 

146)  Vgl.  die  Versuche  M.  Grüblers  über  „Ringspannungeu",  Z.  d.  V.  d.  Ing. 
44  (1900),  p.  1157,  sowie  W.  Krüger,  Z.  d.  Ver.  d.  Ing.  53  (1909),  p.  1399.  Zu- 
sammenstellung von  frühereu  Versuchsergebnissen  bei  Th.  Pregel,  Dinglers  pol. 
Journ.  315  (1900),  p.  453. 

147)  L.  Lecornu,  Paris  C.  R.  127  (1898),  p.  168;  J.  ec.  pol.  (2)  5  (1900),  p.  79. 
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digen  Kreisringes  mit  Anwendung  auf  die  Festigkeitsberechnung  der 
„Pneumatics"  der  Motorfahrzeuge. 

10.  Konstruktionsteile  mit  Abmessungen  von  gleicher  Grössen- 
ordnung.  Kugeln  und  Rollen.  Bei  solchen  Konstruktionsteilen  ist 
die  Ermittelung  der  Spannungsverteilung  im  Innern  des  Körpers  we- 
niger von  Interesse,  als  bei  dünnen  Stäben,  Platten  usw.,  da  ihre  Ab- 
messungen aus  konstruktiven  Rücksichten  meistens  so  reichlich  be- 
messen  werden,  dass  die  Spannungen  weit  unterhalb  der  zulässigen 
Grenze  bleiben.  Erhebliche  Spannungen  können  aber  in  der  Nähe 
der  Angriffspunkte  der  äusseren  Kräfte  auftreten  und  die  Untersuchung 
dieser  lokalen  Spannungen  ist  hauptsächlich  dann  von  Wichtigkeit, 
wenn  die  Kraftübertragung  durch  Berührung  an  einzelnen  Punkten 
oder  längs  einzelner  Linien  stattfindet.  Typische  Beispiele  liefern 
dazu  die  in  den  Lagern  zur  Anwendung  gelangenden  Kugeln  und 
Mollen,  ferner  verschiedene  Getriebe,  wie  Zahnräder,  Schnecken  usw. 
Annähernde  Untersuchungen  über  die  Eindrückung  der  Kugeln 
und  RoUen  (Walzen)  in  ebene  oder  gekrümmte  Flächen  gab  F.  Gras- 
hof^*^),  auf  genauer  mathematischer  Grundlage  ist  jedoch  das  Problem 
der  Berührung  elastischer  Körper  erst  von  H.  Hertz^^^)  gelöst  worden 
(vgl.  Art.  IV  25.  Tedone-Timpe,  Nr.  15b  und  IV  26.  Lamh,  Nr.  8d). 
Er  suchte  dadurch  einerseits  eine  Theorie  des  Stosses^  andererseits  eine 
theoretische  Grundlage  zur  Härtehestimmung  zu  geben;  seine  Resultate 
können  jedoch  auch  zur  Beurteilung  der  Beanspruchung  in  der  Nähe 
der  Berühningsstelle  herangezogen  werden.  W^erden  zwei  Kugeln  von 
demselben  Material  und  von  den  Radien  r^  und  r,  durch  die  Kraft  P 
gegeneinander  gedrückt,  so  entsteht  eine  kreisförmige  Druckfläche, 
deren  Halbmesser 


beträgt  {E  und  m  Elastizitätskonstanten).     Die  grösste  Spannung  tritt 
im  Mittelpunkte  der  Dnickfläche  auf  und  beträgt 


^   ^  "•  2  p*7r  ~~  TT  K  (m»  — l)»(m  -1)*      r,'- r,^ 

In  der  Praxis  ist  die  Berührung  zwischen  Kugel  und  Ebene,  bzw. 
zwischen  einer  Fläche,  deren  Krümmungshalbmesser  gross  ist  gegen  den 
Kugelradius    (z.  B.  zwischen  Kugeln  und  Wellenzapfen  in  den  Kugel- 


148)  F.  Grashof,   Theorie  der  Elast,  u.  Festigkeit.     Berlin  1878,  p.  4<>  usf. 

149)  H.  Hertz,    J.  für  Math.  92  (1882),  p.  166;    ferner  Verhandlungen   des 
Ver.  zur  Ford.  d.  Gewerbefl.  Gl  (1882),  p.  449. 
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lagern)    von  besonderer  Wichtigkeit.     Mit  —  ==  0  und   m  =  —  wird 


tf„.  =  0-388|/7';^ 


Diese  Formel  wird  zur  Beurteilung  der  Beanspruchung  benutzt;  man 
erhält  aber  sehr  abweichende  Werte  für  die  zulässige  Grenze  der  Be- 
lastung, je  nachdem  man  die  reduzierte  Spannung  oder  die  grösste 
Schubspannung  als  Maass  der  Beanspruchung  annimmt.  Man  ist  einst- 
weilen darauf  angewiesen,  die  zulässige  Grenze  für  [  i)  durch  Ver- 
suche festzustellen. 

Eingehende  Versuche  unternahmen  über  die  Festigkeit  und  Form- 
änderungen von  gehärteten  Stahlkugeln  G.  StribecJc^^'^)  und  Schwin- 
ning^^^).  Die  Messung  der  Abplattung  gegen  einander  gedrückter 
Kugeln  zeigt  gute  Übereinstimmung  mit  der  Theorie,  solange  die 
Formändenmgen  lediglich  elastisch  sind. 

Die  Festigkeit  von  zylindrischen  Rollen  untersuchten  JET.  Deslan- 
dres^^^)  und  C.  Bach^'"^).  Ein  Vergleich  mit  der  Eertsseh&a.  Theorie 
liegt  bisher  nicht  vor. 

Die  bei  Berührung  von  zylindrischen  Zähnen  der  Zahnräder  auf- 
tretenden Spannungen  betrachtete  auf  Grund  von  einfachen,  jedoch 
nicht  streng  begründeten  Aimahmen  0.  Lasche^^)]  eine  Anwendung 
der  Hertzschen  Gleichungen  gab  E.  Videkp^^^),  der  durch  Berechnung 
der  elastischen  Formänderungen  auch  die  Verteilung  des  Druckes  auf 
mehrere  gleichzeitig  im  Eingriff  stehenden  Zähne  bestimmte. 

11.  Kinetostatische  Beanspruchungen. 

Von  der  Bewegung  herrührende  Beanspruchungen  spielen  im  all- 
gemeinen eine  wesentliche  Rolle  bei  rotierenden  Maschinenteilen, 
sowie  bei  solchen,  welche  rasche  Geschwindigkeitsänderung  erfahren. 
Falls  man,  wie  in  Nr.  1  erwähnt  wurde,  auf  die  Wirkung  jener 
Trägheitskräfte  sich  beschränkt,  die  der  starren  Bewegung  ent- 
sprechen,  wird  die  Ermittelung  des  Spannungszustandes  auf  den  Fall 
statischer  Belastung  zurückgeführt,  dadurch,  daß  man  die  nach  den 
Regeln  der  Kinetostastik  (s.  Art.  IV  10,  K.  Heun-R.  v.  Mises)  ermittelten 

150)  G.  Stribeck,  Z.  d.  V.  d.  Ing.  45  (1901),  p.  73;  ibid.  51  (1907),  p.  1445; 
Mitteilungen  über  Forschungsarbeiten  2  (1901),  p.  1. 

151)  Schwinnimj,  Z.  d.  Y.  d.  Ing.  45  (1901),  p.  332;  vgl.  auch  F.  Reerwagen, 
ibid.  p.  1701. 

152)  H.  Deslandres,  Annales  des  ponts  et  chaussees  5  (1893),  p.  1160. 

153)  C.  Bach,  Z.  d.  V.  d.  Ing.  33  (1889),  p.  449;  ibid.  38  (1894),  p.  199. 

154)  0.  Lasche,  Z.  d.  V.  d.  Ing.  53  (1899),  p.  1417. 

155)  E.   Videky,  Z.  des  öst.  Ing.  und  Arch.-Ver.  60  (1908),  p.  579. 
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Trägheitskräfte  als  stetig  verteilte  Last  zu  den  äusseren  Kräften 
hinzufügt. 

IIa.  Kinetostatisehe  Beanspruchung  der  Stäbe.  Bei  Maschinen- 
teilen, die  als  dünne  Stäbe  betrachtet  werden  dürfen,  kann  man  die 
Trägheitskräfte  für  ein  Stabelement  integrieren  und  die  so  ermittelte 
Resultierende  als  eine  längs  der  Zentrallinie  stetig  verteilte  Last  zu 
den  äusseren  Kräften  hinzufügen.  Man  erhält  aber  auch  unmittelbar 
die  resultierende  Kraft  und  das  resultierende  Moment  für  einen  Quer- 
schnitt, wenn  man  den  betreifenden  Stab  in  dem  starr  gedachten 
Mechanismus  durch  seine  Zentrallinie  ersetzt  und  die  SchniWcraft  und 
das  Schnittmoment  in  bezug  auf  den  betreffenden  Querschnitt  nach 
den  Methoden  der  Kinetostatik  ermittelt. 

Als  Beispiel  sei  die  Festigkeitsberechnung  der  Schubsfangen  rasch 
laufender  Maschinen,  sowie  die  Beanspruchung  rotierender  Hinge  slh- 
geführt^^''). 

Für  die  Berechnung  der  Schubstangen^^')  ermittelt  man  durch 
Kechnung  oder  graphisch  jene  Kurbelstellung,  welche  für  die  Schub- 
stange die  srrösste  Belastunof  liefert.  Man  hat  es  dann  mit  einem  Falle 
kombinierter  Druck-  und  Biegungsbeanspruchung  zu  tun.  Vgl.  IV  10b 
Nr.  13  (ß.  V.  Mises). 

In  einem  gleichförmig  rotierenden  kreisförmigen  Ringe  —  dessen 
Querschnittsabmessungen  klein  sind  gegen  den  Ringdurchmesser  — 
entsteht  bei  Vernachlässigung  des  Einflusses  der  Radarme  die  mittlere 
Zugspannung 

(33)  ^^=]^' 

{y  spezifisches  Gewicht  des  Materials,  g  Beschleunigung  der  Schwere. 
U  Umfangsgeschwindigkeit).  Durch  Festsetzung  einer  zulässigen  Span- 
nung ergiebt  sich  daher  eine  obere  Grenze  für  die  Umlaufgeschwindigkeit, 
welche  nur  von  den  Materialkonstanten,  nicid  aber  von  den  Abmessungen 
abhängig  ist.  Gl.  (33)  wird  zu  einer  ersten  Abschätzung  der  in  einem 
Schivungradkranze  entstehenden  Spannung  benutzt.  Berücksichtigt  mau 
den  Einfluss  der  Radarme,  so  fällt  zwar  die  mittlere  Spannung  geringer 
aus,  es  treten  jedoch  Biegungsspannungen  hinzu,  so  dass  die  maximale 
Spannung  im   allgemeinen  höher   ist,  als  der  Wert  nach  Gl.  (33)^^^^). 


166)  Als  weitere.s  Beispiel  sei  die  Beanspruchung  von  rotiereudeu  Regulator- 
federn durch  ihre  eigene  Zentrifugalkraft  erwähnt.  ,-1.  Siodola .  Z.  d.  V.  d.  Ing. 
13  (190.S),  p.  528;  ,/.  Lüttmann,  Z.  d,  V.  d.  Ing.  hl  ylWl)^  p.  17Ö8:  J.  Zi-onizck, 
Z.  d.  V.  d.  Ing.  52  (1908),  p.  ;^03. 

157)  Vgl.  z.  B.  J.  Pemj,  Phil.  Mag.  33  ^1892),  p.  2(39. 

158)  Betretfs   Litteraturangaben   vgl.    die   Fussnoten   TT"),  78\  79)   und   81V 
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IIb.  Kinetostatische  Beanspruchung  der  Platten  (Scheiben). 

Von  grosser  praktischer  Wichtigkeit  ist  die  Festigkeitsbcrechniing 
rotierender  Scheiben,  mit  Rücksicht  auf  die  „Explosionsgefahr"  der 
Schleifsteine  und  anderer  in  rascher  Rotation  begriffener  Scheiben,  ferner 
mit  Rücksicht  auf  die  zweckmässige  Gestaltung  der  Danipfturbinen- 
räder,  bei  denen  man  die  Sicherheit  mit  möglichst  günstiger  Material- 
ausnützung  verknüpfen  will.  Bei  gleichförmiger  Drehung  liefert  die 
Zentrifugalkraft  eine  stetig  verteilte,  radiale  Belastung,  die  die  Scheibe 
in  ihrer  eigenen  Ebene  verzerrt  (vgl.  auch  Art.  IV  25  Tedone-Timpe, 
Nr.  10  a). 

a)  Scheiben  mit  konstanter  Dicke.  Die  strenge  Lösung  für  den 
Spannuugszustand  in  einem  gleichmässig  rotierenden  Kreiszylinder  gab 
F.  Pnrser^^^),  angenäherte  Lösungen  C.  ühree^^^)  und  J.  H.  Michell^^^). 
Für  geringe  Scheibendicken  wird  die  strenge  Lösung  durch  die  Lösung 
des  ebenen  Probleins  genügend  angenähert,  welche  von  J.  Cl.  Maxwell  ^^^) 
angegeben  wurde.  Auch  für  Scheiben  mit  grösserer  Dicke  liefert  der 
ebene  Spannungszustand  Mittelwerte  für  die  Spannungen,  die  für  prak- 
tische Rechnungen  ebenfalls  genügend  genau  sind. 

Werden  die  Mittelwerte  für  die  tangentielle  und  radiale  Spannunu; 
mit  6^  und  ö^  bezeichnet,  so  lautet  die  Gleichgewichtsgleichv  g 
in  Polarkoordinaten  (w  Winkelgeschwindigkeit) 

(34)  -f  (,^)_^,  +  j.,.2co^=0 
und  die  Kompatibilitätsgleichung 

(35)  (1  +  m)  {6^  —  a])  =  r ^  {m a]  —  ^) . 

Die  Gleichungen  34)  und  35)  liefern  die  Differentialgleichung  für  tf^ 
(00)  r-  -y-^-  +  or— 5-^  H —  yr-'or^  0 


159)  F.  Piirser,  Irish  Acad.  Dublin.  Trans.  32  (1902),  p.  31. 

160)  C.  Chree,  Cambr.  Phil.  Soc.  Proc.  7  (1891),  p.  201  u.  283. 

161)  /.  H.  Michell,  London  math.  Soc.  Proc.  31  (1899),  p.  124. 

162)  /.  Cl  Maxwell,  Edinb.  Roy.  Soc.  Trans.  20  (1856),  p.  87;  Scientißc 
Papers  I,  p.  30.  Das  Problem  wurde  —  augenscheinlich  ganz  unabhängig  von 
einander  —  von  J.  Hopkinson,  Messenger  of  math.  2  (1871),  p.  873,  R.  Grossmann, 
Yerhdlgen.  des  Ver.  zur  Beförderung  des  Gewerbefl.  62  (1883)  p.  216,  und  JI.  Grübler, 
Festschrift  Riga  1887,  p.  183  und  Z.  d.  Y.  d.  Ing.  41  (1897),  p.  860,  behandelt. 
Die  Hopkinsonsche  Arbeit  enthält  einen  Rechnungsfehler,  der  auch  das  Re- 
sultat stört. 

Encyklop.  d.  math.  Wissensch.     IV  2,  u.  24 
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und  die  Ausdrücke  für  die  Spannungen: 

0^  =  A  —  -^  —  ya^  — g^^  r^ 

^^  —  .  5  2   m  —  3     2 

'  T'         '  8m 

Die  Integrationskonstanten  werden  dadurch  bestimmt,  dass  an  der 
äusseren  Begrenzung  Spannungsfreiheit,  an  der  inneren  Bohrung  zu- 
meist ein  gewisser  Montierungsdruck  voraussetzt  wird. 

Diese  einfache  Theorie  wurde  von  M.  G-rühler'^^^)  zum  Vergleich 
mit  Festigkeitsversuchen  an  ScJileifsteinen  aus  Sandstein  herangezogen. 
Er  fand  die  theoretische  Folgerung  bestätigt,  dass  die  Festigkeit  einer 
vollen  Scheibe  durch  eine  Bohrung  erheblich  vermindert  wird.  Die 
Versuche  stehen  aber  insofern  nicht  im  Einklang  mit  der  Theorie, 
als  die  Rechnung  für  die  Umdrehungszahlen,  bei  denen  sich  erst 
Risse   zeigten,   erheblich  grössere  Spannungen  ergiebt  als  die  direkte 

durch  Zugversuche  ermittelte  Zugfestigkeit 
des  Sandsteins  ^^).  Ob  die  Grundlagen  der 
Rechnung  unsicher  sind  —  da  der  Sand- 
stein nicht  dem  Proportionalitätsgesetze  ge- 
horcht —  oder  Schwierigkeiten  experimen- 
teller Natur  vorliegen,  ist  bisher  nicht  ent- 
schieden worden  ^^^). 

ß)     Scheiben    mit    veränderlicher    Diele. 
Man    erhält    eine    erste  Annäherung,    indem 
Fig.  9.  man    für    die    Spannungen    und    Formände- 

rungen Mittelwerte  über  die  veränderliche 
Dicke  bildet  und  voraussetzt,  dass  zwischen  diesen  Mittelwerten  die- 
selben Kompatibilitätsbedingungen  bestehen,  wie  zwischen  den  Span- 
nungen selbst.  Die  Gleichgewichtsgleichung  ^^®)  für  diesen  „verall- 
gemeinerten ebenen  Spannungszustand"  lautet,  falls  z  =  z{t')  die  ver- 
änderliche Dicke  bezeichnet  (s.  Figur  9): 

j^{rz6r)  —  z6^^-{-  yr^zc3^=  0, 

während  Gl.  (35)   unverändert    bleibt.     Man    erhält    alsdann   folgende 


163)  M.  Grübler,  Z.  d.  V.  d.  Ing.  41  (1897),  p.  860. 

164)  Vgl.  M.  Grübler,  Z.  d.  V.  d.  Ing.  43  (18i>9\  p.  1294  und  ibid.  50  (1906). 
p.  294. 

165)  Vgl.  M.  Ensslin,  Z.  d.  V.  d.  Ing.  44  (1900),  p.  1577;   W.  Schult,  Dingler.> 
pol.  Joum.  315  (1900),  p.  36;  M.  Grübler,  Z.  d.  V.  d.  Ing.  44  (1900),  p.  1157. 

166)  A.  Stodola,  Die  Dampfturbinen,  3.  Aufl.  1905,  p.  154. 
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DiflFerentialgleichung  für  0^ 

und  eine  ähnliche  Gleichung  für  er,. 

Die  Meridiankurven  der  Scheibenräder  kann  raan  oft  mit  ziem- 
licher Genauigkeit  durch  den  Ansatz 

2  =  Cr" 

annähern,  und  für  diesen  Ansatz  vermag  man  die  Gl.  (38)  in  endlicher 
Form  zu  integrieren.  In  der  Praxis  hat  man  aber  zumeist  die  um- 
gekehrte Aufgabe  zu  lösen,  d.  h.  von  einer  gewissen  Spannungsver- 
teilung ausgehend  das  entsprechende  Profil  zu  entwerfen.  Um  gute 
Materialausnützung  zu  erzielen,  sucht  man  der  „Form  gleicher  Festig- 
keit" (gleicher  Beanspruchung)  möglichst  nahe  zu  kommen.  Ä.  Basch 
und  Ä.  Leon^^'')  untersuchten  ausführlich  die  Formen  gleicher  Be- 
anspruchung entsprechend  den  verschiedenen  Annahmen  bezüglich  der 
Bruchgefahr  (s.  Nr.  1).  Man  hat  dann  im  allgemeinen  eine  Beziehung 
zwischen  ^  und  6^  und  erhält  nun  aus  (38)  eine  Diü'erentialgleichung 
2.  Ordnung  für  die  Dicke  z  =  z{r),  d.  h.  eine  zweiparametrige  Schaar 
von  möglichen  Meridiankurven.  Die  Lösungen,  die  den  Bedingungen 
6^  =  0^=  konst  entsprechen,  sind  in  der  afiinen  Kurvenschaar 

(39)  z  =  z^e~''^'^'^ 

enthalten  (Zq  eine  Konstante,  6  der  gemeinsame  konstante  Wert  von 
6~^  und  €f).  Diese  Formel  wird  schon  seit  längerer  Zeit  in  der  Kon- 
struktionspraxis benützt  *^^). 

Da  man  durch  konstruktive  Gründe  zumeist  gezwungen  ist,  bei 
der  Gestaltung  der  Scheibenräder  von  den  Formen  gleicher  Festigkeit 
wesentlich  abzuweichen,  hat  Ä.  Stodola'^^^)  ein  allgemeines  Verfahren 
zur  graphischen  Integration  der  Gl.  (38)  angegeben;  er  verfügt  dabei 
über  die  Spannungen  in  der  Weise,  dass  zwischen  guter  Materialaus- 
nützung und  konstruktiven  Forderungen  ein  richtiger  Ausgleich  ge- 
troffen wird. 

11c.  Rotierende  Körper  mit  endlichen  Abmessungen.  Ist  die 
Scheibendicke    nicht    klein    und    insbesondere    rasch    veränderlich,    so 


167)  A.  Basch  und  Ä.  Leon,  Wien.  Ber.  116  (1907)  p.  1353. 

168)  Namentlich  wurden  die  Scheibenräder  der  Lavalschen  Dampfturbinen 
nach  dieser  Formel  entworfen. 

169)  A.  Stodola,  Die  Dampfturbinen,  3.  Aufl.  1905,  p.  170. 
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kann  der  „verallgemeinerte  ebene  Spannungszustand"  nur  als  rohe 
Annäherung  gelten.  Insbesondere  ist  dies  der  Fall,  wenn  die  Meridian- 
kurve scharfe  Krümmung  aufweist.  A.  Stodola^'^ )  geht  von  den  all- 
gemeinen Gleichungen  für  den  axensymmetrischen  Spannungszustand 
aus,  und  indem  er  die  Lösung  der  GL  (38j  als  erste  Annäherung  zu- 
lässt,  sucht  er  dieselbe  durch  successive  Approximationen  zu  berichtigen. 
Um  die  Brauchbarkeit  seines  Approximationsverfahrens  zu  prüfen, 
wendet  er  dasselbe  auf  den  von  C.  Chree^''^)  streng  behandelten  Fall 
des  Rotationsellipsoids  an.  Er  findet,  dass  schon  die  zweite  Approxi- 
mation genügend  genau  wird. 

12.  Beanspruchung  durch  Schwingungen. 

12  a.  Allgemeines.  Die  von  den  elastischen  Schwingungen  her- 
rührende Beanspruchung  wird  meisten.s  als  „dynamische  Beanspruchung^' 
bezeiclinet.  Im  allgemeinen  bietet  es  keine  prinzipielle  Schwierigkeit 
—  wenigstens  so  weit  es  sich  um  Konstruktionsteile  handelt,  die  als 
dünne  Stäbe  oder  Platten  betrachtet  oder  aus  solchen  aufgebaut  werden 
können  —  die  mit  der  elastischen  Bewegung  verbundenen  Form- 
änderungen und  Spannungen  durch  Heranziehung  der  Theorie  der 
Schwingungen  elastischer  Systeme  (vgl.  Art.  IV  26,  H.  Lamh)  zu  be- 
stimmen. So  haben  z.  B.  H.  Besal  ^'%  E.  PhilUps  ''^),  B.  de  St.  Venant  ^ '* ) 
die  Schwingungstheorie  dünner  Stäbe  auf  die  Untersuchung  der 
Schwingungsvorgünge  in  einzelnen  Teilen  eines  Kurhehnechanismas  ange- 
wendet, wobei  besonders  E.  Fhillips  sowohl  die  Trägheitskräfte  der 
bewegten  Teile,  als  die  Änderung  des  Dampfdi'uckes  berücksichtigte.  Diese 
mathematisch  exakten  Untersuchungen  fanden  allerdings  wenig  An 
klang  in  der  technischen  Literatur  und  Praxis,  und  zwar  einerseits 
wegen  der  Umständlichkeit  der  Rechnungen,  andererseits  aber  auch 
deshalb,  weil  wir  die  mathematisch  gewonnenen  Aufschlüsse  mit  unseren 
mangelhaften  physikalischen  Kenntnissen  über  den  EinÜuss  der 
schwingungsartigen  Belastung  auf  die  FestigJ:eitseigenschaften  des  Ma- 
terials nicht  entsprechend  zu  verwerten  vermögen.  So  steht  der 
Gewinn  zumeist  nicht  im  Verhältnis  zu  der  bei  der  Rechnung  auf- 
gewendeten Zeit  und  Mühe.  In  der  Praxis  begnügt  man  sich  daher 
oft  damit,    daß    man  die   statisch   ermittelten  Spannungen   mit   einem 

170)  Ä.  Stoduht,  Z.  d.  V.  a.  Ing.  öl    ,VJ01),  p.  1269. 

171)  C.  Chree,  London  Royal  Soc.  Proceedings  58  (1895),  p.  39. 

172)  H.  Eesal,  Anuales  des  mines  9  (1856),  p.  233. 

173)  is.  Phiflips.  Journ.  des  math.  9  (1864),  p.  2.i. 

174)  .4.  Clebsch,  Theorie  de  l'elasticite  des  corps  solides  traduit  par  />'.  d< 
St.  Venant  et  A.  Flamant  avec  des  note^  de  B.  ile  St.  Venattt,  Paris  1883, 
p.  548  usf. 
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entsprechend    vergrösserten    Sicherheitsfaktor    in   Rechnung   setzt  (vgl. 
Nr.  1)»"). 

Aber  auch  in  jenen  Fällen,  in  denen  eine  nähere  Untersuchung 
der  Schwingungsvorgänge  notwendig  erachtet  wird  (Resonanz,  stoss- 
weise  Belastung),  gelangt  man  zumeist  schon  mit  Hilfe  einfacher 
Approximationsmefhodcn  zu  genügend  genauen  Resultaten.  Eine  erste, 
allerdings  oft  ungenügende  Näherungsrechnung  vernachlässigt  die 
eigenen  Trägheitskräfte  des  schwingenden  elastischen  Körpers  gegen 
die  äusseren  Kräfte  oder  die  Trägheitskräfte  der  mitschwingenden 
und  als  starr  betrachteten  Massen  (z.  B.  die  eigene  Trägheit  der  Wellen- 
masse gegen  die  der  aufgekeilten  Scheiben).  Eine  zweite,  im  all- 
gemeinen viel  bessere  Annäherung  erhält  man  durch  die  summarische 
Berücksichtigung  der  Trägheit  nach  einer  von  H.  Cox^''^)  herrühren- 
den und  von  B.  de  St  Venant^"^'')  in  verschiedenen  Fällen  angewendeten 
Approximationsmethode.  Diese  führt  das  allgemeine  Schwingungs- 
problem lediglich  auf  ein  elastisches  Gleichgeivichtspröblem  und  ein 
Beivegungsproblem  mit  endlichen  Freiheitsgraden  zurück,  dadurch,  dass 
sie  die  Gestalt  des  schwingenden  elastischen  Körpers  (namentlich  bei 
dünnen  Stäben  oder  dünnen  Plattenj  der  Lösung  von  entsprechenden 
statischen  Aufgaben  entnimmt.  Um  zu  einer  solchen  Losung  zu  ge- 
langen, erteilt  man  zunächst  den  Angriffspunkten  der  äusseren  Kräfte 
(bzw.  Momente)  und  der  Trägheitskräfte  der  mitschwingenden  Massen 
beliebige  Verschiebungen  und  denkt  sich  den  Körper  statisch  de- 
formiert durch  Kräfte  (bzw.  Momente),  die  an  diesen  Punkten  an- 
greifen und  ihnen  gerade  die  gewählten  Verschiebungen  erteilen;  als- 
dann lässt  sich  die  Verschiebung  eines  beliebigen  Punktes  durch  die 
Verschiebungen  jener  ausgezeichjieten  Funkte  als  Parameter  ausdrücken 
Benützt  man  die  Lösung  dieser  statischen  Aufgabe  als  annähernden  Ansatz 
für  die  jeweilige  deformierte  Gestalt  des  schwingenden  Systems,  so 
erhält  man  die  potentielle  und  kinetische  Energie  (bzw.  Impuls)  des- 
selben ausgedrückt  in  den  Verschiebungen  und  Geschwindigkeiten  von 


1751  In  neuerer  Zeit  wurde  —  im  Gegensatz  zu  diesem  Verfahren  —  die 
Notwendigkeit  für  einen  „dynamischen  Ausbau  der  Festigkeitslehre"  von  A. 
Sommerfeld  betont  (Z.  d.  V.  d.  Ing.  46  (1902),  p.  390). 

176)  H.  Cox,  Cambridge  Phil.  Soc.  Trans.  9  (1849),  p.  73. 

177)  Vgl.  Ä.  Clebsch,  Theorie  de  l'elasticite  des  eorps  solides,  Paris  1883, 
p.  567  ff.  —  Ähnlich  ist  das  Verfahren  von  Lord  Bayleigh,  The  Theory  of  sound 
2.  ed.  London  1894,  I,  p.  111  ff.  und  287  ff.  —  Die  Methode  von  Bayleigh  ist  in- 
dessen allgemeiner,  indem  er  offen  lässt,  welche  hypothetische  Typen  man  für 
die  Gestalt  des  schwingenden  Systems  wählen  soll.  Vgl.  A.  E.  H.  Love,  Lehr- 
bucb  der  Elastizität,  Leipzig  1907,  p.  506. 
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Punkten  mit  endlicher  Anzahl,  wodurch  das  Problem  auf  ein 
Schwingungsproblem  mit  endlichen  Freiheitsgraden  zurückgeführt  ist. 

Für  die  technische  Festigkeitslehre  kommen  hauptsächlich  zwei 
Schwingungsprobleme  in  Betracht:  erzwungene  Schwingungen  durch 
periodisch  veränderliche  Belastung  und  Schwingungen  infolge  plötzlicher 
(sehr  rasch  anwachsender)  Belastung.  Beide  Fälle  werden  in  der 
technischen  Literatur  zumeist  mit  Hilfe  der  eben  angedeuteten  An- 
näherungsmethoden behandelt. 

12  b.  Periodisch  veränderliche  Belastung.  Die  nähere  Unter- 
suchung der  durch  periodisch  veränderliche  Belastung  erzwungenen 
Schwingungen  ist  vornehmlich  in  jenen  Fällen  von  Bedeutung,  welche 
zur  Resonanz  führen  können.  In  diesen  Fällen  treten  sehr  erhebliche 
Formänderungen  und  Spannungen  auf;  ausserdem  stört  die  Resonanz 
den  gleichförmigen  Gang  der  Maschinen. 

Die  durch  periodische  Zug-  und  Druckkräfte  erzwungenen  longi- 
tudinalen  Schwingungen  von  Schubstangen  untersuchten  H.  B4saW'^) 
und  E.  Phillips^"'^) ,  und  zwar  —  wie  schon  erwähnt  wurde  — 
nach  den  Methoden  der  exakten  Schwingungstheorie.  Die  Trägheits- 
kräfte rufen  gleichzeitig  Biegungsschwingungen  hervor,  die  besonders 
bei  rasch  laufenden  Maschinen  die  Beanspruchung   erheblich  erhöhen 

können.     Die    Schwingungen    der    Schubstangren    rasch    laufender  Ma- 
cs    o  o 

schinen  sind  in  neuer  Zeit  näherungsweise  durch  H.  Sellentin^''^) 
untersucht  worden.  Eine  Resonanzgefahr  liegt  bei  Schubstaugen  nur 
ganz  ausuahmsweise  vor. 

Näher  liegt  die  Gefahr  der  Resonanz  bei  Wellen,  die  durch  ein 
veränderliches  Torsionsmoment  beansprucht  werden,  wie  dies  z.  B.  bei 
Antrieb  durch  Kolbenmaschinen  der  Fall  ist.  Das  veränderliche  Dreh- 
moment, dessen  Periode  durch  die  Umdrehungszahl  der  Maschine  be- 
stimmt wird,  ist  zumeist  aus  dem  sogenannten  „Tangentialdiagramm'' 
der  Antriebsraaschine  (s.  Art.  IV  10  b,  R.  v.  Mises)  bekannt  und  kann 
am  einfachsten  durch  eine  endliche  trigonometrische  Reihe  angenähert 
werden.  Für  die  Schwingungen  einer  Welle  mit  einem  Schwungrad 
vom  Trägheitsmoment  J,  die  an  dem  einen  Ende  durch  ein  veränder- 
liches Drehmoment,  an  dem  andern  Ende  durch  einen  konstauten 
Widerstand  beeintiusst  wird,  erhält  man  mit  Vernachlässigung  der 
eigenen  Masse  die  Dilferentialgleichung : 

(40)  J'^^^,  -\-  '^  (p  =  M^  -f  M^  cos  (cot)  +  3/2  cos  {2at) 


-j \-  31^003  {UGjt) 


178)  Vgl.  die  Fußnoten  172)  und  173^ 

179)  H.  Sdlmtin,  Schiffbau  4  (1902),  p.  .-^70. 


12  b.  Periodisch  veränderliche  Belastung.  365 

(9p  relative  Verdrehung  der  Wellenendeu,  Ä  Torsionssteifigkeit  des 
Querschnittes,  /  Länge,  a  Umdrehungsgeschwindigkeit  der  Welle). 
Die  homogene  Gleichung  ergiebt  die  Eigenschwingungen  der  Welle. 
Die  Berücksichtigung  der  eigenen  Trägheit  liefert  nach  der  oben  an- 
gedeuteten Apjiroximationsmethode  einen  konstanten  Beitrag  zum 
Trägheitsmoment  des  Schwungrades^^").  Die  Berechnung  der  Eigen- 
schwingungszahl kann  aber  bei  komplizierter  Gestalt  der  Welle  oder 
ungleichmässiger  Anordnung  der  Massen  sehr  umständlich  werden. 
Einige  praktisch  wichtige  Fälle  behandelten  P.  Roth^^^),  H.  Holzer ^^^), 
ferner  C.  Chree,  H.  R.  Sankey  und   W.  E.  W.  Millington^^^). 

Die  Resonanz  wird  durch  Koinzidenz  der  Umdrehungszahl  oder 
eines  nicht  sehr  grossen  Vielfachen  derselben  mit  der  Frequenz  der 
Eigenschwingungen  hervorgerufen.  Durch  Berücksichtigung  der  Vis- 
kosität des  Wellenmaterials,  die  zur  Gl.  (40)  ein  -^  enthaltendes  Glied 

liefert,  kann  man  auch  die  grösste  Amplitude  berechnen;  ohne  Berück- 
sichtigung der  inneren  Reibung  fällt  diese  unendlich  gross  aus. 

Die  Eigenschwingungszahl  der  Wellen  liegt  in  den  meisten  prak- 
tischen Fällen  sehr  hoch  über  der  Umdrehungszahl  derselben;  als 
Ausnahmefälle,  in  welchen  Resonanz  auftreten  kann,  können  die 
Wellen  von  sehr  rasch  laufenden  Motoren,  ferner  die  langen  WeUen- 
leitungen  der  Schraubendampfer  angeführt  werden. 

Bei  Betrieben  mit  hoher  Umdrehungszahl  kann  namentlich  die 
Wirkungsweise  des  Schwungrades  durch  die  Torsionsschwingungen 
erheblich  beeinträchtigt  werden,  wie  dies  A.  Sommerfeld^^)  an  einem 
Beispiel  zeigte.  Man  darf  in  diesem  Falle  nicht  schlechthin  von  einem 
Ungleichförmigkeitsgrad  der  Welle  sprechen,  da  jedem  Wellenquer- 
schnitt ein  anderer  Ungleichförmigkeitsgrad  zukommt,  und  dieser  kann 
an  der  Stelle  der  Energieabnahme  erheblich  grösser  sein,  wie  auf 
Ginind  der  Annahme  einer  starren  Welle  berechnet  wird. 

Die  Resonanz  bei  Torsionsschwingungen  der  Schiffswellen  wurde 
von  G.  Bauer ^^^),  H.  Frahm^^^)  durch  Versuche  und  Rechnung,  femer 

180)  Der  Vorgang  von  H.  Lorenz,  an  den  beiden  Wellenenden  je  die  Hälfte 
der  Wellenmasse  zu  vereinigen  (Dynamik  der  Kurbelgetriebe,  Leipzig  1901, 
p.  136    ist  nicht  richtig. 

181)  P.  Both,  Z.  d.  V.  d.  Ing.  48  (1904),  p.  564. 

182)  H.  Holzer,  Schiffbau  8  (1907),  p.  823. 

183)  C.  Chree,  H.  E.  Sankey,  W.  E.  W.  Millington,  Inst.  Civ.  Eng.  Min.  of 
Proc.  162  (1905),  p.  371. 

184)  A.  Sommerfeld,  Z.  d.  V.  d.  Ing.  46   ■1902),  p.  390. 

185)  G.  Bauer,  Schiffsbautechn.  Ges.  Jahrbuch  1  (1900j,  p.  311. 

186)  H.  Frahm,   Z.  d.  V.  d.  Ing.  46   (1902),    p.  797.     Femer  Mitteilungen 
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von  H.  Lorenz^^'')  und  L.  Gütnhel^^^)  theoretisch  untersucht.  Man 
wurde  auf  die  Erscheinung  durch  Wellenbrüche,  die  nach  der  statischen 
Berechnung  durchaus  unerklärlich  waren,  ferner  durch  den  ungleich- 
förmigen Gang  der  Antriebsmaschinen  aufmerksam  (vgl.  Art.  IV  10  b, 
R.  V.  Mises).  Das  Problem  ist  etwas  verschieden  von  den  bisher  er- 
wähnten, da  der  Propellerwiderstand  selbst  eine  Funktion  der  Um- 
drehung.sgeschwindigkeit  ist  und  folglich  eine  Art  Dämpfung  liefert. 
Frahrn^^^)  ermittelte  das  veränderliche  Drehmoment  aus  den  Dampf- 
diagrammen der  Antriebsmaschinen  (mit  Berücksichtigung  der  Träg- 
heitskräfte der  bewegten  Massen)  und  setzte  die  Veränderlichkeit  des 
Propellerwiderstandes  nach  einer  empirischen  Formel  in  Rechnung. 
Die  berechneten  Werte  für  die  grössten  Amplituden  sind  durchaus 
mit  etwa  20 — 25  v.  H.  grösser,  als  die  gemessenen,  wahrscheinlich 
deshalb,  weil  die  innere  Reibung  des  Materials  bei  der  Rechnung 
unberücksichtigt  blieb. 

Die  transversalen  Eigenschwingungen  (Biegungsschiringungen)  von 
Wellen  wurden  für  einige  typische  Fälle  von  P.  Roth^^^)  und  C.  Chree, 
H.  R.  Sankey,  W.  E.  W.  Millington^*^^)  berechnet.  Es  könnten  ausser- 
dem an  dieser  Stelle  die  Untersuchungen  über  das  Schleudem  rotieren- 
der Wellen  angeführt  werden,  da  diese  Erscheinung  (mit  Vernach- 
lässigung der  Schiefstellung  der  Scheiben,  vgl.  Nr.  13b)  als  Resonanz 
zwischen  der  der  Richtung  nach  veränderlichen  Zentrifugalkraft,  als 
eingeprägter  Kraft,  und  den  transversalen  Eigenschwingungen  de» 
ruhenden  Systems  gedeutet  werden  kann.  Da  aber  die  Resonanz  mit 
der  Labilität  der  stationären  Rotationsbewegung  zusammenfällt,  und 
dies  für  das  Problem  wegen  der  Analogie  mit  statischen  StabilitUts- 
fragen  charakteristischer  erscheint,  so  soll  die  Frage  in  Nr.  13 
(Stabilitätsprobleme)  behandelt  werden  ^^). 

12  c.  Plötzliche  Belastung.  Stoss.  Man  kann  zwei  Fälle  unter- 
scheiden, je  nachdem  die  Kraft  oder  die  Energiemenge  gegeben  ist,  die 
plötzlich  oder  in  sehr  kurzer  Zeit  auf  den  elastischen  Körper  über- 
tragen wird. 

über  Forschungsarbeiten  6  (1902),  p.  SU;  auch  Verhandlungen  der  Ges.  deutscher 
Naturforscher  und  Ärzte,  Hamburg  (1901 1. 

187)  H.  Lorenz,  Inst,  of  Naval  Arch.  Trans.  42  i,1900;,  p.  175;  ferner  Dy- 
namik der  Kurbelgetriebe,  Leipzig  1901,  p.  136.     Vgl.  Fussnote  180). 

188)  L.  Gümbel,  Inst,  of  Naval  Arch.  Trans.  44  (1902),  p.  138. 

189)  Vgl.  Fnssnoten  181)  und   183). 

190)  Ks  konnte  uaturgemäss  nicht  beabsichtigt  werden,  sämtliche  elastisch«* 
Schwingungsprobleme  der  Maschinentechnik  anzuführen.  —  Für  Vibrationen  des 
gchifiFskörijers  vgl.  Art.  IV  22  {Kriloff)  Nr.  tt. 
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cc)  In  dem  ersten  Falle  —  plötzliche  Bf^lastung  (Inrch  eine  ge- 
gegebene Kraft  —  liefern  für  die  grösste  Formänderung  beide  Approxi- 
mationsmethoden der  Nr.  12  a  den  doppelten  Betrag  der  derselben 
Kraft  entsprechenden  statischen  Deformation.  Diese  Regel  folgt  aus 
einer  einfachen  Energiebetrachtung  und  ist  bereits  von  Th.  Younff^^^ ) 
und  später  von  J.  V.  Foncclct^^-)  gefunden  worden.  Sie  kann  mit 
den  Ergebnissen  exakter  Untersuchungen  verglichen  werden,  wenn 
man  annimmt,  dass  die  plötzliche  Belastung  von  dem  Gewicht  eines 
starren  Körpers  herrührt,  welcher  plötzlich  —  jedoch  ohne  Anfangs- 
geschwindigkeit —  mit  dem  Stabe  verbunden  wird.  Wird  z.  B.  ein 
Gewicht  (^  an  dem  freien  Ende  eines  vertikal  aufgehängten  Stabes 
vom  Eigengewicht  G  plötzlich  angehängt,  so  beträgt  nach  der  exakten 
Rechnung   die   grösste  Dehnung,    die   während   der  Schwingungen   an 

dem  befestigten  Stabende  auftritt  ^^^) ,  schon  für  ~  ^  2  bzw.  4  den 
1.68  bzw.  1.84  fachen  Wert  der  durch  das  Gewicht  Q  statisch  her- 
vorgerufenen Dehnung.  Für  grosse  Werte  des  Verhältnisses  5;  nähert 
sich  die  grösste  Dehnung  dem  durch  die  Approximationsmethode 
gelieferten  Grenzwert;  da  im  Maschinenbau  die  belastenden  Kräfte 
zumeist  sehr  gross  sind  gegen  das  Eigengewicht  der  Konstruktions- 
teile, so  kann  man  für  plötzliche  Belastung  die  Regel  von  der  doppelten 
statischen  Beanspruchung  zumeist  gelten  lassen. 

ß)  Von  den  Aufgaben  der  zweiten  Art  —  plötzliche  Übertragung 
einer  gegebenen  Energiemenge  —  sind  vornehmlich  verschiedene  Fälle 
der  Stossbelastung  dünner  Stäbe  durch  einen  mit  gegebener  Ge- 
schwindigkeit anprallenden  starren  Körper  behandelt  worden.  Die 
zweite  in  Nr.  12  a  entwickelte  Approximationsmethode  ermöglicht  in 
diesem  Falle  den  Anteil  der  eigenen  Trägheit  des  Stabes  an  dem 
Stossvorgang  und  an  den  darauffolgenden  Schwingungen  summarisch 
zu  berücksichtigen. 

Bei  longitudinalem  Stoss  durch  einen  am  Ende  des  Stabes  an- 
prallenden starren  Körper  nimmt  man  an,  dass  die  Längenänderung 
in  jedem  Moment  gleichmässig  verteilt  ist^^^),  und  findet  nach  dieser 

191)  Th.  Young,  A  course  of  lectures  on  natural  philosophy  and  the  me- 
chanical  arts  London  1807,  I,  p.  135. 

192)  /.  V.  Poncelet,  Introduction  ä  la  mecanique  industrielle,  physique  et 
experimentale.     3.  ed.  Paris  1870,  p.  418. 

193)  A.  E.  H.  Love,  Lehrbuch  der  Elastizität,  deutsch  von  A.  Timpe, 
Leipzig  1907,  p.  500. 

194)  Diese  Annahme  läuft  offenbar  darauf  hinaus,  dass  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit der  Dilatationswelle  als  sehr  gross  gegen  die  Geschwindigkeit 
der  schwingenden  Teile  betrachtet  wird. 
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Annahme,  falls  das  andere  Stabende  festgehalten  wird,  ein  Drittel  der 
Eigenmasse  des  Stabes  als  Beitrag  desselben  zu  der  Trägheit  des 
stossenden  Körpers  ^^^).  Alsdann  lautet  die  Impulsgleichung  für  die 
plötzliche  Geschwindigkeitsänderung  {G  Gewicht  des  Stabes,  Q  das 
Gewicht  des  stossenden  Körpers,  c  und  c  Geschwindigkeit  desselben 
unmittelbar  vor  und  nach  dem  Stosse): 


und  daraus: 

(41j 

t                 c 

+  3    Q 

Bei  transversalem  Stoss  eines  an  beiden  Enden  drehbar  gelagerten 
dünnen  geraden  Stabes  in  der  Stabmitte  benützt  man  für  die  Durch- 
biegung eines  beliebigen  Punktes  in  der  Entfernung  x  von  der  Stab- 
mitte den  der  statischen  Deformation  entsprechenden  Ansatz  ^^^) 

(42)  u-  =  f[l-^-^±^)     für     x^O 

(f  Durchbiegung  in  der  Mitte,  l  Stablänge).  Der  Ansatz  (42)  liefert 
als  Beitrag  der  Stabmasse  zur  Trägheit  des  Systems  ||  G,  und  so  er- 
hält man  für  die  gemeinsame  Geschwindigkeit  der  Stab  mitte  und  des 
stossenden  Körpers  nach  dem  Stosse: 

(43)  ^'=^izZ' 

^  +  35   ^ 
Im  AUgenieinen  wird^"^) 

wo  A  eine  Konstante  bedeutet,  die  sich  aus  der  Lösung  der  ent- 
sprechenden statischen  Aufgabe  ergiebt. 

Die  Diöerentialgleichung  der  Schwingung  wird,  falls  q  die  Kraft 
bezeichnet,  die  die  statische  Durchbiegung  Eins  hervorruft: 


195)  Ji.  de  St.  Venant,  Bemerkungen  zu  A.  Clebsch ,  Theorie  de  l'elasticite 
des  Corps  solides,  Paris  1883,  p.  480  f.  Für  Vergleich  mit  der  exakten  Theorie 
siehe  B.  de  St.  Venant  und  A.  Flamant,  C.  R.  Paris  97  (1883\  p.  127  ff. 

196)  H.  Cox,  Cambridge  Phil.  Soc.  Trans.  9  (1849\  p.  73. 

197)  B.  de  St.  Venant,  Bemerkungen  zu  .1.  C'lebsdi,  Tht^orio  de  l'elasticite 
des  Corps  solides,  Paris  1883,  p.  582. 
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und  die  grösste  Durchbiegung^'"*): 


,46)  ^   =«+l/("?V+'' 2- 

Ist  das  Gewicht  Q  gross  gegen  das  Eigengewicht  des  Stabes  und 

c* 

seine    Fallhöhe    //  ^   -     gross     gegen     die     statische    Durchbiegung 

/'  =      ,  so  ist  die  ffrösste  Durchbiegung  annähernd 

(47)  L=V2hf,. 

Diese  erste  Approximation  kann  durch  die  Annahmen  unmittelbar 
erhalten ^®^)  werden,  dass  erstens  die  ganze  dem  stossenden  Körper 
innewohnende  kinetische  Energie  auf  den  Stab  als  potentielle  Energie 
übertragen  wird,  zweitens  der  Stab  wie  unter  statischer  Belastung 
deformiert  wird.  Die  Energiemenge,  die  in  einem  elastischen  System 
aufgespeichert  werden  kann,  ohne  dass  der  damit  verbundene  Spannungs- 
zustand die  Elastizitäts-  bzw.  Bruchgrenze  erreicht,  wird  oft  als  seine 
elastische  Arbeitsfähigkeit  (resilience)  oder  dynamisclie  Widerstands- 
fähigkeit (resistance  vive)  bezeichnet,  und  in  der  Praxis  (z.  B.  bei  Federn) 
betrachtet  man  oft  als  Sicherheit  gegen  stossweise  Belastung  ^^^)  das 
Verhältnis  der  bei  dem  Stoss  übertragenen  Energiemenge  zu  dieser 
dynamischen  Widerstandsf ähigkeit  des  Systems  ^°°).  Es  ist  bemerkens- 
wert, dass  bei  Stäben  mit  gleichem  Querschnitt  die  dynamische  Wider- 
standsfähigkeit mit  dem  Volnminhalt  proportional  wächst.  So  wird 
z.  B.  die  dynamische  Widerstandsfähigkeit  einer  Schraubenfeder  durch 
Vermehrung  der  Gänge  vergrössert,  während  die  statische  Tragfähig- 
keit unverändert  bleibt.  Es  ist  auch  klar,  dass  das  Material  einer 
Feder  hinsichtlich  ihrer  dynamischen  Widerstandsfähigkeit  desto  besser 
ausgenützt  ist,  je  gleichmässiger  die  einzelnen  Teile  beansprucht  werden. 


198)  B.  de  St.  Venant,  Bemerkungen  zu  A.  Clebsch,  Theorie  de  l'elasticite 
des  Corps  solides,  Paris  1883,  p.  596.  (Eine  ähnliche  Formel  giebt  für  den  longi- 
tudinalen  Stoss  /.  T'.  Poncelet,  vgl.  Fussnote  192.)  Für  den  Vergleich  der  Glei- 
chung (46)  mit  den  Ergebnissen  der  exakten  Theorie  B.  de  St.  Venant,  op.  c,  p.  570. 
Die  Annäherung  ist  eine  durchaus  befriedigende.  Für  Vergleich  mit  den  Ver- 
suchen von  E.  Hodgkinson  (British  Association  Reports  3  (1833),  p.  421;  ibid. 
5  (1835),  p.  93;  ferner  Iron  Commissioners  Report,  London  1849,  p.  16  ff.),  H.  Cox, 
Cambridge  Phil.  Soc.  Trans.  9  (1849),  p.  73  und  B.  de  St.  Venant,   op.  c,  p.  620. 

199)  In  dieser  Weise  betrachtet  z.  B.  F.  Granhof  (Theorie  der  Elastizität 
und  Festigkeit,  Berlin  1878)  die  Sicherheit  der  Kesselwandung  gegen  Explosion. 

200)  In  neuester  Zeit  ist  im  Materialprüfungswesen  die  direkte  experimen- 
telle Bestimmung  der  dynamischen  Widerstandsfähigkeit  eingeführt  worden.  Es 
handelt  sich  aber  zumeist  weniger  um  die  Ermittelung  der  rein  elastischen,  als 
der  plastischen  Arbeitsfähigkeit. 
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Von  speziellen  Untersuchungen  über  Stossbelastung  sei  die  von 
J.  Perry^^^)  angeführt  über  die  Beanspruchung  der  Tragseile  bei  Fahr- 
stühlen. Sie  enthält  graphische  Lösungen  der  exakten  Schwingungs- 
gleichung. 

Die  Stossbelastung  von  Platten  untersuchte  J.  Bonssinesq^^).  Das 
Problem  hat  gewisse  Bedeutung  mit  Rücksicht  auf  den  Widerstand 
von  Platten  gegen  Schuss.     (Vgl.  IV  18  (C  Cranz)  Nr.  5). 

13.  Stabilitätsprobleme. 

13  a.  Stabilität  des  Gleichgewichts.  Typisch  für  die  folgenden 
Fälle  elastischer  Labilität  ist  die  Verzweigung  der  Gleichgen- ichts- 
zustände.  Der  Kernpunkt  der  Frage  liegt  darin,  in  welchen  Fällen 
der  Satz  von  der  Eindeutigkeit  der  Lösung  des  elastischen  Gleich- 
gewichtsproblems (vgl.  Art.  IV  24  (Tedone)  Nr.  8)  versagen  kann.  Die 
Ableitung  des  Eindeutigkeitssatzes  fusst  auf  der  Voraussetzung,  dass 
dii'  Verschiebungen  klein  sind  gegen  die  Abmessungen  des  Körpers, 
so  dass  die  auf  die  Flächenelemente  des  deformierten  Körpers  be- 
zogenen Spannungen  näherungsweise  durch  die  auf  die  undeformierten 
Flächenelemente  bezogenen  ersetzt  werden  können.  Bei  Körperu, 
deren  Abmessungen  von  derselben  Grössenordnung  sind,  fällt  diese 
Forderung  damit  zusammen,  dass  die  Formändeniugskomponenten 
klein  sind  gegen  Eins.  Dieses  ist  z.  B.  nicht  der  Fall  bei  den  Stoffen, 
deren  Elastizitätsgrenze  mit  den  Elastizitätskonstanten  vergleichbar 
ist  (z.  B.  bei  Gummi  usw.).  Bei  den  in  der  Technik  allgemein 
üblichen  Konstruktionsmaterialien  ist  aber  der  Elastizitätsmodul  stets 
gross  gegen  die  Elastizitätsgrenze,  und  folglich  ist  die  Forderung, 
die  dem  Satze  von  der  Eindeutigkeit  der  Lösung  zugrunde  liegt,  bei 
KonstruJdionsteilen  mit  Abmessungen  von  derselben  Grössenordnung 
innerhalb  der  Elastizitätsgrenze  stets  erfüllt. 

Ist  dagegen  wenigstens  eine  Abmessung  des  Körpers  klein  gegen 
die  übrigen^^^)  (bei  dünnen  Stäben,  Platten,  Schalen),  so  können  Ver- 
schiebungen vorkommen,  die  mit  der  kleinsten  Abmessung  vergleich- 
bar sind,  während  die  Formänderungskomponenten  noch  immer  klein 
bleiben  gegen  die  Einheit.  In  diesem  Falle  ist  es  im  Allgemeinen 
möglich,  dass  bei  derselben  Anordnung  der  äusseren  Kräfte  ver- 
schiedene Gleichgewichtskonfigurationen  des  elastischen  Körpers  oder 
Systems  bestehen  können. 


201)  J.  Perry,  Thil.  Mag.  11  (1900),  p.  107. 

202)  J.  Boussinesq ,   Applications   des  potentiels  ä  l'etude  de   l'equiHbre  et 
du  mouvement  des  solides  elastiques,  Paris  188ö,  p.  502  und  ö41. 

203)  Vgl.  (i.  IL  Bryan,    Cambridge   Thil.  Soc.  Proo.  6  (1888),    p.  199;    aucli 
Art.  IT  26  {Teih,)ie-Timpe\  Nr.  21. 
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Wir  wollen  zunächst  den  Fall  betrachten,  dass  die  Belastung  nur 
von  einem  Parameter  (Einzelkraft,  gleichförmig  verteilter  Druck  usw.) 
abhängig  ist.  In  unmittelbarer  Nähe  des  spannungslosen  Zustandes  — 
dem  der  Paranieterwert  Null  entsprechen  soll  —  ist  sicher  nur  ein 
Gleichgewichtszustand  möglich,  da  die  Verschiebungen  klein  sind; 
alsdann  liegt  zwischen  Null  und  den  Parameterwerten,  bei  denen 
mehrere  Gleichgewichtszustände  bestehen,  wenigstens  ein  Wert  des 
Parameters,  der  dem  Verzaeigumjspunld  der  Gleichgewichtskoufigura- 
tionen  entspricht.  Die  entsprechende  Belastung  wird  als  „IritiHche 
Belastun(f'  bezeichnet. 

Vom  mathematischen  Standpunkte  aus  wird  die  Eindeutigkeit 
der  Lösung  bei  kleinen  Formänderungen  lediglich  durch  die  Linearität 
der  Differentialgleichungen  und  Randbedingungen  gewährleistet  (IV 
24  (0.  Tt'done)  Nr.  8).  Lässt  man  die  Annahme  der  kleinen  Form- 
änderungen fallen,  so  wird  das  Gleichgewicht  im  Allgemeinen  durch 
nicht -lineare  Gleichungen  bestimmt.  Die  Bestimmung  der  Ver- 
zweigungspunkte wird  aber  aut  die  Lösung  eines  linearen  Problems 
zurückgeführt,  sobald  man  nur  eine  Lösung  der  nicht-linearen  Glei- 
chungen kennt,  dadurch,  dass  man  Lösungen  sucht,  die  der  ersteren 
Lösung  benachbart  sind.  Die  Verzweigungspunkte  werden  dann 
durch  die  Eigenwerte  des  so  gewonnenen  linearen  Problems  gegeben, 
d.  h.  durch  Parameterwerte,  bei  denen  die  linearen  Differential- 
gleichungen unendlich  viele  Lösungen  besitzen  können,  die  dieselben 
Randbedingungen  befriedigen;  vgl.  II  A.  7a  Art.  21.  Boclicr  Nr.  7. 
lu  diesem  Falle  bleibt  also  eine  Integrationskoustante  unbestimmt, 
d.  h.  innerhalb  der  kleinen  Formänderungen  hat  mau  bei  der  kriti- 
schen Belastung  indifferentes  GleicJigeivicht. 

Wenn  die  Belastung  von  mehreren  Parametern  abhängt  (vgl.  z.  ß. 
Absatz  ß)  dieser  Nummer),  so  erhält  man  statt  einzelner  Parameter- 
werte, Beziehungen  zwischen  solchen,  und  diese  legen  die  kritischen 
Belastungszustände  fest. 

Das  elastische  Stabilitätsproblem  fükrt  daher  im  Allgemeinen  auf 
„Randwertprobleme"  (und  zwar  auf  solche  mit  gewöhnlichen  Differen- 
tialgleichungen bei  dünnen  Stäben  und  mit  partiellen  Differential- 
gleichungen bei  dünnen  Platten  und  Schalen)  und  fordert  die  Be- 
stimmung von  „Eigenwerten".  Man  hat  oft  einen  anderen  Weg  ein- 
geschlagen, indem  man  statt  der  auf  ihre  Stabilität  hin  zu  prüfenden 
Systeme  im  Vorhinein  Systeme  mit  wenig  abweichender  Anordnung 
betrachtet,  z.  B.  bei  Untersuchung  der  Stabüität  gerader  Stäbe  unter 
zentrischer  axialer  Belastung  Stäbe  mit  leichter  Krümmung  oder  mit 
etwas  exzentrischer  Belastung.    Die  Verzweigungspunkte  kennzeichnen 


372        rv  27.     Th.  V.  Kdrmdn.     Festigkeitsprobleme  im  Maschinenbau. 

sich  dann  im  Allgemeinen  dadurch,  dass  unter  Beschränkung  auf 
lineare  Gleichungen  eine  beliebig  kleine  Abweichung  von  der  ursprüng- 
lichen Anordnung  genügt,  bei  Annäherung  an  die  kritische  Belastung 
beliebig  grosse  Deformation  hervorzurufen. 

Von  den  möglichen  Gleichgewichtszuständen  jenseits  des  Ver- 
zweigungspunktes ist  jener  stabil,  der  ein  wirkliches  Minimum  für  die 
potentielle  Energie  des  Gesamtsystems  (inkl.  Belastung)  liefert.  Bei  den 
nachfolgenden  statischen  Problemen  ist  die  mit  kleinen  Formänderungen 
verträgliche  Konfiguration  schon  jenseits  des  ersten  Verweigungspunktes 
durchwegs  die  labile ^°-).  So  liefert  die  kritische  Last  eine  obere  Grenze 
für  die  Belastung,  und  dementsprechend  haben  die  höheren  Verzweigungs- 
punkte von  dem  technischen  Standpunkte  aus  geringes  Interesse. 

a)  Gerader  Stab  unter  DrucJcbelast'ung  (Knid-festicßeitJ.  Der  Stab 
sei  durch  eine  axiale,  in  der  Zentrallinie  angebrachte  Kraft  P  belastet. 

Der  Wert   P^,   bei   welchem   die   gerade   Form  labil  wird,  heisst  die 

P 
Knicklast,  die  spezifische  Belastung  -^   die  Kniclspannung.     Die  Be- 
stimmung der  Knicklast  geht  auf  L.  Euler"^^^)  und  J.  L.  Lagrange -°^)  zu- 
rück.   Das  Gleichungssystem  der  Zeutrallinie  wird  mit  P  als  Parameter 

J-E^,  +  P^  =  0. 

Dabei  ist  vorausgesetzt,  dass  y  und  *  zwar  mit  den  Quersehnitts- 
abmessungen  vergleichbar,  jedoch  klein  gegen  die  Stablänge  sind. 
Demnach  liefern  die  Gl.  (48)  den  Verzweigungspunkt  der  Gleichgewichts- 
lagen, nicht  aber  die  stabile  gebogene  Gestalt  selbst  jenseits  desselben. 
Man  unterscheidet  zumeist  folgende  vier  Fälle  (vgl.  Figur  10),  je 
nach  den  verschiedenen  Randbedingungen: 

1.  Ein  Ende  fest  nach  Lage  und  Richtung  {     ~  J'  ~  q  ^ür  .r  ^  0. 

2.  Beide  Enden  fest  nach  Lage  (drehbar  gelagert^  1  r  Z  o  ^^^ 
a;  =  0,  X  =  1. 

3.  Beide  Enden   fest    nach   Richtung  (verschiebbar  eingeklemmt) 

\K^l  für  x  =  0,  x  =  l. 


204)  Für  Stabilitätskriteria  vgl.  G.  H.  Bryan,  Cambridge  Phil.  Soc.  Proc.  6 
(1889),  p.  288.     A.  E.  H.  Love,  London  Math.  Soc.  Proc.  24  (1893),  p.  156. 

205)  L.  Euler,   Berlin  Notit.  M^m.  13    (1759),   p.  2.V2;   ferner  Acta   .Acad. 
Petropol.  (1778). 

206)  Lagrange,  Miecell.  Taurin.  5  (1770, 3\  p.  123  =  Oeuvres  2,  Paris  1867. 
p.  125. 
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4.  Beide  Enden  fest  nach  Lage  und  Richtung  (fest  eingeklemmt) 

(2=2=0  ' 

Man  hat  dann  jenen  kleinsten  Wert  P^  des  Parameters  zu  suchen, 
welcher  von  der  „trivialen"  Lösung  |  _  o  verschiedene  Lösungen  des 
Systems  zulässt,  die  die  betreffenden  Randbedingungen  befriedigen. 
Diese  Werte  fallen  für 
2)  und  3)  gleich  aus, 
für  die  Fälle  1),  2),  4) 
verhalten  sie  sich  wie 
1:4:16.  In  dem  prak- 
tisch wichtigsten  Falle 
2)  erhält  man  für  zylin- 
drische Stäbe 

(49)   P,=  ;r^'^#^') 

und     die     „Knickspan- 
nuuff" 


Fig.  10. 


(50) 


Das  Verhältnis 


6^.-=  %' 


E 


(4)' 


wo 


für  i  der  kleinste  Trägheitshalbmesser  des 
Querschnittes  zu  wählen  ist,  heisst  schlechthin  „Schlankheit".  Ist 
der  Stab  in  den  beiden  Hauptträgheitsebenen  verschieden  gelagert, 
wie  dies  z.  B.  bei  Schubstangen  vorkommt,  so  hat  man  zu  prüfen, 
in  welcher  Ebene  man  zu  geringerer  Knicklast  gelangt. 

Ist  der  Querschnitt  veränderlich,  so  erhält  man  eine  erste  An- 
näherung, indem  man  J  und  J^  als  Funktionen  von  x  betrachtet. 
Diese  Fälle  sowie  die  Knickfestigkeit  von  Stäben  mit  elastischer  Quer- 
stützung ferner  die  Knickfestigkeit  von  schweren  Stäben  (belastet  durch 
Eigengewicht)  sind  jedoch  mehr  für  die  Theorie  der  Baukonstruktionen 
vom  Interesse^*'''*). 


207)  Die  Gleichung  gilt  streng  nur  für  sehr  lange  Stäbe,   da  in   den  Glei- 
chungen (48)  die  Längenänderung  der  Zentralliyüe,  femer  der  Einfluss  der  Schub- 
spannungen auf  die  Durchbiegung  derselben  vernachlässigt  ist.     Beide  liefern  je- 
doch für  jene  Werte  von  — ,  für  welche  <t    bei  den  üblichen  Konstruktionsmateria- 
i 

lien  innerhalb  der  Proportionalitätsgrenze  liegt,  nur  unbedeutende  Korrektionen. 
Vgl.  zuerst  bei  E.  Lamarle,  Annales  des  travaux  publics  de  Belgique  3  (1845),  p.  1 
und  4  (1846),  p.  1. 

207")  Im  Allgemeinen  kann  man  zur  Ermittelung  der  kritischen  Belastung 
ein    graphisches   Approximationsverfahren    anwenden,    welches    von    L.   Vianello 
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Die  Eulersche  Theorie  wurde  innerhalb  ihrer  Gültigkeitsgrenze, 
d.  h.  so  lange  öf.  innerhalb  der  Fruportionalitätsgrenze  den  Materials  liegt, 
durch  viele  Versuche  gut  bestätigt^"*).  Es  ist  aber  zu  beachten,  dasa 
nur  solche  Versuche  zum  Vergleich  herangezogen  werden  dürfen,  bei 
welchen  die  Randbedingungen  richtig  erfüllt  sind.  Viele  frühere  Ver- 
suche zeigten  grosse  Abweichungen  von  den  theoretischen  Werten,  da 
die  Probestäbe  durch  ihre  ebenen  Endflächen  eine  Art  unvollkommene 
Einspannung  erfuhren.  Dieser  Fall  liegt  offenbar  zwischen  2)  und  4). 
Bessere  Resultate  erzielte  E.Hodglänson'^^)  mit  Versuchsstäben,  die  an 
den  Enden  abgerundet  waren,  und  später  J.  Bauschinger^^^ )  und  ins- 
besondere L.  V.  Tetmajer^^^)  durch  „Spitzenlagening".  Versuche  mit 
einstellbarer  Lagerung  der  Stabenden,  um  die  Wirkungslinie  der  Kraft 
möglichst  genau  mit  der  Zentrallinie  in  Deckung  zu  bringen,  zeigen 
sogar,  dass  die  EuUr&che  Formel  mit  weniger  als  1  v.  H.  Fehler 
die  Knicklast  angiebt^^^). 

Die  Theorie  der  Knickfestigkeit  kürzerer  Stäbe,  bzw.  für  Belastungen 
ausserhalb  der  Proportionalitätsgrenze,  hat  F.  Engesser  ^^^)  in  Angriff 
genommen  und  Th.  v.  Kärmän^^^)  weiter  ausgeführt  und  durch  Ver- 
suche bestätigt.  Es  ergiebt  sich  dann,  dass  die  Knicklast  durch  eine 
der  jEw^erschen  vollkommen  ähnliche  Formel  gegeben  wird,  wobei  E 
durch   einen  Mittelwert   zwischen  -r-    und    E   selbst    zu    ersetzen    ist. 

angegeben  wurde  (Z.  d.  V.  d.  Ing.  42  (1898),  p.  1436)  und  welches  an  die  in  der 
Theorie  der  Randwertaufgaben  benutzte  „Methode  der  successiven  Approxi- 
mationen" erinnert. 

208)  Einige  Autoren  glaubten  die  grossen  Abweichungen,  die  bei  kurzen 
Stäben  infolge  Überschreitung  der  Elastizitätsgrenze  naturgemäss  auftreten,  auf 
die  Vernachlässigung  der  Verkürzung  der  Zentrallinie,  bzw.  der  Schubspannungen 
zurückführen  zu  können  (Fussnote  207).  Vgl.  /.  Kühler,  Z.  d.  V.  d.  Ing.  45  vl9t*0), 
p.  565,  Z.  für  Math.  u.  Phys.  45  (1900),  p.  ÜOl  und  die  Erwiderungen  von  C.  J.  Kriemler 
ibid.  46  (1901),  p.  355;  L.  Pilgrim  ibid.,  p.  362;  L.  Prandtl,  Z.  d.  V.  d.  Ing 
45  (1901)  p.  900;  ferner  Nussbaum,  Z.  für  Math.  u.  Phys.  55  (1907),  p.  134. 

209)  i'.  Hodgkinson,  Lond.  Phil.  Trans.  (1840),  p.  385;  ibid.  (1857),  p.  851. 

210)  L.  Baiisehinger ,  Mitteilungen  aus  dem  techn.  mech.  Labor.  ^München, 
Heft  15  (1887),  p.  11. 

211)  L.  V.  Tetmajcr,  Die  Gesetze  der  Knickungs-  und  der  zusammengesetzten 
Druckfestigkeit,  Wien  1903. 

212)  Vgl.  A.  Considere,  Congres  internat.  des  procedes  de  constr.  Paris  1891, 
p.  371,  L.  Prandtl,  Diss.  München  1899;    Th.  t\  Kärmdn,  Diss.  Göttingen  1909. 

213)  F.  Engesser,  Z.  des  bann.  Arch.  u.  Ing.-Ver.  35  (^188'.»),  p.  455:  die 
daselbst  gegebene  Lösung  des  Problems  ist  nicht  einwandfrei,  vgl.  Kngtssers 
spätere  Arbeiten:  Schweiz.  Bauzeitung  26  (1895),  p.  24  und  Z.  d.  V.  d.  Ing.  42 
(1898),  p.  927;  ferner  F.  Jasin^ky,  Schweizer.  Bauz.  25  (,1895),  p.  172. 

214)  lli.  V.  KdrmdH,  Diss.  Göttingen  1909;  femer  Phys.Zeitschr.  9  (;i9u8;,p.  1S6. 
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^  bedeutet  dabei  den  „Modul  der  gesamten  Formänderungen"  (g  Span- 

nung;  £  Dehnung)  und  wird  durch  das  Spannungsgesetz  gegeben. 
Somit  ist  er  eine  Funktion  von  6^.,  und  man  gelangt  zu  einer  Be- 
ziehung zwischen  der  Knickspannung  6/.  und  der  Schlankheit     .  • 

Mangels  einer  richtigen  Theorie  wurden  teilweise  auf  Grund  von 
Versuchen,  oft  aber  auch  auf  Grund  nicht  immer  zutreffender  theo- 
retischer Überlegungen  viele  empirische  Formeln  für  die  Knickfestig- 
keit kürzerer  Stäbe  aufgestellt.  Früher  war  in  der  Praxis  die  Bankine- 
sche^^^)  Formel  am  meisten  verbreitet.  Die  Knickspannung  beträgt 
danach 

rf   — __?r»_ 


+  «(.) 


wo  ö„,  die  beim  reinen  Druckversuch  ermittelte  Grenzspannung  (Bruch- 
bzw. Elastizitätsgrenze),  a  eine  Konstante  bezeichnet.  Heutzutage 
werden  auf  dem  europäischen  Kontinent  allgemein  die  aus  sehr  sorg- 
fältigen Versuchen  entnommenen  einfachen  Formeln  L.  v.  Tetmajers^^^) 
benützt.  Ähnliche,  einfache  Formeln  schlugen  die  amerikanischen 
Ingenieure  T.  H.  Johnson^^"')  und  J.  B.  Johtison^^^)  vor.  Alle  diese 
Formeln   suchen  <?^.  als   eine  Funktion   ersten   oder  höchstens   zweiten 

Grades   in    -'.  auszudrücken.    H.  du  Bois^^^)  empfiehlt  getrennte  Formeln 

für  Stäbe  von  mittlerer  und  geringer  Schlankheit. 

Die  theoretische  Knicklast  liefert  im  allgemeinen  eine  obere  Grenze 
für  die  Tragfähigkeit  des  Stabes.     Für  die  stabile  Konfiguration  jen- 


215)  W.  J.  M.  Rankine,  A  manual  of  applied  mechanics  London  1858,  p.  360; 
Rankine  schreibt  die  Formel  Gordon  zu  und  giebt  eine  theoretische  Ableitung 
dazu,  die  er  aber  selbst  nicht  als  streng  betrachtet;  F.  Schwarz  (Erbkams  Zeitschr. 
f.  Bauwesen  4  (1854),  p.  518)  und  F.  Laissle  und  Ä.  Schübler  (Der  Bau  der 
Brückenträger  Stuttgart  1857)  wollen  die  Formel  ebenfalls  als  ein  Ergebnis 
theoretischer  Überlegungen  hinstellen;  H.  Scheffler  (Theorie  der  Festigkeit  gegen 
Zerknicken,  Braunschweig  1858)  giebt  sie  dagegen  als  rein  empirisch.  Sie  wird 
manchmal,  jedoch  mit  Unrecht,  Navier  zugeschrieben;  eine  ähnliche,  theoretisch 
begründete  Formel  gab  G.  Lang  (Rigaer  Ind.  Z.  1883);  seine  Ableitung  ist  eben- 
falls nicht  einwandfrei. 

216)  L.  V.  Tetmajer,  Die  Gesetze  der  Knickungs-  und  der  zusammengesetzten 
Druckfestigkeit,  3.  Anfl.  Wien  1903. 

217)  T.  H.  Johnson,  Amer.  Soc.  Mech.  Eng.  Trans.  15  (1886),  p.  517. 

218)  J.  B.  Johnson,  Modem  frame  structures,  New  York  1894,  p.  148  usf. 

219)  H.  Du  Bois,  Amer.  Soc.  of  Mech.  Eng.  Trans.  27  (1892),  p.  69.  Eine 
Übersicht  der  Formeln  und  Diskussion  der  Anwendungsbereiche  findet  man  bei 
F.  V.  Emperger,  Z.  d.  öst.  Ing.-Arch.-Ver.  49  (1897),  p.  661. 

Encyklop.  d.  math.  Wissensch.     IV  2,  n.  25 
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seits  des  Verzweigungspunktes  ergiebt  sich  zwar  eine  mit  der  Durch- 
biegung zunehmende  Last^^^*),  beim  Übergang  in  die  gebogene  Form 
wird  jedoch  in  fast  allen  praktischen  Fällen  die  Elastizitätsgrenze  in 
den  äusseren  Fasern  alsbald  erreicht;  infolge  nie  ganz  vermeidbarer 
Exzentrizität  des  Kraftangrifi'es  wird  sogar  die  Höchstlast  unter  die 
theoretische  Knicklast  heruntergedrückt,  und  zwar  bei  kürzeren  Stäben 
besonders  erheblich.  Die  Exzentrizität  der  Kraftwirkung  kann  man 
durch  entsprechende  Vergrösserung  des  Sicherheitsfaktors  berück- 
sichtigen; man  hat  aber  auch  vorgeschlagen,  eine  wahrscheinliche  ur- 
sprünghche  Exzentrizität  in  die  Rechnung  einzuführen  und  als  ge- 
fährliche Belastung  jene  Kraft  zu  betrachten,  für  welche  die  Spannung 
in  den  äusseren  Fasern  die  Elastizitätsgrenze  erreicht.  Diesen  Weg 
schlugen  Ä.  OstenfeW^),  R  Kirsch-''),  E.  Koechlin^'')  ein.  Ist  die 
anfängliche  Exzentrizität  f,  der  Biegungspfeil  in  der  Stabmitte  f,  so 
beträgt  das  grösste  Biegungsmoment 

M=P{f+e) 

und  die  grösste  Spannung  {W  =  Widerstandsmoment) 

^  =  F+ W—' 

Da  (vgl.  Nr.  2  d)  die  Durchbiegung 

1 


-■    -Yi 


1 1  t/IL. 

2    i    V   Fs 


beträgt  und 

W=Fk 

P 

ist    (Je    Kernweite  des   Querschnitts),    so   wird   die  Belastung   ^,  bei 

welcher  0  die  Elastizitätsgrenze  erreicht,  als  Funktion  der  Verhältnis- 

l  8  . 

zahlen    ^  (Schlankheit)  und   ^  (relative   Exzentrizität)   bestimmt.     Da 

wir  jedoch  über  die  Grösse  ^,  zumeist  nichts  Bestimmtes  wissen,  ver- 
mag diese  Rechnungsweise  keine  grössere  Sicherheit  gewähren,  als  die 
weit  einfachere  Berechnung  der  „zentrischen  Knickfestio-keit'^ 


219')  Die  genaue  Ermittelung  der  Beziehung  führt  auf  elliptische  Funk- 
tionen, Tgl.  IV.  26  (Tedone-Tivipc)  Nr.  18.  Annähernde  Formeln  für  die  Nähe 
des  Verzweigungspunktes  bei  J.  L.  Lagrange  s.  Fussnote  -"*'),  ferner  A.  Schneider, 
Z.  d.  Ost.  Ing.  Arch.-Ver.  63  (1901),  p.  633;  H.  Lorenz,  Z.  d.  V.  d.  Ing.  52  (1908), 
p.  827. 

'220)  A.  Ostenfeld,  Z.  d.  V.  d.  Ing.  42  (1898),  p.  1462;  ibid.  46  (1902).  p.  1858. 

221)  B.  Kirsch,  Z.  d.  V.  d.  Ing.  49  (1905),  p.  967;  Mitteilungen  des  techn. 
Gew.-Mus.  Wien  14  (1904),  p.  253. 

222)  E.  Koecldin,  Schweiz.  Bauz.  33  (1899),  p.  159. 
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ß)  Sonstige  Lahilitäfscrscheinmu/en  hei  geraden  Stäben.  Die  Grenze 
für  die  Stabilität  der  geraden  Form  bei  einem  tordierten  Stabe  ist 
für  die  Beurteilung  der  Sicherheit  der  langen  Wellen  der  Schrauben- 
dampfer von  Wichtigkeit.  Ist  die  Welle  durch  das  Torsionsmoment 
31  und  die  axiale  Druckkraft  P  an  ihren  Enden  beansprucht,  so  ist  die 
gerade  Form  stabil,  so  lange 


M<2IEy'lj- 


P 

JE 


ist.  Durch  eine  Zugkraft  wird  die  Stabilitätsgrenze  entsprechend 
erhöht  223). 

Die  Stabilität  der  einfach  gebogenen  Form  bei  Stäben,  die  in 
einer  Hauptträgheitsebene  ihres  Querschnittes  gebogen  werden  und  in 
der  dazu  senkrechten  Ebene  geringe  Biegungssteifigkeit  besitzen  (Kipp- 
erscheinungen) ist  mehr  für  die  Statik  der  Baukonstruktionen  vom 
Interesse  (vgl.  Art.  IV  25,  Tedone-Timpe  Nr.  '21,  femer  unten  den 
Art.  über  Eisenkonstruktionen). 

y)  Die  Stabilität  krummer  Stäbe  ist  nur  in  einzelnen  FäUen  unter- 
sucht worden  und  zwar  nur  für  Stäbe  mit  kreisförmiger  Zentrallinie 
unter  gleichförmig  verteilter  Normalbelastung.  Die  Kreisform  eines 
Ringes  von  der  Biegungssteifigkeit  JE  und  Halbmesser  li  ist  stabil, 
wenn  die  Belastung  auf  die  Einheit  der  Bogenlänge 

ZJE 


P< 


B' 


ist^^'*).     Die   Stabilität   eines   Kreisbogens    von   beliebiger  Öffnung  ist 
von  E.  Hurlhrink^^^)  untersucht  worden. 

d)  Stabilität  von  Platten.  Bei  ebenen  Platten  handelt  es  sich  um 
die  Stabilität  der  ebenen  Gestalt  bei  Verzerrung  der  Platte  in  ihrer 
eigenen  Ebene.  Für  die  Bestimmung  der  Verzweigung  des  Gleich- 
gewichtgestalten kann  man  in  die  zweite  der  Differentialgleichungen 
(29)  (Nr.  8),  für  6^,  6  ,  t^  die  der  ebenen  Verzerrung  entsprechenden 
Werte  setzen.  Man  erhält  daher  folgende  Differentialgleichung  für 
die  Durchbiegung  tv^^^): 

— j — :rE—  AAw  +  (?^5-T  +  2r,„7: — 7^ — f-  <?„ä-^  =  0, 
m* — 1       12  '      ^dx^    '        '^y  cxcy    '      y  dy  ' 


223)  Die  Resultate  rühren  von  A.  G.  G-reenhiU  her.     Inst.  Mech.  Eng.  Proc. 
1883,  p.  182;  vgl.  Axt.  IV  25  {Tedone- limpe)  Nr.  21. 

224)  Vgl.   M.  Levy,   C.  R.  Paris  97  (1883),   p.  694,   p.  979;    J.  Boussinesq, 
Paris  C.  R.  97  (1883),  p.  843. 

225)  E.  JBurlbrink,  SchiflFbau  9  (1908),  p.  517. 

226)  Vgl.  Art.  IV  25  {Tedone-Timpe),  Nr.  21. 

25» 
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wobei  6^,  <y, ,  r^  nun  gegebene  Funktionen  von  x  und  y  sind,  die  die 
äusseren  Kräfte  als  Parameter  enthalten.  Das  Problem  fordert  die 
Ermittelung  jener  Parameterwerte,  für  welche  die  Gleichung  mit  den 
durch  die  Befestigungsart  gelieferten  Randbedingungen  von  der  trivialen 
Lösung  w  =  0  verschiedene  Lösungen  hat.  Die  Methoden,  die  man  für 
die  Lösung  der  Differentialgleichung  (27)  für  die  Biegung  einer  ebenen 
Platte  besitzt,  lassen  sich  anwenden  für  den  Fall  der  Stabilität  eines 
homogenen  Spannungszustandes  ((?^,  6y,  x^y  konstant  in  der  ganzen 
Plattenebene).  So  untersucht  G.  H.  Bryan^^'^^)  die  Stabilität  der  durch 
gleichförmig  verteilte  Kräfte  beanspruchten  Platten,  H.  Beissner^^''^) 
die  Stabilität  der  viereckigen  Platte,  die  an  zwei  frei  aufliegenden 
Seiten  durch  gleichförmig  verteilte  Randkräfte  beansprucht  ist  und  an 
den  übrigen  zwei  Seiten  beliebigen  Randbedingungen  unterworfen 
werden  kann.  S.  Timoschenko^'^^)  betrachtet  Gebilde  aus  mehreren  mit- 
einander starr  verbundenen  Platten,  um  Aufschlüsse  über  die  Knick- 
sicherheit von  Profileisen  bei  gleichförmigem  Druck  in  der  Längs- 
richtung zu  erhalten.  Einige  schwierigere  Aufgaben,  die  für  die  Knick- 
sicherheit der  Stege  von  Walzwerkprofilen  vom  Interesse  sind,  suchte 
A.  SommerfelfP^^)  zu  lösen. 

s)  Stabilität  von  Bohren  und  Schalen.  Besondere  praktische  Wich- 
tigkeit besitzt  die  Frage  nach  der  Festigkeit  dünnwandiger  zylin- 
drischer Rohre  gegen  äusseren  Druck,  da  die  Flammrohre  der  Dampf- 
kessel in  dieser  Weise  beansprucht  sind.  Die  Grenze  für  die  Stabili- 
tät der  Kreisform  ist  bei  einem  sehr  langen  Rohre  vom  Radius  B 
und  Wanddicke  ö  durch  die  Bedingung'^*') 

(51)  i'  <  n^-l  T  W 

gegeben.     Es   fehlt   bisher   die   Lösung   für   ein   Rohr    von    endlicher 

Länge;   den  Einfluss  der  versteiften  Rohrenden  untersuchte  A.  E.  H. 

Love^^^). 

Ist  das  Rohr  nicht  genau  kreisförmig,  oder  erleidet  Form- 
änderungen im  Betriebe  (z.  B.  infolge  ungleichförmiger  Erwärmung), 

227»)  G.  H.  Bryan,  London  Math.  Soc.  Proc.  -22  (1891),  p.  54;  ibid.  25 
(1894),  p.  141. 

227")  H.  Beissner,  Oentralbl.  d.  Bauverw.  29  (1909),  p.  93. 

228)  S.   Timoschenko.  Annales  de  l'Institut  polyt.  Kiew  1907. 

229)  A.  Sommerfeld,  Z.  für  Math.  Phys.  54  (1907),  p.  113  und  p.  318. 

230)  Vgl.  Art.  IV  25  (Tedone-Timpe),  Fussnote  200.  —  Das  Resultat  ist 
zuerst  von  Bressr  gegebcu  worden;  vgl.  Cours  de  mecanique  appliquee,  Paris 
1859,   p.  326   usf.;    ferner    ]V.  G.  Unwin,   Inst.  Civ.   Eng.  Proc.  46   (1.^76),   p.  225. 

231)  A.  E.  H.  Lovc,  Math,  treatise  of  elasticity,  1.  Auflage,  Cambridge  1893 
II.  p.  316. 
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so  kann  die  Widerstandsfähigkeit  des  Rohres  bedeutend  vermindert 
werden.     Die  Gültigkeit   der  Formel    beschränkt  sieh  auf  jene  Werte 

von  -jj ,  für  welche  die  Normalspannung  ö=    *     entsprechend  dem 

kritischen  Drucke  nach  Formel  (51)  innerhalb  der  Elastizitätsgrenze 
liegt.     Sonst  ist  man  auf  empirische  Formeln  angewiesen. 

Grössere  Versuchsreihen  unternahmen  zur  Untersuchung  der  Festig- 
keit zylindrischer  Rohre  gegen  äusseren  Druck  W.  Fairhairn  und 
Th.  Tate^^^),  ferner  Fox^^^).  Über  die  auf  der  Kaiserlichen  Werft  in 
Banziy  veranstalteten  Versuche  berichtete  C.  Bach^^).  Unter  den 
neueren  Versuchen  sind  die  von  P.  A.  Carman^^'-')  zu  erwähnen;  er 
fand  für  sehr  dünne  und  lange  Rohre  die  Gl.  (51)  gut  bestätigt. 

Die  Festigkeit  der  gewellten  Flammrohre  gegen  Einbeulung  unter- 
suchten B.  11.  Werner^^^)  und  F.  Graslwp^'^)\  die  Festigkeit  eUiptischer 
Flammrohre  mit  inneren  Stützen  E.  Hurlhrink^^^). 

Wird  ein  zylindrisches  Rohr  durch  längs  des  Grundkreises  gleich- 
förmig verteilten  axialen  Druck  beansprucht,  so  kann  man  zwei 
Grenzfälle  unterscheiden:  ist  die  Länge  gross  und  die  Wanddicke 
nicht  sehr  klein  gegen  den  Halbmesser,  so  knickt  das  Rohr  als  ein 
Stab  von  ringförmigem  Querschnitt  aus;  ist  dagegen  die  Länge  nicht 
gross  und  die  Wanddicke  sehr  klein,  so  spielt  die  Ausbeulung  der 
Wand  die  wesentliche  Rolle,  indem  die  Wand  lediglich  als  eine  in  ihrer 
eigenen  Ebene  gedrückte  Platte  sich  verhält.  Die  Stabilität  einer 
zylindrischen  Schale  gegen  Längsdruck  behandeln  B.  Lorenz^^^)  und 
S.  Timoschenko-''''). 

Betreffs  der  Stabilität  von  Kugelschalen,  bzw.  z.  B.  gewölbter 
Kesselböden,  die  durch  äusseren  Druck  beansprucht  werden,  verfügen 
wir  nur  über  Erfahrungsformeln  ^*^). 


232)  W.  Fairhairn  und  Th.  Täte,  London  Phil.  Trans.  1859,  p.  213;  femer 
W.  Fairbairn,  London  Phil.  Trans.  1858,  p.  389;  F.  Grashof,  Z.  d.  V.  d.  Ing.  8 
(1859),  p.  234.  Eine  Zustammenstellimg  vieler  Versuche  findet  man  bei  C.  E. 
Stromeyer,  Inst.  Navat.  Axch.  Trans.  41  (1899),  p.  128. 

233)  Fox,  Engineering  25  (1878),  p.  245. 

234)  C.  Bach,  Abhandlungen  und  Berichte  p.  207,  Z.  d.  V.  d.  Ing.  38 
(1894),  p.  689. 

235)  P.  A.  Carman,  Univ,  of  Illinois  Bulletin  n"  5  (1906);  P.  A.  Carwan, 
Phys,  Review  21  (1905),  p.  381. 

236)  B.  B.   Werner,  Z.  d.  V.  d.  Ing.  18  (1884),  p.  135. 

237)  F.  Grashof,  Z.  d.  V.  d.  Ing.  28  (1884),  p.  437. 

238)  E.  Hurlbrink,  Schiffbau  9  (1908),  p.  517. 

239)  B.  Lorenz,  Z.  d.  V.  d.  Ing.  52  (1908),  p.  1706. 

240)  S.  Timoschenko ,  Annales  de  l'Institut  polyt.  Kiew.  1910. 

241)  Vgl.  C.  Bach,  Z.  d.  V.  d.  Ing.  46  (1902),  p.  333. 
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13  b.  Stabilität  rotierender  Wellen.  Die  ersten  Untersuchungen  ^*^ ) 
hatten  den  Zweck,  die  Erscheinung  des  Schleuderns  („whirling")  bei 
rasch  laufenden  Wellen  zu  erklären.  Man  war  der  Meinung,  dass 
das  Schleudern  der  Steigerung  der  Umdrehungszahl  eine  obere  Grenze 
setzt.  Später  zeigte  G.  de  Laval  (um  1883),  dass  nach  Überschreitung 
der  Umdrehungszahl  die  Welle  wieder  ruhig  läuft;  dieser  praktischen 
Erfahrung  folgten  dann  die  allgemeineren  theoretischen  Untersuchungen 
über  die  Stabilität  rotierender  Wellen. 

Ahnlich  wie  bei  statischen  Stabilitätsuntersuchungen  kann  man 
zwei  Wese  einschlagen:  entweder  untersucht  man  die  Stabilität  der 
geraden  Gestalt  bei  dem  vollkommen  axensymmetriscJien  System  (voll- 
kommener Massenausgleich)  oder  nimmt  schon  in  ruhendem  (unbe- 
lasteten) System  kleine  Abweichungen,  z.  B.  geringe  Exzentrizität  der 
Massenverteilung  an.  Unter  Beschränkung  auf  stationäre  Bewegungen, 
die  mit  kleinen  Durchbiegungen  der  Welle  verträglich  sind,  führt 
das  erste  Verfahren  auf  analoge  Randwertaufgaben,  wie  die  Stabilitäts- 
probleme des  elastischen  Gleichgewichts.  Man  hat  im  allgemeinen 
nur  die  gerade  Form^'*^)  als  einzige  Lösung,  bis  auf  einzelne  Werte 
der  Umdrehungszahl,  die  als  Parameter  betrachtet  wird.  Diese  „Eigen- 
werte" des  Parameters  heissen  „kritische  Umdrehungszahlen";  bei 
diesen  Umdrehungszahlen  ist  die  Lösung  nur  bis  auf  eine  Konstante 
bestimmt.  Wird  die  Anordnung  der  Massen  im  Voraus  exzentrisch 
angenommen,  so  entspricht  den  kritischen  Umdrehungszahlen  im  All- 
gemeinen ein  scheinbar  unendlicher  Wert  der  Durchbiegung,  d.  h.  es 
giebt  bei  diesen  Umdrehungszahlen  überhaupt  keinen  stationären  Be- 
wegungszustand innerhalb  der  kleinen  Formänderungen^^). 

Denkt  man  sich  die  Zentrallinie  der  WeUe,  die  in  dem  Ruhe- 
zustände mit  der  a;-Axe  zusammenfallen  soU,  in  der  a;^-Ebene  durch- 
gebogen und  lässt  das  ganze  System  samt  dieser  Ebene  mit  der 
gleichmässigen  Winkelgeschwindigkeit  co  um  die  a;-Axe  rotieren,  so 
muss  die  Durchbiegung^  der  Zentrallinie  derselben  Difierentialgleichung 
genügen,  wie  ein  ruhender  Stab,  der  durch  eine  stetig  verteilte  Last 

242)  Vgl.  W.J.M.  Rankine,  Macbinery  and  millwork,  London  1869,  p.  549; 
ferner  A.  G.  GreenhiU,  Inst.  Mech.  Eng.  Proc.  1883,  p.  182. 

243)  Die  Durchbiegung  infolge  der  Schwere  wird  zumeist  vernachlässigt. 
Mit  Berücksichtigung  der  Schwere  ergiebt  sich  eine  ,, kritische  Geschwindigkeit 
zweiter  Art",  entsprechend  der  Resonanz  zwischen  Umdrehungszahl  und  Frequenz 
der  Dehnungsschwingungen,  die  aber  bei  allen  praktischen  Ausluhruugen  weit 
über  den  üblichen  Umdrehungsgeschwindigkeiten  liegt.  Vgl.  A.  Stodola .  Die 
Dampfturbinen,  3.  Aufl.,  Berlin  1905,  p.  410. 

244)  Für  den  Einfluss  der  Verteilung  der  Exzentrizität  bei  stetig  belasteten 
"Wellen  vgl.  A.  Kneser,  Zcitschr.  Math.  Phys.  51  (19i»4),  p.  264. 
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vom  Betrage  y^a^   für  die  Längeneinheit  beiastet  wird  (y  Masse  der 
Welle  auf  die  Längeneinheit,  JE  Biegungssteifigkeit  der  Welle): 

(52)  JE^J,  -yco'z  =  0. 

Ist  die  WeUe  an  den  beiden  Enden  in  der  Entfernung  l  drehbar 
gelagert,  so  hat  man  die  Randbedingungen 

[      2  =  0 
für     X  =  0     und     x  =  1   Id^z 

Die  allgemeine  Lösung  der  Gl.  (52)  lautet  mit  k  =  y^^jp 

(53)  ^r  =  ^  cos  {kx)  +  B  sin  (kx)  +  C  eo§  (kx)  +  D  @tn  (kx) . 
Die  Lösung  kann  von  Null  verschieden  sein,  falls 

k  =  -j-, 

wo  n  eine  beliebige  ganze  Zahl  ist. 

Somit  ist  die  niedrigste  kritische  Umdrehungszahl^^) 

(64)  ,a>=y^. 

Ist  die  WeUe  mehrfach  gelagert  und  trägt  sie  mehrere  Scheiben  ^^), 
so  gilt  die  Gl.  (52)  für  die  einzelnen  Strecken  zwischen  je  zwei 
Punkten,  an  welchen  Scheibenräder  oder  Lagerungen  angebracht 
sind.  Die  Scheibenräder  liefern  zur  Belastung  eine  Einzelkraft  vom 
Betrage  Z  ==  mzco^  und  ein  Drehmoment  in  der  a;0-Ebene  M  = 
{J^  —  t/j,)  -^  a^  (m  Masse,  J^,  J^  Trägheitsmomente  des  Rades  in  bezug 

auf  die   x  bzw.  y-kxe).     Alsdann  gelten  für  diese  Punkte  die  Rand- 
bedincrmiffen 

JE[^]   =M 

je\^^A\  =p, 

dz 
wobei  z  und  -j-  stetig  übergehen.    An  den  gelagerten  Punkten  gelten 

^ie  üblichen  Randbedingungen  je  nach  der  Art  der  Lagerung. 

Ist   n   die    Anzahl    der    glatten    Strecken,    so    liefern    die    Rand- 

245)  Vgl.  z.B.  Ä.Stodola,  Die  Dampfturbinen,  3.  Aufl.,  Berlin  1905,  p.  195. 

246)  S.  Dunkerley,  Phil.  Trans.  185  (1894),  p.  279.  Das  von  BunkerUy  ge- 
gebene rechnerische  Verfahren  stammt  von  0.  Reynolds  her.  Man  kann  auch  — 
■wie  A.  Stodola,  Die  Dampfturbinen,  3.  Aufl.,  Berlin  1905,  p.  192  andeutet  —  ein 
graphisches  Approximationsverfahren  heranziehen,  ähnlich,  wie  L.  Vianello  für 
•das  Knickungsproblem  angab  (siehe  Fussnote  207*)).  Vgl.  auch  Delaporte,  Revue 
-de  mec.  12  (1903),  p.  517. 
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bedingungen  für  die  4w  Konstanten  ebensoviel  homogene  lineare 
Gleichungen.  Die  Bedingung,  dass  die  Konstanten  nicht  sämtlich  ver- 
schwinden, liefert  alsdann  eine  transzendente  Gleichung  für  die  kriti- 
schen Geschwindigkeiten  a^. 

Für  die  Praxis  ist  die  Bestimmung  der  niedrigsten  kritischen 
Umdrehungszahl  von  besonderer  Wichtigkeit.  Man  erhält  die.se  zu- 
meist mit  guter  Annäherung,  wenn  man  die  Welle  als  masselos 
betrachtet  [y  =  0).     Die  Lösung  lautet  dann 

Da  die  Rechnung  auch  mit  dieser  Annäherung  ziemlich  mühsam 
wird,  sobald  die  Anordnung  der  Massen  nicht  ganz  einfach  ist,  hat 
S.  Dunherley^^)  die  Regel  aufgestellt,  dass  man  die  kritische  Ge- 
schwindigkeit eines  Systems  mit  guter  Annäherung  durch  die  Formel 

(56)  -.  =  ^^ 

finden  kann,  wo  w,  die  kritische  Geschwindigkeit  derselben  Welle 
bedeutet,  falls  sie  nur  durch  die  /*®  Scheibe  belastet  wäre.  Diese  zu- 
nächst empirisch  aufgestellte  Regel  wurde  von  C.  Chree^'^)  in  vielen 
Fällen  als  gute  Annäherung  bestätigt. 

Die  für  die  kritischen  Umdrehungszahlen  erhaltene  Gleichung  ent- 
spricht, falls  man  das  Moment  der  Trägheitskräfte  3£=0  setzt,  genau 
der  sogenannten  Frequenzgleichung  für  die  Biegungsschwingungen  des 
ruhenden  Systems.  Nun  ist  häufig  in  praktisch  wichtigen  I'älleu 
der  Einfluss  dieses  Momentes  gegenüber  dem  Einfluss  der  Kraft  Z 
klein,  so  dass  die  kritischen  Umdrehungszahlen  den  Freg[uenzzahJcn  der 
transversale)!  Eigenschivingungen  des  ruhenden  Systems  nahezu  gleich 
sind.  Man  kann  daher  die  Erscheinung  der  kritischen  Geschwindig- 
keiten als  Resonanz  deuten,  wobei  als  eingeprägte  Kraft  die  Zentri- 
fugalkraft zu  betrachten  ist;  ihre  Periode  ist  durch  die  Um- 
drehungszahl  gegeben ^*^).     Verschwinden   die   Momente  nicht,  so   ist 


247)  C.  Chree,  Phil.  Mag.  7  (1904),  p.  504  bestimmt  die  Frequenz  der  traus- 
Tersalen  Schwingungen  des  rotierenden  Systems  nach  der  statischen  Methode 
Lord  Bayleighs  und  findet  für  die  Frequenz  bei  einer  Rotation  mit  der  Winkel- 
geschwindigkeit to  die  Formel  k^  =  K'^ — lo',  falls  K  die  Frequenz  der  Schwin- 
gungen des  ruhenden  Systems  bedeutet.  Die  kritischen  Geschwindigkeiten  sind 
dann  durch  k  =  0  gegeben.  Es  ist  jedoch  zu  beachten,  dass  Chree  eine  er- 
zwungene Rotation  der  durchgebogenen  Welle  um  die  .x-Axe  annimmt;  in  der 
Tat  erzwingt  aber  der  äussere  Antrieb  unmittelbar  nur  eine  Rotation  um  die 
Zentrallinie.  Das  Auftreten  des  Momentes  M  und  sein  Einfluss  auf  die  kritische 
Umdrehungszahl  wird  vom  Standpunkte  der  Kreiseltheorie  aus  untersucht  von 
F.  Klein  imd  A.  Sommerfeld,  Theorie  des  Kreisels,  Heft  4,  §  9,  Leipzig  1910. 
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die    kritische    Umdrehungszahl    höher    als    die    Schwingungszahl    der 
ruhenden  Welle. 

Trägt  die  Welle  zahlreiche  im  Ganzen  und  Grossen  gleichmässig 
verteilte  Scheiben,  so  kann  man  nach  A.  Stodola^^)  ein  mittleres 
j^assenträgheitsmoment  auf  die  Längeneinheit"  0  einführen.  Die 
Gleichung  (52)  wird  dann  ersetzt  durch 

Bei   einer  frei   gelagerten  Welle  von  der  Länge  l  erhält  man  für  die 
niedrigste  kritische  Geschwindigkeit  den  Wert 


(58)  "i"=T/''i?-r_Ur 

Bei  der  rotierenden  Welle  ist  bei  vollkommen  axensymmetrischer 
Anordnung  die  gerade  Form  der  Zentrallinie  jenseits  der  kritischen 
Geschwindigkeit  wieder  stabil.  Dagegen  ist  die  ausserhalb  der  kleinen 
Formänderungen  liegende  gebogene  Gestalt  (im  Gegensatze  zu  den 
statischen  Problemen  der  Nr.  13  a)  labil. 

Man  erhält  bessere  Einsicht  in  die  Stabilitäts Verhältnisse,  falls 
man  statt  der  vollkommen  axensymmetrischen  Anordnung  ein  mit 
geringer  Exzentrizität  behaftetes  System  betrachtet.  Diesen  Weg 
haben  A.  FöppP^^)  und  A.  Stodola"-'^)  eingeschlagen.  Namentlich  er- 
hält man  Einsicht  in  die  Verhältnisse  oberhalb  der  ersten  kritischen 
Geschwindigkeit. 

Nimmt"  man  den  einfachsten  Fall  einer  masselos  gedachten  Welle 
mit  zwei  Lagern  und  einer  einzigen  etwas  exzentrisch  angebrachten 
Scheibe  in  der  Mitte,  so  erhält  man  für  die  Durchbiegang  der  Wellen- 
mitte bei  gleichförmiger  Rotation  mit  der  Geschwindigkeit  m  den  Wert 

(e  Exzentrizität  des  Schwerpunktes  der  Scheibe,  a^  kritische  Geschwin- 
digkeit). Danach  wächst  ^„^  von  co  =  0  bis  ca  =  o^;  für  »  =  «^ 
wird  y^  unendlich;  für  co  >  co^  wird  die  Durchbiegung  negativ,  nimmt 
aber  dem  absoluten  Werte  nach  ab  bis  y^=  —  e  (für  to  =  oo).  Der 
Schwerpunkt  liegt  von  der  Rotationsaxe  aus  betrachtet  für  «  <  a,. 
ausserhalb  der  Zentrallinie  (s.  Figur  11),  für  to  >  cj^  zwischen  Ro- 
tationsaxe und  Zeutrallinie  (s.  Figur  12).    Für  sehr  grosse  Werte  von  — 


248)  A.  Stodola,  Die  Dampfturbinen  3.  Aufl.  Berlin  1905,  p.  199. 

249)  A.  Föppl,  Civilingenieur  41  (1895),  p.  633. 

250)  A.  Stodola,  Die  Dampfturbinen,  3.  Aufl.  Berlin  1905,  p.  188. 


384        IV  27.     Th.  V.  Kärmdn.     Festigkeitsprobleme  im  Maschinenbau. 

(grosse  Geschwindigkeiten  bzw.  sehr  biegsame  Welle)  rotiert  die  Scheibe 
nahezu  um  den  eigenen  Schwerpunkt  {de  Lavais  Prinzip). 

Man  kann  nun   auch   die  Stabilität  der  stationären  Rotation  des 
exzentrischen  Systems  untersuchen.    So  untersucht  z.  B.  A.  Stodola'^^) 


mit  Hilfe   der  Methode   der  kleinen  Schwingungen   die  Stabilität  des 
eben    betrachteten    einfachsten    Systems    unter    der    Bedingung,    dass 


Fiff.  12. 


einerseits  die  Welle  kleine  Schwingungen  um  die  Gleichgewichtslage, 
andererseits  die  Scheibe  kleine  Drehschwingungen  um  die  Zentrallinie 
der  Welle  ausführen  kann.  Für  dieses  System  mit  drei  Freiheitsgraden 
erweist  sich  die  gleichförmige  Rotation  mit  durchgebogener  Zentral- 
linie als  stabil  bis  zu  der  kritischen  Geschwindigkeit  co^.,  dann  folgt 
ein  Labilitätsbereich  zwischen  cj^  und  einem  Werte  w',  alsdann  wird 
die  Bewegung  wieder  stabil  zwischen  a  und  cc.  Der  Labilitäts- 
bereich  ist  bei  gleicher  Exzentrizität  desto  grösser,  je  kleiner  das 
Trägheitsmoment  der  Scheibe  in  bezug  auf  die  Rotationsaxe  ist;  für 
sehr  grosses  Trägheitsmoment  beschränkt  sich  der  labile  Bereich  auf 
die  unmittelbare  Nähe  der  kritischen  Geschwindigkeit,  für  sehr  kleines 
Trägheitsmoment  gewinnt  die  Welle  die  Stabilität  nur  bei  sehr  hohen 


261)  Ä.  Stodola,  Z.  d.  V.  d.  Ing.  47  (1903),  p.  130;  Die  Dampfturbinen 
3.  Aufl.,  p.  406.  Eine  sehr  ausführliche  Berechnung  der  kleinen  Schwingungen 
giebt  L.  Lecornu,  Journal  de  l'^cole  polytechn.  11  (1906),  p.  95. 
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Geschwindigkeiten  zurück.  Die  Grenzfälle  [J  =  0,  J  =  oo)  kann 
man  auch  so  auffassen,  dass  man  dem  System  je  einen  Freiheitsgrad 
nimmt.  A.  FöjypP'^^)  findet,  dass,  wenn  man  sich  auf  die  Biegungs- 
schwingungen bescliränkt,  die  Bewegung  ausser  den  kritischen  Touren- 
zahlen immer  stabil  ist. 

Die  Beanspruchung  der  rotierenden  Wellen  bei  Überschreitung 
der  kritischen  Geschwindigkeit  diskutierten  A.  Böttcher  ^'^^)  und 
Belaporte^^). 


252)  Vgl.  Ä.  löppl,  Vorlesungen  über  techn.  Mechanik,  Bd.  4,  3.  Aufl.  Leipzig 
1909,  p.  283ff. ;  Föppl  untersuchte  auch  die  Stabilität  einer  ,, Hängespindel", 
d.  h.  einer  rotierenden  Scheibe,  die  am  Ende  einer  pendelartig  gelagerten  Welle 
angebracht  ist.  Er  findet,  dass  die  gleichförmige  Rotation  labil  wird,  falls  die 
Umdrehungszahl  zwischen  der  Schwingungszalil  des  Systems  als  starres  Pendel, 
und  der  Frequenz  der  elastischen  Querschwingungen  liegt.  Vgl.  Civilingenieur  41 
(1896),  p.  621;  auch  Vorlesungen  über  techn.  Mechanik  Bd.  6,  Leipzig  1910,  p.  66. 

263)  Ä.  Böttcher,  Z.  d.  V.  d.  Ing.  42  (1898),  p.  1143. 

254)  Delaporte,  Revue  de  m^canique  12  (1903),  p.  517. 


(Abgeschlossen  im  März  1910.) 
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sicht auf  das  Bauwesen,  Wien  1875. 

J.  J.  Weyrauch,  Theorie  des  Erd drucks  auf  Grund  der  neueren  Anschauvmgen, 
Allgem.  Bauzeitung  1881. 
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Vorbemerkung.  Überall  wo  Reibungskräfte  ins  Spiel  treten,  ist 
es  bisher  nur  gelungen,  die  gesuchten  Gleichgewichtszustände  in 
Grenzen  einzuschliessen,  während  das  Zwischengebiet,  in  dem  sich 
zeitlich  und  räumlich  verwickelte  elastische  Vorgänge  bleibender  und 
zurückgehender  Formänderung  kleiner  Spitzen  gegeneinander  ab- 
spielen, sich  vollständig  der  physikalischen  Kenntnis  entzogen  hat. 
Dieselbe  Beobachtung  gilt  in  verstärktem  Maasse  auch  für  das  Gleich- 
gewicht sandförmiger  Massen. 

Deshalb  hat  sich  für  die  Entwicklung  der  Lehre  vom  Erddruck 
als  fruchtbar  erwiesen  die  Frage  nach  den  hinreichenden  und  zu- 
lässigen Wandkräften,  bei  denen  die  inneren  und  äusseren  Reibungs- 
lo-äfte  gerade  noch  Gleichgewicht  gewährleisten,  während  für  die  Zu- 
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stände  zwischen  den  Grenzen  physikaliselie  Ansätze,  die  den  Hoolceschen 
Spannungs- Formänderungsbeziehungen  beim  vollkommen  elastischen 
Körper  entsprechen  würden,  nicht  auffindbar  zu  sein  scheinen,  wenn 
man  von  einem  nicht  recht  befriedigenden,  rein  formalen  Ansatz 
J.  Boussinesqs  absieht. 

Die  Erkenntnis,  dass  diese  Beschränkung  der  Behandlung  des  Erd- 
drucks auf  Grenzwertbestimmungen  nötig  ist,  verdankt  man  Ck.A.  Coulomb. 
Dass  hier  das  Variationsproblem,  ein  Integral  über  unbekannte  Funktionen, 
nämlich  die  Wanddrucke  mit  gewissen  Nebenbedingungen  zu  einem 
Extremum  zu  machen  vorlag,  erkannte  und  formulierte  allerdings  erst 
F.  Kotier,  während  sich  Coulomb  die  Frage  zu  einem  gewöhnlichen 
Maximum  -  Minimumproblem  vereinfacht  hatte,  indem  er  nicht  unter 
allen  statisch  möglichen  Fällen  den  günstigen,  sondern  unter  einer 
einfachen  Mannigfaltigkeit  von  günstigen  Annahmen  die  —  aUer- 
dinss  nur  summarisch  —  möglichen  auswählte. 

Die  Verletzung  der  Gleichgewichtsbedingungen  im  Unendlich- 
kleinen fühlte  W.  J.  M.  Bankine,  als  er  eine  jüngere  Theorie  auf- 
stellte, die  aber  auch  das  Variationsproblem  durch  willkürliche  An- 
nahme eines  bestimmten  Grenzzustandes  im  Volumenelement  imiging. 

Eine  Vertiefung  und  Vereinigning  der  Coulombschen  und  der 
RanJcineschen  Theorie  unter  dem  Gesichtspunkt  des  Variationsproblems 
wird  eine  wichtige  Aufgabe  der  Weiterentwicklung  der  Erddnicklehre 
sein.  Der  erste  Teil  der  Aufgabe  ist  schon  durch  die  Einführung  und 
Vergleichung  gekrümmter  Gleitflächen  von  F.  Kotier  und  H.  Müller- 
Breslau  teilweise  geleistet,  für  den  zweiten  Teil  wird  versucht  werden 
müssen,  die  neueren  Methoden  der  Variationsrechnung  nutzbar  zu 
machen. 

I.  Der  Spanmmgsziistaud  des  Erdkörpers  und  die  Ermittlung 

der  Wandkräfte. 

Da  für  den  Spannungszustand  des  kohäsionslosen  Erdkörpers  — 
wie  für  jeden  Körper,  insbesondere  also  auch  den  elastischen  —  die 
sechs  Gleichgewichtsbedingungen  im  Innern  (vgl.  IV  23  Nr.  3  b  C.  H. 
Müller -Ä.  Timpe) 

ü^  '^  dy"^  dz  ~  "^'        y  ~    " 

für  die  neun  unbekannten  Spannungen  gelten,   dagegen  hier  die  dort 
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durch  das  Hookesche  üesetz  ausgedrückten  Spannungsformänderungs- 
bezielmngeu  fehlen,  so  besteht  zunächst  eine  Unbestimmtheit  der 
Aufgabe  für  die  Spannungsbestimmung  im  Innern  und  an  der  Grenze 
des  Erdkörpers.  Diese  wird  auf  ein  kleineres  Gebiet  beschränkt  und 
zum  Teil  behoben  durch  eine  Ungleichung  sowie  das  unten  erörterte 
Minimalprinzip.  Die  Ungleichung  (im  sogenannten  Grenzzustande  des 
Volumenelements  eine  Gleichung)  giebt  die  physikalische  Charak- 
teristik des  Erdkörpers.  Das  Minimalprinzip  kennzeichnet  für  den 
Greuzzustand  eines  endlichen  Körperteils  die  notwendig  verbleibende  Un- 
bestimmtheit der  Aufgabe  und  liefert  in  gewissen  Fällen  die  fehlenden 
Gleichungen,  um  das  Problem  zu  einem  bestimmten  zu  machen. 

1.  Die  physikalische  Kennzeichnung  des  kohäsionslosen  Erd- 
körpers. Die  Ungleichung,  durch  die  die  Charakteristik  des  kohä- 
sionslosen Erdkörpers  geliefert  wird,  kann  so  ausgesprochen   werden: 

Der  Whikd,  welchen  die  auf  die  Oberfläche  eines  Körperelementes 
wirlcende  Druckspannung  mit  der  nach  innen  gezogenen  Normalen  ein- 
schliesst,  darf  einen  gemssen  Wert  nicht  überschreiten. 

Dieser  Winkel  kennzeichnet  im  Innern  den  Reibungs widerstand 
des  Erdreichs,  an  der  Grenze  die  Rauhigkeit  der  Wand.  Er  ist  im 
folgenden  jenachdem  mit  qpj  bzw.  cp^  bezeichnet. 

W.  J.  M.  Batikine^)  hat  diese  physikalische  Eigenart  des  Erd- 
körpers in  den  folgenden  Sätzen  analytisch  formuliert: 

1)  Keiner  der  drei  Hauptdrucke  /l^,  Ag,  Ag  darf  eine  Zugspan- 
nung sein. 

2)  Zwischen  dem  grössten  und  kleinsten  Hauptdruck  gilt  die 
Ungleichung 

(2)  ->  <  ^  +  B^p  y , 

^    '  ^3  =  1  —  sin  qp 

In  der  Ebene  dieser  beiden  Hauptdrucke  kann  man  diese  Ungleichung 
in  allgemeinen  Spannungskomponenten  schreiben: 

3)  Während  es  beim  allgemeinsten  Spannungszustand  immer  un- 
endlich viele  konjugierte  Flächenelemente  giebt,  so  dass  die  Span- 
nung p^  des  einen  in  die  Ebene  des  anderen  p^  fällt  und  umgekehrt, 
ohne  dass  zwischen  p^  und  p^  eine  Bedingung  herrscht,  muss  beim 
kohäsionslosen  Zustand  zwischen  den  Spannungen  j^»  ^^^  Pv  zweier 
so  konjugierter  Flächenelemente,  die  den  Winkel  &  miteinander  bilden, 

1)  W.  J.  M.  Bankine,  On  the  stability  of  loose  earth,  Lond.  Phil.  Trans. 
147  (1857),  p.  9—27. 
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die  folgende  Beziehung  erfüllt  sein: 


,n\  cos  ■9'  -|-  }/co8*  9  —  cos*  ^'  ^  Pu  ^  cos  Q-  —  y'cos*  &  —  cos*  q» 

cos 'S'  —  )/cos- #  —  cos-g?        p^        cos  S- -|- )/cos*'9-  —  cos*  ff 

Ist  insbesondere  eine  der  Grenzen  erreicht,  so  giebt  es  konjugierte 
Flächenelemente,  die  den  Reibungswinkel  %^  ^  cp  miteinander  ein- 
schliessen  und,  auf  die  gleiche  Spannungen  unter  dem  Reibungs- 
winkel zur  Normale  wirken  (Gleitflächenelemente).  Diese  schliessen 
mit  der  Richtung   des   grössten  Hauptdrucks  beiderseits   den  Winkel 

Den  letzten  Satz  besonders  verwendet  lianJüne  in  seiner  Theorie 
des  unbegrenzten  Erdkörpers  (vgl.  unten  Nr.  4). 

Da  die  Spannungskomponenten  an  einem  Punkte  sich  auf  andere 
Koordinaten  wie  die  Produkte  und  Quadrate  von  Vektorkomponenten 
transformieren  und  also  ein  Tensortripel  bilden  (IV  14  M.  ÄhraJiatn), 
so  lässt  sich  jeder  räumliche  Spanuungszustand  durch  ein  Ellipsoid, 
jeder  ebene  durch  die  Eigenschaften  einer  Ellipse  oder  eines  Kreises 
darstellen,  üanlcine^),  0.  Mohr^)  und  J.  J.  Weyrauch^)  leiten  die 
obigen  und  einige  andere  Sätze  geometrisch  aus  derartigen  Spannungs- 
ellipsen und  Spannungskreisen  ab.  Da  dieselben  in  einem  späteren 
Referate  behandelt  werden  und  andererseits  identisch  mit  den  Träg- 
heitsellipsoiden,  -ellipsen  und  -kreisen  sind  (IV  4  G.  Jung  und  IV  5 
L.  Henneherg),  sei  dorthin  verwiesen. 

2.  Das  Köttersche  Variationsprinzip.  Es  sei  gegeben  ein  endlich 
ausgedehnter  Erdkörper,  dessen  Grenzen  teils  von  Wänden  ein- 
geschlossen, teils  von  gegebenen  Oberflächenkräften  ergriffen  sind. 
Man  hat  dann  nach  dem  Obigen  die  sechs  für  jeden  Spannungs- 
zustand geltenden  Differentialgleichungen  des  Gleichgewichts  zur  Ver- 
fügung nebst  den  Grenzbedingungen  an  den  belasteten  Oberflächen 
und  den  vom  Rauhigkeitsgrad  der  Wände  abhängenden  Ungleichungen 
an  den  Wänden,  wozu  dann  noch  die  in  Nr.  1  behandelte  Un- 
gleichung tritt. 

Um  nun  die  Kräfte  zu  bestimmen,  die  auf  die  Wände  ausgeübt 
müssen,  damit  sie  (für  den  Grenzzustaud)  gegen  den  Druck  der  Erde 
gerade   im    Gleichgewicht    sind,    hat    man    ein  Variatiousproblem   vor 


2)  O.  Mohr,  Beiträge  zur  Theorie  des  Erddrucks,  Zeitschr.  d.  Arch.-  u.  lu- 
genieurvereins  zu  Hannover  17  (1871),  p.  344  u.  18  (1872)  p.  G7  u.  24.5  =  Ab- 
handlungen aus  dem  Gebiet  der  technischen  Mechanik,  Berlin  iy06,  p.  220. 

3)  J.  J.  Weijravch,  Theorie  des  Erddrucks  auf  Gnrnd  der  neueren  Anschau- 
ungen, Allgem.  Bauzeitung,  Wien  1881. 
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sich,  das  zuerst  von  F.  Kutter^)  in  Ijiweiterunijr  des  QndomfjHchen 
Prinzips  (vgl.  unten  Nr.  8)  formuliert  wurde.  Man  kann  es  im  fol- 
genden beiden  Sätzen  aussprechen: 

1)  Ist  die  Lage  einer  Wand  durch  n  Parameter  bestimmt,  so  liegen 
die  n  möglichen  Wanddruclclwmponenten  in  einem  Gebiet,  eingeschlossen 
von  zwei  31annigfaltigkeiten  n  —  l''"'"  Ordnung,  welche  gebildet  werden 
durch  je  eine  Gleichung  zwischen  den  n  Wanddruckkomponenten. 

2)  Widersteht  die  Wand  einer  Gleichgeiviclitsstörung ,  so  genügen 
immer  solche  Wanddrucke,  die  der  eitlen  Grenze  des  Gebiets  angehören, 
ZV/r  Aufrechterhaltung  des  Gleicligewichts  [aktiver  Erddruck) \  widersteht 
das  Erdreich  einer  durch  die  Wand  erstrebten  Gleichgewichtsstörung 
{passiver  Erddruck),  so  dürfen  die  Wanddrucke  bis  zu  den  der  anderen 
Grenze  des  Gebiets  entsprechenden  Werten  anwaclisen. 

Die  beiden  Sätze  lassen  sieh  durch  folgende  Überlegungen  ab- 
leiten: Da  die  Spannungen  den  Charakter  von  Reibungskräften  haben, 
ist  zu  erwarten,  dass  sie  jeder  Verschiebung,  sei  es  durch  die  Massen- 
kräfte (die  Schwere)  einerseits,  sei  es  durch  die  Oberflächenkräfte  so- 
wohl infolge  von  Auflast  als  von  Grenzbedingungen  andererseits,  den 
grösstmöglichen  Widerstand  entgegensetzen. 

Das  Prinzip  der  virtuellen  Verrückungen  sagt  nun  als  Bedingung 
des  Gleichgewichts  aus,  dass  bei  jeder  mit  den  geometrischen  Be- 
dingungen —  in  diesem  Fall  mit  dem  Aufbau  der  Wände  —  ver- 
träglichen Verrückung  die  Summe  der  Arbeiten  der  Wandkräfte,  der 
inneren  Spannungen  und  der  äusseren  Kräfte  (Schwere  und  Auflast) 
gleich  oder  kleiner  als  Null  sein  muss.  Erfolgt  die  virtuelle  Ver- 
rückung im  Sinne  der  Schwere  und  der  Auflast,  so  subtrahiert  sich 
die  innere  von  der  äusseren  Arbeit;  erfolgt  diese  Verrückung  ent- 
gegen der  Schwere  und  Auflast,  so  addiert  sich  die  innere  Reibungs- 
arbeit zur  Arbeit  der  äusseren  Kräfte,  weil  Reibungskräfte  immer  ent- 
gegen der  Verrückung  Arbeit  leisten. 

Im  ersten  Falle,  dem  des  aktiven  Erddrucks,  wird  demnach  die 
Arbeit  der  Wandkräfte  gleich  der  Diiferenz  der  beiden  anderen  Ar- 
beiten, also  so  klein  als  möglich,  im  zweiten  Falle,  dem  des  passiven 
Erddrucks,  gleich  deren  Summe,  also  so  gross,  als  es  sich  mit  den 
Gleichgewichtsbedingungen  und  der  Neigung  der  Spannungen  zur  zu- 
gehörigen Flächeunormale  verträgt. 

Der  Aufbau  der  Wände  bedingt  eine  bestimmte  Anzahl  von  un- 
abhängigen virtuellen  Verrückungen  und  eine  ebensolche  Anzahl  von 


4)  F.  Kotier,  Die  Entwicklung  der  Lehre  vom   Erddruck,    Jahresber.   des 
Deutsch.  Math.-Ver.  2  (1891—92),  p.  128  ff. 

Enoyklop.  d.  matb.  Wisseusch.     IV  2,  n.  26 
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Komponenten  des  Erddrucks.  Z.  B.  besitzt  eine  starre  Wand  eine 
sechsfache  Bewegungsfreiheit  und  kann  nur  durch  eine  sechs  Kom- 
ponenten besitzende  Kraft  nach  allen  Richtungen  gestützt  werden; 
eine  aus  mehreren  getrennten  starren  Körpern  bestehende  Wand 
würde  entsprechend  mehr  Verschiebungs-  und  Kraftkomponenten  be- 
dingen. 

Die  bei  einer  virtuellen  Verrückung  Arbeit  leistenden  Resultanten 
der  Obei-flächenspannungen  an  der  Wand  M^  M^  .  .  .  M^  (d.  h.  die 
allgemeinen  Lagrangeschen  Kräfte  inbezug  auf  die  Parameter  der 
Wandlage,  p^. . .  pj  sind  infolge  der  Unbestimmtheit  des  Spannungs- 
problems im  allgemeinen  von  einer  Anzahl  bestimmter  über  die  Wand 
erstreckter  Integrale  willkürlicher  Funktionen  abhängig,  die  die  will- 
kürlichen Konstanten  q,  .  ■ .,  c^.  enthalten  mögen.  Die  Arbeit  der  Span- 
nungsresultanten, 


1 


^aPa, 


enthält  also  die  M^  als  Funktionen  der  q, ..., c^.  Für  eine  bestimmte 
virtuelle  Verrückung  ergiebt  sich  das  Minimum  und  Maximum  von 
^M^p^  für  gewisse  von  den  virtuellen  Verrückungen  abhängende  Werte 
der  Parameter  c^, . . .,  c^.  Man  kann  demnach  schliessen,  dass  die  extremen 
M^  und  ^M^p^  Funktionen  der  p^  sein  werden,  und  zwar  die  letz- 
teren homogene  Funktionen  ersten  Grades,  die  ersteren  vom  nullten 
Grade,  da  die  virtuellen  Arbeiten  sich  um  denselben  Faktor  vergrößern 
müssen,  mit  dem  man  alle  Verrückungen  multipliziert,  dagegen  können 
die  Verrückungsverhältnisse  in  beliebigem  Grade  darin  auftreten. 

Kotier  zeigt  nun,  dass  die  den  maximalen  und  minimalen  Arbeiten 
entsprechenden  Wandkräfte  die  Differentialquotienten  jener  Arbeiten 
nach  den  Verrückungen  sind. 

So  erhält  man,  da  diese  Ableitungen  nur  von  den  Verrückungs- 
verhältnissen  abhängen,  n  Gleichungen  zwischen  den  n  —  1  Ver- 
rückungsverhältnissen  und  den  Wandkräften,  so  dass  man  erstere  eli- 
minieren kann  und  je  eine  Gleichung  zwischen  den  Kräften  allein 
für  den  aktiven  und  den  passiven  Grenzzustaud  finden  muss: 

(4)  ^F,(M,,  M„  . . .,  M„)  =  0,        W,  (J/, .  .  .,  J/„)  =  0. 

Sobald  also  die  Wand  eine  mehr  als  einfache  Beweglichkeit  hat, 
giebt  es  nicht  je  einen  aktiven  oder  passiven  ErJdruck,  sondern  eine 
einfache  Mannigfaltigkeit  von  solchen,  indem  man  n  —  1  der  Erd- 
druckkomponenten  willkürlich  annehmen,  die  n^^  aus   der  Gleichung 
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entnehmen  kann,  willkürlich  natürlich  nur  soweit,  dass  sich  für  diese 
«*"  Kraft  kein  unmöglicher  Wert  ergiebt. 

Das  ebene  Problem  des  Erddrucks  gegen  eine  starre  Wand  lässt 
danach  zweifach  unendlich  viel  verschiedene  Werte  des  aktiven  und 
des  passiven  Erddrucks  je  nach  der  Art  der  Stützung  zu,  da  der  ebene 
Erddruck  durch  drei  Komponenteu  nach  Grösse  und  Lage  gegeben  ist. 

Es  giebt  auch  hier  zwei  Gleichungen: 

W,{M,X,Y)  =  i), 

zwischen  den  drei  Komponenten  des  Erddrucks,  z.  B.  dem  Drehmoment 
um  den  Koordinatenanfang,  der  Horizontal-  und  der  Vertikalkompo- 
nente, bei  deren  Erfüllung  ein  Fall  des  aktiven  bzw.  passiven  Erd- 
drucks eintritt.  Diese  Gleichungen  werden  natürlich  nur  innerhalb 
enger  Grenzen  einen  Sinn  haben  und  stellen,  geometrisch  aufgefasst, 
geschlossene  Flächen  vor,  deren  Koordinaten  nur  um  kleine  Teile 
ihrer  Werte  an  einem  Punkt  variieren. 

Danach  dürfte  man,  so  lange  man  im  möglichen  Bereich  der  Glei- 
chungen bleibt,  von  den  drei  Unbekannten  des  ebenen  Erddrucks  — 
Grösse,  Richtung  und  Lage  (Angriffspunkt)  —  zwei  willkürlich  an- 
nehmen und  die  dritte  dann  ermitteln  oder,  versuchsmässig  gesprochen, 
man  müsste,  um  die  Erddruckaufgabe  zu  einer  bestimmten  zu  machen, 
der  Wand  nur  eine  Beweg- 
ungsbeschränkung auferlegen, 
z.  B.  die  Wand  auf  einem 
Gleitlager  drehbar  stützen, 
dessen  Anordnung  innerhalb 
des  möglichen  Bereiches  von 
¥^  wiUkürlich  ist  (Fig.  1). 

Die  Grundaufgabe  der 
Erddrucktheorie  ist  also  nach 
F.  Kötters  Prinzip  nur  bei 
Bestehen  einer  geometrischen 
Bedingung  oder  nur  einer 
Kraftkomponente  für  die  Wand  Fig.  l. 

eine  bestimmte,  in  allen  an- 
deren FäUen  eine  notwendig  so  oft  unbestimmte,  als  man  geometrische 
Bedingungen  oder  Stützkräfte  hinzufügt. 

Der  gewöhnliche  FaU  der  Anwendung  ist  der,  dass  die  Wand- 
kräfte des  aktiven  Erddrucks  durch  den  passiven  Erddruck  des  Wand- 
fundaments hervorgerufen  werden. 

26* 
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Hier  sind  streng  genommen  die  Hinterseite  und  die  Solile  der 
Wand  als  eine  einzige  Wandfläche  aufzufassen.  Der  Erddruck  ist  in 
diesem  Fall  eine  nach  Grösse  und  Richtung  gegebene  Kraft,  nämlich 
das  Gewicht  der  Mauer,  und  es  ist  zu  untersuchen,  ob  diese  gegebene 
Wandkraft  innerhalb  des  Bereiches  der  möglichen  Gleichgewichts- 
zustände fällt. 

Fällt  der  die  Grösse  und  das  Drehmoment  des  Mauergewichts 
darstellende  Punkt  ausserhalb  des  Gebietes  zwischen  den  Flächen 
Wq {Ml, . . .,  31j  =  0  und  Wj^  ( Jfj, . . .,  Jf  J  =  0,  so  sinkt  die  Mauer  entweder 
in  die  Fundamentsohle   ein   oder  weicht  nach  aussen  oder  innen  aus. 

3.  Die  streng  gelösten  Fälle  des  rechteckigen  und  des  kreis- 
förmigen Spaltes  und  ihre  überschlägliche  Behandlung.  Das  Kötter- 
sche  Kriterium  führt  also  das  Problem  des  Erddrucks  auf  eine  Auf- 
gabe der  Variationsrechnung  zurück,  die  allerdings  bisher  nur  in  den 
einfachsten  Fällen  eine  Lösung  erfahren  hat.  Diese  Fälle  sind  von 
Kötter  selbst  gegeben  worden  imd  betreffen  den  Bodendruck  in  un- 
endlicher Tiefe  in  einem  Spalt  zwischen  parallelen  Wänden  und  in 
einem  kreisförmigen  Rohr^). 

Da  diese  Aufgaben  bisher  die  einzigen  dem  erweiterten  Coulomb- 
schen  Prinzip  zugänglichen  gewesen  sind,  sollen  sie  hier  näher  be- 
trachtet werden. 

Für  beliebige  Gefässform  wird  zunächst  bewiesen,  dass  in  einer 
Tiefe,  in  der  der  Bodendruck  nach  unten  nicht  mehr  zunimmt  (in 
unendlicher  Tiefe),  überall  der  Grenzzustand  des  Gleichgewichts  ohne 
der  Allgemeinheit  zu  schaden,  angenommen  werden  kann,  d.  h.  in 
jedem  Punkt  ein  Flächeuelement  liegen  muss,  in  dem  die  Spannung 
mit  der  Flächennormale  den  Reibungswinkel  bildet. 

In  dem  besonderen  Fall  des  Farallelspaltes  wird  sodann  gezeigt, 
dass  die  Normalspannuug  auf  vertikale  Querebenen  senkrecht  zu  den 
Wänden  zwischen  gewissen  Grenzen,  ohne  den  Bodendruck  zu  ändern, 
beliebig  angesetzt  werden  darf,  dass  ferner  die  Schubspannungeu  an 
diesen  Flächeuelementen  verschwinden. 

Es  wird  dann  die  Aufgabe  ein  ebenes  Spannungsproblem,  bei 
dem  überall  der  Grenzzustand  herrscht.  Aus  den  Gleichgewichts- 
bedingungen folgt  ein  konstanter  Horizontalschub  H  senkrecht  zu 
den  Wänden  und  für  die  senkrechte  Schubspannung  in  Schichten 
parallel  den  Wänden  ein  von  der  Mitte  nach  den  Wänden  hin  linear 
wachsender  Wert. 


5)  F.  Kötter,   Der  Bodendruck   von   Saud  io   vertikalen,  zylindrischen  Ge- 
fässen,  Jovirn.  f.  Math.  120  (1899),  p.  189—241. 
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Der  Bodendruck  auf  die  Flächeneinheit  kann  dann  aus  Horizontal- 
schub H  und  senkrechter  Schubspannung  aus  der  Bedingung  des 
Grenzzustandes  ganz  wie  im  unten  erörterten  i?rt«A7'«eschen  Problem 
angegeben  werden  und  es  ist  schliesslich  H  so  zu  bestimmen,  daes 
der  gesamte  Bodendruck  ein  Minimum  wird. 

Für  den  Ireisförmigen  Querschnitt  wird  nun  zuerst  mit  Hilfe  des 
Superpositionsprinzips  abgeleitet,  dass  zu  jeder  nicht  axensymmetrischen 
Spannungsverteilung  eine  gewisse  andere  durch  Integration  aus  der 
ersten  erhaltene  axen symmetrische  mit  demselben  Bodendruck  gehört 
und  man  also  zur  Ermittlung  des  Spannungszustandes  mit  dem  klein- 
sten Bodendruck  nur  unter  den  axensymmetrischen  zu  suchen  braucht. 

Für  diese  werden  die  Hauptdrucke  aus  den  Spannungen  inbezug 
auf  das  Polarkoordinatensystem  der  Symmetrieaxe  ausgedruckt  und 
aus  der  physikalischen  Ungleichung  zwischen  den  Hauptdrucken  ein 
physikalisch  allein  möglicher  Bereich  für  den  Radialdruck  angegeben. 
Durch  diesen  bedingt  sich  die  spezifische  Bodenpressung  und  damit 
der  gesamte  Bodendruck  als  Integral,  das  zu  einem  Minimum  ge- 
macht werden  soU,  um  den  aktiven  Erddruck  anzugeben. 

Es  ergiebt  sich  weiter  eine  Trennung  in  zwei  Gebiete,  in  deren 
einem  die  Normalspannung  in  axialen  Schnitten  der  mittlere  Haupt- 
druck, während  sie  in  dem  anderen  der  grösste  Hauptdruck  ist.  In 
beiden  Gebieten  herrscht  überaU  der  Grenzzustand. 

Durch  eine  komplizierte  Betrachtung  wird  jetzt  nachgewiesen, 
dass  dem  kleinsten  Bodendruck  der  Zustand  entspricht,  wo  die  Normal- 
epannung  in  Axialschnitten  gleichzeitig  mittlerer  und  grösster  Haupt- 
druck ist,  d.  h.  wo  die  beiden  grössten  Hauptdrucke  gleich  sind. 

Dann  genügt  der  Radialdruck  R  einer  Differentialgleichung  erster 
Ordnung,  deren  Integration  in  geschlossener  Form  gelingt  und  deren 
Integrationskonstante  so  bestimmt  werden  muss,  dass  der  Wanddruck 
den  Reibungswinkel  nicht  überschreitet  und  der  Bodendruck  ein  Mi- 
nimum wird.  Merkwürdigerweise  wird  dabei  die  Wandreibung  nicht 
voll  ausgenützt,  d.  h.  der  Wanddruck  erreicht  die  Grenze  des  Reibungs- 
winkels im  allgemeinen  nicht. 

Die  Berechnungsvorschriften  werden  am  Schluss  so  übersichtlich, 
als  es  die  Natur  des  Problems  erlaubt,  zusammengefasst  und  durch 
eine  Zahlentabelle  der  Bodendrucke  für  verschiedene  Reibungskoeffi- 
zienten bei  rauher  Wand  abgeschlossen.  Überall  ist  die  innere  Rei- 
bung grösser  oder  gleich  der  Wandreibung  gesetzt. 

Die  schwierigen  Entscheidungen  und  Grenzeinschliessungen,  durch 
die  sich  der  Verf.  besonders  beim  zweiten  Problem  hindurchkämpft, 
lassen  erkennen,  wie  schwierig  eine  Weiterführung  der  Theorie  sein  wird. 
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Für  die  Bedürfnisse  der  Praxis  bei  der  Berechnung  der  Wand- 
stärken von  solchen  röhrenartigen  Gefässen  oder  „Silos"  hat  sich  ein 
Verfahren  bewährt,  das  den  Bodendruck  und  den  Seitendruck  in  be- 
liebiger Tiefe  mit  genügender  Annäherung  zu  berechnen  gestattet. 
Diese  von  G.  Hagen,  Ph.  ForcJiheimer,  M.  Koenen  und  H.  A.  Janssen^) 
angewandte  Methode  setzt  voraus,  dass  in  jeder  Tiefe  die  Haupt- 
drucke parallel  der  Rohraxe  und  senkrecht  zu  ihr  in  der  Querschnitts- 
ebene liegen  und  dass  die  beiden  letzteren  gleich  und  in  der  Quer- 
schnittsebene  konstant  sind,  und  ferner,  dass  überall  der  Grenzzustand 
herrscht,  d.  h.  zwischen  der  der  Rohraxe  parallelen  Hauptspannung, 
d.  h.  dem  Bodendruck  jt)  und  der  Hauptspannung  in  der  Querschnitts- 
ebene, der  Horizontalkomponente  des  Wanddrucks  H  die  Pankine^ch^ 
Beziehung  gilt  (siehe  Nr.  6): 

^  =  P  l+lin^  =  ^'^°*g'  U   +  y)  =  ^  •  ^- 

Schliesslich   wird    im   Widerspruch    dazu    der  Wanddruck   unter  dem 
Reibungswinkel  (p^  wirkend  angenommen. 

So  entsteht,  wenn  mit  F  der  Rohrquerschnitt,  mit  U  der  Um- 
fang bezeichnet  wird,  zwischen  dem  Gewicht  des  Voluraenelements 
Fydy,  der  Vertikalkomponente  des  Wanddrucks 

Htg(p^dyU=  pJc  tg (p, dy  U, 

und   dem   Zuwachs    der   Bodenpressung    die   Differentialgleichung   des 

Gleichgewichts: 

dp    .      j  TJ 

und  deren  Integral  mit  der  Anfangsbedingung  p  =  p^  für  ?/  =  0  und 
der  Abkürzung  c  = — jj : 


k  tg«Pi  ^ 


P 


(i-^-/v-) 


Hier  ist  c  der  Bodendruck  in  unendlicher  praktisch  schon  in  endlicher 
Tiefe,   wo    das    Gewicht   eines  Volumeuelements  vollständig  von  dem 


6)  G.  Hagen,  Untersuchung  über  den  Druck  u.  die  Reibung  des  Sandes  §  5, 
Ann.  Phys.  Chem.  28  (1833),  p.  316  ff.;  Ph.  Forchheimer,  Über  den  Sanddmck  und 
Beweguugserscheinungen  im  Innern  trockenen  Sander,  Dissertat.  Tübingen  18S3 
(Aachen),  j).  18ff. ;  II.  A.  Ja)issen,  Versuche  über  Getreidedruck  in  Silozellen, 
Zeitschr.  des  Vereins  deutscher  Ingenieure  39  i,1895),  p.  1045;  ^[.  Koenen,  Zentral- 
blatt der  Bauverwaltung. 
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Wauddruck  c  auf  die  Flücheneinheit 

ch    y 

"         cosqp,  .  U 

aufgenommen  wird.    Dieser  Druck  ist  also  unabhängig  von  der  inneren 
Reibung  und  nur  von  der  Wandreibung  abhängig. 

Die  Ergebnisse  lassen  sich  in  gute  Übereinstimmung  mit  den 
Versuchen  bringen,  wenn  Ji  nicht  aus  dem  Reibungswinkel  95,  sondern 
aus  besonderen  Versuchen  bestimmt  wird.     Z.  B.  findet  Janssen 

h  =  0,67  tg  (pi  =  0,3 

für  Weizen  und  Holzwände.  (Siehe  Abschnitt  III  unten,  Versuche.) 
Später  hat  Kotier'^)  auch  Grenzwerte  für  die  Drucke  auf  den 
Verschluss  einer  Bodenöffnung  beliebiger  Gestalt  eines  Gefässes  mit 
weit  entfernten  Wänden  ausgegeben,  die  der  Erfahrung  gemäss  für 
den  aktiven  Erddruck  (auf  den  nachgebenden  Stempel)  einen  end- 
lichen Wert  bei  unendlich  grosser  Schütthöhe  liefern,  für  den  passiven 
Erddruck  ein  stärkeres  Anwachsen  mit  der  Schütthöhe  als  das  lineare, 
hydrostatische  zeigen.  Die  wirklichen  Grenzwerte  können  noch  etwas 
weiter  auseinanderliegen,  weil  bei  der  Ableitung  Spannungszustände  nach 
Zylinder-  und  Kegelschalen  über  der  Öffnung  geordnet  vorausgesetzt 
werden.  Die  als  Ercrebnis  auftretenden  bestimmten  Integrale  werden 
durch  bequem  berechenbare  Potenzreihen,  für  9p  =  30°,  in  geschlossener 
Form  dargestellt  und  durch  Kurven  erläutert.  Ein  Vergleich  mit  den 
früheren  Ergebnissen  über  den  Bodendruck  in  Röhren  zeigt  die  theo- 
retisch zu  erwartenden  Unterschiede. 

4.  Rankine -Schefüers  Spanmingsverteilung  im  unbegrenzten 
Erdkörper  und  die  davon  ausgehenden  Arbeiten.  Rankine  hat  die 
Beobachtung,  dass  das  ebene  Spannungsproblem  ein  bestimmtes 
wird,  wenn  überall  der  Grenzzustand  als  erreicht  angenommen  ist, 
benutzt,  um  eine  neue  Erddrucktheorie  gegenüber  der  unten  zu  be- 
sprechenden Gleitprismatheorie  der  Coulomhsch.en  Schule  aufzustellen. 
Sein  Verfahren  befriedigt  die  Differential(:^leichungen  des  Gleich- 
gewichts  und  die  physikalische  Ungleichung,  lässt  dagegen  die  Fragen 
nach  den  kleinsten  und  grössten  Wanddruckarbeiten  bei  vorgeschrie- 
benem Freiheitsgrade  der  Wand  und  den  zugehörigen  Bedingungen 
an  den  Grenzen  und  insbesondere  im  Unendlichen  unerledigt  und 
liefert  einen  immer  möglichen,  oft  wahrscheinlichen,  in  einzelnen  Fällen 
aber  weit  von  der  oberen  und  unteren  Grenze  abliegenden  Zustand. 


7)  F.  Kotier,  über  den  Druck  von  Sand  gegen  Öffnungsverschlüsse  im  hori- 
zontalen Boden  kasteaförmiger  Gefäsae,  Sitzungsber.  d.  Pr.  Ak.  d.W.  1909,  S. 493. 
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Für  den  Fall  von  Massenkräften  (Schwere)  hat  sich  sein  Verfahren 
für  ebene  Spannungszustände  in  eben  begrenzten  Halbräumen  und  den 
daraus  abgeleiteten  Winkelräumen  und  für  einige  weitere  unten  er- 
wähnte Spannungszustände  in  gewichtslosen  Sandkörpern  als  ver- 
wendbar erwiesen. 

Die  Darstellungsweise  der  ursprünglichen  Jian^/w/'schen  Abhand- 
lung erscheint  in  anbetracht  der  Ergebnisse  unnötig  abstrakt,  offenbar 
hoffte  liankine  auf  ein  umfassenderes  Anwendungsgebiet. 

^  Bei  Eigengewicht  lauten  im  ebenen  Problem  die 

Gleichgewichtsbedingungen  (Fig.  2): 

dx^      ax,^  dY^      dY 

(^^)   ax    +   dy    =  ^  ^"'  «'        dy    +  ^dy    =  >'  ^««  « • 
Die  physikalische  Bedingung  nimmt  die  Form  an: 

(1  a)     (X,  -  Y^Y  +  4  X/  ^  (X,  +  Y^y  sin^  rp. 

Fig.  2.  Die  Lösung  ergiebt  sich  sehr  einfach,  unter  der  An- 

nahme 

dx  dx  ' 

d.  h.   bei   unveränderlicher  Spannungsverteilung  längs   der  Oberfläche, 
und  den  Grenzbedingungen: 

X;=r,  =  0     für     y  =  0 
zu 

Xy  =  i;  =  yy  sin  a,     Y^  =  yy  cos  a,     X^=yy-  h, 

wo  h  je  nach  der  Art  des  Grenzzustandes  einer  der  Werte 


C0Ba(l-)-8in*qp)  -j-  2|/8iu*(p  —  sin*« 
cos*  qp 

Rankine  selbst  benutzt  nicht  ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem, 
sondern  geht  von  zwei  konjugierten  Spannungen  aus,  nämlich  der 
vertikalen  Spannung  auf  ein  der  Oberfläche  paralleles  Element  und 
der  der  Oberfläche  parallelen  Spannung  auf  ein  vertikales  Flächen- 
element.    Im  Grenzfall  müssen  beide  Spannungen  das  Verhältnis 

cos  a  —  "j/cos*  a  —  cos*  qp 
cos  a  -\-  "j/cos*  K  —  cos*  qp 

haben,  und  da  die  vertikale  Spannung  auf  das  der  Oberfläche  parallele 
Element  yy^  cos  a  beträgt,  muss  die  der  Oberfläche  parallele  Span- 
nung einen  der  beiden  Werte 

cos  a  ^  Vcos*  a  —  cos*  m 

yy,  cos  a  '-- r_— 

cos  a  +  y  cos*  a  —  cos*  tp 

besitzen. 
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Der  Druck  senkrecht  zur  Spannungsebene  nimmt  als  „passiver 
Druck"  den  kleinsten  mit  dem  Gleichgewicht  verträglichen  Wert,  den 
des  kleineren  Hauptdruckes  in  der  Ebene  des  Problems  an.  Die 
Hauptdrucke  in  dieser  Ebene  und  ihre  Lage  werden  aus  den  konju- 
gierten Spannungen  nach  den  Sätzen  in  (1)  gefunden.  Auch  die  Ebenen 
grösster  Druckneigung  (Gleitflächen)    sind    dann   unmittelbar  bekannt. 

Auf  ganz  denselben  Überlegungen  teils  analytischer,  teils  graphi- 
scher Natur  beruhen  die  Arbeiten  von  M.  Uvy,  E.  Winkler,  A.  Con- 
sidcre,  J.  Weyrauch  und  0.  Mohr''^). 

Weyrauch  geht  von  der  Annahme  ebener  Gleitflächen  und  der 
Erfüllung  aller  drei  Gleichgewichtsbedingungen  für  ein  endliches  Prisma 
aus  und  gelangt  zu  den  Ansätzen  und  Ergebnissen  von  Bankine  be- 
züglich des  längs  der  Oberfläche  unveränderlichen  Zustandes  und  des 
auf  senkrechte  Wände  der  Oberfläche  parallelen  Drucks  zurück. 
JE.  Winkler  fühi-t  mit  Hilfe  der  Äiryschen  Spannungsfunktion  (IV  23, 
Nr.  3b)  die  Reibungsgleichung  auf  eine  partielle  Difi'erentialgleichung 
zweiter  Ordnung  und  vierten  Grades  zurück,  wodurch  er  aber  nichts 
Neues  gewinnt.  0.  Mohr  stellt  die  Sätze  in  (1)  mit  Hilfe  eines  Span- 
nnngskreises  übersichtlich  dar. 

Für  unendliche  Erdkörper  von  gekrümmter  Begrenzung  hat 
J.  Boussinesq^)  die  Rankinesehen  Ansätze  vervollkommnet  und  ein 
näherungsweises  Lösungsverfahren  angegeben. 

Der  Übertragung  des  Rankitieschen  Spannungszustandes  auf  die 
Ermittlung  des  Drucks  auf  einschliessende  Wände  wurde  von  B.  de 
St.-Venant  und  Boussinesq  der  Vorwurf  gemacht,  dass  die  Grenz- 
bedingungen, die  die  Rauhigkeit  der  Wand  angeben,  im  allgemeinen 
nicht  berücksichtigt  seien  und  ein  Korrektionsverfahren  aufgestellt, 
das  unter  Voraussetzung  kleiner  Abweichungen  vom  Bankineschen 
Zustand  zu  linearen  Differentialgleichungen  mit  konstanten  Koeffi- 
zienten führt  und  diese  Grenzbedingungen  erfüllt. 

Allerdings  werden  durch  dieses  Verfahren  manche  Unwahrschein- 
lichkeiten  des  Bankineachen  Spannungszustandes  in  dem  durch  Wände 


7")  M.  Levy,  Essai  sur  une  theorie  nouvelle  de  requilibre  des  terres,  J.  de 
math.  (2)  18  (1873),  p.  241:  E.  Winkler,  Neue  Theorie  des  Erddrucks,  Zeitschr. 
d.  österr.  Ingenieur-  u.  Architektenvereins  23  (1871),  p.  79;  A.  Considere,  Note 
8UX  la  poussee  des  terres,  Ann.  des  ponts  et  chaussees  (4)  19  (1870),  p.  547; 
J.  J.  Weyrauch,  Theorie  des  Erddrucks  auf  Grund  der  neueren  Anschauungen, 
Allgem.  Bauzeitung  1881;  0.  Mohr,  vgl.  Fussn.  2. 

8)  J.  Boussinesq,  Essai  theorique  sur  requilibre  de  l'elasticite  des  masses 
pulv^rulentes  et  sur  la  poussee  des  terres  sans  cohesion,  Bruxelles  Mem.  couronn. 
40  (1876)  Nr.  4,  p.  169. 
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begrenzten  Erdkörper  behoben,  jedoch  kann  dieses  an  sich  bemerkens- 
werte Korrektionsverfahren  von  dem  eingangs  besprochenen  Stand- 
punkt aus  nicht  als  wesentliche  Verbesserung  anerkannt  werden,  da 
auch  durch  dasselbe  wieder  nur  mögliche,  aber  keine  Grenzfälle  er- 
rechnet werden.  Ein  besonders  un- 
wahrscheinlicher MankinescheT  Zu- 
stand ergiebt  sich  für  abfallen- 
des Gelände  und  senkrechte  Wand 
(Fig.  3). 

0.  Mohr^)   will   die   Rankine- 
sche  Theorie  nur  in  solchen  Fällen 
anwenden,    in    denen    die    Haupt- 
Fig  3  spanuungslinien    die    Geländeober- 

fläche schneiden  und  empfiehlt  für 
die  aus  diesem  Rahmen  herausfallenden  Aufgaben  eine  Interpolation, 
für  die  dann  aber  gar  keine  Gleichgewichtsbedingungen  erfüllt  sind. 
In  einzelnen  Fällen  würde  sich  wohl  herausstellen,  dass  der 
Köttersche  Grenzzustand  die  Erreichung  der  maximalen  Druckneigung 
in  jedem  Punkte  in  sich  schliesst,  so  dass  manche  bisher  unter  dieser 
Voraussetzung  gefundene  Lösungen  ihren  Wert  behalten  werden. 

5.  Grenzzustände  im  ring-  und  spaltrörmigen  gewichtslosen 
Erdkörper.  Dahin  gehören  die  von  Boussinesq  angegebenen  FäUe  von 
Spannungsverteilung  bei  Abwesenheit  der  Massenkräfte  (Schwere)  in- 
folge von  Grenzkräften  allein. 

Ein  solcher  Fall  ist  die  ebene  Spannungsverteilung  in  ring- 
förmigen schwerelosen  Erdkörpern.  Boitssinesq  führt  hier  zunächst 
Polarkoordiuaten  ein  und  stellt  als  die  drei  abhängigen  Variablen  die 
Diiferenz  der  Hauptspannungen,  ihre  Summe  und  den  Winkel,  den 
die  kleinere  der  Hauptspannungen  mit  dem  Radiusvektor  bildet,  auf. 
Die  beiden  so  entstehenden  Differentialgleichun<4en  des  Gleichgewichts 
und  die  für  die  innere  Reibung  charakteristische  Gleich.  (1)  werden 
integriert  in  dem  Falle  axensymmetrischen  Zu  Standes  und  wenn  der 
Winkel  zwischen  Hauptspannung  und  Radiusvektor  längs  des  Radius 
oder  der  Ringkreise  konstant  ist. 

Die  letzte  Bedingung  liefert  das  Bild  eines  diedrischon  Erdkorpers 
zwischen  starren,  rauhen,  sich  in  der  Axe  schneidenden  Ebenen 'M. 

In  einer  anderen  Arbeit  ^°)   bestimmt  Boussinesq   den  Grenzspan- 


9)  J.  Boussinesq,  Equilibre  des  massivs  pulverulents,  p.  134  —  150. 

10)  Sur  les   modes   d'equilibre  limite   les  phxs   simples  que  peut  presenter 
un  massiv  sana  colii'sion  fortement  comprime,  Paris  C.  R.  80  (1874),  p.  5-46 — 549. 
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nungszustand  eines  gewichtslosen  zwischen  zwei  rauhen  und  zwei 
glatten  einen  Rechteckquerschnitt  bildenden  Wänden  enthaltenen  Erd- 
körpers, dessen  Spannungen  in  der  Richtung  senkrecht  zu  den  glatten 
Wänden  sich  nicht  ändern. 

Einen  weiteren  einfachen  derartigen  Fall  giebt  Kotier  ^^)  in  seinem 
Referat  an. 

6.  Das  Pauker -Bankinesche  Fundamentproblem.  Hierher  ge- 
hört schliesslich  die  Pauker- BanliineBche  Untersuchung  der  zulässigen 
Fundamentpressungen.  lianJcine  nimmt  einen  zentralen  durch  Auflast 
-\-  p  beanspruchten  Zylinder  und  einen  äusseren  unbelasteten,  un- 
begrenzten Erdkörper  an.  In  beiden  Gebieten  werden  die  Haupt- 
spannungen näherungsweise  wagerecht  (parallel  der  Oberfläche)  und 
senkrecht  vorausgesetzt.  Im  Grenzfalle  beträgt  im  Aussenraum  die 
senkrechte  Hauptspannung  yh,  die  kleinste  bzw.  grösste  wagerechte 
Hauptspannung  nach  Gl.  (2)  (1): 

7  1  T  sin  CD 
'      1  -r  Bin  qp 

Diese  wagerechte  Hauptspannung  wirkt  auf  den  inneren  Zylinder  und 
erzeugt  dort  wieder  nach  Gl.  (1)  eine  grösste  bzw.  kleinste  senkrechte 
Hauptspannung  oder  Auflast: 

^mix  ~  ^      Vi  ±  sin  W    ~  cotg*  14    "^    2  /  • 

Der  so  gefundene  Spannungszustand  ist  statisch  möglich  und 
das  Ergebnis  also  im  Gleichgewichtsgebiet;  aber  die  Erfahrung 
zeigt,  dass  der  Erdboden  sehr  viel  grössere  Belastungen  mit  Sicher- 
heit tragen  kann  und  auch  tragfähig  ist  für  die  Fundamenttiefe 
^  =  0^8). 

7.  Boussinesqs  Kennzeichnung  kömiger  Stoffe  und  die  Zu- 
stände z^wisehen  den  Grenzwerten.  Im  Gegensatz  zu  allen  anderen 
Bearbeitern  des  Erddruckproblems,  die  sich  mit  einer  Feststellung  der 
Grenzen  des  Gleichgewichtsgebiets  begnügen,  sucht  Boussinesq  durch 
eine  genauere  physikalische  Kennzeichnung  des  Erdkörpers,  die  die 
bis  dahin  übliche  von  Coulomb  mit  umfasst,  auch  die  Zwischen- 
zustände zu  umfassen. 


11)  Die  Entwicklung  der  Lehre  vom  Erddruck,  p.  120. 

12)  Eankine,  loc.  cit.;  Pauker,  Erklärender  Bericht  zum  Projekt  einer  See- 
batterie zu  Cronstadt,  J.  d.  Minist,  d.  (russischen)  Verkehrsanstalten,  Sept.  1889; 
P.  JanJcowsJci,  Widerstand  d.  Gründungen,  J.  d.  Minist,  d.  Verkehrsanst. ,  Jan. 
Febr.  Dez.  1889,  vergl.  Fortschr.  d.  Math.  21  (1889),  p.  888. 
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Zu  dem  Zweck  erweitert  er  die  Spannungs  -  Formänderungs- 
beziehung bis  zu  Gliedern  zweiten  Grades  dergestalt,  dass: 

1)  eine  Formänderung  nur  in  dem  Maasse  Spannungen  bedingt, 
als  gleichzeitig  ein  allseitiger  Druck  p  stattfindet; 

2)  bei  allen  Formänderungen  die  Summe  der  Dehnungen,  d.  h. 
die  Volumänderung  verschwindet; 

3)  dieser  sandförmig  elastische  Zustand  nur  so  lange  besteht,  als 
die  grösste  Hauptdehnung  kleiner  als  ist,  wo  (p  der  Reibungs- 
winkel und  m   eine  Elastizitätskonstante. 

Der  analytische  Ausdruck  dieser  drei  Annahmen  lautet  in  der 
gebräuchlichen  Bezeichnungsweise : 

X_,^=—pil-2me),  Y^=-p{l-2nif),  Z^=  -  p{l- 2mg), 
Z^  =  pma,  X^  =  pmh,  Y^  =  pmc, 

wo  e,  f,  (j  die  drei  Dehnungen,  a,  h,  c  die  drei  Winkeländerungen 
bedeuten. 

Die  Integration  der  Differentialgleichungen  des  Gleichgewichts 
(1)  unter  Beachtung  dieser  Spannungs -Formänderungsbeziehungen 
führt  Boussinesq  nur  für  den  ebenen  Spannungszustand,  der  sich 
parallel  einer  unbelasteten,  ebenen  Oberfläche  nicht  ändert,  in  ein- 
facher Weise  aus,  erreicht  es  aber,  das  Resultat  mit  Hilfe  der  ver- 
fügbaren Integrationskonstanten  auf  Erdkörper,  die  auf  einer  Seite 
von  ebenen  glatten  oder  rauhen  Wänden  begrenzt  sind,    anzuwenden. 

Bei  weiterer  Untersuchung  zeigt  sich,  dass  ein  Teil  der  ge- 
wonnenen Ergebnisse  in  einer  von  der  unbekannten  Elastizitätskou- 
stante  m  abhängigen  Tiefe  die  Elastizitätsgrenze  überschreitet  und 
also  unmöglich  wird,  und  dass  auch  für  die  Werte  der  Integrations- 
konstanten dadurch  Grenzen  gegeben  sind. 

Bei  Erreichung  dieser  Grenzen  stellt  sich  der  Ranldnesohe  Span- 
nungszustand in  allen  seinen  Ergebnissen  dar. 

Boussinesq  fügt  seinen  Ausführungen  in  einem  späteren  Kapitel 
selbst  die  Beschränkung  hinzu,  dass  ein  Sandkörper  in  Wirklichkeit 
wohl  nie  bei  der  Auffüllung  innerhalb  seiner  Elastizitätsgrenze  blei- 
ben werde  und  dass  deshalb  die  Bedingung  einer  rauhen  Mauer,  die 
anliegende  Schicht  festzuhalten,  wohl  nie  erfüllt  sein  wird.  Um 
trotzdem  die  Zwischenzustände  ermitteln  zu  können,  schafft  er  den 
Begriff  des  stabilen  Zustandes,  d.  h.  des  Zustandes,  bei  dem  die 
grösste  Hauptdehnung  den  grössten  mit  der  Standfestigkeit  der  Mauer 
verträglichen  Wert  hat,  und  nimmt  an,  dass  dieser  Zustand  wirklich 
eintreten  wird. 
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Die  übrigoii  Teile  seiner  Abhandlung  sind  schon  in  den  vorher- 
gehenden Nummern  erwähnt. 

Gegen  die  Boussinesqache  Auffassung,  die  bisher  seit  1876  keine 
Schule  gemacht  hat,  lassen  sich  manche  Bedenken  erheben. 

Zunächst  erscheint  es  falsch,  dass  die  Volumänderung  des  Sandes 
unendlich  klein  von  höherer  als  der  betrachteten  Ordnung  sein 
soll,  während  in  Wirklichkeit  sehr  grosse  Verschiedenheiten  im 
spezifischen  Gewicht  eines  und  desselben  Sandes  auftreten  können, 
z.  B.  bei  genügend  grossem  allseitig  gleichem  Druck  ohne  Über- 
schreitung der  BoussinesqBchen  Elastizitätsgrenze,  Sodann  müsste 
aus  den  Spannungs-Dehnungsboziehungen  unterhalb  der  Elasti- 
zitätsgrenze ein  Zurückgehen  in  den  natürlichen  Zustand  bei  ver- 
schwindenden Spannungen  hervorgehen.  Statt  dessen  ergeben  sich 
die  Spannungen  ^,  also  abhängig  von  der  Art  des  Verschwindens  der 
Spannungen. 

II.   Coulombs  Prisma  des  grössten  Drucks  und  die 
Gleitflächentheorie. 

In  Ajibetracht  der  grossen  Schwierigkeiten,  die  sich  einer  ein- 
wandfreien Darstellung  der  Spannungszustände  im  Erdreich  entgegen- 
stellen, muss  man  es  natürlich  und  notwendig  finden,  dass  sich  eine 
mehr  summarische  Abschätzung  der  Grenzwerte  des  Wanddnicks  für 
die  Praxis  entwickelt  hat,  die  sich  einerseits  mit  Erfahrungen  an  aus- 
geführten Bauwerken  und  mit  Laboratoriumsversuchen  gut  verträgt, 
andererseits  in  neuerer  Zeit  auch  den  Anschluss  an  die  schärfere 
Theorie  zu  finden  anfängt.     (Vgl.  die  Vorbemerkung.) 

Es  handelt  sich  hier  hauptsächlich  um  das  ebene  Problem  des 
Erddrucks  eines  hinter  der  Mauer  unendlich  ausgedehnten  Erdkörpers 
mit  beliebiger  Geländebegrenzung  und  Auflast. 

8.  Das  Prisma  des  grössten  Druckes.  Ihren  Ausgangspunkt 
nimmt  diese  Entwicklung  von  Coulomb,  während  seine  Vorgänger 
nur  unbrauchbare  Versuche  geliefert  hatten.  Von  der  schon  oben 
erörterten  Vorstellung  des  Reibungskoeffizienten  ausgehend,  stellt 
Coulomh  als  die  mindeste  Forderung  auf,  dass  alle  Prismen,  die  durch 
die  Wand,  die  Geländeoberfläche  und  einen  beliebigen  ebenen  Schnitt 
durch  den  Mauerfuss  (den  untersten  Punkt  der  Wandoberfläche)  be- 
grenzt sind,  im  Gleichgewicht  sein  müssen,  unter  dem  Einfluss  des 
EigengeAvichts  und  der  Kräfte  an  den  Grenzflächen.  Über  die  letz- 
teren Kräfte  brauche  man  nur  die  mit  der  Reibung  verträgliche 
günstigste  Annahme   zu  machen   und  habe  als  massgebend  dann  das- 
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jenige  Prisma  anzusehen,  das  den  grössten  Wanddruck  gegen  Ab- 
gleiten auf  die  Wand  zu  (aktiven  Erddruck),  bezw.  den  kleinsten 
Druck  gegen  Abgleiten  in  Richtung  des  Drucks  (passiven  Erddruck) 
erfordere  ^^). 

Auch  die  Kohäsion  berücksichtigt  Coulmnh  durch  eine  der  Länge 
der  Fuge  proportionale  Schubkraft  in  der  Fuge  und  führt  seine  Auf- 
fassung analytisch  für  eine  senkrechte  Wand  von  gegebenem  Rauhig- 
keitsgrad und  horizontal  abgeglichenes,  irgendwie  belastetes  Gelände 
mit  Hilfe  einer  Maximalrechnung  durch. 

Wie  schon  oben  bemerkt  wurde,  sind  diese  CowZomJschen  Grenz- 
werte aus  einer  anderen  Mannigfaltigkeit  ausgewählt,  als  die  des 
jSTöYferschen  Variationsprinzips:  während  Coulomb  unter  den  günstig- 
sten Annahmen  die  statisch  summarisch  möglichen  sucht,  denkt  sich 
Kötter  aus  allen  möglichen  Zuständen  die  günstigsten  bestimmt.  Von 
den  Coulomh&c\iQn  Schnittfugen,  in  denen  die  Reibung  gerade  erschöpft 
ist,  werden  die  beiden  möglichen  (aktiven  und  passiven)  Gleitflächen 
herausgesucht;  dagegen  ist  die  RanMne-Köttersche  Theorie  bestrebt, 
unter  allen  möglichen  Gleitflächen  die  günstigste  zu  wählen. 

Dass  die  dem  grössten  bzw.  kleinsten  Wanddruck  entsprechende 
Schnittfuge  in  Wirklichkeit  die  einzige,  an  der  die  Reibung  voll  aus- 
genutzt ist,  sein  kann,  sieht  man  daraus,  dass  bei  Annahme  einer 
anderen  Schnittfuge  erstere  nicht  ins  Gleichgewicht  zu  bringen  wäre, 
ohne  dass  der  Druck  an  ihr  den  Reibungswinkel  überschritte. 

Coulomb  nimmt  Angrifi'spunkt  und  Richtung  des  Wanddrucks 
als    gegeben    an,    wie    das  innerhalb   gewisser   Grenzen   auch   die   im 

ersten  Teil  behandelte  Theorie  als 
zulässig  nachweist  und  kann  seine, 
verschiedenen  Prismen  entsprechen- 
den Grössen  durch  eine  Zerlegung 
von  Eigengewicht  und  Auflast  nach 
den  beiden  gegebenen  Richtungen 
des  Drucks  an  der  Schnittfuge  und 
an  der  Wandfläche  finden  (Fig.  4). 

Von  den  aus  dieser  Zerlegung  ent- 
stehenden Widersprüchen  und  ihrer 
Deutung  soll  weiter  unten  die  Rede  sein. 


13)  Cfi.  A.  Coulomb,  Essai  sur  une  applicatiou  des  rogles  de  maximis  et 
minimis  ä  quelques  problemes  de  statique  relatif  a  rarchitectnre.  Paris,  Mem. 
pres.  par  div.  savants  7  (177G)  [177:5].  Abgedruckt  in  Coulomb,  Theorie  des 
machines  simples,  Paris  1821,  p.  318  ff.  und  deutsch  in  Böhms  Magazin  f.  In- 
genicure u.  Artilleristen  5  ^1779),  p.  UU. 
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Frangais^*)  hat  den  Cmdomhschen  Ansatz  für  geneigte  Wand 
und  horizontales  Gelände  einwandfrei  und  analytisch  elegant  durch- 
geführt durch  Benutzung  der  Tatsache,  dass  für  diesen  Fall  die  Gleit- 
linie den  Winkel  zwischen  Mauer  und  Böschung  halbiert  und  durch 
Einführung  der  Kohäsionshöhe,  d.  h.  der  Höhe,  bis  zu  der  das  Erd- 
reich unter  der  Wandneigung  stehen  bleibt.  Später  hat  H.  Äudoy^^) 
in  recht  unübersichtlichen  Formeln  auch  Ergebnisse  für  gebrochene 
Geländelinie  abgeleitet. 

Damit  war  die  Fähigkeit  der  Analyse  zu  einer  handlichen  Dar- 
stellung der  Abhängigkeit  zunächst  erschöpft,  und  erst  die  graphische 
Statik  in  den  Händen  von  J.  V.  Poncelet,  C.  Culman,  G.  Hehhann, 
St.  GuüJiem  und  E.  WinJcler  hat  dem  Coulomhschen  Gedankengang  für 
beliebige  Wandformeu  und  Neigungen  und  beliebige  Geländeform  und 
Auflast  einen  in  der  Anwendung  ausserordentlich  bequemen  Aus- 
druck gegeben. 

In  der  Erläuterung  der  hier  gegebenen  verschiedenen  geometri- 
schen Methoden  folgen  wir  der  zwar  nicht  ganz  historischen,  aber 
übersichtlichen  Darstellung  von  H.  Müller-Breslau^^). 

9.  Das  Ponceletsche  gedrehte  Kräftepolygon  ^^).  Alle  geometri- 
schen Methoden  benutzen  den  Umstand,  dass  das  aus  Gewicht  des 
Prismas  G,  Wanddruck  E  und  Gleitflächendruck  Q  gebildete  Kräfte- 
dreieck durch  Drehung  zwischen  die  Böschuugsebene  (unter  Winkel  q 
gegen  die  Wagerechte)  und  die  Versuchsgleitfläche  so  eingepasst 
werden  kann,  dass  die  dritte  Seite  mit  der  Wandfläche  einen  Winkel 
gleich  der  Summe  von  Böschungswinkel  und  Reibungswinkel  der 
Wand  einschliesst  (Fig.  5). 

Es  soll  nun  derjenige  Winkel  (p  gefunden  werden,  für  den  der 
aus  dieser  Konstruktion  sich  ergebende  Erddruck  ein  Maximum  wird, 
analytisch 

^  =  /  G  sin  (qp  —  e)  \ 

\8in  (qp  —  e  -|- 1/5)/ max' 

WO  ip  der  Winkel  zwischen  Wanddruck  und  der  Vertikalen. 


14)  Frangais,  Rechercbes  sur  la  poussee  des  terres,  sur  la  forme  et  les  di- 
mensions  des  revetements  et  sur  le  talns  d'excavation,  Mem.  de  l'ofiF.  du  genie 
(1820)  157—206;    Köszeg,  Versuche  über  den  Seitendruck  der  Erde,  Wien  1828. 

15)  Audoy,  Note  additionel  au  memoire  de  M.  Michaux  sur  la  constructions 
de  revetements,  Mem.  de  l'officier  du  genie  11  (1832),  p.  349—374. 

16)  H.  Müller-Breslau,  Erddruck  auf  Stützmauern,  Stuttgart  1906. 

17)  /.  V.  Poncelet,  Memoire  sur  la  stabilite  des  revetements  et  de  leurs 
fondations,  Note  additionelle  sur  les  relations  analytiques,  qui  lient  entre  elles 
la  poussäe  et  la  butee  de  la  terre.     Mem.  de  l'officier  du  genie  13  (1840). 
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Bei   nicht    ganz    regelmässiger  Anordnung   wird    G    eine   schwer 
oder   gamicht    analytisch   darzustellende  Funktion    vom    Gleitflächen- 
winkel (p. 

10.  Die  Culmann- 
sche  Kurve  und  das 
Engessersche  Pol- 
gebiet. Um  das  Ma- 
ximum von  JS'  zu  fin- 
den, zeichnet  C.  Oul- 
mann  ^^)  für  verschie- 
dene (p  eine  von  der 
Spitze  J  des  gedreh- 
ten Ki-äftedreiecks  be- 
schriebene Kurve,  de- 
ren dem  Maximum 
von  E  entsprechen- 
der Gleitflächenwin- 
kel tp  durch  eine  zur 
Böschung  parallele 
Tangente  gefunden 
wird. 
Bei  gleichmässiger  Geländebelastung  zwischen  gewissen  Grenzen 
stellt  sich  diese  Kurve  als  ein  durch  den  Fusspunkt  der  Mauer  und 
den  Schnittpunkt  von  Böschung  und  Gelände  gehender  Hyperbelast 
heraus  und  die  Lage  der  Gleitflächen  als  unabhängig  von  der  Auflast. 
Die  geometrische  Einführung  der  von  Coidomh  betrachteten  Kohäsion 
führt  dagegen  hier  zu  keinem  Ergebnis.  Die  Zeichnung  der  Cid 
fnannschen  Kurve  für  beliebig  veränderliche,  auch  unstetige  Gelände- 
belastung und  gebrochene  Wandfläche  wird  von  Müller -Breslau  ge- 
zeigt und  stellt  wohl  die  einzige  niemals  versagende  Anwendung  des 
Coidomhschen  Prinzips  vom  Prisma  des  grössten  Druckes  vor. 

Zur  Lösung  derselben  Aufgabe  zerleg"t  Fr.  Engcsscr^^)  den  Erd- 
körper vom  Mauerfuss  aus  in  eine  Reihe  schmaler  Prismenkelle  mit 
gemeinsamer  Kante,  für  deren  Gewichte  er  sich  das  Seilpolygou  ge- 
zeichnet denkt.  Er  zeigt,  dass  die  Pole  aller  möglichen  Seilpolygoue 
in   einem   von  zwei    Kurven    begrenzten   Gebiet   liegen,    die   von   den 


Fig. 


18)  C.  Culmann,  Die  graphische  Statik,  Abschnitt  XITI:  Theorie  der  Stütz- 
und  Futtermauern,  Zürich  18(56. 

11»)  Fr.  Enge^scr,  Geometrische  Erddrucktheorie,  Zeitschr.  f.  Bauwesen  30 
(1880),  p.  189. 
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Reibungskegeln  eingehüllt  werden.  Aus  diesem  Gebiet  kann  man  eich 
die  Pole  der  Grenzwerte  heraussuchen. 

11.  Der  Rebhannsche  Satz^°).  Unter  der  Vorau.ssetzung,  dass 
der  Wanddruck  als  analytisches  Maximum  gefunden  wird,  was  im 
allgemeinen  der  Fall  ist,  wenn 
die  Auflast  stetig  verteilt  ist,  lässt 
sich  der  Ausdruck  für  E  in  (9) 
differenzieren  und  liefert  für  ebene 
Wand  und  fehlende  Auflast  zur 
Lagenbestimmung  der  Gleitfläche 
den  Satz  (Fig.  6): 

Der  Inhalt  der  Fläche  zwischen 
Wand,    Gleit  fläche  und   Gelände  Fig.  r.. 

ist  gleich  dem  Inhalt  des  Dreieclis 

zmschen  Gleitfläche,  Böschung  und  Parallelen  zur  Stellungslinie  durch 
den  Geländepunld  der  Gleitfläche.  Die  Stellungslinie  schließt  mit  der 
Böschung  denselben  Winkel  ein,  wie  der  Wanddruck  mit  der  Ver- 
tikalen  und  giebt  die  Richtung  der  einen  Seite  des  Pr;«ce?e^schen  um 
— Q  gedrehten  Kräftedreiecks  an. 

E.  Winkler^^)  hat  diesen  Satz  für  gebrochene  Wandfläche  und 
stetig  veränderliche  Auflast  erweitert,  indem  er  das  spezifische  Sand- 
gewicht y  durch  ein  ideelles  y    ersetzt,  das  ermittelt  wird  aus 

wo  p  die  Belastung  auf  die  Flächeneinheit  am  Schnittpunkt  der  Gleit- 
fläche mit  dem  Gelände  und  h  die  Länge  des  Lotes  vom  Mauerfuss- 
pimkt  auf  die  Geländetangente  in  demselben  Punkt.  Die  gebrochene 
Wandfläche  wird  berücksichtigt,  indem  im  PowceZefechen  Kräftepolygon 
durch  Verlängerung  des  Wanddrucks  auf  den  untersten  Mauerteil  das 
Prismagewicht  G  auf  G"  reduziert  und  der  unterste  Wanddruck  allein 
für  die  Stellungslinie  benutzt  wird  (Fig.  7). 

21.  Die  Ponceletsclie  ^")  Konstruktion  der  Gleitfläclien.  Zeitlich 
lange  vorher  hat  Poncelet  eine  noch  heute  viel  angewandte  Konstruk- 
tion der  Gleitfläche  ohne  Berücksichtigung  der  Auflast  und  für  ebene 
beliebig   geneigte    Wandfläche    angegeben,    deren    ursprüngliche    Ab- 


20)  G.  Eebhann,  Theorie  des  Erddrucks  und  der  Futtermauern  mit  beson- 
derer Rücksicht  auf  das  Bauwesen,  Wien  1871. 

21)  E.  Winkler,  Vorträge  über  die  Theorie  des  Erddrucks,  gehalten  an  der 
Kgl.  Techn.  Hochschule  zu  Berlin,  Lithogr.  1880. 

22)  Poncelet,  Me'm.  de  Toff.  du  g6me  13  (1840). 

Encyklop.  d.  math.  Wissenscb.     IV  2,  u.  27 
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leitung  recht  umständlich   ist,    die   sich   aber  ohne  weiteres  aus  dem 
Eehhannschen  Satz  folgern  lässt  (Fig.  8j. 


Fig.  7. 

Aus  der  Eehhannschen  Flächengleichheit  lässt  sich  zunächst  auf 
die   Gleichheit    der   beiden   Strecken  d   schliessen  und   dann  aus  den 


Fiff.  8. 


beiden  Proportiouen 


b  c  ^      b  —  X         c 

—  =    ,      und  =  -7 

X         d  X  —  a         d 


das  Gesetz  aufstellen,  dass 

d.  h.:  Der  Abschnitt,  den  die  Parallele  zur  StellHnpsIinie  durch  den  Ge- 
ländepunkt der  Gleit  fläche  auf  der  BöschurujsJinie  durch  den  3Iaucrfuss 
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abschneidet,  ist  das  (jcomeirisdie  Mittel  zivischen  den  auf  derselben  Linie 
von  Stellungslinie  und  Gelündetangente  am  Gleitflächenpunld  abge- 
scJinittenen   StrecJcen.     Ist   das   Prisma   über 

der  Gleitfläche  infolge  gebrochener  Gelände-  ^^  Z^^ 7 

begrenzung    kein    dreieckiges,    so    ist    die      »-'<'^^\^  / 

Stellungslinie  (die  mit  der  Mauer  die  Summe 
der  Reibungswinkel  einschliessende  Gerade) 
durch  die  auf  der  Geländetangente  des  Gleit-     i' 
flüchenpunkts    liegende    Spitze    eines    Aus- 
gleichsflächendreiecks zu  ziehen  (Fig.  9). 

St.  Guilhem^^)  hat  nachgewiesen,  dass  "^ 

für  den  Fall,  in  dem  die  Gleitlinie  in  eine  Fig-  9- 

Ecke    der  Geländelinie  bei   Benutzung   der 

Geländetangente  auf  einer  Seite  führt,  auch  die  Geländetangente  auf 
der  anderen  Seite  der  Ecke  dieselbe  Gleitlinie  liefert. 

13.  Grösse  und  Lage  des  Drucks  an  einer  ebenen  Gleitfläohe. 
Coulomb  und  seine  Nachfolger  hatten  bei  angenommener  Lage  des 
Erddrucks  seinen  geringsten  zulässigen  Wert  und  gleichzeitig  den 
Druck  an  der  Gleitfläche  durch  die  Zerlegung  des  Prismengewichts 
nach  den  gegebenen  Richtungen  beider  gefunden.  Dabei  waren  die 
Gleichgewichtsbedingungen  im  Unendlichkleinen  unberücksichtigt  ge- 
blieben, und  diese  Ausserach tlassung  machte  sich  in  gewissen  Un- 
stimmigkeiten bemerkbar,  die  durch  eine  Betrachtungsweise,  die  von 
J.  Weingarten,  0.  Mohr  und  E.  Winlder^)  ausgeht  und  ihren  vorläufig 
letzten  Ausdruck  bei  F.  Kotier  und  H.  Müller-Breslau  gefunden  hat, 
offenbar  wird. 

Für  eine  ebene  Gleitfläche  zunächst  lässt  sich  die  Druckvertei- 
lung an  ihr  auf  sehr  einfache  Weise  ableiten.  Nach  der  Darstellungs- 
weise von  Müller-Breslau  kann  man  aus  Fig.  10a  ablesen: 

Das  Gewicht  eines  schmalen,  der  Gleitfläche  anliegenden  Prismas 
von  der  beliebigen  Länge  z: 

dG  =  ^y',^d<p=^{y-{.^-f)z^d^. 

Aus  Fig.  10b  dem  Kräfteplan  unter  Berücksichtigung  der  Tatsache, 
dass   der  Winkel  zwischen  Gleitflächendruck  und   Gleitfläche   sich  in 


23)  De  St.  Guilhem,  Memoire  sur  la  pouss^e  des  terres  avec  ou  sans  sur- 
charge,  Ann.  d.  ponts  et  chaussees  1885  I,  p.  319—350. 

24)  /.  Weingarten,  Vortrag  über  Erddruck,  Zeitschr.  f.  Bauwesen  20  (1869), 
p.  122—123;  O.  Mohr,  Beitrag  zur  Theorie  des  Erddrucks,  Zeitschr.  d.  Hann. 
Arch.-  u.  Ing.-Ver.  17  (1871),  p.  344;  E.  WinkJer,  Bemerkungen  hierzu,  ebd. 
p.  494;  E.  Winkkr,  Neue  Theorie  des  Erddrucks,  p.  38. 

27* 
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deren  Umgebung   nur   um  unendlich  kleine  Größen  höherer  Ordnung 
ändert: 

Qz  =  ä^  sin  (<p  —  q)  =  y  y'z^  sin  (9  —  C>)  • 

Daraus  folgt,  dass  der  Gleitflächendruck  längs  einer  ebenen  Gleit- 
fläche   linear   nach    abwärts    wächst    und    seine    Resultante    von    der 

Grösse  t  7^^  sin  (9  —  q) 
demnach  im  oberen  End- 
punkt des  unteren  Drittels 
angreift. 

Die  Unstimmigkeit 
dieses  Ergebnisses  mit  der 
Couloinhschen  Theorie  ist 
nun  folgende: 

Einerseits  ist  der  Erd- 
druck nach  Lage  und 
Grösse  yollständig  be- 
stimmt  durch  das  Ge- 
wicht des  Gleitflächen- 
prismas und  den  Gleit- 
flächendruck auf  Grund 
der  Zusammensetzung 
dieser  drei  Kräfte,  während  Coulotnb  und  seine  Nachfolger  Angriffs- 
punkt und  Richtung  des  Erddrucks  von  vornherein  annehmen.  Anderer- 
seits lehrt  das  Ä'öföersche  Variationsprinzip  (siehe  Nr.  2),  dass  der 
Wanddruck  innerhalb  gewisser  Grenzen  nach  Angriffspunkt  und  Rich- 
tung willkürlich  angenommen  werden  darf. 

Der  richtige  von  Kotier  und  Müller  -  Breslau  hieraus  gezogene 
und  von  ihnen  näher  begründete  Schluss  ist  der,  dass  die  Gleitfläche 
im  allgemeinen  keine  Ebene  sein  kann. 

Eine  ebene  Gleitfiäche  ist,  wie  J.  Weyrauch^^)  gezeigt  hat,  ohne 
Widerspruch  nur  dann  möglich,  wenn  die  Gültigkeitsbedingungen  der 
JBawÄ;meschen  Theorie  gegeben  sind,  wenn  also  insbesondere  der  Erd- 
druck auf  ein  senkrechtes  Flächenelement  parallel  der  Oberfläche  ist. 
Aber  auch  dann  ist  im  Allgemeinen  diese  mögliche  ebene  Gleit- 
fläche nicht  diejenige,  die  einen  Grenzwert  des  Erddrucks  im  Kötter- 
schen  Sinne  liefei-t. 

Einen  anderen  Widerspruch  hat  0.  Moh'^^)  unberechtigter  Weise 


Fig.  10. 


2.5)  J.  Weyrauch^  Zur  Theorie   des  Erddrucks,  Zeitschr.  f.  Baukunde  1878, 
p.   193. 

26)  0.  Mohr,  Zeitschr.  d.  Hann.  Arch.-  u.  Ing.-Ver.  53  (1907),  p.  441 
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aufdecken  wollen.  Er  hat  nämlich  das  Verfahren  von  Coulomb  so  ge- 
deutet, als  ob  der  grösste,  allen  möglichen  Gleitflächen  entsprechende 
Wanddruck  zu  bestimmen  sei,  während  es  doch  bei  der  Wahl  zwi- 
schen möglichen  Zuständen  sich  gar  nicht  um  das  Coulomhsche  Ver- 
fahren handelt,  sondern  um  die  Auffindung  des  kleinsten  mit  den 
physikalischen  Ungleichungen  verträglichen  Wanddrucks.  Das  Cou- 
lomhsche Verfahren  sucht  aber  aus  den  günstigsten  Zuständen  den 
etatisch  möglichen  auszuscheiden,  wie  schon  in  (8)  auseinandergesetzt, 
und  lässt  sich  dabei  Ungeuauigkeiten  zu  schulden  kommen,  deren  Aus- 
merzung, wie  Müller  -  Brcslau'^^)  gezeigt  hat,  in  genügendem  Grade 
■durch  ein  Korrektionsverfahren  geleistet  werden  kann. 

14.  Grösse  und  Lage  des  Drucks  an  einer  gekrümmten  Gleit- 
fläche. Den  Grund  zu  einer  solchen  Verbesserung  hat  wiederum 
F.  Kotier'^)  gelegt  durch  seine  Bestimmung  der  Druckverteilung  an 
einer  gekrümmten  Gleitfläche.  Die  Lösung  des  Problems  wird  durch 
•eine  der  Natur  der  Sache  nach  recht  umständliche  Erweiterung  des 
vorhergehenden  Ableitungsverfahrens  gefunden,  und  zwar  durch  fol- 
gende Überlegungen: 

Es  handelt  sich  darum,  die  Difierentialgleichungen  des  Gleich- 
gewichts 

dt 


<1) 


.^^.  +  ^  =  0, 
dx     '    oy  ' 

dy         dx       ^ 


längs  der  Gleitfläche  in  eine  Differen- 
tialgleichung zwischen  Druck  p  auf 
das  Gleitflächenelement,  Neigungswin- 
kel (p  desselben  und  Bogenlänge  s  der 
Gleitfläche  zu  verwandeln. 

Zunächst  kann  man  den  Druck  p 
auf  irgend  ein  unter  q)  gestelltes 
Flächenelement    und    den    Winkel   u 

zwischen  p  und  Flächenelement  mit  Hilfe  von  6^,  6    und  r  (Fig.  11) 
angeben  in  der  Form: 


Ficr.  11. 


<^)  HZ] 


6y)cos(2(p — u)  -\-  Tsin  (295 — u)}, 
•(?y)  sin  (2  g)  —  u)  —  r  cos  (29?  —  w) } . 

27)  Müller -Breslau,  Erddrack  auf  Stützmauern,  Stuttgart  1906,  p.  91  ff. 
Zeitschr.  d.  Hann.  Arch.-  u.  Ing.-Ver.  54  (1908),  p.  43—56. 

28)  Die  Bestimmung  des  Drucks  an  gekrümmten  Gleitflächen,  eine  Aufgabe 
aus  der  Lehre  vom  Erddruck,  Verband],  d.  Phys.  Gesellsch.  zu  Berlin  7  (1888); 
Berlin  Berichte  1903;  Zeitschr.  d.  Hann.  Arch.-  u.  Ing.-Ver.  54  (1908),  p.  55. 
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Wird  die  letzte  Gleichung  nach  (p  differenziert  in  der  Umgebung  der 
Gleitfläche,  wo  u  =  g  und  ^  =  0  sind,  so  ergiebt  sich  die  zweite 
Klammer  der  ersten  Gleichung  zu  Null  und  also  an  der  Gleitfläche 
(3)  P  =  K^^-\-^y)(^08Q. 

Aus  dieser  Gleichung  kann  nun  durch  Differentiation  nach  der 
Bogenlänge  s  {-~^  =  ^^cos  cp  +  ^  sin  g>  +  /^  |f )  eine  Gleichung  ge- 
bildet werden,  deren  rechte  Seite  die  linken  Seiten  der  Gleich- 
gewichtsbedingungen (1)  enthält,  nämlich 

==  y  sin  (9?  —  q). 

Dies  ist  die  Köttersche  Differentialgleichung  für  den  Druck  p  au 
einer  durch  den  Neigungswinkel  (p  als  Funktion  der  Bogenlänge  ge- 
gebenen Gleitfläche  (Fig.  12)  und  ihr  Integral  lautet  für  das  obere 
Vorzeichen  (aktiver  Erddruck): 

(5)  p  =  ye^'P^^^Ce-^f^«^  sin  {(p  —  g)  dt. 

Kotier  giebt  in  seiner  ersten  Veröffentlichung-^)  an,  wie  er  sich  die 
Verwendung  der  Differentialgl.  (4)  unter  gewissen  Vereinfachungen  denkt. 

Die  strenge  Fassung 
des  Erddruckproblems  auf 
Grund  der  Gleitflächenein- 
führuns  müsste  nach  dem 
Vorhergehenden  folgender- 
raassen  lauten:  Welche  Form 
der  Gleitfläche  <p  =f{s)  macht 
den  von  der  Besidtante  aller 
pds  und  dem  Frismengeivkht 
R  abhängenden  Wanddruck 
E zum  JMiuhnmn  (zur  uyi- 
teren  Grenze)  hzw.  Ilaximum  mit  den  2\cbenhedingu)i(/en,  da.^s  E  eine 
bestimmte  Lage  hat,  dass  die  physiJmJische  Ungleichung  nirgends  verletzt 
ist  und  dass  die  endliche  Gl.  (5)  oder  die  sie  bedingende  Differential- 
gleichung (4)  befriedigt  ist. 

H.  Midier -Breslau^^)  und  0.  Mohr^^)  geben  graphische  Integra- 
tionsmethoden der  Differentialgl.  (4)  an.    Midler-Breslau^^)  benutzt  die 

29)  Erddruck  auf  Stützmauern  19u6,  S.  9ff. ;  Zeitscbr.  il.  Hiiiin.  Arch.  u.- 
Ing.-Ver.  54  (1908),  p.  43  11. 

30)  Zeitscbr.  d.  Hann.  Arch.-  u.  Ing.-Ver.  öä  (1907),  p.  441. 


15.  Elementareigenschaften  des  Erdreichs.  413 

Einführung  gekrümmter  Gleitflächen,  um  überzeugend  nachzuweisen, 
dass  man  eine  gekrümmte  Gleitfläche  immer  so  wälilen  kann,  dass 
der  Erddruck  eine  vorgeschriebene  Richtung  annimmt.  In  den  von 
ihm  gerechneten  Beispielen  entfernen  sich  dann  der  Angriä"spunkt 
und  die  Grösse  des  Erddrucks  nur  wenig  von  den  Coiilomhschen 
Werten,  wodurch  für  diese  Fälle  nachgewiesen  ist,  dass  die  Coulomb- 
schen  Vereinfachungsannahmen   zu    einer    guten   Annäherung    führen. 

III.   Versuche. 

16.  Elementareigenschaften  des  Erdreichs.  Alle  Versuche  müssen 
sich  zuerst  auf  die  physikalischen  Eigenschaften  des  zu  untersuchen- 
den Sandkörpers  erstrecken,  nämlich  auf  spezifisches  Gewicht,  Korn- 
grösse,  Reibungskoeffizienten,  Böschungswinkel,  Kohäsion  und  Feuch- 
tigkeitsgehalt. 

Das  spezifische  Gewicht  eines  und  desselben  Materials  hängt  er- 
heblich von  der  Schüttung,  den  Erschütterungen,  dem  äusseren  Druck 
und  dem  Feuchtigkeitsgehalt  ab. 

Die  Komgrösse  wird  nach  den  durch  verschiedene  Siebe  mit 
bestimmter  Maschenzahl  hindurchgehenden,  verhältnismässigen  Mengen 
angegeben.  Der  Einfluss  grosser  und  unregelmässiger  Körner  zeigt  sich 
im  allgemeinen  durch  steile  Böschung,  kleines  spezifisches  Gewicht  und 
kleinere  Wanddrucke  (Kohlen  und  Koks),  während  rundes  Korn  von 
gemischter  Grössenordnung  die  entgegengesetzten  Eigenschaften  besitzt. 

Der  Koeffizient  der  inneren  Reibung  wird  am  häufigsten  durch 
den  Böschungswinkel  bestimmt,  wobei  entweder  das  Volumenelement 
als  ein  auf  einer  rauhen,  schiefen  Ebene  im  Grenzfall  gleitender 
Massenpunkt  angesehen  oder  die  Erscheinung  der  ebenen  Böschung 
aus  der  Annahme  ebener  Gleitflächen  rechnerisch  abgeleitet  wu'd. 
Von  manchen  sind  allerdings  konvexe  Böschungen  beobachtet  und 
von  J.  Boussinesq  theoretisch  plausibel  zu  machen  versucht  worden. 
Hier  sind  auch  die  Schüttfiguren  von  F.  Aue)-bach^^)  auf  verschie- 
denen Grundrissfonnen  zu  erwähnen. 

E.  P.  Goodrich  behauptet,  dass  im  Innern  gleitende,  an  der  Ober- 
fläche rollende  Reibung  zur  Wirkung  komme  ^^). 

Die  Böschungswinkel  liegen  immer  in  einem  Intervall  von  etwa 
1**  je  nach  der  Schnelligkeit  der  Böschungsbildung.  Angaben  über 
die  Böschungswinkel  verschiedener  pul  verförmiger  Massen  finden  sich 
in  allen  einschlägigen  Lehrbüchern. 

Noch  zweifelhafter  scheint  die  Bestimmung  der  inneren  Reibung 

31)  F.  Auerbach,  über  das  Gleichgewicht  pulverförmiger  Massen,  Ann.  d. 
Phys.  5  (1901),  p.  140 
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durch  Verschiebung  zweier  Erdkörper  übereinanderhin  zu  sein,  wobei 
der  erstmaligen  Verschiebung  Kohäsion  und  Reibung,  der  wieder- 
holten Verschiebung  die  Reibung  allein  entgegenwirkend  gedacht  sind^^). 

Auf  dieselbe  Weise  wird  auch  der  Rauhigkeitsgrad  einer  Wand- 
fläche geprüft. 

Die  Kohäsion  einer  Erdart  von  bestimmtem  Feuchtigkeitsgehalt 
ist  auch  indirekt  durch  die  Höhe  einer  senkrecht  stehenbleibenden 
Böschung  auf  der  in  Nr.  8  erwähnten  theoretischen  Grundlage  ge- 
kennzeichnet worden. 

Auf  die  Kohäsion  und  im  Zusammenhang  damit  die  Wanddrucke 
hat  der  Feuchtigkeitsgehalt  einen  wechselnden  Einfluss,  indem  er  bis 
zu  einer  gewissen  Grenze  die  Kohäsion  verstärkt  und  den  Wanddruck 
verkleinert,  aber  von  einem  gewissen  Gehalt  an,  Böschungswinkel  und 
Kohäsion  verkleinert  bei  vermehrtem  spezifischen  Gewicht,  wodurch 
die  Wanddrucke  nach  Grösse  und  Richtung  gefährlicher  werden. 

Zahlenmässige  Angaben  darüber  finden  sich  bei  E.  P.  Goodricli^^), 
der  die  Abhängigkeit  der  Seitenpressung  vom  Feuchtigkeitsgehalt 
durch  eine  aus  seinen,  Steeles  und  Wilsons  Versuchen  abgeleitete  Kurve 
vierten  Grades  darstellt. 

16.  Experimentelle  Bestimmung  der  Grenzwerte,  Die  Frage- 
stellung in  ihrer  einwandfreien  Fassung  ist  in  Nr.  2  angegeben. 
Bisher  sind  Ansätze  zu   solchen  Versuchen  nur  von   Gauthey^)   und 

E.  Cramer^^)  gemacht  worden,  die  ungefähr  bestimmt  haben,  wo  die 
Drehaxe  einer  sonst  ungestützten  senkrechten  Wand  im  Gleichgewichts- 
fall liegen  darf. 

Alle  anderen  Grenzwertbestimmungen  begnügen  sich  mit  der 
Feststellung  des  Drehmoments  des  Wanddrucks  um  eine  gegebene 
Drehaxe  im  Augenblick  des  Ausweichens. 

Schwierig    ist    die   Festsetzung    des    Beginns    des    Ausweichens. 

F.  Engesser  nennt  den  Druck,  bei  dem  ein  Ausweichen  beginnt,  aber 
wieder  zur  Ruhe  kommt,  den  Druck  im  Ruhezustande  und  bezeichnet 
den  Druck,  bei  dem  eine  dauernde  Störung  des  Gleichgewichtzustaudes 
stattfindet,  als  Grenzwert. 

Nach  dieser  anderweitig  allerdings  nicht  klar  ausgesprochenen 
Anschauung    haben     Gcmthey ,     Woltmann,     MaynieJ,     Martony     de 


32)  C.  Martony  de  Köszegh,  Versuche  über  den  Seitendiuck  der  Erde  U8w. 
Wien  1828. 

as)  Trans.  Am.  Soc.  of  Civ.  Engineers  53  (^1904—05),  p.  322. 

34)  Dijon,  Nouv.  Mem.  1784,  II,  p.  28—66;  1785,  I,  p.  1—45. 

36)  E.  Gramer,  Die  Gleittiäche  des  Erddruckprismas  u.  der  Erddruck  gegen 
geneigte  Stützwände,  Zeitschr.  f.  Bauwesen  29  (1879),  p.  521. 
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Köszegit,  G.  Harten,  Audc'^^"),  E.  Winkler,  F.  Engesser  und  H.  Engels 
gearbeitet. 

Als  Ergebnis  kann  ausgesprochen  werden,  dass  für  alle  die  Fälle, 
wo  nahezAi  ebene  Gleitflächen  nachgewiesen  oder  7ai  erwarten  sind, 
eine  befriedigende  Übereinstimmung  mit  der  CW^om&schen  und  zum 
Teil  auch  der  Ranhincachen  Theorie  herrscht. 

In  die  Reihe  dieser  Grenzwertbestimmungen  gehören  auch  die 
Messungen  über  den  Bodendruck  und  Seitendruck  in  Silos,  d.  h.  rohr- 
artigen Behältern,  durch  Auswägung  und  Beobachtung  des  gerade 
ausreichenden,  durch  einen  Wagebalken  erzeugten  Drucks  von  Is.  lio- 
berts^^),  H.  A.  Janssen^'')  und  J.  Pleissner^^).  Soweit  sich  die  Messungen 
auf  einzelne  aus  den  Wänden  herausgeschnittene  Stücke  beziehen, 
geben  sie  zu  kleine  Werte,  da  in  der  Umgebung  einer  kleinen  nach- 
giebigen Stelle  sich  eine  Gewölbewirkung  herausbildet. 

Für  die  Berechnung  von  Bohlwerken  wichtig  ist  eine  Unter- 
suchung von  H.  Engels^^^)  über  die  Einspannung  von  Stäben  durch 
Erddruck.  Als  Grenzzustand  wird  der  Anfang  einer  Bewegung  des 
untersten  Punktes  des  eingespannten  Stabes  angesehen.  Mohr  zeigt 
in  derselben  Arbeit,  dass  dieser  Augenblick  eintritt,  wenn  der  Druck 
das  Gewicht  der  darüber  lastenden  Erdsäule  erreicht  und  dass  bis- 
herige Erfahrungsregeln  mit  den  Versuchen  stimmen. 

17.  Bestimmung  wirklich  auftretender  Erddrucke  zwischen 
den  Grenzwerten.  Eine  zweite,  ebenso  berechtigte  Untersuchungs- 
art beschäftigt  sich  mit  der  Frage,  welche  Drucke  auf  Wände 
von  bestimmter  elastischer,  unvollkommen  elastischer  oder  starrer 
Stützung  in  Wirklichkeit  ausgeübt  werden.  Man  muss  sich  nur 
bewusst  sein,  dass  dann  im  allgemeinen  weder  im  Innern  noch  an 
der  Oberfläche  ein  Reibungsgrenzzustand  herrschen  wird  und  also 
weder  die  Bunlinesche  noch  die  Coulombsche  Theorie  auf  solche 
Fälle  angewandt  werden  darf.  Allerdings  muss  eine  richtige  Grenz- 
werttheorie die  beobachteten  Werte  zwischen  ihren  Grenzen  ein- 
schliessen.  Dagegen  würde  die  Boiissinesqseh.e  Erddruckstheorie  einen 
unmittelbaren  Vergleich  mit  der  Messung  gestatten. 

Messungen    an    unbeweglichen    Wänden    und    Böden    sind    von 


35*)  Den  Monographieen  von  F.  Kutter  und  E.  Winkler  entnommen. 

36)  Is.  Robois,  The  pressure  of  stored  grain,   Enginering  34  (1882),  p.  309; 
Lond.  Roy.  See.  Proceed.  36  (1884),  p.  225. 

37)  H.  Ä.  Janssen,  Versuche  über  Getreidedruck  in  Silozellen,   Zeitschr.  d. 
Ver.  deutsch.  Ingenieure  39  (1895),  p.  1045. 

38)  Z.  d.  V.  d.  Ing.  50  (1906),  p.  976. 

38»)  Centralbl.  d.  Bauverw.  1903,  p.  273,  649,  Zur  Berechnung  der  Bohlwerke. 
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Siegler  ^^)  mit  Hilfe  eines  Reibungedynamometers  ausgeführt  worden 
und  haben  das  Auftreten  von  Wandreibung  auch  bei  unnachgiebiger 
Wand  bewiesen.  Ausserordentlich  kleine  Verschiebungen  lässt  Ad.  Do- 
nath^^)  bei  seinen  Messungen  des  Wanddruckdrehmomentes  in  bezug 
auf  die  Unterkante  der  Wand  zu,  indem  er  eine  Hebelübertragung 
auf  eine  Emerysche  Druckdose  anwendet.  Bei  dieser  Messvorrichtung 
wird  ein  Flüssigkeitsdruck  gemessen,  der  in  einem  durch  eine  Mem- 
bran geschlossenen  Zylinder  durch  einen  Kolben  etwas  kleineren 
Durchmessers  entsteht. 

H.  Müller-Breslau^^)  hat  die  Aufgabe  in  der  allgemeinsten  Weise 
aufgefasst.  Er  benutzt  die  Tatsache,  dass  der  nach  Grösse  und  Lage 
zu  bestimmende  Wanddruck  durch  sechs  bestimmt  liegende  Kraft- 
komponenten darstellbar  sein  muss,  und  zerlegt  ersteren  mechanisch 
in  diese  Komponenten  durch  Anordnung  von  sechs  elastischen,  in 
Spitzen  gelagerten  Stützstäben,  deren  elastische,  sehr  kleine  Läugen- 
änderungen  durch  Fühlhebelapparate  aufgezeiclinet  werden. 

Die  Versuche  ergaben  bisher  in  den  einfachen  Fällen  Kräfte,  die 
besonders  bei  grösserem  Maassstab  der  Anordnung  nicht  unwesent- 
lieh  grösser  als  die  Coulombschen  Werte  sind,  lassen  aber  auch  den 
rechnerisch  schwer  fassbaren  Einfluss  von  Erschütterungen,  Einzel- 
lasten u.  dergl.  erkennen.  Der  Einfluss  der  Einzellasten  konnte 
durch  die  Culmannsche  Kurve  (Nr.  10)  befriedigend  dargestellt  werden. 
Entlastungen  zeigten  ein  nur  geringes  Zurückgehen  des  Wanddrucks 
infolge  der  Entwicklung  jjassiven  Wanddrucks.  Die  Versuche  sind 
in  erheblich  grösserem  Maassstab  mit  verschiedenen  elastischen  Stütz- 
stäben, trockenem  und  feuchtem  Sande,  verschiedenen  Schüttungsarten 
und  Seitenwandentfernungen  usw.  im  Fortgange. 

Auch  die  Siloversuche  mit  Hilfe  der  Messung  elastischer  Durch- 
biegung der  Wände  und  des  Flüssigkeitsdruckes  hinter  schmalen  Dia- 
phragmen gehören  in  diese  Klasse.  Hier  sind  die  Arbeiten  von 
M.ToU^^),  M.  S.  Ketchum  und  Whitcd''),  J.  Ä.  Jamicsoii**),  KT. 
Bovei/^),  E.  Lufl't^^)  J.  Fleissner^^),  und  E.  F.  Goodrich^^)  zu  nennen. 

39)  Annales  d.  ponts  et  chaussees  (6)  13  (1887),  p.  488—505. 

40)  Zeitschr.  f.  Bauwes.  41  (1891),  p.  491. 

41)  Erddruck  auf  Stützmauern,  Stuttgart  1906,  p.  122  ff. 

42)  Trans.  Canad.  Soc.  Civ.  Eng.  17  (1903). 

43)  Proc.  Soc.  Engin.  of  West-Pennsylvania,  1901  April. 

44)  Engin.  News  51  (1904),  p.  236. 

45)  H.  1.  Bovey,  Trans.  Canad.  Soc.  Civ.  Eng.  17  (1903^  u.  Engin.  News  52 
(1904);  E.  Lufft,  Engin.  News  52  (1904\  p.  531. 

46)  /.  Plei-ssncr,  Versuche  zur  Ermittelung  der  Boden-  u.  Seitenwanddrucke 
in  Getreidesilos,  Zeitschr.  d.  Ver.  dtsch.  Ing.  (1906),  p.  976. 
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Die  Versuche  von  L.  Leygue*'')  dagegen,  der  die  Wandkräfte  mit 
sehr  stark  nachgebenden  Spiralfedera  gemessen  hat,  stehen  etwas 
zweifelhaft  in  der  Mitte  zwischen  beiden  Fragestellungen,  insofern  er 
den  wirklichen  Betrag  der  Nachgiebigkeit  von  Mauern  nach  Grösse 
und  Richtung  weit  überschreitet. 

18.  Die  Bestimmung  der  Gleitflächen.  Zuerst  hat  wohl  Ph.Forch- 
lieimer^^)  mit  Hilfe  von  verschieden  gefärbten  und  nach  der  Gleich- 
gewichtstörung mit  Paraffin  getränkten  Sandschichten  die  Gleitflächen 
zu  bestimmen  gesucht,  sodann  hat  V.  J.  Kurdjümoff'^^)  die  viel  schärfere 
Methode  der  Photographie  von  Gleitkurven  bei  Fundamenteindrückungen 
entdeckt.  Diese  Methode  ist  schliesslich  von  H.  Müller-Breslau^^) 
zur  Bestimmung  von  Gleitflächen  bei  vorgeschriebener  Wandbewegung 
in  der  Weise  ausgebaut  worden,  dass  in  einem  Kasten  mit  Seiten- 
wand aus  Glas  der  Vorderwand  durch  eine  Schraubenspindel  eine 
Bewegung  von  bestimmter  Grösse  und  Richtung  gegeben  wird  und 
die  während  dieser  Bewegung  aufgenommene  Photographie  durch 
Streifung  die  Bewegung  der  Sandkörner,  und  die  Grenze  des  Be- 
wegungsgebiets die  Gleitfläche  anzeigt. 

Während  KKräjümo/f  bei  seinen  Fuudamentgleitlinien  Kurven 
erhalten  hatte,  die  den  Unterschied  von  der  Pauker  -  RanJcineschen 
Fundamenttheorie  deutlich  erkennen  lassen,  hat  Müller-  Breslau  ge- 
gezeigt, dass  die  Coulambschen  Gleitflächen  sich  in  allen  solchen 
Fällen  ergeben,  wo  sie  die  Grenzbedingungen  an  der  Wand  und  der 
Oberfläche  nicht  erheblich  verletzen,  dass  dagegen  in  allen  anderen 
Fällen,  z.  B.  bei  überhängenden  Wänden,  fallendem  Gelände,  Einzel- 
lasten u.  dergl.,  gekrümmte  Gleitflächen  sichtbar  werden  und  eine 
befriedigende  Übereinstimmung  der  Theorie  mit  den  Druckmessungen 
in  solchen  Fällen  die  rechnerische  Heranziehung  von  gekrümmten  Gleit- 
flächen verlangt. 

47)  L.  Leygue,  Nouvelles  recherches  sur  la  poussee  des  terres,  Ann.  des 
ponts  et  chaussees  (6)  10  (1885)  11,  p.  788. 

48)  Diss.  Tübingen  1883,  Über  den  Sanddruck  und  Bewegungserscheinungen 
im  Innern  trockenen  Sandes. 

49)  F.  /.  Kurdjümoff ,  Zur  Frage  des  Widerstandes  der  Gründungen  auf 
natürlichem  Boden,  Civilingenieur  38  (1892),  p.  292—311. 

50)  Erddruck  auf  Stützmauern,  p.  133.  ^ 
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1.  Vorbemerkung.  Das  vorliegende  erste  Referat  über  die  Theorie 
der  Baukonstruktionen  behandelt  vorzugsweise  die  Statik  solcher  Kon- 
struktionen, welche  entweder  aus  Fachiverken  oder  steifen  (geraden 
bzw.  gekrümmten)  Stäben,  oder  aas  Verbindungen  beider  bestehen 
und  so  gelagert  sind,  dass  sie  unter  dem  Einfluss  der  angreifenden 
Kräfte  weder  im  ganzen  noch  in  einzelnen  Teilen  andere  als  elastiscJie 
Verschiebungen  erfahren.  Meist  bestehen  diese  Konstruktionen  aus 
zwei  in  der  verticalen  Ebene  und  einem  oder  zwei  in  der  horizontalen 
Ebene  stabilen  Systemen,  welche  so  miteinander  verbunden  sind,  dass 
die  räumliche  Stabilität  gesichert  ist.  Infolge  dieser  Anordnung  hat 
es  die  Statik  der  Baukonstruktionen  in  der  Mehrzahl  der  Fälle  mit 
ebenen  Problemen  zu  tun. 

Der  hier  behandelte  Gegenstand  greift  z.  T.  auch  auf  den  des 
Referates  IV  5  (L.  Henneberg)  über  graphische  Statik  über.  Doch  soll 
dieser  im  Gegensatz  zu  der  dort  gegebenen  graphischen  Behandlung 
vorwiegend   vom   analytischen  Standpunkt   aus   betrachtet   werden,   so 
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dass  die  graphischen  Verfahren  hier  als  Hilfsmittel  der  analytischen 
Methoden  erscheinen.  Gleicherweise  lehnt  sich  das  Referat  auch  an  die 
Referate  IV  23  {Müller-Timpe)  und  25  (Tedotifi-Tinipe)  an,  indem  es 
auf  die  Probleme  der  mathematischen  Elastizitätstheorie  so  weit  ein- 
geht, als  es  zur  Begründung  allgemeiner  Prinzipien  und  zur  Beleuch- 
tung des  Zusammenhanges  der  gebräuchlichen  Annäherungen  der  Sta- 
tik der  Baukonstruktionen  mit  der  genaueren  Theorie  wünschenswert 
erscheint.  Die  Abgrenzung  gegen  den  folgenden  Artikel  ist  dadurch 
gegeben,  dass  hier  in  der  Hauptsache  die  allgemeine  Tlteorie  des  Fach- 
werks und  der  voll  wandigen  Systeme  ihre  Darlegung  findet,  während 
in  IV  29  b  {K.  Wieghardt)  speziellere  Ausführungen  gegeben  werden. 
Die  wichtigsten  Typen  spezieller  ebener  Fachwerke  sind  bereits  in 
IV  5  {Henneberg)  kurz  genannt.  Die  Anwendung  der  allgemeinen 
Theorie  bezieht  sich  bei  ihnen  in  erster  Linie  auf  eine  Herausarbeituug 
der  für  die  jeweils  vorliegenden  Zwecke  praktischen  Rechenvorschriften, 
über  die  man  sich  in  den  Lehrbüchern  der  Statik  der  Baukonstruktionen 
orientieren  möge. 

2.  Einleitung.  Die  Definition  des  FachiverJces  und  die  Kenn- 
zeichnung seiner  Arten  ist  in  IV  5  (L.  Henneberg)  Xr.  29  und  Xr.  40 
o-egeben.  Wesentlich  ist  die  Verbindung  der  Fachwerkstäbe  durch 
reibungslose  Grelenke.  Denn  sie  begründet  die  axiomatische  Annahme, 
dass  der  Einfluss  eines  Stabes  durch  zwei  in  seine  Axe  fallende  Ki-äfte 
von  gleicher  Grösse  und  entgegengesetzter  Richtung  ersetzt  werden 
kann.  Demgeraäss  erleidet  der  Fachwerkstab  nur  axiale  Beanspruchungen. 
Im  Gegensatz  hierzu  ist  der  steife  Stab  widerstandsfähig  gegen 
Kräfte  beliebiger  Richtung  und  Lage.  Seine  Untersuchung  wird  der 
Theorie  durch  die  Annahme  zugänglich  gemacht,  dass  der  Einfiuss 
eines  durch  einen  Querschnitt  abgetrennten  Teiles  ersetzt  werden  kann 
durch  eine  Kraft  von  unbestimmter  Richtung  und  Lage.  Diese  ist 
die  Resultierende  der  im  trennenden  Querschnitt  wirkenden  Spannungen. 
Systeme,  welche  aus  stabilen  Verbindungen  steifer  Stäbe  bestehen, 
werden  als  Stabtverke  bezeichnet. 

Von  C.  Fränicel  und  H.  MiiUer-Breslaii  sind  starre  Seheiben  in 
der  Ebene,  von  A.  Föppl  beliebige  starre  Körper  im  Räume  als  Hilfs- 
mittel der  Theorie  eingeführt.  Andere  Konstruktionseiemeute,  als  die 
obengenannten,  sind  indess  dadurch  nicht  geschatfen. 

Vermöge  des  Gesetzes  von  Aktion  und  Reaktion  kann  der  ]Vidcr- 
sland  der  Lager,  auf  deren  Anordnung  die  Standsicherheit  einer  Kon- 
struktion beruht,  in  gleicher  Weise  wie  die  äusseren  Lasten  als  Kraft 
—  Stüfzenrcaition  —  aufgefasst  werden.  Zufolge  dieser  Auffassung  in 
Verbindung   mit    den  obengenannten  Annahmen  bietet  sich  damit  der 
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theoretischen  Betrucliiiiii«^  an  Stelle  der  konstruktivfn  Anordnunf^  ein 
System  von  Kräften  dar,  welches  mit  den  gegebenen  angreifenden 
Kräften  ein  (ileichgewichtssystem  bilden  muss.  Die  Erruitthiwi  dieses 
(rlcl(h{/ei<iclitszustaiides  ist  die  erste  Aufgabe  der  Statik  der  Baukon- 
struktionen. Ihre  zweite  Äufyahe  ist  die  Ermittlung  des  elastischen 
\' ersah iebungszustandes,  welcher  sich  infolge  der  Elastizität  des  Mate- 
riales  unter  dem  Einlluss  der  Kräfte  des  Gleichgewichtszustandes  ein- 
stellt. Die  Lösung  der  zweiten  Aufgabe  ist  immer  abhängig  von  der 
ersten,  im  allgemeinen  besteht  aber  auch  das  umgekehrte  Abhängicr- 
keitsverhältnis. 

Die  elastischen  Formänderungen  sind  innerhalb  der  aus  physika- 
lischen Rücksichten  gegebeneu  Grenzen  für  die  Beanspruchung  des 
Baumateriales  sehr  klein  im  Vergleich  mit  den  Abmessungen  der  Kon- 
struktionsteile.  Es  ist  daher  zulässig,  sie  als  unendlich  klein  anzu- 
sehen und  die  Spannungs-  und  Formänderungskomponenten  auf  die 
anfängliche  Lage  des  Systems  zu  beziehen.  Diese  Annahmen  gelten 
für  die  von  der  allgemeinen  Theorie  behandelten,  sogenannten  Haupt- 
spannungen.  In  Wirklichkeit  ergeben  sich  aus  der  Tatsache,  dass  die 
konstruktiven  Anordnungen  die  Voraussetzungen  der  Theorie  nicht 
genau  erfüllen,  in  Verbindung  mit  der  Endlichkeit  der  Formänderungen 
Abweichungen,  welche  als  Nebenspannungen  bezeichnet  werden.  Sie 
sind  Gegenstand  besonderer  Methoden,  welche  in  dem  folgenden  Re- 
ferate behandelt  werden. 

Schliesslich  wird  die  Annahme  gemacht,  dass  die  angreifenden 
Kräfte  allmählich  von  Null  bis  zu  ihren  Endwerten  anwachsen,  der 
endliche  Gleichgewichtszustand  sich  also  ohne  Schwingungen  einstellt. 
Einzelne  Autoren  haben  von  dieser  Annahme  abgesehen  und  eine  Dy- 
namik der  Tragiverke  aufgestellt,  über  die  gleichfalls  der  folgende  Ar- 
tikel zu  vergleichen  ist. 

Es  erschien  zweckmässig,  im  vorliegenden  Referate  die  in  den 
Lehrbüchern  der  Statik  der  Baukonstruktionen  z.  T.  eingebürgerten  ein- 
heitlichen Bezeichnungen  zu  verwenden,  die  in  der  folgenden  Liste  zu- 
sammengestellt sind.     Es  bezeichnet: 

P,^,  eine  im  Punkte  in  angreifende  Last; 

C^  eine  im  Punkte  m  wirkende  Stützenreaktion; 

Q^^  eine  im  Punkte  m  angreifende  Kraft  bzw.  die  Re-- 
sultante  aller  im  Punkte  m  angreifenden  Kräfte, 
sowohl  Lasten  als  Stützenreaktionen  umfassend; 

Qxm)  Qymy  Qzm  ^^^  Komponenten  von   Q^^  parallel  zu  den  Koordi- 
natenaxen; 
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q  die  auf  die  Oberfläche  eines  Körpers  verteilt  wir- 
kende Kraft  pro  Flächeneinheit; 
Qx)  Qyf  ^z  tleren  Komponenten  parallel   zu  den  Koordinaten- 
axen; 

G  d'ie  Normalspannung  in  einem  Punkte  eines  Quer- 
schnittes pro  Flächeneinheit; 

^xj  ^  )  '^zj  ^a;>  "^ü?  '^z  die  Spannungskomponenten  (Normalspannungen  und 
Schubspannungen)  in  einem  Punkte  eines  Kon- 
tinuums  parallel  bzw.  senkrecht  zu  den  Koordi- 
uatenaxen; 
S  die  Spannkraft  eines  Fachwerkstabes; 
w,  V,  w  die  Änderungen  der  Koordinaten  x,  y,  z  eines  Punk- 
tes eines  Kontinuums; 

*x>  ^yy  ^«;  yxj  Ttj}  Vz  ^^®  Verzerrungskomponenten  (Dehnungen  und  Glei- 
tungen)  in   einem   Punkte   eines  Kontinuums  par- 
allel bzw.  senkrecht  zu  den  Koordinatenaxen; 
dv  das  Volumendiiferential; 
dtv  das  FlächendiiFerential; 

Aa;^,  ^2/m>  ^m  ^^^   Änderungen   der   Koordinaten  x^,  y^,  z^   des 
Knotenpunktes  m  eines  Fachwerkes; 
s  die  Länge 
As  die  Längenänderung 
F  den  Querschnitt 
cos  a,  cos  /3,  cos  y  die  Richtungskosinus 

des  Punktes  m   in  der 

Richtung  und  im 
Sinne    der    angreifen- 
den Kraft  (i>„,: 
8x^,  dy^,  dZj^  die  Komponenten  der  Verschiebung  d„,  parallel  zu 
den  Koordinatenaxen; 
E  den  Elastizitätsmodul  (FoMW^rschen  Modul), 
G  den  Gleitmodul, 

7)1  die  Poissonsche  Konstante,  zwischen  denen  die  Be- 
ziehuno- G  =  ^-      i^rr  •  E  besteht: 
■^  2  (w  -)-  1)  ' 

o  den  Koeffizienten  „t-.; 

t  die  Temperaturänderung  in  einem  Punkte  eines 
Kontinuums  bzw.  in  einem  Fachwerkstab; 

£  die  Läugeuänderung  der  Längeneinheit  für  eine 
Temporaturänderung  von   l'^  0. 


eines  Fachwerkstabes; 


d„,  die  wirkliche  Verschiebung 
d„.  eine  virtuelle  Verschiebung 


;t.  Das  l'rin/.ii)  d.  virtuellen  Verrückunoren  u.  d.  Gleichgewichtsbedingungen.     4:25 

I.  Alluvinciiie  Prinzipien. 

3.  Das  Priuzip  der  virtuellen  Verrüekungen  und  die  Gleich- 
gewichtsbedingungen. Die  Statik  der  Baukonstruktionen  steht  im 
engsten  Zusanimenhanoc  niit  der  mathematischen  Elastizitätstheorie. 
Hier  wie  dort  hilden  die  Grundlage  entweder  gewisse  Gleichgewichts- 
bedingungen, welche  aussagen,  dass  in  jedem  Punkte  die  Summe  aller 
Kräfte  gleich  Null  sein  muss,  oder  das  Prinzip  der  virtuellen  Ver- 
rückungen. Für  ein  System  von  endlichem  Freiheitsgrade  ist  die 
Formulierung  des  Prinzips  der  virtuellen  Verrückungen  in  IV 1  {Ä.  Voss) 
Nr.  30  ff.  gegeben,  für  einen  kontinuierlichen  Körper  in  IV  30  (E. 
IMliwjer),  Nr.  3  und  4. 

A.  Caiichy  geht  bei  der  Untersuchung  eines  elastisclicn  (kontinuier- 
lichen) Körpers  von  den  Spannungsgleichungen  und  den  Obertiächen- 
bedingungen  aus.  Diese  stellt  er  als  Gleichgewichtsbedingungen  eines 
aus  dem  deformierten  Körper,  welcher  sich  unter  dem  Augriff  von 
Massen-  und  OberÜächenkräften  im  Gleichgewicht  befindet,  heraus- 
geschnittenen unendlich  kleinen  Parallelepipedums  bzw.  Tetraeders  auf. 
Da  in  der  Statik  der  Baukonstruktionen  Massenkräfte  nicht  berück- 
sichtigt werden,  lauten  die  Canchyschen  Spannungsgleiclninyai  für  das 
Innere: 

dx  ^  dy         dz  ' 

(1)  U  +  lf  +  t-O' 

dx    ^    dy         dz 

Als  Oberflächenbedingungen  ergeben  sich 

<?^coswä;  -|-  r.  cosny  -|-  r^,  cosw^  =  q^. 
(!')  T.  cosnx  -f-  ö^cosny  -}-  t^  aosnz  =  q^ 

X  cosnx  -j-  T^.  cosny  -\-  6.  cosnz  =  g^, 
wobei  die  Normale  n  positiv  nach  außen  gewählt  ist. 

Aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich  das  Prinzip  der  vii-tuellen 
Verrückungen  durch  Multiplikation  der  Gleichungen  ( 1)  mit  den  ent- 
sprechenden Komponenten  6u,  ^vi,8ic ^  einer  virtuellen  Verrückung, 
Addition  der  Produkte  und  Integration  über  den  Körper.  Unter  vir- 
tuellen Verrückungen  werden  solche  Verrückungen  verstanden,  welche 
mit  den  Bedingungen  des  Systems  verträglich,  deren  Komponenten 
also  stetige  Funktionen  der  Koordinaten  sind.  Durch  Anwendung  des 
(rmtÄSSchen  Integralsatzes  (partieller  Integration)  und  Einführung  der 
Obertiächenkräfte  ergiebt  sieh   dann   sofort  das  Frinsip   der  virtuellen 
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Verrüclcumjen  in  der  für  die  Statik  wichtigen  Form. 

Hierin  ist 

U'  =  f(qj.du  -\-  q,jdv  -{-  (],8w)div 

die  Arbeit,  welche  von  den  Oberflächenkräften  bei  der  virtuellen  Ver- 
rückung geleistet  wird.  Im  Falle  von  Einzelkräften  wird  hierfür  in 
der  Statik  der  Baukonstruktionen  unter  Berücksichtigung  des  de  St. 
Venantschen  Prinzips  (vgl.  IV  25,  Tedone-Timpe,  Nr.  15)  die  entsprechen- 
de Arbeit  der  äusseren  Kräfte  ^Q„,d„,  eingesetzt,  trotzdem  die  Span- 
nungen im  Angriffspunkt  der  Kräfte  unendlich  werden.  Den  hier  be- 
schriebenen Weg  zur  Aufstellung  des  Prinzips  der  virtuellen  Ver- 
rückungen haben  G.  Lame  und  E.  Clapeyron^),  später  insbesondere 
G.  KirchJioff'^)  eingeschlagen. 

Für  allgemeine  Stahgebilde  der  nachstehend  beschriebenen  Art  stellt 
8.  D.  Poisson^)  das  Prinzip  der  virtuellen  Verrückungen  und  die  Gleich- 
gewichtsbedingungen auf.  Er  betrachtet  ein  durch  äussere  Kräfte  Q 
belastetes  und  im  Gleichgewicht  befiudliches  System  materieller  Punkte, 
welche  durch  Stäbe  untereinander  verbunden  und  im  übrigen  entweder 
völlig  frei  oder  in  ihrer  Beweffung  gewissen  Bedingungen  unterworfen 
sind.  Über  die  Anzahl  der  Stäbe  Averden  keine  Voraussetzungen  ge- 
troffen. Jeder  Stab  übt  eine  Kraftwirkung  aus,  deren  Richtung  mit 
der  Stabaxe  zusammenfällt.  Die  Wirkung  aller  Stäbe  kann  daher 
durch  äussere  in  den  Punkten  des  Systems  angreifende  Kräfte  ersetzt 
werden.  Es  gelten  dann  für  jeden  Knotenpunkt  die  drei  Gleichge- 
wichtsbedingungen : 

(3)  <?,„.  +  ^^^cos/3  =  0. 

Die  Summen  erstrecken  sieh  über  alle  in  einem  Punkt  zusammen- 
stossenden  Stäbe. 

Jeder  Punkt  kann  nunmehr  einer  virtuellen  Verrückung  unter- 
worfen  werden,  welche   an   die   erwähnten   etwaigen  Bedingungen  ge- 

1)  Vgl.  G.  Lame,  Le9on8  sur  la  theorie  matheinatique  de  l'elasticite  des  oorps 
solides,  Paris  1852;  2.  6d.  Paris  1866,  p.  80. 

2)  G.  Kirchhoff',  tTber  das  Gleichgewicht  und  die  Bewegung  eines  unend- 
lich dünnen  Stabes,  J.  f.  Math.  56  (1858\  p.  2i)l  =  Ges.  Abhaudlofn.,  Leipzig  1882, 
p.  29-2  und  Vorlesgn.  über  math.  Plivsik,  Bd.  1:  Mechanik.  Leipzig  1876,  11.  Vorl. 

'S)  S.  D.  Poisson,  Traite  de  mecanique  1,  2.  ed.,  Pai-is  1833,  p.  666  flF. 
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bundeii  ist  und  dfii  Zusiiinnumlmg  des  Systems  nicht  aufheben  darf. 
Multipliciert  man  die  Gleichungen  (3)  mit  den  Komponenten  d^,  Ö,,  d. 
einer  virtuellen  Verrückung  und  addiert  sie  sodann,  so  erhiilt  man  für 
jeden  Knotenpunkt  die   Beziehung 

Hierin  bezeichnet  ö^^  die  virtuelle  Verrückung  des  Punktes  m  in  Rich- 
tung der  Kriift  Q^^^  und  0$  die  Projektion  der  virtuellen  Ven-ücknng 
des  Punktes  auf  die  zugehörige  Stabrichtung.  Durch  Addition  der 
vorstehenden  Gleicliungen  für  alle  Punkte,  Zusammenfassung  der  gleiche 
S  enthaltenden   Glieder   und   Einführung   der  geonidrischen   Beziehung 

(4)     As,^  =  Ax^  cos a.,  +  A?/^.  cos  ß,^  +  A^^.  cos  y,^ 
+  Aoc.  cos  cc^.,  +  A.y,  cos  ß^,  +  A^.  cos  y,^. 
=  {Ax^  —  Aa:.)  cos  «.^  +  (Ay,  —  A^.)  cos  ß,^ 
+  (A^^.  —  A^-.)  eosy.^., 

welche  zvrischen  der  Längenänderung  eines  Stabes  und  den  Verschie- 
bungskomponenten seiner  Endpunkte  besteht,  ergiebt  sich: 

(5)  :^Qj,n-:^sÄs=o. 

Die  Summen  erstrecken  sich  über  alle  äusseren  Kräfte  und  alle  Stäbe. 
Diese  Gleichung  drückt  das  Prinzip  der  virtuellen  Verriichingen  für 
elastische  Stabgebilde  der  betrachteten  Art  aus.  Ihre  Gültigkeit  ist  von 
der  Anzahl  der  Stäbe  und  Knotenpunkte  unabhängig,  sie  besteht  also 
für  jedes  Facliiverlx. 

Umgekehrt  kann  man  die  Theorie  auf  der  Grundlage  des  Prinzips 
der  virfaellen  Verriichuujen  aufbauoi  und  die  Gleichgewichtsbediugungen 
aus  diesem  ableiten.  Auf  diesem  Wege  haben  L.  kavier  und  später 
G.  Green  die  Spannungsgleichungen  und  Oberflächenbedingungen  eines 
elastischen  (continuierlichen)  Körpers  aufgestellt.  (  V'gl.  IV  23  {Miiller- 
Timpe)  Nr.  5a.)  In  analoger  Weise  hat  S.  D.  Poisson^)  die  Gleichge- 
wichtsbedinguugen  eines  Systems  materieller  Punkte  entwickelt,  deren 
Verbindung  untereinander  durch  Gleichungen  zwischen  ihren  Koor- 
dinaten 

i  =  0,     L'=0.     L"=0,  .  .  ., 

gegeben  ist,  und  welche  durch  Kräfte  Q  belastet  sind.  Aus  der  Glei- 
chung des  Prinzips  der  virtuellen  Verrückungeu  und  den  Bedingungs- 
gleichungen, welche  die  Verträglichkeit  der  virtuellen  Verrückungen 
mit  den  Gleichungen  i  ==  0,  L'  =  0,  .  .  .  ausdrücken,  erhält  er  durch 
Lagranges   Methode   der   Multiplikatoren   für  jeden   Punkt    drei    Glei- 
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chungen  von  der  Form: 

«...  +  ^-  It  +  '■  '^  + '"  Z  +  •  ■  ■  -  0- 

Sie  stellen  Gleichgewichtsbedingungen  dar  und  gehen  für  den  Fall, 
dass  die  Punkte  des  Systems  untereinander  durch  Stäbe  verbunden  sind, 
in  die  Gleichgewichtsbedingungen  (3)  über,  da  dann 

-X —  =  cos  a,     -^-  =  cos  p,      ^     =  cos  v, 

ox  '      cy  cz 

l  =  S,     X'  =  ;S",     A"  =  S",     usw.  ist. 

In  gleicher  Weise  wie  8.  D.  Poisson  leitet  0.  Mohr^)  das  Prinzip 
der  virtuellen  V'errückungen  für  das  Fachwerk  in  Form  der  Gleichung 
(5)  ab.  Aus  dem  Ausgangspunkt  seiner  Entwicklung,  den  Gleichge- 
wichtsbedingungen, folgert  er,  dass  das  Prinzip  der  virtuellen  Ver- 
rückungen alle  Bedingungen  des  Gleichgewichts  der  äusseren  und 
inneren  Kräfte  umfasst,  daher  die  gebräuchlichen  Methoden  zur  Be- 
stimmung des  Gleichgewichtszustandes  eines  Fachwerles  als  besondere 
Fälle  in  sich  einschliesst. 

4.  Das  Prinzip  der  virtuellen  Verrückungen  und  die  elastischen 
rormänderungen.  Das  Gebiet  der  elastischen  Formänderungen  er- 
schliesst  0.  Mohr'^)  dem  Prinzip  der  virtuellen  Verrückungen  durch 
eine  Schlussfolgerung,  welche  sich  darauf  stützt,  dass  in  diesem  Prinzip 
die  virtuellen  Verrückungen  völlig  unabhängig  von  dem  Belastungs- 
und Spannungszustand  sind  und  letzterer  nur  der  Bedingung  des  Gleich- 
gewichts zwischen  inneren  und  äusseren  Kräften  unterworfen  ist.  Da 
die  virtuellen  Verrückungen  nur  an  die  geometrischen  Bedingungen 
des  Systems  gebunden  sind,  können  an  deren  Stelle  in  das  Prinzip 
der  virtuellen  Verrückungeu  auch  die  für  einen  gegebenen  Belastungs- 
zustand tatsächlich  eintretenden  elastischen  Formänderungen  eingeführt 
werden.  Die  letzteren  combiniert  0.  Mohr  nun  mit  einem  nur  ge- 
dachten   Belastungszustand,    den    man    daher    auch    als    virtuellen   Be- 


4)  0.  Mohr,  Beitrag  zur  Theorie  des  Fachwerks,  Civilingenieur  31  (1885  , 
p.  289  und  Abhandlungen  aus  dem  Gebiete  der  teehn.  Mechanik,  Berlin  1906,  p.  344. 

5)  0.  Mohr,  Beitrag  zur  Theorie  der  Bogenfachwerkträger,  Zeitachr.  d.  Arch.- 
u.  Ing.- Vereins  zu  Hannover  20  (1874),  p.  223;  Beitrag  zur  Theorie  des  Fachwerks, 
ebd.  20  (1874),  p.  ö09  und  21  (1875)  p.  17  und  Beitrag  zur  Theorie  des  Fach- 
werks, Civilingenieur  31  1 1885\  p.  289.  Ygl.  auch  0.  Mohr,  Abhandlgn.  aus  dem 
Gebiete  d.  techu.  Mechanik,  Berlin  1906. 
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lastungszustand  bezeichnen  kann,  und  bemerkt,  dass  muii  einfache  Be- 
ziehungen zwischen  den  elastischen  Formänderungen  erhält,  wenn  man 
den  virtuelK'ii  Belastungsznstand  geeignet  wjihit.  Die  Gleichung  des 
Prinzips  der  virtuellen  Verrückungen  umfasst  daher  in  dieser  Inter- 
pretierimg alle  geometrischen  Beziehungen,  welche  bei  der  Formände- 
rung in  Betracht  kommen.  Mit  Rücksicht  auf  ihre  der  zweifachen 
luterpretieruug  entspringende  Bedeutung  bezeichnet  0.  Mohr  die  Glei- 
chung des  Prinzips  als  llaupU/leichung  der  Theorie  des  FachuerJces. 

Einen  ausführlichen  Beweis  für  die  Stellung,  welche  0.  Mohr  dem 
Prinzip    zu    den   Formänderungen    angewiesen    hat,    giebt   H.  Müller' 
Breslau.^)      Er   geht    von    den    geometrischen   Bedingungsgleichungen 
des  Fachwerks  aus 
(4)  As,,  =  {Ax,  —  Ax,)  cos  «,,  +  (Ay,  —  Ay,)  cos  ^,, 

+  (A^-,  —  A^i)cosj/^„ 
multipliziert  jede  mit  einer  zunächst  beliebigen  Spannkraft  S  und  führt 
nach  Addition  der  Gleichungen  und  Zusammenfassung  der  zu  einem 
Knotenpunkt  gehörigen  Glieder  Lasten  Q^^^  mit  Hilfe  der  Gleichge- 
wichtsbedingungen ein,  indem  er  nunmehr  die  Bestimmung  trifft,  dass 
zwischen  den  Lasten  ^„^  und  den  Spannkräften  S  Gleichgewicht  be- 
stehe.    So  erhält  er  die  Gleichung: 

(5a)  :2Qj,n-:ssAs  =  o, 

in  welcher  (3,„  und  As  die  wirklichen  elastischen  Formänderungen  des 
Fachwerks  bezeichnen.  H.  Müller- Breslau  nennt  die  Gleichimg  Ar- 
beitsgleichung  für  den  Belastungssustand  Q. 

Für  kontinuierliche  elastische  Körper  hat  0.  3Iohr^)  die  Umdeutung 
des  Prinzips  der  virtuellen  Verrückungen  nur  angedeutet.  Er  be- 
trachtet den  elastischen  Körper  als  eine  Gruppe  von  unendlich  vielen 
materiellen  Punkten,  die  untereinander  durch  Stäbe  verbunden  sind, 
also  als  ein  Fachwerk  mit  unendlich  vielen  überzähligen  Stäben  und 
folgert  daraus  ohne  weiteres  die  Gültigkeit  seiner  für  das  Fachwerk 
gefundenen  Ergebnisse.  Er  zieht  diese  Schlussfolgerung,  deren  Be- 
rechtigung in  Nr.  9  erörtert  ist,  übrigens  in  einer  Anmerkung,  ohne  selbst 
den  Gegenstand  weiter  zu  verfolgen.  Doch  hat  seine  Anregung  zu 
verschiedenen  Anwendungen  des  Prinzips  der  virtuellen  Verrückungen 
auf  stabförmige  elastische  Körper  geführt.     (Vgl.  Nr.  35.) 

JS.  Müller-Breslau  ^)  giebt  eine  allgemeine  Entwicklung  des  Gegen- 

6)  H.  Müller-Breslau,  Die  graphische  Statik  der  Baukonstruktionen,  Bd.  -2, 
Abt.  1,  Leipzig  1892.  p.  9,  4.  Auü.    Stuttgart  1907,  p.  9. 

7)  JS.  Müller-Breslau,  Bedingungsgleichungen  für  statisch  unbestimmte  Kör- 
per, Berechnung  der  Formänderungen,  Wochenblatt  f.  Architekten  u.  Ingenieure 
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Standes,  indem  er  von  der  Gleichung  (2)  des  Prinzips  der  virtuellen 
Verrückungen  ausgeht  und  in  dieser  den  wirklich  eintretenden  Form- 
änderungszustand mit  einem  virtuellen  Belastungszustand  combiniert. 
Die  Übertragung  der  oben  dargestellten  Überlegungen  0.  3Iohrs 
auf  das  Continuum  ergiebt  sieh  sofort,  wenn  man  als  Ausgangspunkt 
die    den    geometrischen    Bedingungen    des    Fachwerks    entsprechenden 

Beziehungen 

du  0 V  d w 

■'^        dx^       'J        cy^       '~~  dz 

^   ^  div    ^^^v  du    ^^  dw  ov  j.du 

^•^       dy  "^  Tz  '     '^y        dz  "•"  dx  '     ''-        rx    '    dy 

Avählt,  die  zwischen  den  Verrückungen  u,  v,  tv  und  den  Verzerrungs- 
kompenenten  bestehen.  Man  multipliziert  jede  der  vorstehenden  Glei- 
chungen mit  der  entsprechenden  Komponente  einer  willkürlichen  Span- 
nung (ö_j.,  (3^,  ö,j  t^.,  t  ,  r,),  welche  nur  die  Spannungsgleichungen 
erfüllen  müssen,  addiert  die  so  erhaltenen  Gleichungen,  integriert  über 
den  Körper  und  führt  mit  Hilfe  des  6raM5s sehen  Integralsatzes  die 
Oberflächenspannungen  q^,  q^,  q^  ein.  Ersetzt  man  dann  noch  die 
letzteren  durch  Einzelkräfte  Q^^  nach  dem  de  St.  Venant sehen  Prinzip, 
so  erhält  man  die  Gleichung 

welche  also  das  Prinzip  der  virtuellen  Verrückungen  für  den  gedachten 
Belastungszustand  ^„^  und  den  wirklichen  Formänderungszustand  f,  y,  d^ 
ausspricht. 

5.  Das  elastische  Potential.  Das  Prinzip  der  virtuellen  Ver- 
rückungen löst,  da  in  ihm  der  Belastungs-  und  Spaunungszustand 
völlig  unabhängig  neben  dem  Formänderungszustand  steht,  entweder 
das  Spannungsproblem  für  eine  gegebene  Belastung  oder  das  Form- 
änderungsproblem, sofern  diejenigen  Grössen  gegeben  sind,  welche  den 
Formänderungszustand  eines  elastischen  Systems  eindeutig  festlegen. 
Die  Verbindung  zwischen  dem  Belastungs-  und  Spannungszustand 
einerseits  und  dem  Formänderungszustand  anderseits  wird  durch  den 
Begriff  des  elastischen  Fotentiales  vermittelt,  dessen  Einführung  in  die 
Elastizitätstheorie  zunächst  aus  rein  theoretischen  Erwägungen  her- 
vorgegangen ist. 

Für  das  elastische  Potential,  welches  auch  Kräftefunktion  oder  Ver- 
zerrungseneryitfünktion   genannt  wird,  hat  schon  L.  Xavier  einen  An- 

6  (1884),  p.  373  und  Die  graphische  Statik  der  Baukonstmktiouen,  Bd  2  Abt.  1 
Leipzig  1892  p.  38 If.,  4.  Aufl.  Stuttgart  llt07,  p.  37  tt. 
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satz  aus  molekulartheoretischen  Betrachtungen  hergeleitet.  Seine  Be- 
deutung in  der  Elastizitätstheorie  verdankt  das  Potential  G.  Green.^) 
Ausgehend  von  dem  Prinzip  der  Erhaltung  der  Energie  behauptet 
Grcoi  die  Existenz  einer  Funktion  der  Verzerrungskompouenten,  deren 
totales  Difierential  die  Elementararbeit  der  Volumeneinheit  ist,  welche 
die  inneren  Spannungen  während  einer  Deformation  leisten.    Es  ist  also 

(8)       d<p  =  6je^  4-  a,/£,,  +  (J,df,  +  r^dy^  +  r^dy,^  +  r.dy^. 

Damit  ergiebt  das  Potential  die  Spannungskomponenten  als  Funktionen 
der  Verzerrungskompouenten  nach  folgenden  Formeln: 


(9) 


Den  Ansatz  des  Potentiales  erhält  Green  durch  Entwicklung  nach  Po- 
tenzen und  Produkten  der  Verzerrungskomponenten.  Infolge  der  Voraus- 
setzung, dass  dem  unbelasteten  Zustand  eines  Körpers  ein  spannungs- 
loser Anfangszustaud  entspricht,  für  welchen  die  Funktion  cp  mit  Rück- 
sicht auf  die  Stabilität  —  vgl.  G.  Kirchltoff^)  —  ein  wahres  Minimum 
sein  muss,  verschwinden  die  Glieder  vom  ersten  Grade.  Die  Glieder 
vom  dritten  und  höheren  Grade  kann  man  vernachlässigen,  da  die  Ver- 
zerrungen sehr  kleine  Grössen  sind.  Das  Potential  ist  also  eine  homo- 
gene quadratische  Funktion  der  sechs  Verzerrungskomponenten,  welche 
mit  Rücksicht  auf  die  zwischen  Spannungs-  und  Verzerrungskompo- 
nenten bestehenden  Beziehungen  im  allgemeinen  Falle  21  Konstante, 
im  Falle  der  Isotropie  deren  zwei  enthält. 

W.  Thomson  und  nach  ihm  G.  Kirchhoff^)  folgern  die  Existenz 
der  Funktion  cp  aus  dem  ersten  und  zweiten  Hauptsatz  der  mechani- 
schen Wärmetheorie.  Daher  ist  die  Existenz  des  elastischen  Poten- 
tiales an  die  Bedino-nncf  adiabatischer  oder  isothermer  Zustandsände- 
rüngen  geknüpft  ( vgl.  IV  23,  Nr.  5  c,  MüUer-Timpe).  Kirchhoff  führt 
die  Variation  des  Integrals  der  Funktion  cp,  genommen  über  den  gan- 
zen Körper,  in  die  Gleichung  des  Prinzips  der  virtuellen  Verrückungen 
ein.  Seine  Gleichung  lautet: 
(10)  U'  —  df(fdv  =  0. 


8)  G.  Green,  On  the  laws  of  reflection  and  refraction  of  light  at  the  com- 
mon surface  of  two  noncrystallised  media,  Cambr.  Phil.  Soc.  Trans.  7  (1842),  p.  1 
=  Math.  Papers  ed,  \>j  Ferrers,  London  1871,  p.  253. 

9)  G.  Kirchlioff,  Vorlesungen  über  math.  Physik.  Bd.  1 :  Mechanik,  Leipzig 
1876,  27.  Vorlesg.,  4.  Aufl.,  Leipzig  1897. 
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Haben  die  äusseren  Kräfte  ein  Potential  U,  so  ist  U'  =  d  ü.  Für  den 
isotropen  Körper  findet  er: 

(1 1)  ^  =  K[eJ^  +  sf  +  ./  +  ^-  irJ  +  y;  +  r/)  +  0  f.,  +  .^  +  sn 
hierin  ist: 

K=G,     &=      --  • 

'  m  —  2 

Aus  der  Bedingung  des  stabilen  Gleichgewichts,  welche  unter  gewissen 
Umständen  verlangt,  dass  —  I  cpdv  ein  Maximum  ist,  folgert  er,  dass 
die  Koeffizienten  der  Glieder  der  quadratischen  Form  positiv,  die 
Funktion  selbst  für  reelle  Argumente  also  auch  stets  positiv  sein  muss.^) 
Die  Konstanten  des  elastischen  Potentiales,  die  sogenannten  elastischen 
Konstanten,  ergeben  sich  durch  das  Experiment. 

Lediglich  auf  experimentaler  Grundlage  beruht  eine  andere  Be- 
ziehung zwischen  den  Spannungs-  und  Verzerrungskomponenten,  das 
sogenannte  Hookesche  Gesetz.  Das  verallgemeinerte  Hookesche  Gesetz 
stellt  die  sechs  Spannungskomponenten  als  lineare  Funktionen  der 
sechs  Verzerrungskomponenten  dar.  Damit  stimmt  es  überein,  dass 
das  elastische  Potential  eine  homogene  quadratische  Funktion  der  Ver- 
zerrungskomponenten ist.  Man  hat  es  daher  neuerdings  vorgezogen, 
diese  Eigenschaft  des  elastischen  Potentiales  anstatt  auf  theoretische 
Erwägungen  auf  das  Experiment  zu  stützen. 

Die  in  der  Statik  der  Baukonstruktionen  gebräuchlichen  Ansätze 
des  Hookeschen  Gesetzes  sind  in  Nr.  14-  durch  Gleichung  (38)  und  in 
Nr.  15  durch  Gleichung  i40)  gegeben. 

6.  Die  Pormänderungs-  oder  Deformationsarbeit  und  der  Cla- 
pejrronsche  Satz.  Als  logische  Konsequenz  des  elastischen  Potentiales 
erscheint  der  Begriff  der  Formänderungs-  oder  Deformationsarbeit, 
welcher  durch  G.  Lame  und  E.  Clapeyrou  in  die  theoretischen  Unter- 
suchungen der  Technik  eingeführt  ist. 

G.  Lame^^)  spricht  für  einen  elastischen  kontinuierlichen  Körper, 
welcher  so  abgestützt  ist,  dass  er  keine  Verschiebungen  als  starrer 
Körper  erfahren  kann,  den  Satz  aus:  „Wenn  äussere  Kräfte  auf  die 
Oberfläche  eines  solcherweise  unverschieblich  gestützten  elastischen 
Körpers  wirken,  so  stellt  die  Summe  der  Produkte  aus  den  Kräften 
und  den  Projektionen  der  Verschiebungen  ihrer  Angriffspunkte  das 
Doppelte  der  Arbeit  dar,  welche  die  Kräfte  leisten,  während  sie  und 
gleichzeitig  die  Formänderungen   von  Null    bis   zu    ihren  Endwerten 

10)  G.  Lame,  Lecons   sur   la  th^orie  mathemati(iue  de  relasticite   des  corps 
solides,  Paris  1862,  2.  ed.    Paris  1866,  p.  79. 
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wachsen.''  Vonuisgesetzt  ist  hierbei  die  Gültigkeit  <k'S  IJookeschen 
Gesetzes.  Diese  von  den  äusseren  Kräften  während  der  Deformation 
geleistete  Arbeit  nennt  Lame'  die  Deformati onsarheit.  Er  behauptet  also, 
dass  sie  stets  halb  so  gross  ist  als  die  virtuelle  Arbeit,  welche  die 
mit  ihren  Endwerteu  konstaut  angenommenen  Kräfte  während  der 
Deformation  leisten. 

Den  Beweis  des  l)ehaupteten  Satzes  giebt  Lame  für  den  Fall 
eines  Drahtes,  welcher  an  einem  Ende  aufgehängt  und  am  anderen 
durch  ein  Gewicht  belastet  ist.  Wenn  die  Last  Q  allmählich  von  Null 
bis  zu  ihrem  Endwert  anwächst,  dann  gilt  für  jede  Phase  das  Prinzip 
der  virtuellen  Verrückuugeii 

^f/A5  =  Sdl^s. 

Statt  der  virtuellen  Verrückungen  werden  die  wirklichen  Formände- 
rungen eingeführt,  und  die  Spannkraft  S  wird  mit  Hilfe  des  Hooke- 
schen Gesetzes  eliminiert.    Es  ergiebt  sich  also  mit  S  =      As 

Q(lAs  =     As  ■  dAs 
und  die  von   Q  während  der  Deformation  geleistete  Arbeit  D  ist 

0 

Andererseits  ist  nach  dem  Prinzip  der  virtuellen  Verrückungen 

QAs  =  SAs  =  , 

mithin  folgt 

D  =  ^rQAs. 

Auch  im  allgemeinen  Falle  des  elastischen  kontinuierlichen  Kör- 
pers  definiert  G.  Lame  die  Deformationsarbeit  durch  die  Aussage  des 
oben  angeführten  Satzes,  also  für  den  Fall,  dass  nur  Oberflächenkräfte 
wirken,  durch  den  Ansatz 

D  =  -\fiqji  +  q,v  +  qAv)dw. 

Für  die  solcherweise  definierte  Deformafionsarheif  gewinnt  nun 
E.  Clapeyron  —  nach  Lames  Bericht  —  einen  zweiten  Ausdruck, 
indem  er  sie  als  Funktion  der  inneren  Spannungen  darstellt  unter  der 
Voraussetzung,  dass  der  Körper  im  unbelasteten  Zustand  spanmmgs- 
los  ist  und  die  Deformation  isotherm  erfolgt.  Ausgehend  von  der  all- 
gemeinen Gleichung  des  Prinzips  der  virtuellen  Verrückungen,  fühi't 
er  die  wirklichen  Verschiebungen  und  Verzerrungskomponenten  an- 
statt   der   virtuellen    ein.     Für  die  Verzerrungskomponenten  setzt    er 
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die  Werte,  welche  sie  als  Funktionen  der  Spannungskomponenten  bei 
isotroper  Struktur  und  bei  Gültigkeit  des  HooJienchen  Gesetzes  dar- 
stellen, und  findet  so  die  Gleichung: 

(12)  J  (q^u  +  q,,v  +  qjr)(lic  = 

dl-. 


^+1 


1 
hierin,  ist 


3;.  +  2ft        ^ 


u, 

Die  beiden  Klammerausdrücke  der  rechten  Seite  sind  invariant 
sesenüber  rechtwinkliger  Koordinatentransformation,  der  unter  dem 
Integral  stehende  Ausdruck  hat  also  für  jeden  Punkt  des  Körpers  einen 
bestimmten  und  festen  Wert.  Auf  der  linken  Seite  steht  nach  Lames 
Definition  der  doppelte  Wert  der  Deformations-  oder  Formänderuugs- 
arbeit.  Diese  Arbeit,  die  von  den  äusseren  Kräften  während  der  De- 
formation geleistet  wird,  erscheint  durch  die  Gleichung  (12)  also  auch 
ausgedrückt  als  Funktion  der  inneren  Spannungen.  Die  rechte  Seite 
der  Gleichung  giebt  somit  einen  zweiten  Ausdruck  für  den  doppelten 
Wert  der  Deformationsarbeit.  Darin  liegt  das  von  G.  Lame  so  ge- 
nannte Clapcyronsche  Thcm'em. 

G.  Lame  hat  für  den  allgemeinen  Fall  des  elastischen  Körpers 
keinen  Beweis  des  oben  angeführten  Satzes  gegeben.  Der  Beweis 
kann,  wie  es  Lame  auch  in  dem  erwähnten  Spezialfälle  tut,  nur  mit 
Hilfe  der  Arbeit  der  inneren  Spannungen  geführt  werden.  Denn  die 
Gültigkeit  des  Satzes  ist  an  ein  lineares  Formänderungsgesetz  gebun- 
den. Deshalb  ist  in  späteren  Lehrbüchern  zur  Ableitung  des  Clapey- 
row sehen  Theorems  ein  anderer  Weg  eingeschlagen  worden.  Das  Diffe- 
rential der  Arbeit,  welche  die  äusseren  Kräfte  leisten,  während  sie 
von  Null  bis  zu  ihren  Endwerten  anwachsen,  wird  mit  Hilfe  des 
Prinzips  der  virtuellen  Verrückungen  durch  das  Difi'erential  der  Arbeit 
der  inneren  Kräfte  ausgedrückt,  indem  statt  der  virtuellen  die  wirk- 
lichen Verschiebungen  und  Verzerrungskomponenten  eingeführt  und 
letztere  durch  die  Spannungskomponeuten  ersetzt  werden.  Integriert 
man  nun  auf  beiden  Seiten,  so  ergiebt  das  Integral  der  Arbeit  der 
äusseren  Kräfte,  genommen  von  Null  bis  zu  ihren  Endwerten,  die  Form- 
änderunüfsarbeit.  Mithin  stellt  das  Integral  der  Arbeit  der  inneren 
Kräfte,  genommen  von  NuU  bis  zu  den  Eud werten  der  Spannimgs- 
kompunenten,  einen  zweiten  Ausdruck  der  Formäuderungsarbeit  dar. 
Führt  man  die  letztere  Integration  aus,  so  erhält  man  einen  Ausdruck, 
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welcher  gleich  dem  mit  y^  multiplizierten  Ausdruck  der  rechten  Seite 
der  Gleichung  (12)  ist.  Durch  Vergleich  der  so  gewonnenen  Gleichung 
mit  Gleichung  (12)  folgt  also  der  von  G.  Lamr  angeführte  Satz. 

Der  vorstehenden  Beweisfühning  entsprechend  hat  man  später 
die  Definition  G.  Lames  für  die  Deformationsarbeit  verlassen,  indem 
man  sie  zur  Arbeit  der  inneren  Kräfte  in  Beziehung  gesetzt  hat. 
Man  hat  also  die  Deformationsarheit  als  die  zur  Überwindung  der 
inneren  Kräfte  f/eleLsfete  mcchnnische  Arbeit  definiert. 

So  giebt  F.  Grashof^^)  für  die  Deformationsarbeit  eines  elastischen 
Körpers  folgende  Ansätze: 

bei  unbestimmtem  Elastizitätsgesetz 

(13)  A  =  j dvjlö^d f,  +  ö^de^  +  6.^0 e._  +  r,d>,  -f  r,^dy^  +  r^d/J, 
bei  Gültigkeit  des  Sbo/reschen  Gesetzes  für  isotrope  Körper 

(14)  A  =  G^  J[v'  +  ./  +  ^,2  +    ~  (s^  +  ^,  +  ^  j^ 

+  |(r/  +  r/  +  7.^)]'^^' 
als  Funktion  der  Verzerrungskomponenten  und 

(1^)     ^  =  YeJ  [^-'  +  ^'  +  ^''  -  m  (^J'^^  +  '^'^•^  +  ^- Vj  ^'' 


+  -iöß 


als  Fiüiktion  der  Spannungskomponenten. 

H.  Müller- Breslau  ^^)  formuliert  das  Gesetz  Clapeijrons  für  das 
Facliwerk:  „Wird  ein  anfänglich  spannungsloses  Fachwerk,  dessen 
Temperatur  sich  in  keinem  Punkt  ändert,  von  äusseren  Kräften  ergiiffen, 
welche  allmählich  von  Null  aus  anwachsen,  so  ist  die  mechanische 
Arbeit  der  äusseren  Kräfte  unabhängig  von  dem  Gesetze,  nach  welchem 
diese  Kräfte  zunehmen  und  auch  unabhänoricr  von  der  Reihenfolge,  in 
der  die  äusseren  Kräfte  am  Fachwerk  angebracht  werden.  Sie  ist  stets 
halb  so  gross,  als  wenn  sämtliche  Kräfte  während  der  ganzen  Foim- 
änderung  ihre  End werte  hätten." 

Vergleicht  man  das  Differential  des  Greenschen.  Potentiales  mit 
dem  ersten  Grashofschen  Ansatz  (13)  und  KirchJioffs  Ausdruck  (11)  der 
Funktion  cp  für  elastisch  isotrope  Körper  mit  dem  zweiten  Ansatz  Gras- 
hofs (14),  dann  ist  ersichtlich,  dass  das  elastische  Potential  die  Form- 


11)  F.  Grashof,  Theorie   der  Elastizität  und  Festigkeit,   Berlin  1878,  p.  372. 

12)  H.  Müller-Breslau,  Die  graphische  Statik  der  Baukonstruktionen,   Bd.  2 
Abt.  1,  Leipzig  1892,  p.  12. 

Encyklop.  d.  math.  Wissensch..     IV  2,  n.  29 
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änderungsarbeit  der  Volumeneinheit  darstellt.  Nach  F.  Grashof^^)  und 
Ä.  JE.  H.  Love^^)  stellt  die  Formänderungsarbeit  die  potentielle  Energie 
der  Deformation  eines  Körpers,  das  elastische  Potential  die  jDotentielle 
Energie  der  Deformation  der  Volumeneinheit  dar. 

Für  den  Fall  nicht-isothermer  Deformation  entwickelt  J.  Weyrauch^^) 
den  Ausdruck  der  Beformationsarheit,  indem  er  in  dem  Ansatz  (13j  die 
Spannungskomponenten  als  Funktionen  der  Verzerrungskomponenten 
und  der  Temperaturänderung  t  einführt  —  vgl.  unten  die  Gleichungen 
(40)  — .  Bei  Gültigkeit  des  Hookeachen  Gesetzes  erhält  er  für  den 
isotropen  Körper  den  Ansatz: 

(16)     ^  =  ^/[^/  +  ^'  +  ^'  +  ,„  i  2  (^^  + ''.'  +  '^)' 

+  |(r/  +  V  +  y.')]dv  -  2G^sfdvft{ös^_  +  de^  +  de,). 

Verschwinden  die  Spannungskomponenten,  so  wird  auch  die  Form- 
änderuugsarbeit  zu  Null.  Im  übrigen  hängt  der  Wert  des  zweiten 
Integrales  davon  ab^  wie  sich  die  Temperatur  während  des  Deformations  Vor- 
ganges ändert.  Die  Formänderungsarbeit  kann  also  für  ein  und  den- 
selben Endzustand  des  deformierten  Körpers  verschiedene  Werte  haben. 
J.  Weyrauch  versteht  eben  auch  im  Falle  nicht-isothermer  Deformation 
unter  der  Deforraationsarbeit  die  Arbeit  der  äusseren  Ki'äfte,  welche 
zur  Überwindung  der  inneren  Kräfte  geleistet  wird.  Gegen  diese  Auf- 
fassung, welcher  sich  nahezu  alle  späteren  Autoren  angeschlossen 
haben,  wendet  sich  J.  Weingarten  ^'^)  mit  der  Begründung,  dass  der 
Name  Deformationsarbeit  sinnlos  wäre,  wenn  einer  bestimmten  Defor- 
mation mehrere  Werte  der  Deformationsarbeit  zugehören  könnten.  Er 
behauptet,  dass  im  Falle  des  Auftretens  einer  Wärmeeinwirkung  die 
verbrauchte,  in  Arbeit  umgesetzte  Wärme  als  äussere  Arbeit  aufzu- 
fassen sei.  Dem  gemäss  definiert  er  die  Deformationsarbeit  eines  festen 
elastischen   Körpers    als   dasjenige    (fiktive)   Arbeitsquantnm,   welches 

13)  A.  E.  H.  Love,  A  treatise  on  the  mathematical  theory  of  elasticity. 
2  vols,  Cambridge  1892,  1893;  2.  ed.  Cambridge  1906;  deutsch  von  A.  Timpe, 
Leipzig  1907,  p.  113. 

14)  J.  Weyrauch,  Theorie  elastischer  Körper,  Leipzig  1884.  p.  163  und  Über 
statisch  unbestimmte  Fachwerke  und  den  Begritf  der  Deformationsarbeit,  Zeitschr. 
f.  Architektur-  und  Ligonieurwesen  54  (1908\'  p.  91;  vgl.  auch  j).  457. 

15)  /.  Weingarten,  Zur  Theorie  der  Wirkung  der  ungleichen  Erwärmung  auf 
elastische  Körper,  Zeitschr.  f.  Architektur-  u.  Ingeuieurwesen  (53)  12  (1907),  p.  453; 
Über  den  Begritf  der  Deformationsarbeit  ebd.  54  (1908),  p.  277;  Über  das  Cla- 
peyronscbe  Theorem  in  der  technischen  Elastizitätstheorie,  ebd.  55  (1909),  p.  515, 
und  Über  den  Begriff  der  Deformationsarbeit  in  der  Theorie  der  Elastizität  fester 
Körper,  Gott.  Nachr.  Math.-phys.  Klasse  1909,  p.  64. 
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äussere  den  Körper  angreifende  Kräfte  nufwenden  müssen,  um  ihn 
nuter  der  Voraussotzunf?  isotherm  geschehender  Deformation  aus  seiner 
natürlichen  Lage  in  die  gegebene  deformierte  Gleichgewichtslage  über- 
zuführen. Niich  dieser  Deftuition  ist  die  Deformationsarbeit  nicht 
gleich  der  Arbeit  der  tatsächlich  auftretenden  inneren  Kräfte  und 
verschwindet  nicht,  wenn  die  Spannungskomponeuten  zu  NuD.  werden. 

Die  Auffassung  Weinr/artens  von  dem  Begriff  „Deformationsarbeit" 
wäre  an  sich  natürlich  möglich,  sie  ist  im  Sinne  der  mechanischen 
Wärmetheorie  auch  durchaus  logisch;  sie  deckt  sich  jedoch  nicht  mit 
dem  in  die  Theorie  der  Baukonstruktionen  eingeführten  Begriff,  welcher 
ausgehend  von  dem  Clapeyronschen  Theorem  auf  der  Gleichheit  der 
Arbeit  der  äusseren  und  inneren  Kräfte  beruht. 

7.  Das  Prinzip  der  kleinsten  Formänderungsarbeit  von  Mena- 
brea für  das  Fachwerk.  Angeregt  durch  D.  Bernoulli  hat  schon 
L.  Eider^^)  in  dem  Integral  des  Quadrates  der  Krümmung,  genommen 
längs  eines  Stabes,  eine  Funktion  aufgestellt,  welche  die  bei  der  Bie- 
gung geleistete  Arbeit  darstellt,  und  in  dem  Minimum  dieser  Funk- 
tion ein  Kriterium  der  Gleichgewichtslage  des  deformierten  Stabes 
gefunden.  Ein  analoges  Gesetz  für  das  Facliwerk  hat  F.  Menahrea^') 
entdeckt  und  seine  Bedeutung  für  die  Statik  erkannt.  Er  stellt  den 
Satz  auf:  „Wenn  ein  elastisches  System  unter  dem  Angriff  äusserer 
Kräfte  eine  Gleichgewichtslage  einnimmt,  dann  ist  die  bei  der  Form- 
änderung der  Stäbe,  welche  die  verschiedenen  Punkte  des  Systems 
verbinden,  geleistete  Arbeit  ein  Minimum."  Die  unzulängliche  Formu- 
lierung dieses  Satzes,  welche  die  dem  Minimum  benachbarten  Funk- 
tionswerte nicht  kennzeichnet,  ergänzt  Menabrea  durch  folgende  Aus- 
führungen: Wenn  in  einem  Fachwerk,  welches  von  äusseren  im  Gleich- 
gewicht befindlichen  Kräften  angegriffen  wird,  die  Anzahl  der  Stäbe 
grösser  ist  als  die  Anzahl  der  unabhängigen  Gleichgewichtsbedinguugen, 
so  werden  diese  durch  unendlich  viele  Spannungssysteme  in  den  Stäben 
erfüllt  (vgl.  IV  5,  Nr.  31,  L.  Henneherg).  Dasselbe  ist  der  Fall,  wenn 
abgesehen  von  der  Existenz  solcher  Bedingungen,  welche  die  Erfüllung 
der  äusseren  Gleichgewichtsbedingungen  sichern,  einige  Punkte  des 
Fachwerks  fest  sind.  Man  kann  also  das  tatsächlich  eintretende  Span- 
nungssystem einer  Variation  ohne  Störung  des  Gleichgewichts  unter- 
werfen.   Mit  einer  solchen  Variation  ist  eine  Variation  der  Stablängen- 


16)  L.  Euler,  Methodus  inveniendi  lineas  curvas  maximi  minimive  proprie- 
tate  gaudentes,  Lausannae  1744.    Additamentum  I:  De  curvis  elasticis. 

17)  F.  Menabrea,  Nouveavi  principe  sur  la  distribution  des  tensions  dans  las 
systemes  elastiques,  Paris  C.  R.  46  (1858),  p.  1056. 
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änderungen  öAs  verbunden,  welche  nach  dem  Hookeschen  Gesetz  durch 

^As  =  QÖS 

ausgedrückt  ist,  und  also  auch  eine  Variation  der  von  den  Spann- 
kräften bei  der  Deformation  geleisteten  Arbeit,  das  ist  der  Form- 
änderungsarbeit des  Fachwerks.  Letztere  ist  gegeben  durch  den  Ansatz 

Menahra  schliesst  nun,  dass  die  gedachte  Variation  der  Formände- 
rungsarbeit gleich  Null  sein  müsse,  und  erhält  so  die  Gleichung 

welche  er  als  Elastizitütsgleidmng  bezeichnet.  Sie  drückt  das  Minimum 
der  Formänderungsarbeit  aus.  Als  Nebenbedingungen  des  Minimums 
bestehen  die  unabhängigen  Gleichgewichtsbedingungen. 

3Ienäbreas  Beweisführung  für  das  Verschwinden  der  gedachten 
Variation  der  Formänderungsarbeit  ist  indessen  nicht  zutreffend.  Er 
schliesst  zunächst,  dass  mit  einer  Variation  der  Spannkräfte  Arbeit 
äusserer  Kräfte  verbunden  sei,  und  weiter,  dass  diese  Arbeit  notwendig 
gleich  Null  sei,  da  der  Gleichgewichtszustand  durch  die  Variation 
nicht  gestört  werde.  Diese  Schlussfolgerung  ist  nicht  richtig.  Menahrea 
übersieht,  dass  die  Variation  des  Spannungssystems  notwendig  den 
Zusammenhang  des  Fachwerks  aufhebt,  sofern  die  zwischen  der  Spaim- 
kraft  und  der  Längenänderung  eines  Stabes  bestehende  Beziehung  bei- 
behalten wird.  Deshalb  kann  eine  Aussage  über  die  fragliche  Arbeit 
der  äusseren  Kräfte  nicht  gemacht  werden.  Andererseits  kann  die 
Arbeit  der  äusseren  Kräfte,  welche  entsteht,  wenn  die  Stablängeu- 
änderungen  unter  Wahrung  des  Zusammenhanges  variiert  werden, 
nicht  zu  Null  werden.    Für  eine   solche  Variation  gilt   die  Gleichung 

ySÖ£is=  yO  öd  , 

in  welcher  die  Q  voneinander  unabhängig  sind,  da  die  Stützpunkte  keine 
Vemickungen  erfahren.  Sie  gilt  ferner  für  jedes  willkürliche  Be- 
lastungssystem, also  kann  die  rechte  Seite  nur  verschwinden,  wenn 
die  dd„j  einzeln  verschwinden,  d.  h.  wenn  die  Knotenpunkte  des  Fach- 
werks keine  Verrückungen  erfahren  und  also  die  Variationen  der 
Stablängenänderungen  einzehi  zu  Null  werden. 

Der  Beweis  für  den  Satz  Mendbreas  ergiebt  sich  auf  folorendem 
Wege.  Für  das  deformierte  System  gilt  die  Gleichung  des  Prinzips 
der  virtueUeu  Verrückungen 

Sie   kann    einer  Variation    unterworfen   werden   unter  der  Bedingung, 
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dass  sowohl  der  Gleichgewichtszustand  als  auch  der  geometrische  Zu- 
sammenhang des  Systems  bestehen  bleibt,  sofern  man  >S'  und  As  als 
voneinander  unabhängig  betrachtet.    Dann  ergiebt  sich 

Die  <^A.s'  und  öö„,  sind  virtuelle  Verrückungen,  infolgedessen  gilt  die 
Gleichung 

2SÖAs=^2QJd„^, 
es  folgt  also 

2öSAs  =  (). 

In  dieser  Gleichung  sind  die  Variationen  ÖS  nur  den  Bedingungen 
des  Gleichgewichts,  die  As  der  Bedingung  des  geometrischen  Zu- 
sammenhanges, unterworfen,  mithin  kann  hier  As  =  Sq  eingeführt 
werden.    Damit  ergiebt  sich 

2SQdS  =  d}2S-Q  =  0. 

Dagegen  kann  in  dem  Ausdruck  ^aS'ö^As  nicht  dAs  =  öSQ  gesetzt 
werden,  da  die  öAs  der  Bedingung  des  geometrischen  Zusammen- 
hanges unterworfen  sind,  welche  durch  öSq  allgemein  nicht  erfüllt  wird. 

Wegen  der  nicht  einwandfreien  Begründung  durch  Mmabrea  hat 
der  Satz  denn  auch  trotz  weiterer  Arbeiten  Menahrea^'^^)  zunächst 
nur  wenig  Beachtung  gefunden. 

S.  Die  Sätze  Castiglianos  für  das  Faehwerk.  Eine  erste  ein- 
wandfreie Begründung  und  seine  jetzige  zentrale  Stellung  verdankt 
das  Prinzip  Menabreas  A.  Castigliano^^) ,  wohl  nicht  zum  geringsten 
Teil  infolge  der  zahlreichen  Anwendungen,  durch  welche  dieser  dessen 
Ergiebigkeit  beweist. 

A.  Castiyliano  betrachtet  elastische  Systeme,  deren  Punkte  keine 
anderen  gegenseitigen  Verschiebungen  als  elastische  erfahren;  er  be- 
zeichnet sie  als  „Systeme  von  unveränderlicher  Form'^  Bewegungen 
als  Ganzes  verhindert  er  durch  die  Annahme  unverschlieblicher  Ab- 
stützung  durch  sechs  unbekannte  Stützenreaktionen.  Als  einfachsten 
Fall  solcher  Abstützung  stellt  er  die  Anordnung  von  drei  un verschieblich 


18)  F.  Menahrea,  Sur  la  concordance  des  quelques  methodes  generales  pour 
determiner  les  tensions  dans  un  Systeme  de  points  reunis  par  des  liens  elastiques 
et  sollicites  par  des  forces  exterieures  en  equilibre,  Paris  C.  R.  98  (188-4,  p.  714. 
Vgl.  auch  die  früheren  Arbeiten  iu:  Torino,  Memorie  della  R.  Accademia  (2)  25 
(1871),  p.  141;  ßulletino  di  Bibliografia  e  di  Storia  delle  Scienze  matematiche  e 
fisiche  6  (1873),  und  Roma,  Atti  della  R.  Accad.  dei  Lincei  (2)  2  (1875),  p.  201. 

19)  A.  Castigliano,  Nuova  teoria  intomo  dell'  equilibrio  dei  sistemi  elastici, 
Torino,  Atti  della  Accademia  delle  scienze  1875,  und  Theorie  de  l'equilibre  des 
aystemes  elastiques,  Turin  1879,;  deutsch  von  JS.  Hauff'e,  Wien  1886. 
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gestützten  Punkten  dar,  von  welchen  einer  in  drei  zueinander  senk- 
rechten  Richtungen,  ein  zweiter  in  zwei  und  der  dritte  in  einer  Rich- 
tung unverschieblich  ist.  Die  Stützenreaktionen  sind  dann  durch  die 
sechs  Gleichgewichtsbedingungen  starrer  Systeme  bestimmt.  Ferner 
trifft  er  die  Voraussetzung,  dass  das  System  im  unbelasteten  Zustand 
spannungslos  sei.  Die  Formänderungsarheit  eines  Fachwerlces,  welches 
durch  Kräfte  ^,„  belastet  und  durch  die  Stützenreaktionen  im  Gleich- 
gewicht erhalten  wird,  ist  dann  als  Funktion  der  Spannkräfte  in  den 
Stäben  durch  den  Ausdruck: 

(17)  A  =  ^,^S^Q 

und  als  Arbeit  der  äusseren  Kräfte  durch 

(18)  A  =  ^:2Q,An  =  i2(Q.n.Ö^rn  +    Qyn.dy,n  +    Q.JO 

gegeben.  {Castigliano  bezeichnet  d„,  als  relative  Verschiebung  des  An- 
griffspunktes.)  Aus  den  Gleichgewichts-  und  Elastizitätsbedingungen 
(vgl.  Nr.  14)  kann  man  nun  durch  Elimination  der  Spannkräfte  lineare 
Gleichungen  ohne  absolute  Glieder  zwischen  den  Lasten  Q^^^  und  den 
Knotenpunktverschiebungen  dx„^,  dy^^,  öz^  gewinnen,  deren  Anzahl 
ebenso  gross  ist  wie  die  der  unbekannten  Knotenpunktverschiebungen. 
Mit  Hilfe  der  so  gewonnenen  Gleichungen  lassen  sich  die  Q^  als 
lineare  Funktionen  der  ^„,,  und  ebenso  die  Ö^  als  lineare  Funktionen 
der  ^„,  ausdrücken.  Damit  folgt,  dass  man  aus  Gleichung  (18)  die 
Formänderungsarbeit  A  als  homogene  quadratische  Funktion  entweder 
der  8^  oder  der  ^,„  darstellen  kann. 

Nach  dem  Eulers,Qhen  Satze  über  homogene  Funktionen  ist,  wenn 
A  als  Funktion  der  d^  ausgedrückt  ist, 

A  —  ^  V  ^^  Ö 
oder,  wenn  A  als  Funktion  der  Q^^  dargestellt  ist, 

Daraus  folgt  durch  Vergleich  mit  Gleichung  (18)  sofort 

(19)  1^-  =  ^"' 

für  die  erste,  oder 

für  die  zweite  Form  des  Ausdrucks  der  Formäuderungsarbeit. 

A.  Castigliano   giebt   die  Lehrsätze   von   den  Differentialquotienten 
der  Deformationsarheit  in  folgender  Fassung: 

Erster  Teil:  Wenn  man  die  Deformationsarheit  eines  gegliederten 
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Systemes  in  Funktionen  der  „relativen  Verrückungen"  der  an  den  Eck- 
punkten wirkenden  Kräfte  ausdrückt,  so  erhält  man  eine  Formel,  deren 
Diftbrentialquotienten  mit  Bezug  auf  diese  Verrückungen  den  Wert 
der  korrespondierenden  Kräfte  geben, 

Zivciter  Teil:  Wenn  man  andererseits  die  Deformationsarbeit  eines 
gegliederten  Systemes  in  Funktionen  der  äusseren  Kräfte  ausdrückt, 
so  erhält  man  eine  Formel,  deren  Difierentialquotienten  mit  Bezug 
auf  diese  Kräfte  die  „relativen  Verrückungen"  ihrer  Angriffspunkte 
geben. 

Zwei  wichtige  Spezialfälle  ergeben  sich  bei  Anwendung  des  zwei- 
ten Satzes,  wenn  zwei  parallele  Kräfte  P^  und  P,  von  gleicher  Grösse, 
aber  entgegengesetzter  Richtung  in  den  beiden  Knotenpunkten  w^  und 
Wo  angreifen.  In  der  Formel,  welche  die  Deformationsarbeit  als  Funk- 
tion der  äusseren  Kräfte  darstellt,  sind  Pj  und  P^  als  unabhängige 
Veränderliehe  anzusehen.    Es  wird  also 

Der  erste  Spezialfall  ist  der,  dass  die  beiden  Kräfte  in  die  Verbiii- 
dungsgerade  m^  m^  fallen.  Bezeichnet  dann  S^  einen  Zug  bzw.  Druck 
zwischen  den  Knotenpunkten  m^  und  w^,  dessen  Grösse  der  Grösse 
der  beiden  Kräfte  P  gleich  ist,  und  As^  die  Änderung  der  gegen- 
seitigen Entfernung  der  Knotenpunkte  7n^  und  ni^,  dann  ist  die  sta- 
tische Wirkung  von  S^^  dieselbe  wie  die  der  beiden  Kräfte  P^  und 
P^,  und  (Jmj  -\-  dnu^=  As„..    Mithin  folgt 

(21a)  ^'^n-rt~- 

Der  zweite  Spezialfall  ist  dadurch  gekennzeichnet,  dass  die  Kräfte  P^ 
und  Pj  rechtwinklig  zur  Verbinduugsgeraden  ni^  m^  gerichtet  sind. 
Wird  dann  das  Moment  Jf„,  =  P  •  Wj  m^  eingeführt  und  Ä  als  Funk- 
tion von  -M,„  dargestellt,  so  ergiebt  sich,  wenn  t^,^  den  Winkel  be- 
zeichnet, um  den  sich  die  Verbindungsgerade  ni^m^  infolge  der  elasti- 
schen Deformation  des  Fachwerks  dreht,  die  Gleichung 

(21'')  m;  =  '-- 

Den  Satz  F.  Menabrcas  bezeichnet  A.  Castigliano  als  Lehrsatz  von 
der  Ideinsten  Arbeit  und  spricht  ihn  in  folgender  Form  aus: 

„Sucht  man  das  Miniraum  der  Funktion  4--SS-9,  welche  die  De- 
formationsarbeit eines  o-egliederten  Svstems  ausdrückt,  indem  man  die 
3^  —  6  Gleichungen  zwischen  den  Spannungen  aller  Stäbe  des  Systems 
in  Rechnung  zieht,  so  erhält  man  für  diese  Spannungen  jene  Werte, 
welche  in  dem  System  nach  der  Deformation  herrschen." 
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Der  Satz  setzt  natürlich  voraus,  dass  die  Zahl  der  Stäbe  grösser 
als  3Ä;  —  6  ist.  Werden  3A;  —  6  Stäbe  so  ausgesucht,  dass  sie  ein 
System  von  unveränderlicher  Form  (Hauptsystemj  bilden,  so  können 
die  anderen  Stäbe  ohne  Störung  des  Gleichgewichtszustandes  beseitigt 
werden,  wenn  man  in  den  durch  sie  verbundenen  Knotenpunkten  je 
zwei  in  die  Stabaxe  fallende  Kräfte  von  entgegengesetzter  Richtung 
wirken  lässt,  welche  der  Spannkraft  in  dem  betreffenden  Stab  gleich 
sind.  Die  Spannkräfte  der  beseitigten  Stäbe  seien  allgemein  mit  X 
bezeichnet.  Dann  lassen  sich  die  Spannkräfte  >S'  des  Hauptsystems 
mit  Hilfe  der  Gleichgewichtsbedingungen  als  lineare  Funktionen  der 
äusseren  Kräfte  und  der  X  darstellen.  Die  Formänderungsarbeit  des 
ganzen  Systems  kann  zerlegt  werden  in  die  des  Hauptsystems  und 
die  der  beseitigten  Stäbe,  also: 

A  =  \2S'q  +  \2^'q  =  A,-\-A,. 
Nach  Gleichung  (21a)  aber  ist  allgemein  für  jedes  X: 

und  da  die  X  voneinander  unabhängig  sind,  ist 

mithin  folgt: 

(22)  l^-  +  F^-  =  l^  =  0, 

womit  der  Satz  3Ienahreas  bewiesen  ist.  Man  kann  den  Beweis  auch 
kürzer  fassen,  indem  man  nur  einen  überzähligen  Stab  durchschneidet 
und  dessen  Spannkraft  als  äussere  Kraft  X  auf  beiden  Ufern  des 
Schnittes  anbringt.  Dann  folgt  er  ohne  weiteres  aus  dem  zweiten 
Lehr.satz  Castigliatios  und  der  Bedingung,  dass  sich  die  beiden  Ufer 
des  Schnittes  bei  der  Deformation  gegeneinander  nicht  verschieben 
dürfen. 

A.  Castigliano  gibt  noch  einen  anderen  sehr  übersichtlichen  Be- 
weis, welcher  von  ihm  bereits  1873  veröffentlicht  worden  ist.-^)  Er 
zeigt,  dass,  wenn  man  das  Minimum  der  Funktion  ^HS'-q  unter  der 
Bedingung,  dass  die  Spannkräfte  die  Gleichgewichtsbedingungen  er- 
füllen,   sucht,    diese  ausgedrückt  werden  vermittelst   der  Gleichungen: 

^.  -  7  VU,  -  A^)  cos  a^,^  +  {B.^  -  B^)  cos  ß^,^  +  iC,  ~  Q  cos y^^], 

wo  die  3/i'  —  6  Konstanten  A,  B,  C  Laßra'ifiesche  ^Multiplikatoren  sind, 
deren  Werte  aus  den  3/.'  —  6  Gleichjjewichtsbedini^uuiien  zu  bestimmen 


20)  Ä.  Castigliano,  These  pour  obtenir  le  diplöme  d'Ingeuieur,  Turin  1873; 
vgl.  Theorie  de  l'^quilibre  des  systfemes  elastiques,  Turin  1879,  p.  32. 
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siud.  Andererseits  werden  aber  gerade  die  Spannkräfte  des  Fachwerkes, 
die  nach  einer  Deformation  stattfinden,  aus  denselben  Gleichgewichts- 
bedingungen  und  einem  System  von  (jleichungen  bestimmt,  das  mit 
dem  obigen  identisch  ist,  wo  aber  die  Konstanten  Ä,  B,  C  durch  die 
Verschiebungskomponenten  Are,  Ay,  A2  der  Knotenpunkte  ersetzt  siiid. 
(Vgl.  die  Ghüchungen  (.')(!)  und  (37)  unten.)  Es  ergeben  sich  also 
aus  den  Gleichgewichtsbedingungen  für  die  Konstanten  Ä,  B,  C  die- 
selben Werte  wie  für  die  Verschiebungskomponenten  Ax,  Aij,  Az. 
Mithin  muss  die  Aufsuchung  des  Minimums  von  \-ZSs  gerade  auf  die 
nach  der  Deformation  in  den  Stäben  herrschenden  Spannkräfte  führen. 

Infolge  der  Voraussetzung,  welche  (Jastigliano  über  die  statische 
Bestimmtheit  der  Abstützung  der  Systeme  getroffen  hat,  ist  die  Gül- 
tigkeit der  Sätze  zunächst  auf  sogenannte  innerlich  statisch  unbestimmte 
Systeme  beschränkt.  Es  bedarf  jedoch  nur  ganz  unwesentlicher  Än- 
derungen in  der  Beweisführung,  um  ihre  Gültigkeit  auch  für  äusser- 
lich  statisch  unbestimmte  Systeme  darzutuu.  Castigliano  zeigt  dies  in 
einigen  Sonderfällen,  in  denen  er  Stützenreaktionen  als  statisch  un- 
bestimmte Grössen  einführt  und  beweist,  dass  die  Formänderungs- 
arbeit ein  Minimum  wird,  wenn  deren  Angriffspunkte  keine  Verschie- 
bung erfahren. 

Der  Satz  von  der  kleinsten  Arbeit  verliert  seine  Gültigkeit,  so- 
bald die  freie  Verrückung  irgendwelcher  Systempunkte  durch  Reibung 
gehindert  wird.  Doch  kann  man  in  diesem  Falle  den  Lehrsatz  von 
dem  Differentialquotienten  der  Arbeit  anwenden. 

Der  Satz  von  der  kleinsten  Arbeit  ist  auch  dann  nicht  gültig, 
wenn  das  System  im  unbelasteten  Zustand  nicht  spamiungslos  ist, 
also  sogenannte  Anfangsspannungen  vorliegen,  ein  Fall,  der  auch  Tem- 
peratur änderungen  einzelner  oder  aller  Stäbe  einschliesst.  Dann  wird 
aber  der  Ausdruck: 

^r^S''Q—2Sl 

durch  die  nach  der  Deformation  eintretenden  Spannkräfte  zu  einem 
Minimum  gemacht.  Die  zweite  Summe  erstreckt  sich  nur  über  die 
überzähligen  Stäbe,  und  k  ist  die  Grösse,  um  welche  diese  im  span- 
nungslosen Zustand  zu  kurz  sind   (vgl.  unten  Nr.  12). 

9.  Die  Sätze  Castiglianos  für  den  festen  elastischen  Körper. 
A.  Castigliano'^)  vollzieht  den  Übergang  zum  festen  elastischen  Körper 
vermittelst  der  /.  Newton^ohen  Auffassung  von  der  Materie,  nach  wel- 
cher diese  aus  kleinen  mit  Zentralkräften  aufeinander  wirkenden  Mole- 


21)  A.  Castigliano,  Theorie   de  requilibre    des   systemes   elastiques,   Turin, 
1879,  Ch.  2,  p.  45. 
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külen,  welche  L.  Navier  als  materielle  Punkte  betrachtet,  aufgebaut 
ist.  Vermöge  dieser  Auffassung  erscheint  der  feste  elastische  Körper 
als  der  Grenzfall  eines  hochgradig  statisch  unbestimmten  Fachwerks. 
Indessen  geht  Castiyliano  auf  die  genaue  Präzisierung  dieser  Auffassung 
nicht  näher  ein.  Im  Grunde  operiert  er  mit  einem  Fachwerk  mit  nur 
endlich  vielen,  wenn  auch  sehr  vielen,  Knotenpunkten  und  Stäben. 
Ausgehend  von  seinen  früheren  Voraussetzungen  hinsichtlich  der  un- 
verschieblichen Stützung  uud  eines  spannungslosen  Anfangszustandes 
findet  er  für  die  Deform ationsarheit  sofort  den  Ausatz: 

wo  nun  Q^  die  in  den  Molekülen  angreifenden  Kräfte  sind. 

Als  Funktion  der  inneren  Spannungen  und  Verzerrungen  steUt 
er  die  Deformationsarbeit  dann  durch  einen  Ausdruck  dar,  welcher 
juit  demjenigen  F.  Grashofs  in  Gleichung  (13)  übereinstimmt.  Für 
Stäbe,  deren  Querschnittabmessungen  sehr  klein  im  Verhältnis  zur 
Länge  des  Stabes  sind  —  und  auf  diese  sind  alle  seine  Überlegungen 
zugeschnitten  — ,  macht  er  die  von  B.  de  St.  Ve>ia»t  in  seiner  Bal- 
kentheorie (vgl.  IV  25,  Tedone-Timpe,  Nr.  13)  eingeführte  Annahme, 
dass  auf  die  zur  Stabaxe  parallelen  Ebenen  keine  normalen  Spannungen 
wirken.     Wählt  man  also  die  Stabaxe  als  a;-Axe,  so  werden: 

<?,;  =   (?,  =   T,  =  0 

und  damit,  wenn  man,  wie  es  üblich  ist,  jetzt  die  Stabaxe  mit  s  be- 
zeichnet: 


iß'ff{°i  +  'i+'t)''v''' 


worin  G^  ^^^  ^s  ^i®  Koeffizienten  der  „tangentialen  Elastizität" 
(Schuhnoduln)  bezeichnen.  Castigliano^^)  stellt  nunmehr  für  die  Span- 
nungskomponenten 6^,  T„,  T,  diejenigen  Ausdrücke  als  Funktionen  der 
resultierenden  Kräfte  und  Momente  auf,  die  sich  unter  der  Annahme 
ergeben,  dass  wirklich  das  de  St.  Venantsche  Balkenproblem  vorliegt. 
Es  werden  dann,  wenn  iV^  die  Längskraft,  Q^  und  Q.  die  Querkräfte, 
il£j,  das  Torsionsmoment  und  Jf  ,  31,  die  Biegungsmomente,  bezogen  auf 
die  Stabaxe  und  Hauptträgheitsaxen  des  Querschnittes,  sind: 

N^  M,       .  M,j 


22)  A.  Castigliaito,  ebd.  p.  148 tf. 
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Hier  bedeuten  /•'  den  Querschnitt  des  Staljes,  J^  und  J,  die  Haupt- 
trägheitsniomente  des  Querschnitts  für  die  y-  bzw.  ^-Axe  und  J  ein 
MomeJit  zweiter  Ordnung  des  Querschnittes  für  den  Mittelpunkt  (für 
den  Kreisquerschnitt  das  pohire  TrägLieitsmomentj;  Äi,  B^,  C^;  A. 
^2,  C^  sind  Funktionen,  die  von  der  Form  des  Querschnittes  abhängen. 
Damit  wird  die  Deformationsarbeit  durch  folgenden  Ausdruck  dar- 
gestellt: 

Ä,  B,  C\  H,  K,  L  sind  6  neue  Funktionen  des  Querschnittes,  die  in 
einfacher  Weise  mit  den  früheren  A^,  B^,  6\;  ä^_,  B.,,  0,,  den  Schub- 
moduln   G.2   und   G.^  und  dem  Moment  J  zusammenhängen. 

Hat  der  Querschnitt  eine  Symmetrieaxe,  was  in  der  Praxis  meist 
der  Fall,  so  verschwinden  die  Koeffizienten  K  und  L.  Ist  ausserdem 
—  wie  in  den  praktischen  Fällen  stets  angenommen  wird  —  das  Tor- 
sionsmoment M^  gleich  Null,  so  folgt  für  die  Deformationsarheit  der 
einfachere  Ausdruck: 

Für  den  am  häufigsten  vorkommenden  Fall,  dass  alle  Stabaxen 
einer  Ebene  angehören,  alle  Querschnitte  in  dieser  eine  Trägheits- 
hauptaxe  haben  und  alle  äusseren  Kräfte  bzw.  ihre  Resultanten  in 
diese  Ebene  fallen,  fällt  in  dem  Ausdruck  von  A  noch  das  Werte- 
paar 31^,  Qy  fort,  falls  die  ?/-Axe  senkrecht  zur  Ebene  des  Stabes 
liegt.     Damit  wird: 

(24)  A  =  -^  J'("j:  +  -■)  ds  +  ^fl  I'  ds. 

Castigliano  bezeichnet  die  drei  Glieder  in  diesem  Ausdruck  als  De- 
formationsarheit herrührend  von  der  „Biegung'^  der  „Kompression'' 
(Dehnung)  und  der  „Verschiebung"  (Gleitung). 

Der  somit  aufgestellte  Ausdruck  für  die  Deformationsarbeit  gilt 
streng  nur  für  den  Fall  der  St.  Venantschen  Balkentheorie.  Er  wird 
aber  in  der  Statik  der  Baukonstniktionen  für  alle  vorkommenden 
Biegungsfälle  verwandt,  da  er  jedenfalls  eine  gute  Annäherung  dar- 
stellt (vgl.  IV  25,  Nr.  13  Tedone-Timpe).  Dies  hat  Castigliano  im 
einzelnen  näher  begründet,  wobei  sich  noch  ergiebt,  dass  das  zweite 
Integral  in  dem  Ausdruck  (23)  für  A  im  allgemeinen  gegenüber  dem 
ersten  vernachlässigt  werden  kann.  Über  diese  angenäherten  Ansätze 
vffl.  unten  Nr.  15. 
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Die  Sätze  von  den  Di/ferentialquotienten  der  Deformationsarheit 
folgert  A.  Castigliano^^)  vermöge  seiner  oben  angeführten  Auffassung 
von  der  Zusammensetzung  des  festen  elastischen  Körpers  ohne  weiteres 
aus  den  für  das  Fachwerk  gegebenen  Beweisen.  Er  verallgemeinert 
sie  dann  für  den  Fall,  dass  die  äusseren  Kräfte  nicht  in  einzelnen 
Punkten  als  Einzelkräfte  sondern  über  die  Moleküle  des  Körpers  oder 
die  Elemente  gewisser  Flächen  verteilt  angreifen. 

Ebenso  einfach  überträgt  Casiigliano  den  Satz  von  der  Meinsien 
Arbeit,  den  er  in  folgender  Fassung  ausspricht:  „Die  elastischen  Kräfte, 
welche  nach  der  Deformation  des  Körpers  zwischen  den  Molekülpaaren 
auftreten,  sind  jene,  welche  die  Deformationsarheit  zu  einem  Mini- 
mum machen,  insofern  man  jene  Bedingungsgleichungen  berücksich- 
tigt, welche  ausdrücken,  dass  zwischen  diesen  Kräften  um  jedes  Mole- 
kül Gleichgewicht  herrscht."  Der  Anwendung  dieses  Satzes  erschliesst 
Castigliano  ein  weites  Gebiet  durch  folgende  Betrachtung,  welche  die 
Schwierigkeit,  dass  man  die  Bedingungsgleichungen  für  jedes  Molekül 
jjraktisch  gar  nicht  aufstellen  kann,  behebt.  Die  elastischen  Kräfte 
in  jedem  Punkte  bzw.  die  Spannungskomponenten  für  ein  Flächen- 
element lassen  sich  praktisch  mit  mehr  oder  weniger  guter  Annähe- 
rung als  lineare  Funktionen  der  resultierenden  Kraft-  und  Moment- 
komponenten darstellen,  wie  dies  oben  für  das  Problem  des  St.  Venant- 
schen  Balken  angegeben.  Andererseits  sind  diese  resultierenden 
Kraft-  und  Momentkomponenten  statisch  bestimmbar,  wenn  für  ge- 
wisse Flächen  im  Körper  die  resultierenden  Kraft-  und  Moment- 
komponenten sowie  die  Stützenreaktionen  bekannt  sind.  Zuweilen 
bestehen  zwischen  diesen  Grössen  noch  Bedingungsgleichungen,  dann 
kann  eine  gleiche  Anzahl  derselben  eliminiert  werden.  Die  übrig- 
bleibenden sind  Unbekannte,  Avelche  als  die  statisch  unbestimmten 
Grössen  des  geo-ebenen  Falles  eingeführt  werden.  Die  Deformations- 
arbeit  kann  als  Funktion  dieser  statisch  unbestimmten  Grössen  dar- 
gestellt werden,  durch  die  auch  die  elastischen  Kräfte  ausgedrückt  er- 
scheinen. Da  nun  in  Rücksicht  auf  letztere  die  Deformationsarbeit 
ein  Minimum  ist,  so  folgt  dies  .sofort  auch  in  Rücksicht  auf  erstere. 
Castigliano  spricht  diesen  Satz  so  aus: 

„Welches  auch  die  unbekannten  Grössen  sind,  in  deren  Funktio- 
nen man  die  Deformationsarheit  eines  Systems  ausgedrückt  hat,  die 
Werte,  welche  diese  nach  der  Deformation  des  Systems  haben,  sind 
derartige,  dass  sie  unter  Berücksichtigung  der  zwischen  ihnen  statt- 
lindenden  Bedinguugsgleichungen  diese  Arbeit  zu  einem  Minimum 
machen." 

23)  A.  Castigliano,  ebd.  p.  48  tf 
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Die  Ableitung  dieser  Sätze  in  der  hier  angedeuteten  Form  kann 
nicht  als  einwandfrei  gelten.  Die  Zulässigkeit  des  Grenzüberganges 
vom  Fachwerk  mit  einer  sehr  grossen  al)er  endlichen  Anzahl  von 
Knotenpunkten  und  Stäben  zu  einem  System  unendlich  vieler  Punkte 
ist  nicht  dargetan.  Ausserdem  hat  die  Molekularhypothese,  soweit 
sie  nur  Zentralkräfte  annimTut,  heute  das  Feld  geräumt.  Diese 
Hypothese  ist  auch  gerade  im  Zusammenhang  mit  der  Forniänderungs- 
arbeit,  also  dem  elastischen  Potentiale,  wenig  am  Platz.  Denn  einer 
der  Vorzüge  der  Grecn^chen  Methode  des  Potentiales  ist  es,  dass  sie 
zweifelhafter  Hypothesen  über  die  Konstitution  der  Materie  entraten 
kann.  Es  ist  natürlich  nur  eine  Folge  seiner  Grundlage,  wenn  (kistig- 
liann  im  allgemeinen  Falle  der  Anisotropie  als  charakteristisch  für 
den  festen  elastischen  Kr)rper  nur  15  elastische  Konstante  erhält 
gegenüber  den  21  der  Potentialtheorie. 

10.  Weitere  Beweise  und  Beziehungen  der  Sätze  Castiglianos 
zu  anderen  Sätzen.  Unter  diesen  Umständen  dürfte  der  Beweis,  auf 
welchen  H.  MuUer-Breslair^)  die  Sätze  Castiglianos  stützt,  den  Vorzug 
verdienen.  BIüller-Breslau  geht  von  dem  Prinzip  der  virtuellen  Ver- 
rückungen in  der  Form  der  Gleichung  (7)  aus  und  macht  die  auf  dem 
Superpositionsgesetz  begründete  Annahme,  dass  es  gelingt,  die  wirk- 
lichen Spannungen  als  lineare  Funktionen  der  gegebenen  Lasten  und 
gewisser  statisch  unbestimmter  Grössen  darzustellen.  Dann  lassen  sich 
die  virtuellen  Spannungen  ^  und  i  jeweils  als  die  partiellen  Diffe- 
rentialquotienteu  der  wirklichen  Spannungen  nach  den  statisch  unbe- 
stimmten Grössen  bzw.  den  äusseren  Kräften  darstellen.  Damit  wird 
die  rechte  Seite  der  Gleichung  (7 )  ein  partieller  Differentialquotient 
der  Formänderungsarbeit  nach  einer  statisch  unbestimmten  Grösse  bzw. 
einer  äusseren  Kraft,  während  die  linke  Seite  die  entsprechende  vir- 
tuelle Arbeit  der  äusseren  Kräfte  darstellt.  In  der  letzteren  ist  auch 
der  Einfluss  etwaiger  Stützenverschiebungen  berücksichtigt  Finden 
keine  Stützenverschiebungen  statt,  so  ergeben  sich  Gleichungen,  welche 
den  zweiten  oder  dritten  Satz  Castiglianos  aussprechen 

C.  Fränhel^^)    hat    den  Satz    von    der    kleinsten    Arbeit    für    das 


24)  H.  Müller-Breslau,  Über  die  Anwendung  des  Prinzips  der  Arbeit  in  der 
Festigkeitslehre,  Wochenblatt  für  Architekten  u.  Ingenieure  5  (,1883),  S.  87;  Be- 
dingungsgleichungen für  statisch  unbestimmte  Köi'per,  ebd.  6  (1884),  S.  373;  Die 
neueren  Methoden  der  Festigkeitslehre  und  der  Statik  der  Baukonstruktionen, 
Leipzig  1886,  3.  Aufl.  ebd  1904,  S.  80  ff;  vgl.  auch  Die  graphische  Statik  der  Bau- 
konstruktionen, Bd.  2,  Abt.  1,  4.  Aufl.  Stuttgart  1907,  S.  48  ff. 

25)  C.  Fränkel,   Das    Prinzip   der   kleinsten  Arbeit   der   inneren  Kräfte  ela- 
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Fachwerk  und  den  festen  isotropen  Körper  unabhängig  von  Castigliano 
gefunden  und  seine  Anwendung  gezeigt.  Weitere  Beweise  des  Satzes 
haben  Ä.  E.  H.  Love^^),  J.  Weingarten^^)  und  Ä.  Föppl^"^)  gegeben. 
Die  beiden  ersteren  benutzen  hierzu  nicht  die  erste  Variation  der 
Formänderungsarbeit,  sondern  beweisen,  dass  die  Formänderungsarbeit 
für  das  wirklich  eintretende  Gleichgewichtssystem  einen  kleineren 
Wert  annimmt  als  für  jedes  andere,  Weingarten  betrachtet  den  Fall, 
in  dem  Verschiebungen  der  Stützpunkte  stattfinden,  als  den  allge- 
meinen und  gewinnt  den  Satz  von  der  kleinsten  Arbeit  als  beson- 
deren Fall. 

A.  Föppl^'*^)  beleuchtet  den  Zusammenhang  des  Satzes  von  der 
kleinsten  i\rbeit  mit  dem  Prinzip  der  virtuellen  Verrückungen.  Er  be- 
merkt, dass  die  Gleichung  G.  Kirchhoffs  (vgl.  oben  Gleichung  (10))  in  der 
für  den  FaU  der  Isotropie  gültigen  Form  eine  gewisse  Verallgemeine- 
rung des  dritten  Satzes  Castiglianos  darstelle.  Man  kann  diese  Aussage 
dahin  erweitern,  dass  die  auf  den  allgemeinen  Fall  eines  anisotropen 
Körpers  bezügliche  Gleichung  KircJthoff's  den  allgemeinen  analytischen 
Aasdruck  der  drei  CastigliünosGh.en  Sätze  darstellt.  Da  der  virtuelle 
Verschiebungszustand  nur  an  die  Bedingungen  des  Systems  gebunden, 
im  übrigen  aber  vollkommen  willkürlich  ist,  kann  man  bestimmte 
Verschiebungszustände  in  geeigneter  Weise  näher  kennzeichnen.  Je 
nach  der  so  gekennzeichneten  Variation  der  Formänderungsarbeit 
drückt  die  Gleichung  (10)  unmittelbar  einen  der  drei  Sätze  aus. 

Die  Kirchhoffsche  Gleichung  zeigt  auch  den  Zusammenhang  des 
Satzes  von  der  kleinsten  Arbeit  mit  dem  Prinzip  Lagranges  vom 
Minimum  der  potentiellen  Energie.  Dies  Prinzip  ist  identisch  mit  der 
Aussage  der  Gleichung  (10),  welche  von  G.  L.  Birichlet"^)  und  Kirch- 
hoff' mit  Hilfe  des  Satzes  von  der  Erhaltung  der  Kraft  bestimmt  ist. 
Haben  nämlich  die  äusseren  Kräfte  ein  Potential,  welches  nur  eine 
Funktion   der   Koordinaten   ist,    dann  ist   die   Stabilität  einer  Gleich- 


Btischer  Systeme  und  seine  Verwendung  auf  die  Lösung  baustatischer  Aufgaben, 
Zeitschr.  des  Architekten-  u.  Ing.-Vereins  zu  Hannover  28  (1882\  S.  63, 

26)  A.  E.  H.  Love,  A  treatise  on  the  mathematical  theory  of  elasticity, 
2  Tols,  Cambridge  1892,  1893;  2.  ed,  ebd.  1906,  deutsch  von  A.  Timpe,  Leipzig 
1907,  S.  202.  J.  Weingarten,  Über  den  Satz  vom  Minimum  der  Deformations- 
arbeit, Archiv  d.  Math,  u,  Phys,  CA)  2  (1902),  S,  233. 

27)  A.  Föppl,  Vorlesungen  über  technische  Mechanik.  Bd  5:  Die  wichtig- 
sten Lehren  der  höheren  Elastizitätstheorie,  Leipzig  1907,  S.  282  flF, 

27")  A.  Föppl,  ebd.,  S.  268 tf. 

28)  P.  G.  Lejeune-Dirichlet,  Über  die  Stabilität  des  Gleichgewichts,  J.  f. 
Math.  32  (184G),  p.  85  und  G.  Kirchhoff)  Vorle^gn.  über  mathem.  Physik.  Bd.  1 : 
Mechanik.     Leipzig  1876,  S.  34  u.  393, 
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gewichtslage  an  die  Bedingung 

U  —  i  wdv  =  Maximum 

gebunden.  Diese  Bedingung  aber  ergiebt  das  Minimum  der  Form- 
änderungsarbeit, sofern  nui-  solche  Variationen  in  Betracht  gezogen 
werden,  welche  mit  konstantem    U  verbunden   sind. 

11.  Die  Kritik  der  Sätze  Castiglianos.  Gegen  die  Sätze 
Castiglianoa  sind  von  0.  Mohr  und  später  von  J.  Weingarten  eine 
Reihe  von  Einwänden  erhoben  worden,  die  weiterhin  zu  einem  leb- 
haften Meinungsstreit  geführt  haben.  Die  Fassung  der  Sätze  erscheint 
allerdings  nicht  ganz  einwandfrei,  jedenfalls  ist  ihr  wohl  ein  Teil  der 
geltend  gemachten  Bedenken  zur  Last  zu  legen.  Die  Sätze  enthalten 
keine  der  einschränkenden  Voraussetzungen,  an  welche  ihre  Gültig- 
keit gebunden  ist.  Sodann  ist  der  Begriff  der  Deformationsarbeit 
nicht  eindeutig  gefasst.  Im  zweiten  Satz  wird  diese  als  Funktion  der 
äusseren  Kräfte  dargestellt,  sie  hat  also  für  eine  bestimmte  Belastung 
auch  einen  bestimmten  Wert.  Diese  Auffassung  entspricht  der  vor 
Casfigliano  üblichen.  Vgl.  G.  Lames^)  und  Grashoffs''-^)  Definition. 
Abweichend  hiervon  definiert  Castigliano  im  Satz  von  der  kleinsten 
Arbeit  die  Deformationsarbeit  als  Funktion  der  durch  3  /t  —  6  Glei- 
chungen untereinander  verbundenen  Spannkräfte.  Damit  stellt  er  sie 
als  Funktion  der  äusseren  Kräfte  und  der  statisch  unbestimmten 
Grössen  dar  und  erhält  für  eine  bestimmte  Belastung  eine  Mannig- 
faltigkeit von  Werten.  Dieser  zweiten  Auffassung  entspricht  gemäss 
einer  Bemerkung  A.  HerUvigs''^^)  die  Deformationsarbeit  eines  statisch 
bestimmten  Hauptsystems,  in  welches  das  betrachtete  System  über- 
geht, wenn  die  überzähligen  Stäbe  durchnitten  und  auf  beiden  Ufern  des 
Schnittes  diejenigen  statisch  unbestimmten  Grössen  als  äussere  Kräfte 
angebracht  werden,  welche  die  Wirkung  eines  Ufers  des  Schnittes 
auf  das  andere  ersetzen.  H.  Müller-Breslau^^)  zeigt,  dass  man  die- 
selbe Aufi:assung  der  Deformationsarbeit  zweckmässig  auch  im  zweiten 
Satze  zugrunde  legt.  Es  wäre  natürlich  auch  möglich,  in  beiden 
Sätzen  der  Formänderungsarbeit  die  früher  gebräuchliche  Bedeutung 
beizulegen  und  ihren  analytischen  Ansatz  einer  Variation  zu  unter- 
werfen, ohne  Rücksicht  darauf,  ob  diese  mit  den  Bedingimgen  des 
Svstems  verträglich  ist  oder  nicht. 


29)  A.  HertiL-ig,  Zu  den  Bemerkungen  usw.,  Zeitschr.  f.  Architektur-  u.  In- 
genieurwesen 53  (1907),  S.  374. 

30)  H.  Müller-Breslau,  Zu  dem  Artikel:  Über  die  Elastizität  der  Defor- 
mationsarbeit, Civilingenieur  32  (1886),  S.  553  und  Die  neueren  Methoden  der 
Festigkeitslehre,  Leipzig  1886,  S.  54. 
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Indessen  muss  betont  werden,  dass  durch  diese  Unstimmigkeiten 
des  Ausdrucks  der  Inhalt  der  Castiglianoschen  Sätze  in  keiner  Weise 
berührt  wird.  Den  Sinn  seiner  Methode  hat  A.  Castigliano  in  dem 
angeführten  Werk  klar  und  in  jeder  Hinsieht  einwandfrei  dargestellt 
und  damit  eino  folgerichtige  Weiterentwicklung  der  Lehrii  vom  ela- 
stischen Potential  gegeben.  In  praktischer  Beziehung  haben  sich  die 
Sätze  in  zahlreichen  Fällen  als  wertvolles  Rüstzeug  erwiesen.  H.  Müller- 
Breslau  bezeichnet  sie  mit  Recht  als  Grundpfeiler  der  gegenwärtigen 
Theorie  der  statisch  unbestimmten  Systeme.  Im  übrigen  sei  in  der 
Streitfrage  für  und  wider  Castigliano  auf  die  in  der  Fussnote^^)  ver- 
zeichnete Literatur  verwiesen, 

12.  Ergänzungen  zu  den  Sätzen  Castiglianos.  J.  Melan^-")  unter- 
sucht die  Stellung  des  Prinzips  der  kleinsten  Arbeit  in  dem  FaUe, 
dass  die  Stäbe  eines  Fachwerls  eine  Temperaturänderung  um  /^  gegen- 
über der  des  spannungslosen  Anfangszustandes  erfahren.  Er  findet, 
wie  auch  schon  Castigliano^^)  selbst,  dass  dann  nicht  die  Formände- 
rungsarbeit, sondern  die  Funktion 

^2^S'q  +  ^Sets 


31)  O.  Mohr,  Über  das  sogenannte  Prinzip  der  kleinsten  Deformationsarbeit, 
Wochenblatt  f.  Architekten  u.  Ingenieure  5  (1883),  S.  171;  H.  Müller-Breslau, 
Noch  ein  Wort  über  das  Prinzip  der  kleinsten  Deformationsarbeit,  ebd.  5  (1883), 
S.  275;  O.Mohr,  über  das  Prinzip  der  kleinsten  ideellen  Deformationsarbeit,  ebd. 
5  (1883),  S.  299;  0.  Mohr,  Beitrag  zur  Theorie  des  Fachwerks,  Civilingenieur  31 
(1885),  S.  289;  H.  Müller-Breslau,  Die  neueren  Methoden  der  Festigkeitslehre, 
Leipzig  1886,  p.  188  (Anmerkung);  0.  Mohr,  Über  die  Elastizität  der  Deformations- 
arbeit, Civilingenieur  32  (1886),  S.  395;  H.  Müller-Breslau,  Zu  dem  Artikel  über 
die  Elastizität  der  Deformationsarbeit,  ebd.  S.  553 ;  Kritische  Bemerkungen  von 
F.  Kotier,  Jahrb.  f,  d.  Fortschritte  d,  Mathematik  18  (1886),  S.  95-2:  0.  Mohr,  Ab- 
handlgn.  aus  dem  Gebiete  der  techn.  Mechanik,  Berlin  1906,  S.  383,;  J.  Weingarten, 
Rezension  der  Vorlesungen  über  technische  Mechanik  von  A.  Föppl,  Archiv  d.  Math. 
u.  Phys.  (3)  1  (1901),  S.  342;  ders.,  Über  den  Satz  vom  Minimum  der  Dcformatious- 
arbeit,  ebd.  (3i  2  (1902),  S.  233;  G.  C.  3Iehrtens,  Yoriesungen  über  Statik  der  Bau- 
konstruktionen und  Festigkeitslehre,  Leipzig  1903 — 1905;  A.  Herttcig,  Die  Ent- 
wickelung  einiger  Prinzipien  in  der  Statik  der  Baukonstruktioneu  und  die  Vor- 
lesungen über  Statik  der  Baukonstruktionen  und  Festigkeitslehre  von  G.  C. 
Mehrtens,  Zeitschr.  f,  Architektur-  u.  Ingenieurwesen  52  (1906),  S.  493;  vgl.  auch 
die  Erwiderungen  von  G.  C.  Mehrtens  und  /.  Weingarten  auf  die  vorstehende 
Abhandlung,  ebd.  53  (1907),  S.  107,  367,  372,  374. 

32)  /.  Melan,  Beitrag  zur  Berechnung  eiserner  Hallengesperre,  Wochenschrift 
d.  österr.  Ing.  u.  Arch. -Vereins  35  (^1883),  p.  149  u.  162.  J.  Melan,  Über  den 
Einfluß  der  Wärme  auf  elastische  Systeme,  ebd.  35  (1883),  p.  183  u.  202. 

33)  A.  Castigliano,  Theorie  de  l'equilibre  des  systemes  elastiques,  Turin 
1879,  p.  304, 
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durch  die  wirklich  eintretenden  Spannkräfte  zu  einem  Minimum  ge- 
milcht wird.  Zu  diesem  Erfrchiiis  gelangt  er,  inth-m  er  an  den  End- 
punkten jedes  einer  Teinperaturänderung  unterworfenen  Stabes  zwei 
entgegengesetzt  gerichtete  Kräfte  gleicher  Grösse  anbringt,  welche  den 
Einfluss  der  Temperaturänderung  ersetzen.  Anstatt  des  Falles  der 
Teraperaturänderung  bietet  sich  dann  der  Fall  des  durch  äussere 
Kräfte  belasteten  Systems,  welches  im  unbelasteten  Zustand  spannungs- 
h)s  ist,  der  Untersuchung  dar. 

H.  Müller-Breslau^^)  führt  für  elastische  Körper  isotroper  Struktii/r, 
deren  Temperaturzustand  in  einem  Punkte  eine  Änderung  um  1P  gegen- 
über der  Temperatur  des  spannungslosen  Anfangszustandes  erfährt, 
die  Funktion 

(25)  A,  =  A+  f{6,  -f  6,,  +  (7,)  stdv 

ein  und  bezeichnet  sie  als  ideelle  Formänderungsarbeit.  Im  Falle  des 
biegungsfesten  Stabes  ist  mit  (?y  =  (j^  ==  0 

Jl<^x  +^y  +  ^,)Btdv  =fN^£tds, 
sofern  t  innerhalb  des  Querschnittes  konstant  bleibt,  und 

(26)  J{6^  -f  (7^  +  a:)etdv  =  jN,st,ds  +  Jf  sAtds, 

sofern  die  Temperaturänderung  dem  Gesetz  ^=^q-}-A^-,-  (siehe 
unten  Nr.  15)  folgt.     Für  das  Fachwerh  setzt  er 

(27)  Ä,  =  Ä-\-  :SSBts, 

also  den  Ausdruck  3Ielans.  Damit  tritt  also  im  Falle,  dass  die  De- 
formation eines  durch  beliebige  äussere  Kj-äfte  belasteten  Systems 
unter  Temperaturänderungen  stattfindet,  in  den  Sätzen  Castiglianos 
die  ideelle  Formänderungsarbeit  an  die  Stelle  der  Formänderungs- 
arbeit. 

Erfährt  der  Angriffspunkt  eines  statisch  mibestimmten  Stützen- 
widerstandes X  die  Verschiebung  d^^  wobei  die  Reaktionen  X  die 
virtuelle  Arbeit 

leisten,  so  ist  die  Funktion 

(28)  Ä,  -  L 


34)  H.  Müller-Breslau,  Bedingungsgleichungen  für  statisch  unbestimmte 
Körper,  Berechnung  der  Formänderungen,  Wochenblatt  f.  Architekten  u.  In- 
genieure 6  (1884),  S.  373;  der  Satz  von  der  Abgeleiteten  der  ideellen  Formände- 
rungsarbeit, Zeitschr.  des  Arch-  u.  Ing. -Vereins  zu  Hannover  30  (1884),  S.  211. 

Encyklop.  d.  math.  Wissenscb.     IV  2,  ii.  30 
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an  Stelle  der  Formänderungsarbeit  in  die  Sätze  Castigliatios  einzu- 
führen. 

Den  Beweis  beider  Aussagen  stützt  Müller-Breslau  auf  das  Prinzip 
der  virtuellen  Verriickungen. 

F.  Engesser^^)  führt  unter  der  Bezeichnung  enveiterte  Formände- 
rungsarheit  einen  Ansatz  ein,  welcher  der  Auffassung  Weingartens  von 
der  Deformationsarbeit  bei  nicht-isothermer  Deformation  entspricht. 
Er  erhält,  indem  er  nach  dem  Vorgang  Melans  den  Einfluss  der 
Wärme  auf  die  Längenänderungen  durch  fingierte  äussere  Kräfte  er- 
setzt, für  das  Fachwerk 

A   —   yi  {S  +  EBtFYs 
^«^  '      ^  2EF 

und   zeigt,   dass   die   Beziehungen  -^  -S  =  0  bestehen.    Die  „erweiterte 

Formänderungsarbeit"  unterscheidet  sich  von  der  „ideellen  Formände- 
rungsarbeit" nur  durch  ein  konstantes  Glied,  welches  zur  Folge  hat, 
dass  erstere  immer  positiv  ist,  während  letztere  auch  negative  Werte 
annehmen  kann.  Bezeichnet  e  die  gesamte  Dehnung  und  V  den 
Rauminhalt  eines  Stabes,  so  ist 

EVe"" 
2       ' 


D  =  A  =  2 


Engesser  nennt  D  die  Delinungsfunldion  und  spricht  den  Satz  aus: 
„Für  den  wirklichen  Gleichgewichtszustand  ist  die  Summe  der  Deh- 
nungsquadrate ein  Kleinstwert." 

13.  Verallgemeinerungen  der  Sätze  Castiglianos,  J.  Wei/rauch^^) 
vergleicht  die  Variation  der  wirklichen  Formänderungsarbeit  A,  für 
welche  er  die  Bezeichnung  Ver Schiebung sarheit  vorschlägt,  mit  der 
Variation  der  virtuellen  Formänderungsarbeit  J.^,,  welche  durch  den 
Ansatz 

definiert  ist.  Jede  beliebige  mit  den  Bedingungen  des  Systems  ver- 
trägliche Variation  der  virtuellen  Formänderungsarbeit  ist  gegeben 
durch  die  Gleichung 

8A^.  =  8^A^  -f  d.A^, 

wo  die  Indizes  r  und  s  bei  den  d  andeuten  sollen,  dass  die  Variation 
bei  konstanten  Spannungen  bzw.  konstanten  Verschiebungen  zu  bilden 


35)  F.  Engcsscr,    über    die    Berechnung    statisch    unbestimmter   Systeme, 
Zentralblatt  der  Bauverwaltuntr  1907,  S.  60C. 

36)  /.  Weyrauch,  Theorie  elastischer  Körper,  Leipzig  1884,  S.  108. 
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ist.     Es  ist  also 

Dieser  Ausdruck  ist  aber  gleich  ÖÄ  (vgl.  Gleichung  (13)). 
Andererseits  ist 

Nach  dem  Prinzip  der  virtuellen  Verrückungen  (Gleichung  (7))  ist 
dieser  Ausdruck  aber  gleich  d,  U  +  d^R.  U  bezeichnet  die  Arbeit  der 
statisch  unbestimmten  Reaktionen,  li  die  Arbeit  der  Flächenkräfte 
auf  die  Umhüllungsflächen  sämtlicher  etwa  vorhandener  Unstetigkeits- 
schnitte  für  die  Verrückimgen,  ö^  ü  und  d^R  die  Variationen  dieser 
Arbeiten,  welche  der  Variation  der  Spannungen  entsprechen. 
Es  ergeben  sich  somit  die  Gleichungen: 

^29)  dA^  =  dÄ-{-d^U-^d^R 

für  feste  elastische  Körper,  und 

(30)  dÄ^,  =  dÄ-^d^U 

für  das  FacJnverlx,   sofern   man  hier  Unstetigkeiten    ausschließt.     Ver- 
schwinden die  Variationen  ö^  U  und  d^R,  so  wird 

(31)  dÄ^  —  dÄ  =  0. 

Über  die  Beziehungen  zwischen  den  Spannungs-  und  Verzerrungs- 
komponenten sind  Voraussetzungen  nicht  getroffen;  die  Gleichungen 
gelten  also  ganz  allgemein  sowohl  für  Temperaturänderungen  als  für 
ein  beliebiges  Elastizitätsgesetz.  Die  Gleichungen  (29)  und  (30) 
stellen  daher  den  allgemeinsten  analytischen  Ausdruck  des  Prinzips 
der  kleinsten  Arbeit  dar. 

Als  besondere  Fälle  entwickelt  WeyraiicJt'^'')  für  verschiedene 
Systeme  diejenigen  Ausdrücke,  welche  durch  die  wirklich  eintretenden 
Spannungen  zu  einem  Minimum  gemacht  werden. 

Im  wesentlichen  denselben  Weg  geht  F.  Engesser^^).  Er  beweist 
zunächst,  dass  der  Satz  von  der  kleinsten  Arbeit  bei  isothermer  Defor- 
mation nur  gilt,  wenn  das  Elastizitätsgesetz  durch  die  Beziehung 

s  C 

gegeben    ist.     Um   zu    einem    allgemeinen  Gesetz    zu   gelangen,    führt 


37)  /.  Weyrauch,  Arbeitsbedingungen  für  statisch  unbestimmte  Systeme, 
Wochenblatt  f.  Architekten  u.  Ingenieure  6  (1884),  S.  290. 

38)  F.  Engesser ,  über  statisch  unbestimmte  Träger  bei  beliebigem  Form- 
änderungsgesetze und  über  den  Satz  von  der  kleinsten  Ergänzungsarbeit,  Zeit- 
schrift d.  Arch.-  u.  Ing.-Vereins  zu  Hannover  35  (1889),  p.  733. 

30* 
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Engesser  die  Differenz  der  virtuellen  und  der  wirklichen  Formände- 
rimgsarbeit  ein  und  bezeichnet  sie  als  Ergänzungsarbeit  B.  Es  ist 
für  das  Fachwerk: 

B  =  A„  —  A  =  ^  SAs  —  ^fsdAs, 

0 

oder  durch  partielle  Integration  des  zweiten  Terms 
s 

(32)  B=  '^jAsdS. 

0 

Erfahren  die  Angriffspunkte  der  statisch  unbestimmten  Stützenwider- 
stände keine  Verschiebungen,  so  folgt  aus  dem  Prinzip  der  virtuellen 
Verrückungen  (vgl.  Nr.  34)  die  Gleichung 

mithin  gilt  die  Beziehung 

(33)  l§  =  0. 

Engesser  formuliert  dies  Gesetz  so:  „Die  überzähligen  Grössen  X  eines 
statisch  unbestimmten  Fachwerkes  nehmen  diejenigen  Werte  an,  welche 
die  Ergänzungsarbeit  der  gesamten  Konstruktion  zu  einem  Kleinst- 
werte machen." 

Es  ist  ersichtlich,  dass  der  Satz  mit  Weyrauchs  Satz  (Gleichung 
(31))  übereinstimmt. 

In  derselben  Weise  ergiebt  sich  der  Satz  von  der  Abgeleiteten 
der  Ergänzungsarbeit: 

(^^)  11  =  '- 

Für  feste  elastiscJie  Körper  ist  die  Ergänzungsarbeit 

CTj.CTy... 

(35)    B  =fdvj\sj6,  +  e^d6^  +  8j6,  +  y^dr^  +  y/r^  +  y.drX 

0 

Für  sie  gelten  dieselben  Sätze  wie  für  die  Ergänzungsarbeit  des  Fach- 
werks. 

Verrichten  die  statisch  unbestimmten  Reaktionen  X  die  virtuelle 

Arbeit  Xd^.,  so  tritt  die  Funktion 

X 

B—^fdßX 
b 

au  die  Stelle  der  Ergänzimgsarbeit.  Den  Sätzen  von  der  Ergänzungs- 
arbeit kommt  die  gleiche  allgemeine  Gültigkeit  zu  wie  den  Gleichungen 
Weyrauchs. 
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II.   Formuliennii»;  des  I'ro!)l(Mns  der  Statik  des  Fachwerks  und 

der  vollwaiidiji?eii  Systeme  und  ein  allijenieiner  Ausatz  zur 

Lösung  des  Spannuui^sproblenis. 

14.  Die  GrundgleichuDgen  der  Statik  des  Fachwerks.  Wird 
der  in  Nr.  3  hesprocliene  Zusiimmenhang  zwischen  dem  Prinzip  der 
virtuellen  Verrückungen  und  den  (jJleichgewichtsljedijigungcn  beachtet, 
so  ist  ersichtlich,  dass  immer  die  Forderung,  dass  in  jedem  Punkte 
eines  Systems  Gleichgewicht  bestehe,  als  Ausgangspunkt  der  Behand- 
lung statischer  Probleme  ohne  Rücksicht  auf  andere  Grundprinzipien 
cjewählt  werden  kann. 

Das  Froblem  der  Faclaverlilieorie  beruht  dann  auf  zwei  Grupjien 
von  Gleichungen  (siehe  M.  Levy^'-'),  A.  Castigliano*^)  und  H.  Müller- 
Breslau^^). 

Dies  sind  erstens  die  Gleicligewichtsbedingungen: 

Qxrn  +  ^S  cos  a  =  0, 

(36)  Q,r,.+   yScosß  =  0, 

deren  drei  bzw.  in  der  Ebene  zwei  für  jeden  Knotenpunkt  bestehen; 
zweitens  die  geometrischen  Bedingungen  des  Systems,  deren  eine  für 
jeden  Stab  gilt: 

(37)  As,,  =  {Ax,  —  Ax,)  cos  «.,  +  (Ai/,  —  Aij^)  cos /3,, 

+  (A^^i.  —  A^rjcosj/,^.. 
Von  den  Verschiebungskomponenten  der  Knotenpunkte  sind  die- 
jenigen der  Stützpunkte  als  gegeben  anzunehmen,  da  sie  meistens  nur 
geschätzt  oder  durch  Beobachtung  bestimmt  werden  können.  Sie  werden 
Äuflagerhedingungen  genannt.  Unter  der  Voraussetzung,  dass  keine 
Reibungswiderstände  auftreten,  ist  die  Anzahl  der  für  einen  Stützpunkt 
gegebenen  Verschiebungskomponenten  ebenso  gross  wie  die  Zahl  der 
an  ihm  auftretenden  unbekannten  Reaktionen  C.  Entsprechend  der 
Anzahl  der  Komponenten  einer  unendlich  kleinen  Bewegung  eines 
starren  Körpers  sowie  der  für  diesen  bestehenden  Gleichgewichtsbe- 
dingungen zwischen  den  angreifenden  Kräften  sind  mindestens  6  bzw. 
3  Auflagerbedingungen  und  ebensoviele  Stützenreaktionen  erforderlich. 

39)  M.  Levy,  La  statique  giaphique  et  ses  applications  aux  constructions, 
Paris  1874,  p.  241  ff. 

40)  A.  Castigliano.  Theorie  de  lequilibre  des  systemes  elastiques,  Turin 
1879,  p.  11. 

41)  fl".  Müller-Breslau,  Die  graphische  Statik  der  Baukonstruktionen  Bd.  2, 
Abt.  1,  Leipzig  1892,  p.  3. . 
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Die  Verbindung  zwischen  den  beiden  genannten  Gruppen  von 
Gleichungen  stellt  die  auf  experimenteller  Grundlage  beruhende  Be- 
ziehung zwischen  der  Läugeuänderung  und  der  Spannkraft  sowie  der 
Temperaturänderung  des  spannungslosen  Anfangszustandes  eines  Stabes 
her.  Im  allgemeinen  wird  die  GiiUif/]:eit  des  HooJceschen  Gesetzes  an- 
genommen und  gesetzt: 
(38)  As,,  =  >S,,p  +  6^,. 

Durch  Einführung  dieser  Gleichung  in  die  geometrischen  Be- 
dingungen erhält  man  dann  die  sogenannten  ElastizHätshedingungen 
des  Fachwerkes. 

Hat  nun  ein  Fachwerk  r  Stäbe,  A'  Knotenpunkte  nnd  a  Auf  lager- 
bedingungen, so  stehen  ?>k  bzw.  2/j  Gleichgewichtsbedingungen,  r  Ela- 
stizitätsbedingungen, a  Auflagerbedingungen  zur  Verfügung  zur  Be- 
rechnung der  Unbekannten  des  Problems,  nämlich  der  r  Spann- 
kräfte, a  nach  bestimmten  Richtungen  wirkenden  Stützenwiderstände 
C,  ?>Ti  bzw.  21c  Verschiebungskomponenten  der  Knotenpunkte.  Die 
Anzahl  der  Unbekannten  ist  also  ebenso  gross  wie  die  Anzahl  der 
Gleichungen.  Letztere  sind  durchweg  vom  ersten  Grade;  sie  lassen 
sich  eindeutig  auflösen,  sobald  ihre  Nennerdeterminante  einen  von 
Null  verschiedenen  Wert  besitzt,  was  im  allgemeinen  vorauscresetzt  wird. 

Daraus  ergiebt  sich  das  Superpositionsgesetz,  welches  in  allgemeiner 
Weise  A.  Castigliano^%  0.  Mohr"^^)  und  H.  MiiHer-BresJau*^)  gefolgert 
haben,  nachdem  es  bereits  von  J.  Cl.  MaxneU^^)  angewendet  worden 
ist:  „Die  Spannkräfte  S,  die  Stützen  widerstände  C  und  die  Verschie- 
bungskomponenten der  Knotenpunkte  Aa,  A?/,  £^z  lassen  sich  als 
lineare  Funktionen  der  Lasten,  der  Andenmgen  der  anfänglichen  Stab- 
temperaturen und  der  Verschiebungen  der  Stützpunkte  darstellen.'' 

Die  Ableitung  der  Gleichung: 

2Qr.K-2S£^S  =  0 

einmal  aus  den  Gleichgewichtsbedingungen,  ein  zweites  Mal  aas  den 
geometrischen  Bedingungen  zeigt,  dass  sie,  rein  mathematisch  aufge- 
fasst,  den  allgemeinen  Ausatz  zur  Lösung  beider  Gruppen  von  Gleichungen 


•12)  A.  Gastigliano,  Theorie .  de  requilibre  des  systemes  elastiques,  Turin 
1879,  p.  33. 

43)  0.  Mohr,  Beitrag  zur  Theorie  des  Fachwerks,  Civilingenieur  31  (1886), 
S.  289. 

44)  H.  Müller- Breslau,  Die  graphische  Statik  der  Baukonstruktioneu  Bd.  *2, 
Abt.  1,  Leipzig  1892,  p.  ;'). 

45')  J.  Cl.  Maxwell,  üu  the  calculation  of  the  equilibrium  and  stitfues  of 
frames.  Phil.  Mag.  (4)  27  (18r)4\  p.  294  =  Scientific  Papers  1,  Cambridge  1S90, 
p.  598. 
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darstellt.  Das  System  der  Eliminationsmultiplikatoren  wird  bei  Auf- 
lösung der  Gleicbgewichtsbedinguugen  durch  ein  Verschiebungssystem, 
bei  Auflösung  der  geometrischen  Bedingungen  aber  durch  ein  Be- 
lastungssystem geliefert.  Darauf,  dass  diese  Systeme  meistens  mit 
geringer  Mühe  aufgestellt  werden  können,  beruht  die  Brauchbarkeit 
obiger  Gleichung. 

Besteht  nun  die  Beziehung: 

3/i-  bzw.  2/r  =  r  +  a, 
so  bestimmen  die  Gleichgewichtsbedingungen  allein  eindeutig  die 
Spannkräfte  und  Stützenwiderstände  und  ebenso  die  Elastizitätsbe- 
dinouno-en  in  Verl)induno;  mit  den  Auflagerbedino'ungen  die  Yerschie- 
bungskomponenten  der  Knotenpunkte.  Das  Fachwerk  ist  also  statisch 
hestimmt  —  0.  Molir  bezeichnet  es  als  einfaches  Fachwerk  —  und  stabil. 
Die  Identität  statisch  und  kinematisch  bestimmter  Fachwerke  ist  bereits 
in  IV,  5  Nr.  31  und  40  (L.  Henneberg)  besprochen.  Voraussetzung  ist 
wieder,  dass  die  Nennerdeterminaute  nicht  verschwindet.  Fälle  einer 
verschwindenden  Nennerdeterminante  sind  IV,  5  Nr.  39  und  4:4  an- 
gegeben. Anstatt  der  Ausrechnung  der  Nennerdetermiuante  werden 
zweckmässige  besondere  Methoden  zur  üntersuchuno;  der  Stabilität  eines 
Fachwerkes  verwendet.  Besonders  geeignet  ist  hierfür  das  kinematische 
Verfahren  (siehe  unten  Nr.  2''). 

Ist 

3Ä."  bzw.  2Z;  >  ;•  -|-  «, 

dann  ist  Gleichgewicht  im  allgemeinen  nicht  möglich.    Ferner  ist  eine 

oder  mehrere  der  Verschiebungskomponenten  willkürlich,   das  System 

besitzt  eine    oder    mehrere    Beivegungsfreiheiten.     Für   Bauwerke    sind 

solche  Systeme  nicht  geeignet,  obwohl  sie  früher  in  einzelnen  Fällen 

—    unversteifte    Häncrebrücken  —    zur    Ausführung    srekommen    sind. 

Immerhin    haben    diese   Systeme    infolge   der   kinematischen  Methode 

noch  theoretisches  Interesse. 

Ist  drittens 

'dk  bzw.  2k  <i  r  -\-  a , 

so  genügen  die  Gleichgewichtsbedingungen  zur  Bestimmung  der  Spann- 
kräfte und  Stützenwiderstände  nicht  mehr.  Andererseits  sind  in  den 
Elastizitäts-  und  Auflagerbedingungen  die  Verschiebungskomponenten 
überbestimmt.  Sie  können  also  aus  diesen  eliminiert  werden.  Es 
ergeben  sich  so  r  -{-  a  —  3A"  bzw.  r  -\-  a  —  2k  Gleichungen,  welche 
als  Unbekannte  nur  Stützenwiderstäude  und  Spannkräfte  enthalten 
und  deren  Berechnung  in  Verbindung  mit  den  3/t  bzw.  2k  Gleich- 
gewichtsbedingungen ermöglichen.  Ein  solches  Fachwerk  heisst  statisch, 
unbestimmt,  Mohr  bezeichnet   es   als  zusammengesetztes  Fachiverk.     Es 
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enthält  ein  oder  mehrere  überzählige  Konstruktionsteile,  welche  be- 
seiticrt  werden  können,  ohne  dass  es  die  Stabilität  verliert.  Das  nach 
Beseitigung  der  überzähligen  Teile,  welche  auf  verschiedene  Weise 
erfolgen  kann,  verbleibende  System  hat  gerade  so  viele  Stäbe  und 
Stützen  als  zur  Sicherung  der  Stabilität  erforderlich  sind,  es  wird 
statisch  hestitnmtes  Hauptsydem  genannt.  Intierlich  statiscli  unhestimmt 
sind  solche  Systeme,  welche  überzählige  Stäbe,  aber  keine  überzäh- 
ligen Stützen  enthalten.  Als  äusserUch  statisch  unhestimmt  werden  im 
allgemeinen  Systeme  bezeichnet,  welche  überzählige  Stützen  haben. 
Doch  ist  der  Begriff  der  äusseren  statischen  Unbestimmtheit  nicht  scharf 
umgrenzt,  denn  man  kann  immer  statt  einer  Stütze  auch  einen  Stab 
als  überzählig  ansehen. 

15.  Die  Gnindgleicliungen  der  Statik  fester  elastisch,er  Körper, 
insbesondere  des  einzelnen  Stabes  und  der  Stabwerke.  Auch  das 
Spannungs-  und  Verzerrungsproblem  fester  elastischer  Körper  ist  auf 
der  Grundlage  zweier  Gruppen  von  Gleichungen  aufgebaut.  Den  Gleich- 
gewichtsbedingungen des  Fachwerks  entsprechen  die  drei  durch  die 
OherfläcJienhedingungen  ergänzten  Spannimgsgleichungen  (Gleichung  (1) 
oben),    den  geometrischen  Bedingungen  folgende   sechs   Gleichungen: 

(39) 

An  Stelle  der  letzteren  können  auch  die  sechs  Kompatihilitätshedin- 
gungen  —  siehe  Gleichung  (13)  in  IV,  23  {JSIidler-Timpe)  Xr.  3  b  — 
treten,  welche  die  Bedingungen  ausdrücken,  denen  die  Verzerrungs- 
komponenten genügen  müssen,  damit  sie  zu  einem  möglichen  Ver- 
schiebungssystem gehören.  Die  Auflagerbedingungen  und  Stützen- 
reaktionen unterliegen  denselben  Verhältnissen  wie  beim  Fachwerk. 
Die  Verbindung  der  genannten  Gleichungsgruppen  wird  wieder 
durch  die  auf  experimenteller  Grundlage  beruhemlen  Beziehungen 
zwischen  den  Verzerrungs-  und  Spannungskomponenten  sowie  den 
Temperaturänderimgen  hergestellt.  Bei  GidfigJceit  des  Hookeschen  Ge- 
setzes und  isotroper  StrnJitur  ist: 

1  / 

'v  =  h{^y- 
(40) 

1  1  1 

Vx  Q   "^xf  Vy  'q    %?  7s  Q    ^s 


du 

~d^ 

dv 

^y~d^' 

die 

'=Tz^ 

dv    ^^  dtv 

=  ä7  +  ä^' 

dtv    f^  du 

^y       dx  ~^  Jz  ' 

du    ,     dv 

'''~  dy  ^  dx 
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G.  Kirchhoff'^^ )  hat  die  Eindeutigkeit  der  Lösung  des  Problems  aus 
den  genannten  Gleichungen  unter  Voraussetzung  einfach  zusammen- 
hängender K«)rper  für  den  Fall  unendlich  kleiner  elastischer  Verrückungen 
bewiesen.  Danach  ist  der  Spann ungs-  und  Verschiebungszustand  eines 
elastischen  Körpers  eindeutig  festgelegt,  wenn  die  Oberflächenspan- 
nungen gegeben  und  die  Lage  des  Körpers  durch  sechs  Auflager- 
bedingungen  bestimmt  ist.  Die  Annahme  zweier  möglicher  Verschie- 
bungssysteme hat  nämlich  eine  dritte  Möglichkeit  in  der  Differenz  der 
beiden  ersten  zur  notwendigen  Folge.  Für  die  letztere  aber  ergiebt 
das  Prinzip  der  virtuellen  Verrückungen  die  Gleichung: 

welche  nur  erfüllt  werden  kann,  wenn  alle  Verzerrungskomponenten 
und  somit  bei  Berücksichtigung  der  sechs  Auflagerbediugungen  auch 
die  Verschiebungskomponenten  verschwinden. 

In  der  Statik  der  Baukonstruktionen  hat  die  strenge  Elastizitäts- 
theorie kaum  Anwendung  gefunden.  Vgl.  indes  oben  Nr.  9  die  Ent- 
wickeiungen  Ä.  Cadigliamjs.  Die  Rücksicht  auf  die  meist  vorliegenden 
verwickelten  Verhältnisse,  welche  der  strengen  Theorie  für  die  Durch- 
führung kaum  zugänglich  sind,  hat  zu  geeigneten  vereinfachenden  An- 
nahmen gezwungen.  Eine  Vereinfachung  ergiebt  sich  ferner  daraus, 
dass  nur  Stäbe  vorkommen  —  wenigstens  beschränkt  sich  die  allge- 
meinen  Theorie  auf  solche  — ,  deren  Querschnittsabmessungen  sehr 
klein  im  Verhältnis  zu  ihrer  Länge  sind. 

Für  gerade  Stäbe  werden  folgende  Annahmen  gemacht.  Die 
Stabaxe  falle  mit  der  X-Axe  zusammen,  die  Hauptträgheitsaxen  der 
Querschnitte  seien  parallel  zu  der  Y-  und  .^-Axe.  Für  jeden  Punkt 
der  Stabaxe  sei  die  Resultierende  aller  auf  einer  Seite  dieses 
Punktes  au  dem  Stab  angreifenden  Kräfte  durch  ihre  sechs  Kompo- 
nenten, nämlich  die  Längskraft  N^,  die  Querkräfte  Q  ,  Q,,  das  Tor- 
sionsmoment 31^  und  die  Biegungsmomente  M  ,  J/  bezogen  auf  die 
Stab-  und  die  Hauptträgheitsaxen  gegeben.  Dann  folgen  aus  der  For- 
derung des  Gleichgewichts  sechs  Gleichgewichtsbedingungen  zwischen 
den  genannten  Komponenten  und  den  Spannungskomponenten  des  zu- 
gehörigen Stabquerschnittes. 

Für  die  Spannungshomponeiüeti  wird  uim  die  iVaviersche  Annahme 
gemacht,  nach  welcher  die  Normalspannung  6^  in  jedem  Querschnitt 


46)  G.  Kirchhoff',  J.  f.  Math.  56  (1858).  p.  291  =  Ges.  Abhandlungen.  Leipzig 
1882,  p.  292  und  Vorlesungen  über  mathematische  Physik.  1.  Mechanik,  Leipzig 
1876,   4.  Aufl.  1897,  p.  394, 
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eine  lineare  Funktion  des  Ortes  ist,  während  6,^,  6.,  x^  verschwinden. 
Es  wird  also  gesetzt: 

<?x  = "  +  ^>y  +  '^^■ 

Diese  Annahme  stimmt  mit  den  Ergebnissen  der  genauen  Theorie  im 
Falle  der  reinen  Biegung  {ßt  Venant^'^),  Ä.  E.  H.  Love^^))  überein.  Mit 
ihrer  Hilfe  ergeben  die  genannten  Gleichgewichtsbedingungen  die  Nor- 
malspannung  a^  als  lineare  Funktion  der  angreifenden  Kräfte  in  der 
Gleichung: 

(41)  ^^=  F  +  -ji'  +  -fj' 

wo  J^  und  J^  die  Hauptträgheitsmomente  des  Querschnitts  bezeichnen. 
Vgl.  oben  Nr.  9.  Meist  fallen  die  äusseren  Kräfte  in  die  Ebene  einer 
Trägheitsaxe ;  wird  diese  als  ^-Axe  gewählt,  so  wird 

Das  Torsionsnionient  M^  verschwindet  im  allgemeinen,  femer 
werden  die  Schubspannungen  in  der  allgemeinen  Theorie  meist  ver- 
nachlässigt, da  ihr  Einfluss  im  Vergleich  mit  dem  der  Normalspan- 
nungen sehr  klein  ist.  A.  Castigliano^^}  weist  das  rechnerisch  nach. 
Will  man  sie  berücksichtigen,  so  muss  man  sich  bei  der  Unsicherheit 
der  Grundlage,  Avelche  die  in  der  Praxis  vorkommenden  unstetigen 
Querschnittsformen  der  schärferen  Theorie  bieten,  mit  der  Einführung 
mittlerer  Werte  begnügen. 

Für  die  mittlere  Schuhfipannung  symmetrischer  Querschnitte  in 
der  //-Axe  findet  F.  Grashof ^^)  den  Wert: 

:  miix 

(42a)  r,  =  f^;^ß<IF, 

0 

wenn  die  Y-  und  Z-Axeu  mit  den  Hauptträgheitsaxen  zusammenfallen 
und  &Q  die  Breite  des  Querschnittes  in  der  //-Axe  ist  i  vgl.  auch  IV  :?7 
TJi.  V.  Kärmän  Nr.  '2d,  d).  W.  Bitter^^)  leitet  aus  der  Formänderuugs- 
arbeit    eines    Stabelementes,    begrenzt    von    zwei    benachbarten    Quer- 


47)  B.  de  Saint -Venant,  J.  de  math.  (2)  1  (1856),  p.  89. 

48)  A.  E.  H.  Lore,   Lehrbuch  der  Elastizität,  dtsch.  vou  A.  Timpe,  Leipzig 
1907,  p.  153. 

49)  A.  Cnstigliano,    Tht'orie    de    l'equilibre    des  systemes   elastiques,    Turin 
1879,  p.  297. 

50)  F.  Grashof,  Theorie  der  Elastizität  uud  Festigkeit,   Berlin  is78,  p.  125 
u,  214. 

51)  W.  lütter,   Anwci\duniTon   der  graphischen  Statik,   Teil  1,  Zürich  1888, 
p.  14C£F. 
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schnitten,  die  Schubspaiinung: 

(■42b)  r,  =  f 

ab,  welche  als  mittlerer  Wert  betrachtet  die  richtige  Deformation  der 
Stabaxe  ergiebt.  Hierin  ist  x  ein  von  der  Querschnittsform  abhängiger 
Koeffizient.  Desselben  Ansatzes  bedienen  sich  nach  ihm  andere  Autoren 
—  Ä.  Zschetsche,   W.  Keck,  B..  Land,  H.  F.  Müller -Breslau^-)  —.  Bei 

Doppel-T-Querschnitteu  wird  nach  W.  Bitters  Vorgang  >c  =  ^   gesetzt, 

wenn  F  den  ganzen  Querschnitt,  F^  den  des  Steges  bezeichnet. 

Die  FormändenmgsJwitqwnenten  sind  durch  das  Hookesche  Gesetz 


o-eo-eben: 


Für  die  Tejnperaturänderung  f  wird  die  Annahme  gemacht: 
(42c)  f==f,^Atl, 

wo  At  =  t^  —  #2  ^^®"  Unterschied  der  den  äussersten  Querschnitts- 
punkten entsprechenden  Temperaturänderungen  und  h  die  Höhe  des 
Querschnitts  bedeutet. 

GckrUmmte  Stabe  werden  im  allgemeinen  in  bezug  auf  die  Span- 
nungsverteilung und  die  Formänderung  ebenso  behandelt  wie  gerade, 
die  Normalspannungen  also  nach  Gleichung  (41)  oder  (42)  berechnet. 
Das  rechtfertigt  sich  dadurch,  dass  der  Krümmungshalbmesser  meistens 
gross  ist  im  Verhältnis  zu  den  Querschnittsabmessungen.  Eine  Unter- 
suchung gekrümmter  Stäbe  auf  Grund  der  strengen  Elastizitätstheorie 
ist  von  G.  Kirchhoff^)  und  Ä.  Clebsch  '°'\\  durchgeführt.  In  einer  Ebene 
gekrümmte  Stäbe  sind  von  E.  Winkler^^)  und  H.  Müller-Breslau^^)  mit 
Hilfe  der  Annahme  behandelt,  dass  die  vor  der  Biegung  ebenen 
Querschnitte   auch   nach   der  Biegung    eben   bleiben.      Winlclei"  findet 


52)  A.  Zschetsche,  Einfluß  der  Schubkräfte  auf  die  Biegung  einfacher  Voll- 
wandträger,  Zentralbl.  d.  Bauverwaltung  13  (1893),  p.  386;  W.  Keck,  Vorträge 
über  Elastizitütslehre,  Hannover  1893,  p.  60;  R.  Lavd,  Einfluß  der  Schubkräfte 
auf  die  Biegung  statisch  bestimmter  und  die  Berechnung  statisch  unbestimmter 
gerader  vollwandiger  Treger,  Zeitschr.  f.  Bauwesen  44  (1894),  p.  611;  H.  Müller- 
Breslau,  Die  graphische  Statik  der  ßaukonstruktionen  Bd.  2,  Abt.  2,  Leipzig 
1908.    p.  10. 

53)  A.  Clebsch,  Theorie  der  Elastizität  fester  Körper,   Leipzig  1862,  p.  229. 

54)  E.  WinJcler,  Die  Lehre  von  der  Elastizität  und  Festigkeit,  Prag  1867, 
p.  268 ff. 

ob)  H.  Müller-Breslau,  Die  neueren  Methoden  der  Festigkeitslehre,  Leipzig 
1986,  3.  Aufl.,  ebd.  1904,  p.  209. 
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die  Normalspannung : 

N  M„  Mrz 

(43)  <,^==_«  +  ^_.  +  __i_, 

/'  rz- 

hierin  ist  r  der  Krümmungsradius  und  W=    1      ,     dF. 

Die  für  jeden  Punkt  der  Stabaxe  bestehenden  sechs  Gleichge- 
wichtsbedinguugeu  sind  vom  ersten  Grade.  Das  Gleiche  gilt  für  die 
sechs  Gleichungen  (39)  in  bezug  auf  die  Verschiebungskomponenten 
und  Spannungskomponenten,  sofern  die  Beziehungen  zwischen  den 
letzteren  und  den  Verzerrungskomponenten  linear  sind.  Unter  dieser 
Voraussetzung  gilt  daher  das  Suparpositionsgesetz,  welches  die  lineare 
Abhängigkeit  der  Spannung«-  und  Verschiebungskomponenten  sowie 
der  Stützenreaktionen  von  den  gegebenen  Lasten,  Temperaturänderungen 
und  Stützenverschiebungen  ausspricht,  auch  für  Stabiverke. 

Die  Kriterien  der  statischen  Bestimmtheit  und  Stabilität  sind  für 
das  Stabwerk  in  derselben  allgemeinen  Weise  wie  für  das  FachAverk 
nicht  aufgestellt.  Die  Untersuchung  der  Frage  wird  in  jedem  Fall 
nach  besonderen  geeigneten  Methoden  durchgeführt.  In  bezug  auf 
statisch  unbestimmte  Systeme  gilt  allgemein  das  Folgende.  Träger 
einer  statisch  unbestimmten  Grösse  ist  jeder  überzählige  Konstruk- 
tionsteil, durch  dessen  Beseitigung  das  System  die  Stabilität  nicht 
verliert.  Jeder  überzählige  Konstruktionsteil  unterwirft  das  System 
einer  Verschiebungsbedingung,  welche  der  elastische  Versehiebungs- 
zustand  erfüllen  muss.  Letzterer  ist  durch  die  elastischen  Formände- 
rungen der  Konstruktionsteile  des  statisch  bestimmten  Hauptsystems 
allein  festgelegt,  er  ist  also  so  vielfach  überbestimmt,  als  statisch  un- 
bestimmte Grössen  vorhanden  sind.  Mithin  liefert  er  ebensoviele 
lineare  Bedingungsgleichungen,  welche  in  Verbindung  mit  den  Gleich- 
gewichtsbedingungen die  Berechnung  aller  Spannungen  und  Stützen- 
reaktionen ermöglichen. 

16.  Die  Airysche  Spannungsfunktion  und  Spannungsfläche 
ebener  Kontinua.  Einen  besonders  übersichtlichen  Ansatz  zur  Lösung 
des  Spannung siyrohlems  für  ebene  Kontinua  hat  G.  B.  Airy^^)  durch 
die  Spannungsfunktion  gegeben.  Die  weitere  Entwicklung  des  Airif- 
schen  Gedankens,  seine  Übertragung  auf  das  ebene  Fachwerk  und 
schliesslich  auch  auf  räumliche  Systeme  dm-ch  die  Arbeiten  von  J.  Cl. 
Maxivell'"'),   sowie   neuerdings  F.  Klein  und  K.  Wieghardt^^)  hat  der 

56)  G.  B.  Air)/,  On  the  strains  in  the  interior  of  beams,  Lond.  Phil.  Trane. 
153  (1863),  p.  49. 

57)  J.  CI.  3Ia.vweU,  Uu  the  reciprocal  figures  aud  diagiams  of  l'orces,  Phil. 
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Spannungsfunktion  zu  einer  wichtigen  Stellung  in  der  Statik  elastischer 
Systeme    verholten.     Die    folgende   Darstellung    des    Gegenstandes    ist 
nach  der  angeführten   Veröä'ontlichuiig  der  letzteren  gegeben. 
Aus  den  l)eiden  Spannungsgleichungen: 

de,.         dr,  dr,         dr, 

dx    '     cy  '       ox     '     oy 

folgert  Äiri^  die  Existenz  einer  Funktion  F,  welche  durch  die  Glei- 
chungen : 

,AA\  r    —^'^         ^    —  ^'^  —  _    ^'^ 

^^"^^  ^^~cy''     °y~dx'"     ^'  dxdy 

o-ekenn zeichnet  ist.  Sie  kann  in  einem  rechtwinkligen  Koordinaten- 
System,  dessen  x,  i^z-Ebene  mit  der  Ebene  des  Kontinuums  zusammen- 
fällt, dargestellt  werden  durch  die  Fläche: 

z  =  F{x,  y). 

Diese  Fläche  wird  Äirysche  Spannungs fläche  genannt,  sie  ist  unab- 
hängig vom  Koordinatensystem. 

Als  Randbedingungen  für  F  ergeben  sich  aus  den  Gleichungen  (!') 

d^F  dy    ,     d^F  dx 


, ,  .    V  dv^    ds     '    dxdy  ds 

(44  a)  ^  -^ 

^       ^  _    d^F  dy d^F  dx  _ 

dxdy  ds  dx'*    ds        ^^' 

wenn  s  die  Bogenlänge  auf  dem  Rande  x{s),  y(s)  bedeutet  und  die 
Normale  positiv  nach  außen  gewählt  wird.  Diese  Gleichungen  lassen 
sich  auch  in  der  Form 

ds  \dy)       ^^ 

ds  \dxl      ^y 

anschreiben.  Aus  ihnen  ergeben  sich  sofort  für  die  resultierenden 
Spannungen  T^,  T  ,  M  längs  eines  Bogenstückes  ah  des  Kontinuums 


Mag.  (4)  27  (1864),  p.  250  =  Scientific  Papers  1,  Cambridge  1890,  p.  574;  On  reci- 
procal  diagrams  in  space  and  their  relation  to  Airy's  function  of  stress,  Lond. 
Math.  Soc.  Proc.  2  (1868,  ersah.  1869),  p.  58  =  Scientific  Papers  2,  Cambridge 
p.  102,  On  reciprocal  figures,  frames  and  diagrams  of  forces,  Edinb.  Roy.  Soc. 
Trans.  26  (1872),  p.  1  =  Scientific  Papers  2,  Cambridge  1890,  p.  161. 

58)  F.  Klein  u.  K.  Wieghardt,  Über  Spannungsflächen  und  reziproke  Dia- 
gramme, mit  besonderer  Berücksichtigung  der  MaxivellachQVi  Arbeiten,  Arch.  d. 
Math.  u.  Phys.  (3)  8  (1904),  p.  1  ff.  u.  95  ff. 
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die  Werte: 


cF\  _  /dF\ 


(45) 


I    dF  ,       dF       „\ 


Hierbei  sind  also  nach  obiger  Festlegung  die  Spannungen  in  ihrer 
Wirkung  auf  den  Teil  des  Kontinuums,  welcher  links  eines  von  « 
nach  b  Fortschreitenden  liegt,  dargestellt  und  positiv  nach  rechts 
gerechnet. 

Eine  ausgezeichnete  Spannungsverteilung  in  einem  Kontinuuni  er- 
giebt  sich  dann  aus  den  Ansätzen  (44  b)  bzw.  (45),  wenn  die  Span- 
nungsfiäche  ein  Teil  einer  abwickelbaren  Fläche  ist.  In  diesem  Falle 
treten  nur  Längsspannungen  auf,  deren  Richtung  in  die  Projektion 
der  Erzeugenden  fällt,  während  die  Schubspannungen  verschwinden. 
E^asst  man  die  SpannungsÜäche  als  eine  Streifenfolge  auf,  so  ist  längs 
des  einzelnen  Streifens  die  Grösse  der  Längsspannungen  konstant,  aber 
im  allgemeinen  natürlich  von  Streifen  zu  Streifen  veränderlich. 

Diese  Eigenschaft  ist  z.  B.  von  Bedeutung,  wenn  es  sich  darum 
handelt,  die  oben  gegebenen  Randbedingungen  geometrisch  zu  deuten. 
Ist  der  Rand  des  Kontinuums  —  die  Betrachtung  ist  aus  Rücksicht 
auf  die  Klarheit  der  Darstellung  auf  einfach  zusammenhängende  Be- 
reiche beschränkt  —  wieder  dadurch  gegeben,  dass  die  Koordinaten 
seiner  Punkte  Funktionen  der  Bogenlänge  sind,  und  wird  die  auf  ein 
Element  ds  kommende  äussere  Kraft 

qjs,  q^ds,  mds  -  {yq^  —  xq^)ds 

durch  die  Funktionen 

gegeben,  so  ist 

(46)  —  ^(s)a;  +  (p(s)y  —  ;i:(.si  =  0 

die  Gleichung  der  Geraden,  iu  welche  die  Kraftrichtung  fäUt.  Der 
Einfachheit  halber  seien  die  Funktionen  cp{s),  il'{s).  x{s)  so  gewählt, 
dass  die  Kraftrichtungen  sich  im  äusseren  Bereich  nicht  schneiden. 
Das  System  der  äusseren  Kräfte  kann  dann  betrachtet  werden  als  ein 
Spannungssystem  in  einem  Kontinuum,  welches  sich  im  Anschluss 
an  den  Rand  nach  aussen  erstreckt  und  nur  Längsspannungen  der  durch 
Gleichung    (^46)    bezeichneten    Richtung    aufweist.     Dies    Spaimungs- 
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System  wird    (lurcli    eine   abwickelbare  Fläche  dargestellt,    für   welche 

die  Gleichungen 

.«  »  » 

z  =  —Jxl}{s)dsx  +J(p(s)i{sy  —Jx{s)(/s  +  ax  -\- hij  -{-  c 

\*'/  0  0  0 

0  =  —  il>{s)x  +  (p  (s)y  —  x{s) 

gefunden    werden.     Die  Fläche    ist    bis    auf   die  willkürlich    hinzuge- 
fügte Ebene 

z  =  ax  -\-  hy  -f-  c 

eindeutig   festgelegt.     Sie   ist   in   sich  geschlossen,    da  für  das  Kraft- 
system die  Gleichgewichtsbedingungen 

intesjriert  über  den  ganzen  Rand  bestehen. 

Dass  die  abwickelbare  Fläche  dem  betrachteten  Spannungssystem 
entspricht,  wird  sofort  ersichtlich,  wenn  man  mit  Hilfe  der  Formeln 
(45)  die  für  das  beliebige  Stück  Sq  —  s^  durch  die  Fläche  definierten 
resultierenden  Spannungskomponenten  ansetzt  und  die  Übereinstimmung 
der  Gleichung  der  zur  x.  i/-Ebene  senkrechten  Ebene  der  Erzeugenden 
mit  der  Gleichung  (46)  beachtet. 

Nun  besagen  die  Randbedingungen  (44b),  dass  die  so  konstru- 
ierte abwickelbare  Fläche  längs  der  Raumkurve,  welche  sie  mit  dem 
über  dem  Rande  stehenden  Yertikalzylinder  gemeinsam  hat,  die  Koor- 
dinaten und  Tangentialebenen  auch  für  denjenigen  Teil  der  Spannungs- 
fläche bestimmt,  welcher  die  Spannungen  für  das  Innere  des  Bereiches 
kennzeichnet.  Im  übrigen  hängt  der  Verlauf  der  für  das  Innere  des 
Bereiches  geltenden  Spannungsflächen  von  den  besonderen  Elastizitäts- 
verhältnissen ab.  Um  hier  die  für  die  Funktion  F  geltende  Bedingung, 
die  G.  B.  Airy  selbst  übersehen  hatte,  zu  gewinnen,  kann  man  ent- 
weder die  Kompatibilitätsbedingungen  oder  auch  das  Prinzip  der 
kleinsten  Deformationsarbeit  heranziehen.  Für  die  homogene  isotrope 
Platte  erhält  man  auf  beiden  Wegen  die  Differentialgleichung  vierter 
Ordnung  ^^)  ^s, 

VVi^=0.       wo  V  =  ^, -f  #^,  ist. 
ox^    '    oy 

F.  Klein  formuliert  das  Endresultat  folgendermassen : 

„Um  die  Spannungsverteilung  zu  finden,  welche  in  einer  einfach 
zusammenhängenden,  homogenen   elastisch-isotropen  Platte   durch   ein 


59)  E.  Mathieu,  Memoire  sur  Tequation  aus  differences  partielles  du  qua- 
trieme  ordre  VV«(  =  0  et  sur  Tequation  d'elasticite  d'un  corps  solide,  J.  de 
math.  (2)  14  (1869\  p.  378. 
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am  Rande  angreifendes  Gleichgewichtssystem  von  Kräften  erzeugt 
wird,  konstruiere  man  zunächst  diejenige,  bis  auf  eine  beliebig  hinzu- 
zufügende Ebene  völlig  bestimmte  abwickelbare  Fläche,  welche  Span- 
nungsfläche der  durch  das  Kraftsystem  definierten  Streifenfolge  ist, 
und  sodann  diejenige  Fläche,  welche  sich  über  dem  Plattenrand  über- 
all ohne  Knick  an  diese  abwickelbare  Fläche  anschliesst  und  über 
dem  Inneren  der  Platte  überall  die  DiflFerentialgleichung  Wz  =  0 
befriedigt.  Ist  z  ==  F(x,  y)  diese  Fläche,  so  sind  die  gesuchten  Span- 
nungen selbst  durch  die  Gleichungen  (44)  gegeben.'' 

Die  Lösung  der  Aufgabe  für  mehrfach  zusammenhängende  Platten 
wird  in  der  angezogenen  Arbeit ^^)  kurz  erörtert. 

Nach  dieser  Methode  hat  insbesondere  A.  Timjje^^^)  zahlreiche 
Beispiele  durchgearbeitet. 

17.  Das  Spannungspolyeder  des  ebenen  Fachwerks.  Für  ein 
ebenes  Fachwerk  gewinnt  die  Spannungsfläche  Bedeutung  durch  die 
Formeln  r45)  für  die  resultierenden  Spannungen  längs  eines  Bogen- 
stückes.  Die  Airysch^  Fläche  verwandelt  sich  in  das  bekannte 
Maxicelhche  Polyeder  (vgl.  IV  5,  Nr.  12  Henneherg),  und  es  ist  eben 
dies  der  Weg,  auf  dem  3Iaxwell  sein  Polyeder  gefunden  hat.  K.  Wieg- 
liardt  hat  zwischen  diesem  Polyeder  und  der  Spannungsfläche  eines 
Kontinuums  die  völlige  Analogie  herausgearbeitet.  Er  zeigt,  dass 
das  Bestehen  der  Gleichgewichtsbedingungen  eines  Fachwerks  vöUig 
gleichbedeutend  ist  mit  dem  Bestehen  einer  Spannungsfläche.  Aus 
Rücksicht  auf  die  Einfachheit  der  Darstellung  werden  nur  solche  Faeh- 
werke  behandelt,  deren  Elemente  sich  nirgends  kreuzen  oder  über- 
decken. Die  äusseren  Kräfte  mögen  nur  an  den  Knotenpunkten  des 
Umrisspolygones  augreifen.  Von  den  beiden  Halbstrahlen,  in  welche 
die  Richtungslinie  einer  Kraft  durch  ihren  Angriffspunkt  zerlegt  wird, 
soU  der  eine  immer  das  Fachwerksgebiet  durchsetzen,  der  andere  nicht, 
und  die  Halbstrahlen  der  letzteren  Art  sollen  sich  gegenseitig  nirgends 
schneiden. 

Über  einem  ebenen  Fachwerk  lässt  sich  dann  immer  eine  Facetteu- 
fläche  konstruieren,  welche  aus  lauter  nebeneinanderliegenden  eben- 
flächigen Polygonen  so  zusammengesetzt  ist,  dass  die  Projektion  ihrer 
Kanten  auf  die  Ebene  des  Fachwerks  gerade  dessen  Stäbe  ergiebt. 
An  diese  Facettenfläche  lässt  sich  weiter  eine  in  sich  geschlossene 
Polyederzone  dadurch  anheften,  dass  durch  jede  Kante  ihres  Umriss- 
polygones eine  Ebene  gelegt  wird,  welche    mit    der  Ebene   des  Faoh- 


59*)  A.  Timpe.  Diss   Göttingen  1905  =  Zeitscbr.  f.  Math.  u.  Phys.  52  (1906\ 
p.  348. 
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Werks  einen  von  90"  verschiedenen  Winkel  einschliesst.  Die  Kanten, 
in  welchen  sich  zwei  aufeinanderfolgende  dieser  Ebenen  schneiden, 
sollen  forner  projizitM-t  auf  (Ue  Fachwerksebene  den  oben  für  die  Rich- 
tungslinien  der  äusseren  Kräfte  genannten  Bedingungen  genügen.  So 
entsteht  eine  stetige,  die  Ebene  einfach  überwölbende  Fläche.  Ihre 
zweiten  Differeutialquotienten  sind  entweder  Null  (in  den  Facetten 
und  Streifen)  oder  unendlich  gross  (in  den  Kanten),  Äirys  Ansatz 
leistet  hier  also  unmittelbar  nichts.  Dagegen  sind  die  ersten  Diffe- 
rentialquotienten überall  endlich,  sie  sind  gleich  gross  innerhalb  ein 
und  derselben  Facettenfläche  oder  Streifens  der  Polyederzone  und  un- 
stetig in  den  Kanten.  Infolgedessen  kennzeichnet  die  Fläche  vermöge 
der  Formeln  (45)  ein  Spannungssystem,  welches  unter  dem  Einfluss 
bestimmter  äusserer  Kräfte  in  den  projizierten  Kanten  wirksam  ist  und 
sich  im  (xleichgewicht  befindet.  Die  Kanten,  in  welchen  sich  zwei  auf- 
einanderfolgende Ebenen  der  Polyederzone  schneiden,  entsprechen  den 
Kräften  eines  äusseren  Gleichgewichtssystems,  da  die  Polyederzone  in 
sich  geschlossen  ist. 

Umgekehrt  werde  nun  von  einem  unter  äusserem  Kraftangriff  im 
Gleichgewicht  befindlichen  Fachwerk  ausgegangen,  und  ein  Knoten- 
punkt betrachtet,  indem  er  zum  Anfangspunkt  eines  rechtwinkligen 
Koordinatensystemes  gemacht  wird.  Sind  Xj,  Y^:  X^,  Y^]  Xg,  Y.^-^ 
.  .  .;  X^j,  Yj^  die  Komponenten  der  Spannkräfte  in  den  am  Knoten- 
punkt zusammenstossenden  Stäben,  so  kann  über  der  x,  ?/-Ebene  um 
den  Knotenpunkt  herum  eine  aus  ebenen  Facetten  bestehende  Fläche 
konsti-uiert  werden,  welche  durch  folgende  Gleichungen  dargestellt 
wird  : 

1)  s  =  ax  -\-  ßy  +  y, 

2)  2  =  —  Y^x  -{-  X^y  -f  ax  -\-  ßy  +  y, 

3)  ^  =  -  (F,  +  Y,)x  -f  (X,  +  X,)y  +  ax  -\-ßy  +  Y, 

(^^)  i)  z  =  -  {2Y^x  +  (J'X,)y  +  ax-\-  ßy  +  y. 

n  n 

n)  z=-  {2Y^)x  +  (^X,)./  +  ax  +  ßy  +  y  = 

2  2 

+  Y^x  —  X^y  -\r  (^x  -\-  ßy  -\-  y. 

Von  diesen  n  Ebenen  ist  die  erste  willkürlich.  Je  zwei  aufein- 
anderfolgende schneiden  sich  in  einer  Kante,  deren  Projektion  mit 
dem  entsprechenden  Stab  zusammenfällt,  und  definieren  vermöge  des 
MaxtvellschQVi.   Ansatzes    die    Spannkraft    dieses    Stabes.      Da    Gleich- 

Encyklop.  d.  math.  Wissensch.     IV  2,  u.  31 
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n  n 

gewicht    au    dem    Knotenpunkt    besteht,    also    ^X-   und  ^Y,   ver- 

1  1 

schwindet,  stellen  die  Gleichungen  eine  zyklische  Folge  von  n  Facetten 
dar,  welche  in  sich  geschlossen  ist. 

So  besteht  für  jeden  Knotenpunkt  des  Fachwerks  ein  Stück 
Spannungsfläche  mit  einer  willkürlichen  Ebene.  Durch  geeignete 
Wahl  der  letzteren  kann  man  von  Knotenpunkt  zu  Knotenpunkt 
fortschreitend  alle  diese  Stücke  zu  einer  einheitlichen  Fläche  zu- 
sammenfügen, so  dass  man  schliesslich  eine  die  ganze  Ebene  einfach 
überwölbende  einwertige  Spannungsfläche  erhält.  Wieijliardt  formu- 
liert das  Ergebnis  so:  „Für  ein  ebenes  Fachwerk,  welches  aus  lauter 
glatt  nebeneinander  liegenden  Polygonen  zusammengesetzt  ist,  dessen 
Knotenpunkte  reibungslos  gelenkig  sind  und  au  welchen  äussere 
Kräfte  der  beschriebenenen  Art  in  den  Knotenpunkten  des  Umrisspoly- 
gons wirken,  ist  das  Bestehen  der  Gleichgewichtsbedingungen  völlig 
äquivalent  mit  der  Existenz  einer  stetigen  und  überall  einwertigen 
Spaunungsfläche  der  beschriebenen  Art.  Diese  Spannungsfläche  be- 
steht aus  einer  Polyederzoue,  deren  Kanten  projiziert  die  Aktions- 
linien des  Kräftesystems  ergeben,  und  aus  einer  Facettenfläche,  deren 
Kanten  projiziert,  die  Stäbe  des  Fachwerks  liefern.'"  Man  erkennt  die 
volle  Analogie,  welche  zwischen  der  Polyederzone  bzw.  Facettenfläche 
einerseits  und  der  abwickelbaren  Fläche  bzw.  Spannungsfläche  eines 
Kontinuums  andererseits  besteht. 

Die  Anwendung  auf  ein  Fachwerk,  welches  aus  lauter  Dreiecken 
so  zusammengesetzt  ist,  dass  es  eine  Reihe  innerer  Knotenpunkte  auf- 
weist, führt  zu  dem  Resultat,  dass  man  so  viele  Spannungsflächen 
konstruieren  kann,  als  innere  Knotenpunkte  vorhanden  sind.  Ebenso 
gross  ist  also  der  Grad  der  statischen  Unbestimmtheit  des  Systems. 
Unter  diesen  unendlich  vielen  Spannungspolyedern  ist  ein  bestimmtes 
durch  die  Elastizitätsverhältnisse  der  Stäbe  gegeben. 

Unter  der  Annahme  der  Gültigkeit  des  Hookeschen  Gesetzes  sucht 
K.  WiegJiardt^^)  die  statische  Unbestimmtheit  des  Problems  durch 
eine  Diiferenzengleichung  .Q  =  0  zu  beheben,  welche  das  Elastizitäts- 
gesetz des  betrachteten  Fachwerks  ausdrückt  und  somit  ein  Aualogou 
zu  der  Difi'erentialgleichung  VV^"  =^  0  der  Spannungsfläehe  des  homo- 
genen elastisch -isotropen  Kontinuums  liefert.     Er  verfolgt  dabei  ins- 


60)  K.  Wicghardt,  Über  einen  Grenzübergang  der  Elastizitätslehre  und  seine 
Anwendung  auf  die  Statik  hochgradig  statisch  unbestimmter  Facbwerke.  Ver- 
handl.  des  Vereins  zur  Beförderung  des  Gewerbfleisses  in  Preussen  85  (IdOü), 
p.  139. 
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besondere  den  Zweck,  aus  der  Spannungstiäche  einer  elastisch-isotropen 
Platte  auf  die  eines  entsjirechenden  engmaschigen  Fachwerks  zu 
schliessen,  in  der  Vermutung,  das»  bei  immer  weiter  getriebener  Eng- 
maschigkt'it  die  eine  in  die  andere  übergehe.  Damit  das  der  Fall  ist, 
muss  die  Gleichung  £1  =  0  in  der  Grenze  in  die  Gleichung  Wir  =  0 
übergehen.  K.  Wiegliardt  untersucht  verschiedene  Ajiordnungen  von 
Fachwerken  in  dieser  Richtung  und  tindet,  dass  der  fragliche  Grenz- 
übergang nur  bei  regelmässigen  Dreieckfachwerken,  welche  er  elastisch- 
isotrope Drei  eckfach  werke  nennt,  stattfindet.  Darunter  werden  Fach- 
werke verstanden,  welche  aus  lauter  gleichseitigen  Dreiecken  zusam- 
mengesetzt und  von  einem  sich  selbst  nicht  durchsetzenden,  ge- 
schlossenen, aus  lauter  Dreieckseiten  bestehenden  Vieleck  umgrenzt 
werden.  Das  Ergebnis  ist  eine  Gleichung,  welche  die  Beziehung  des 
Ausdruckes  ß  zu  dem  Ausdruck  VV?  darstellt.  Diese  Gleichunir  be- 
weist  einerseits  die  Möglichkeit  des  fraglichen  Grenzüberganges,  sie 
giebt  andererseits  ein  Mass  für  die  Grösse  der  Abweichung  bei  end- 
licher Seitenlänge  der  gleichseitigen  Dreiecke.  Die  Möglichkeit  des 
Grenzüberganges  ergiebt  sich  übrigens  auch  losgelöst  vom  Begriff 
der  AiryBchen  Spannungsfunktion,  wenn  die  Spannungen  einer  elastisch- 
isotropen Platte  als  Grenzwerte  der  Fachwerksspannungeu  aufgefasst 
werden. 

In  gewissen  Fällen  erweist  es  sich  ferner  als  möglich,  das 
Spannungspolyeder  eines  elastisch -isotropen  Fachwerkes  bei  beliebig 
grosser  Seitenlänge  der  Dreiecke  aus  der  Spannungsfläche  der  elastisch- 
isotropen  Platte  zu  gewinnen,  indem  durch  die  ^-Koordinaten  der 
letzteren  in  den  Knotenpunkten  die  entsprechenden  Koordinaten 
einer  Facettenfläche  bestimmt  werden.  Das  ist  dann  der  Fall,  wenn 
die  Spannungsfunktion  der  elastisch-isotropen  Platte  durch  ein  Poly- 
nom ersten  bis  fünften  Grades  in  recht-  oder  schiefwinkligen  Koordi- 
naten gegeben  ist.  Denn  dann  wird  die  Gleichung  ß  =  0  durch  die 
der  Spannungsfläche  einbeschriebene  Facettenfläche  bei  beKebig  grosser 
Seitenlänge  der  Dreiecke  streng  befriedigt.  Mit  Hilfe  der  gewomieuen 
Ergebnisse  leitet  K.  Wieghardt  aus  der  Spannungs Verteilung,  die  man 
für  einige  wichtige  Belastungsarten  eines  geraden  kontinuierlichen 
Balkens  kennt,  die  Spannungen  des  entsprechenden  engmaschigen 
Fachwerkbalkens  her. 

Ein  räumliches,  aus  ebenen  Polygonen  zusammengesetztes  und  in 
sich  geschlossenes  Polyeder  kann  immer  als  Spannungsfläche  eines 
Selbstspannungssystems  in  demjenigen  Fachwerk  aufgefasst  werden, 
welches  als  seine  rechtwinklige  Projektion  erscheint.  Man  erhält  für 
das  betreffende  Fachwerk  insbesondere  alle  bei  ihm  möglichen  Selbst- 

31* 
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Spannungssysteme.  Eine  gewisse  Schwierigkeit  tritt  ein,  wenn  das 
Ausgangspolyecler  ein  sogenanntes  einseitiges  Polyeder  {3Iöbitis)  ist. 
Man  vgl.  hierzu  die  Ausführungen  von  F.  Klein'^^^)  und  die  daran  an- 
knüpfenden Entwicklungen  von  F.  Pfeiffer ''^^'). 

18.  Reziproke  ebene  Diagramme  und  ihre  Beziehungen  zur 
Spannungsfläche.  Aus  der  Existenz  der  Spannungsfläche  gewinnt 
J.  Cl.  Maxivdl  die  Grundlage  für  die  Theorie  der  ebenen  rezipro1:en 
Diagramme  (vgl.  IV  5,  L.  Henneberg,  Nr.  1 2),  als  deren  speziellen  Fall 
er  den  Kräfteplan  des  FachiverJcs  auffasst. 

In  einer  x,  «/-Ebene  nimmt  er  irgendein  Koutinuum  oder  Dis- 
kontinuum  an  mit  der  Spannungsiläche  2  =  F(x,  y).  Diesem  lässt  er 
in  einer  |,  7;-Ebene  ein  durch  die  Gleichungen 

*         ex  ^      ^         cy 

definiertes  Kontinuum  oder  Diskontinuum  entsprechen,  welchem  die 
durch  die  Gleichung 

F  -\-  0  =  xi,  -\-  yy] 

definierte  Spannuugsfläche  ^  =  0(|,  )/)  zugehört.  Die  beiden  Span- 
nungsflächen stehen  in  einem  reziproken  Verhältnis  zueinander.  Jede 
kann  nämlich  als  das  polare  Abbild  der  anderen  in  bezug  auf  das 
Paraboloid  2z  =  x-  -\-  y'^  aufgefasst  werden.  Auch  die  beiden  ebenen 
Figuren,  welche  durch  Projektion  der  Spanuungtiächen  auf  die  x,  y 
bzw.  \,  T^-Ebene   erhalten    werden,    sind   reziprok,   denn   es  gelten  die 

Gleichungen 

d^  o^ 

Aus  den  Formeln  (45)  ergeben  sich  nun  für  die  resultierende 
Spannung  längs  des  Bogenstückes  ab  der  x,  «/-Ebene  die  Werte 

T,  =  ^/,.  -  Va,  T^  =  -  i^,i  -  U> 
wenn  |^^,  rj^  und  |^,  7;^  die  Koordinaten  der  Endpunkte  des  Bogen- 
stückes aß  in  der  t„  -»^-Ebene  sind,  welches  dem  Bogenstück  «,  b  ent- 
spricht. Vermöge  dieser  BeziehiTug  liefert  die  Verbindungsstrecke  der 
Endpunkte  k  und  ß,  als  Vektor  aufgefasst.  die  auf  das  entsprechende 
Bogenstück  ab  kommende  resultierende  Spannung  nach  Grösse,  Rich- 
tung und  Sinn.  Der  crenannte  Vektor  steht  senkrecht  auf  dem  Vektor 
der  resultierenden  Spannung  T^,  T,,.  Mau  kann  ihn  daher  als  trans- 
versalen Vektor   bezeichnen.     Der   transversale  Vektor  ccß   liefert   die 

b9^)  F.  Klein.  Math.  Anu  G7  1,1909),  p.  433:  /•".  Ffciffcv,  Zeitschr.  f.  Math. 
u.  Phys.  58  (1910),  p.  --'ß-i. 
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Wirkung  der  Spiuiiiuii^-  auf  das  Querschnittufer,  welches  an  der  linken 
Seite  eines  von  a  nach  h  fortschreitenden  liegt,  der  transversale  Vek- 
tor ßu  die  Wirkvin«;-  auf  das  rechte  Ufer.  Maxicell  hat  dies  u.  a.  für 
die  Spannungsverteilung  bei  einem  gebogenen  Balken  ausgeführt. 

Ist  das  X,  y-Diagranim  ein  Fachwerk,  so  gilt  dies  auch  für  das  |,  T^-Dia- 
gramm.  Die  Spannungsflächen  sind  aus  ebenflächigen  Polygonen  Zusam- 
mengesetze Raumpolyeder.  Es  entspricht  wechselseitig  jedem  Polygon  des 
einen  Polyeders  eine  Ecke  des  anderen,  jeder  Ecke  ein  Polygon,  jeder 
Kante  eine  Kante.  Analoge  Beziehungen  bestehen  zwischen  den  rezi- 
proken Diagrammen.  Entsprechende  Kanten  stehen  aufeinander  senk- 
recht, und  die  Kanten  des  einen  Üiagrammes  ergeben  als  transver- 
sale Vektoren  aufgefasst  in  den  Kanten  des  anderen  Spannungen,  welche 
sieh  im  Gleichgewicht  befinden. 

Weitere  Ausführungen  über  diese  besonderen  reziproken  Figuren 
finden  sich  im  Artikel  IV  5,  Nr.  12  und  Xr.  33  bei  L.  Hcnneherg. 

19.  Räumliche  Spannungssysteme  und  Spannungsfunktionen. 
Eine  dem  Airy^chew  Ansatz  analoge,  allgemeine  Spannungsfunktion  für 
ein  räumliches  Koutinuum,  welche  alle  möglichen  Spannungssysteme 
umfasst,  lässt  sich  nach  Maxuells  Untersuchungen  nicht  aufstellen. 
Doch  hat  Maxwell  den  ^iri/schen  Formeln  zwei  Ansätze  nachgebildet, 
welche  spezielle  räumliche  Spannungsverteilungen  angeben.  Sein  erster 
Ansatz  ist: 


(49) 


=  _   ^  ^ cJF^  ^  _   d-F  _ 

■'^  dydz '  !■'  dzdx  '  -  cxdy 

Der  ziveite  Ansatz  lautet  bei    rein   formaler   Benutzung  wiUkttrlicher 
Grössen : 

^.cc  +  6,^ß'  +  ay-  -f  '2rjy  +  2r,^ya  +  2r,^uß 

d^F  d^F   d^F 


(50) 


dx^  dxdy  cxdz 
d'F  d^F   d-F 


dzdx  dzdy  dz^      '' 
I       «         ^        7       0 

Beide  Ansätze  sind  als  Verallgemeinerungen  des  für  die  Ebene  gel- 
tenden J.ir?/schen  Ansatzes  anzusehen.  Sie  erfüllen  auch  beide  bei 
beliebigem  F  die  für  den  Raum  geltenden  Spannungsgleichungen. 

Im  Sinne  dieser  Ansätze  ordnet  Maxwell  reziproken  räumlichen 
Diagrammen  reziproke  Spannungsfunktionen  F  und   0  zu. 
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Die  Reziprozität  ist  definiert  durch  die  Gleichungen: 

^         dx  '•      ''?  ~~  d'y  '       ^         dz  ' 

F{x,  y,  z)  +  <P(^,  7?,  t)  =  ^l+  !jr,  +  ^e, 
aus  denen 

folgt. 

Ist  dann  do  ein  Flächenelement  im  x,  y,  ^-Raum  mit  der  Nor- 
malen n,  so  liefert  der  erste  3IaxweUsche  Ansatz  auf  da  einmal  eine 
Normalspannung  vom  Betrage  V-^  Pi'O  Flächeneinheit,  zweitens  eine 

Tangentialspannung  mit  den  Komponenten  ^  ,  ^',  „*'  pro  Flächen- 
einheit. Der  zweite  Ansatz  hingegen  liefert  in  dem  Flächenelement  div 
des  h,,  1],  l  Raumes,  Avenn  man  es  als  Plangrösse  auffasst,  die  auf  do 
kommende  Spannung  nach  Grösse,  Richtung  und  Sinn.  Es  ergeben 
sich  also  Beziehungen  zwischen  einer  Spannungsfunktion  F{p.',  y,  s), 
dem  zugehörigen  Spannungssystem  und  seinem  reziproken  Diagramme, 
welche  den  entsprechenden  Beziehungen  zweidimensionaler  Systeme 
ganz  analog  sind.  Man  kann  auch  auf  Diskontinuen  übergehen,  in- 
dem man  F  in  verschiedenen  Raumstücken  durch  verschiedene  lineare 
Funktionen  ersetzt.  Der  erste  Ansatz  3Iaxivelh  giebt  dann  Span- 
nungen in  den  Wänden  eines  räumlichen  Diagrammes;  der  zweite 
Ansatz  Spannungen  in  den  Kanten  eines  solchen,  die  der  Grösse  nach 
durch  die  Flächeninhalte  der  entsprechenden  Wände  des  reziproken 
Diagramms  gegeben  sind.  Letzterer  führt  also  zu  Kräfteplänen  räum- 
licher Fach  werke  (vgl.  IV  5,  Nr.  41,  Henneberg). 

III.  Die  Spaimkniftermittelung  in  statisch  besti  in  inten 

Systemen. 

Die  Gleichung  des  Prinzips  der  virtuellen  Verrückungen  in  der 
Form 

kann  man  als  die  allgemeinste  Formulierung  der  Gleichgvwichtsbe- 
dino-ungeu  des  Fachwerks  ansehen.  Sie  umfaßt  als  solche  alle  be- 
sonderen  Methoden,  deren  sich  die  Statik  der  Baukonstruktionen  zur 
Berechnung  der  statisch  bestimmbaren  Grössen  bedient.  In  der  Tat 
sind  diese  Methoden  im  analytischen  Sinne  nichts  anderes  als  Elimi- 
nationsverfahren, vermittelst  deren  aus  gewissen  Gruppen  der  Gleich- 
gewichtsbedingungen die  Unbekannten  bis  auf  eine  oder  wenige  aus- 
gesondert  werden.     Es   kommen    insbesondere   folgende    Methoden   in 
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Betracht:  1.  Pohjgonalmethoden,  2.  Methoden  der  Btahvertmischungj 
3.  Schnittmethodeu,   4.  die  kinematische  Methode. 

Die  beiden  ersten  Methoden  bestimmen  die  Spannkräfte  aller 
Stäbe  eines  Fachworks,  oder  wenigstens  eines  Teiles  desselben,  nach- 
einander für  ein  und  denselben  Belastungsfall.  Die  beiden  letzteren 
ermöglichen  die  Bestimmung  der  Spannkraft  in  einem  einzelnen  Stab 
gesondert  von  den  Spannkräften  der  anderen  Stäbe.  Sie  finden  daher 
in  den  Fällen  veränderlicher  Belastung  zweckmässig  Verwendung. 

Da  über  diesen  Gegenstand  bereits  in  dem  Referate  IV  5  (Henne- 
herff)  berichtet  ist,  so  genügen  hier  einige  Nachträge. 

20.    Polygonalmetliode   und   Methoden   der   Stabvertauschung. 

Die  Polygoncdmethode  ist  eine  schrittweise  von  Knotenpunkt  zu  Knoten- 
punkt vorgehende  Lösung.  Sie  hat  daher  zur  Voraussetzung,  dass 
sich  eine  solche  Aufeinanderfolge  von  Knotenpunkten  finden  lässt, 
welche  an  jedem  KnofcnpunM  nach  Lösung  der  Aufgabe  für  die  vor- 
hergehenden nur  mrei  bzw.  drei  unbekannte  Stahkräfte  aufweist.  Diese 
Voraussetzung  ist  bei  den  Fachwerken  einfachster  Art  gegeben,  welche 
ein  Dreick  bzw.  Tetraeder  als  zentrale  Figur  enthalten  und  um  diese 
herum  so  angeordnet  sind,  dass  jeder  Knotenpunkt  an  zwei  bzw.  drei 
vorhergehende  durch  je  einen  Stab  angeschlossen  ist. 

Die  Lösung  der  Aufgabe  auf  graphischem  Wege,  welche  in  der 
Ebene  fast  ausschliesslich  in  Betracht  kommt,  führt  zu  ebenen  bzw. 
räumlichen  Kräfteplänen.  Diese  sind  in  IV  5,  Nr.  32,  33,  43  aus- 
führlich besprochen,  wozu  auch  die  Ausführungen  oben  in  Nr.  18  u.  19 
zu  vergleichen  sind.  Bei  räumlichen  Systemen  findet  ausserdem  auch 
der  rechnerische  Weg  zur  Auflösung  der  drei  Gleichgewichtsbedincfunsren 
vielfach  Anwendung.  0.  Mohr^^)  benutzt  hierzu  das  Prinzip  der  vir- 
tuellen Verrückungen,  indem  er  dem  Knotenpunkt  eine  virtuelle  Ver- 
rückung zuschreibt  und  die  hierbei  geleistete  Arbeit  gleich  Null  setzt. 
Er  erhält  dann  für  jede  unbekannte  Stabkraft  eine  Gleichung,  indem 
er  die  Komponenten  der  virtuellen  Verrückung  jedesmal  so  bestimmt, 
dass  abgesehen  von  den  bekannten  Kräften  nur  die  gesuchte  Stab- 
kraft Arbeit  leistet.  Das  Verfahren  läuft  auf  die  Auflösung  der  drei 
Gleichgewichtsbedingungen  durch  Elimination  hinaus,  wobei  die  Eli- 
minationsmultiplikatoren als  Komponenten  einer  virtuellen  Verrückung 
gedeutet  werden.     Es   führt  daher   nur  auf  einem  Umweg  zum  Ziele. 

Bei  Fachwerken,  welche  dem  obengenannten  einfachen  Bildungs- 


61)  0.  Mohr,  Beitrag  zur  Theorie  des  Raumfaehwerks,  Zentralblatt  d.  Bau- 
verw.  1902,  p.  205  u.  634  =  Abhandlungen  aus  dem  Gebiete  der  technischen 
Mechanik,  Berlin  1906,  p.  435. 


474  I^  29  a.    M.  Grüning.     Theorie  der  Baukonstruktiunen  I. 

gesetz  niclit  gehorchen,  leistet  die  Methode  der  Stahvertauschung  gute 
Dienste.  Wie  L.  Henneherg  diese  verwendet,  ist  IV  5,  Nr.  36  besprochen. 
Ebenda  ist  auch  das  Verfahren  erwähnt,  durch  welches  H.  Müller- 
Breslau^^)  den  Gedanken  der  Stahvertauschung  einfacher  und  für  die 
Anwendung  zweckmässiger  ausgestaltet  hat.  Es  handelt  sich  darum, 
aus  dem  gegebeneu  Fachwerk  durch  Foi-tnahme  von  Stäben  und  Hin- 
zufügung der  gleichen  Anzahl  neuer  Stäbe  als  Ersatzstäbe  ein  der 
Rechnung  bequem  zugängliches  Fachwerk  abzuleiten.  Wenn  hierbei 
H.  Müller  -  lireslau  keine  allgemeine  Kegel  zur  Herstellung  des  ab- 
geleiteten Fachwerks  giebt,  so  erklärt  sich  dies  am  einfachsten  dar- 
aus, dass  sich  jeder  einzelne  Schritt  als  ganz  selbstverständlich  er- 
giebt.  Bei  dem  für  räumliche  Fachwerke  gegebenen  Beispiel ^^y 
schlägt  er  einen  ganz  allgemeinen  Weg  ein,  der  stets  zum  Ziele  führt. 
Er  beginnt  mit  einem  Knotenpunkt,  an  dem  möglichst  wenig  Stäbe 
angreifen,  beseitigt  alle  bis  auf  drei  nicht  in  einer  Ebene  liegende, 
ersetzt  ihre  Spannkräfte  durch  äussere  Kräfte  Z  und  bestimmt  die 
drei  übrigbleibenden  Stabkräfte.  Dies  Verfahren  wiederholt  er  von 
Knotenpunkt  zu  Knotenpunkt  fortschreitend  und  fügt  hierbei  in  den 
Knotenpunkten,  welche  weniger  als  drei  unbekannte  Stabkräfte  auf- 
weisen, die  erforderliche  Anzahl  von  Ersatzstäben  hinzu.  Werden  die 
Auflager  als  Stützstäbe  aufgefasst,  so  müssen  sich  ebensoviel  Ersatz- 
stäbe ergeben,  als  Stäbe  beseitigt  sind.  Sämtliche  Spannkräfte  er- 
scheinen dann  in  der  (linearen)  Form 

o  =  Oq  -\-  'Jj^^x  ~T~  ^2^2     \     '  '  '     \     '^i,^/,y 

in  welcher  S^  den  Einfluss  der  Lasten  P  allein  bei  verschwindenden 
Z  bedeutet.  Gleichungen  derselben  Art  bestehen  für  die  Werte  1' 
der  Spannkräfte  in  den  Ersatzstäbeu,  die  Bedingungen  1'^  0  be- 
stimmen eindeutig  die  Grössen  Z,  sofem  die  Determinante  dieser  Be- 
dingungsgleichungen einen  von  Null  verschiedenen  Wert  ergiebt. 
Damit  sind  dann  auch  alle  Spannkräfte  bestimmt.  Verschwindet  die 
Determinante,  so  ist  das  Fachwerk  nicht  stabil,  sondern  von  unendlich 
kleiner  Beweglichkeit. 

Im  wesentlichen  denselben  Weg  beschreitet  0.  Mohr^^),  indem  er 
Laststäbe  an  Stelle  der  Z-Stäbe  Müller-Breslaus  einführt  und  aus  den 
drei  Gleichgewichtsbedingungen  für  die  Knotenpunkte,  an  welchen 
weniger  als  drei  unbekannte  Stabkräfte  angreifen.  Gleichungen  zur 
Berechnung  der  Spannkräfte  in  den  Laststäben  gewinnt. 

02)  H.  Müller- Breslau,  Die  graplusche  Statik  der  Baukonstruktionen  B»'..  1, 
Leipzig  1887,  p.  213,  4.  Aufl.,  Stuttgart  1905,  p.  443. 

63)  H.  Müller-  Breslau,  Beitrag  zur  Theorie  des  räumliehcu  Fachwerks. 
Berlin  1892,  p.  12. 
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21.  Schnittmethoden.  Die  Schnittmethoden  von  A.  lütter  und 
C.  Culmann  für  ebene  Fachiverlc  sind  fiusführlieh  im  Artikel  IV  5, 
Nr.  32  besprochen.  Man  kann  dem  nocli  das  Verfahren  von  H.  Zim- 
mermann zufügen,  welches  eine  Erweiterung  des  Culmannschen  Ver- 
fahrens und  nur  anwendbar  ist,  wenn  die  äusseren  Kräfte  alle  parallel 
zueinander  sind.  Bei  allen  diesen  Schnittmethoden  besteht  der  wesent- 
lichste Teil  der  Aufgabe  darin,  die  .stati.schen  Momente  der  angreifen- 
den äusseren  Kräfte  für  jeden  Knotenpunkt  bzw.  gewisse  Schnittpunkte 
zweier  Stäbe,  sowie  die  Qiierhiif'te  fiii-  jedes  Feld  zu  bestimmen.  Als 
Feld  eines  Trägers  wird  ein  von  zwei  benachbarten  Knotenpunkten 
begrenztes  Trägerstück  bezeichnet,  Fekhveite  heisst  die  Projektion 
der  durch  zwei  benachbarte  Knotenpunkte  begrenzten  Strecke  auf 
die  Horizontale.  Unter  der  Querkraft  versteht  man  die  Komponente 
der  Resultierenden  aller  auf  einer  Seite  eines  Schnittes  ano-reifenden 
äusseren  Kräfte,  im  allgemeinen  in  senkrechter  Richtung,  in  beson- 
deren Fällen  jedoch  rechtwinklig  zur  Mittellinie  eines  Trägers.  Die- 
selbe Aufgabe  stellt  die  Behandlung  volhvandiger  Systeme,  denn  auch 
hier  beruht  die  Ermittelung  der  inneren  Kräfte  auf  einer  Schnitt- 
methode, wenn  die  Verteilung  der  Spannungen  über  den  Querschnitt 
bekannt  ist. 

Die  Bestimmung  der  Jlomente  erfolgt  entweder  durch  das  Cul- 
mannsche  Seilpolygon  (vgl.  IV  5,  Nr.  16)  oder  durch  Rechnung. 
Zweckmässig  findet  das  erste  Verfahren  zur  Ermittelung  der  Maxi- 
malwerte Verwendung.  Die  Querhräftc  werden  im  allgemeinen  be- 
rechnet, nur  zur  Bestimmung  der  grössten  Werte  leistet  in  vielen 
Fällen  ebenfalls  ein  Seilpolygon,  das  sogenannte  J.- Polygon,  gute 
Dienste.  Die  Berechnung  der  Querkräfte  und  Momente  geschieht  am 
einfachsten  schrittweise  mit  Hilfe  der  Beziehungen: 

Hierin  bezeichnet  P„j  die  Last  im  Knotenpunkt  m,  Q„^_i  die  Quer- 
kraft für  das  Feld  m —  ^,m,  Q^  die  Querkraft  für  das  Feld  m,  m  -\-  1, 
M^  das  statische  Moment  für  den  Knotenpunkt  m  und  X^^^  die  Feld- 
weite m  —  1,  m. 

Die  genannten  Verfahren  haben  die  vorhergehende  oder  gleich- 
zeitige Bestimmung  der  Stützkräße  zur  Voraussetzung.  Diese  erfolgt 
graphisch  mit  Hilfe  des  Seilpolygones  oder  analytisch  aus  den  Gleich- 
gewichtsbedingungen starrer  Systeme.  Die  notwendigen  Ergänzungen 
bei  solchen  statisch  bestimmten  Systemen,  welche  mehr  als  drei  Auf- 
lagerbedingungeu  und  dementsprechend  mehr  als  drei  Stützkräfte  auf- 
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weisen,  liefert  die  Bedinfrung,  dass  das  Moment  der  äusseren  Kräfte 
in  bezug  auf  jeden  Gelenkpunkt  zwischen  zwei  in  sich  stabilen  Trä- 
gerteilen, welche  bei  diesen  Systemen  immer  vorhanden  sind,  zu  Null 
werden  muss. 

Für  räumliche  FacJnverJce  ist  eine  der  Bitterscheji  ähnliche  Methode 
von  Th.  Landsherg^^)  ausgebildet  w^orden,  nachdem  bereits  H.  Müller- 
Bredau  und  H.  Zimmermanns^)  sich  ihrer  in  besonderen  Fällen  be- 
dient haben.  TJi.  Landsherg  legt  Schnitte  durch  das  Fachwerk  und 
bestimmt  Axen,  welche  alle  von  dem  Schnitt  getroffenen  Stäbe  schnei- 
den, wenn  es  sich  um  die  Bestimmung  einer  unbekannten  Auflager- 
reaktion handelt,  oder  alle  bis  auf  einen  derselben,  sofern  die  Spann- 
kraft dieses  letzteren  ermittelt  werden  soll.  Er  bezeichnet  sie  als  Ge- 
lenkaxen,  weil  die  durch  den  Schnitt  getrennten  Teile  eine  gegenseitige 
Drehung  um  diese  Axen  ausführen  können,  sobald  ein  Stab  beseitigt 
wird,  Avelcher  an  einem  der  beiden  Teile  angreift  und  die  Axe  nicht 
trifft.  Die  Bedingung,  dass  die  Momente  der  an  den  abgeschnittenen 
Teilen  angreifenden  Kräfte  in  bezug  auf  die  Gelenkaxen  zu  Null 
werden  müssen,  ergiebt  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  gesuchten 
statischen  Grössen.  Man  kann  mit  H.  MüUer-Breslau^s)  auf  diesem 
Wege  die  Spannkräfte  dreier  nicht  in  einer  Ebene  liegender  Stäbe 
finden,  welche  in  einem  Knotenpunkt  zusammenstossen.  Man  legt 
einen  Schnitt  durch  die  drei  Stäbe  und  gewinnt  die  Spannkraft  jedes 
aus  der  Momentengleichung  in  bezug  auf  die  in  der  Schnittebene  durch 
die  beiden  anderen  Stäbe  bestimmte  Axe. 

22.  Die  kinematische  Methode.  Das  Anwendungsgebiet  der 
Schnittmethoden  ist  durch  die  Bedingimg  begrenzt,  daß  die  das  Fach- 
werk durchsetzenden  Schnitte  nur  3  Stäbe  treffen  dürfen.  Bei  einem 
Fach  werk,  dessen  Bauart  einen  solchen  Schnitt  nicht  zulässt.  löst  die 
kinematische  Methode  die  Aufgabe  der  Spannkraftermittlung  für  ein- 
zelne Stäbe. 

Der  Grundgedanke  dieser  Methode  ist  folgender.  Wird  in  einem 
Fachwerk  ein  Stab  beseitigt,  so  geht  es  in  eine  zwangläufige  kine- 
matische Kette  über,  welche  unter  der  jeweils  gegebenen  Belastung 
durch  zwei  in  den  Knotenpunkten  des  beseitigten  Stabes  angebrachte 
und   in  dessen  Axe   fallende  Kräfte  gleicher  Grösse  aber  entgegenge- 


64)  J7(.  Landsberg,  Beitrag  zur  Theorie  des  räumlichen  Facliwerks,  Zentrul- 
blatt  d.  Bauverw.  1903,  p.  221  u.  361. 

65)  H.  Zimmermann,  Über  Raumfachwerke,  Berlin  1901. 

66)  H.  Müller-Brefilaif,    Über    riuiraliche    Fachwerke,    Zentralblatt    d.  Bau- 
verw.  1902,  p.  62. 
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setzter  Richtung  im  Gleichgewicht  erhalten  werden  kann.  iJie  Grösse 
dieser  Kräfte  ist  wegen  der  Eindeutigkeit  des  Spannungsproblem.s  gleich 
der  Spannkraft,  welche  die  gegebene  Belastung  in  dem  beseitigten 
Stab  hervorruft:  sie  wird  auf  folgendein  Wege  bestimmt.  Unterwirft 
man  nämlich  die  zwangläufige  kinematische  Kette  einer  virtuellen  \ev- 
rückung,  so  leisten  ausser  den  gegebenen  Lasten  nur  jene  unbekannten 
fiktiven  Kräfte  Arbeit.  Ihre  Grös.se  ist  also  durch  die  Gleichung  des 
Prinzips  der  virtuellen  Verrückungen  bestimmt,  sobald  die  virtuellen 
Verrückungen  der  Knotenpunkte,  in  denen  Kräfte  wirken,  in  der  Rich- 
tung dieser  Kräfte  gefunden  sind.  Damit  ist  die  Ermittlung  der 
Spannkraft  auf  eine  kinematische  Aufgabe  zurückgeführt.  Anstatt  der 
Gleichung  des  Prinzips  der  virtuellen  Vemickungen  kann  man  mit 
H.  Müller-Bfeslnu  auch  eine  MomentenQ-leichuucr  benutzen. 

Des  Hilfsmittels,  das  Fach  werk  in  eine  kinematische  Kette  zu 
überführen,  hat  sich  zuerst  0.  Mohr^'^)  bedient,  um  die  Formänderung 
zu  ermitteln,  welche  das  Fachwerk  infolore  der  ffecrebenen  Länofen- 
änderung  eines  Stabes  erfährt.  Seine  Eignung  zur  Spannkraftermitt- 
lung hat  zuerst  A.  Föppl^'^)  ausgesprochen.  Zu  einer  vollständigen  Me- 
thode zur  Berechnung  statisch  bestimmter  Systeme,  welche  auch  in 
verwickelten  Fällen  schnell  zum  Ziele  führt,  hat  H.  Müller-Breslau'^^) 
den  oben  angegebenen  Gedanken  ausgebaut.  Die  Auffassung  der  Auf- 
lager  als  Stützstäbe  macht  ihr  auch  die  Ermittlung  der  Auflager- 
kräfte zugänglich  Unmittelbar  nach  H. [Müller-Breslau  sind  R.  Land"^), 
M.  Grübler''^)  und  0.  Mohr"'^)  mit  ähnlichen  Verfahren  hervorgetreten. 

Die  Darstellung  der  virtuellen  Verrückungen  gewiimt  man  nach 
L.  Barmesters  Vorgang '^'^)  mit  Hilfe  des  Satzes  vom  augenhlicldichen 
JDrehpol,  nach  welchem  eine  Bewegung  einer  starren  Scheibe  in  jedem 
Augenblick  als  Drehbewegung  um  einen  festen  Punkt  aufgefasst 
■werden  kann.  Die  endliche  Geschwindigkeit  jedes  Punktes  m  der 
Scheibe  sowie  auch  die  verschwindend  kleine  Verschiebung  ist  pro- 
portional seinem  Abstand  von  dem  Drehpol,  sie  kann  also  durch  den 
Vektor  mm'  dargestellt  werden,  wenn  die  Punkte  tn    eine  der  Scheibe 


67)  0.  Mohr,  Beitrag  zur  Theorie  der  Bogenfach%verkträger,  Zeitschr.  d. 
Arch.-  u.  Ing.-Vereins  zu  Hannover  20  (1874),  p.  223  und  Beitrag  zur  Theorie  des 
Fachwerks,  ebd.  20  (1874),  p.  509  u,  21  (1875),  p.  17. 

68)  A.  FüppJ,  Theorie  des  Fachwerks,  Leipzig  1880. 

69)  H.  Müller-Breslau,  Beitrag  zur  Theorie  des  ebenen  Fachwerks,  Schwei- 
zerische Bauzeitung  9  (1887),  p.  121  u.  ebd.  10  (1887),  p.  129  und  Die  graphische 
Statik  der  Baukonstruktionen,  Bd.  1,  Leipzig  1887,  p.  201. 

70)  L.  Burmester,  über  die  momentane  Bewegung  ebener  kinematischer 
Ketten,  Civilingenieur  26  (1880\  p.  247. 
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ähnliche  und  in  bezug  auf  den  Pol  als  Ahnlichkeitspunkt  ähnlich 
liegende  Figur  F'  bilden.  Die  Figur  F'  wird  Geschicindüßeihplan, 
der  Vektor  m^n  lotrechte  Geschivindiglieit  genannt.  Die  Richtungen 
der  Geschwindigkeiten  zweier  Scheiben  in  dem  gegenseitigen  Dreh- 
pol müssen  zusammenfallen,  daraus  folgt,  dass  die  relativen  Drehpole 
dreier  Scheiben  gegeneinander  in  einer  Geraden  liegen.  Die  recht- 
winkligen Abstände  der  Punkte  m'  von  den  Kraftlinien  der  in  den 
Punkten  m  angi-eifenden  Kräfte  liefern  die  virtuellen  Verrückungen 
der  Punkte  m  in  der  Kraftrichtung.  Sie  gehen  auch  in  die  von 
H.  Müller-Breslau  benutzte  Momentengleichung  ein,  welche  sich  auf 
die  Punkte  m  oder  die  augenblicklichen  Drehpole  bezieht  (vgl.  IV  n, 
Nr.  37). 

Die  Zeichnung  des  Geschwindiglceüsplanes  gestaltet  sich  nun  be- 
sonders einfach  für  solche  zwangläufige  kinematische  Ketten,  deren 
Bildungsgesetz  sich  eng  an  das  Bildungsgesetz  der  FacJncerhe  ein- 
fachster Art  anlehnt.  An  eine  zwangläufige  kinematische  Kette  K 
werden  weitere  Punkte  so  angeschlossen,  dass  jeder  Kjiotenpunkt 
mit  zwei  vorhergehenden  durch  je  einen  Stab  verbunden  ist.  Anstatt 
durch  Stäbe  kann  der  Auschluss  durch  starre  Scheiben  erfolgen,  und 
ein  zwei  Scheiben  verbindendes  Gelenk  ist  gleichwertig  mit  einer  Ver- 
bindung durch  zwei  Stäbe.  Ist  nun  der  Geschwindigkeitsplan  der 
Ausgangskette  K  bekannt,  dann  ergiebt  sich  jeder  Punkt  der  Figur  F' 
für  die  angeschlossenen  Knotenpunkte  als  Schnittpunkt  zweier  Parallelen 
zu  den  entsprechenden  Stäben.  Die  einfachste  zwangläufige  kinema- 
tische Kette  ist  ein  Gelenkviereck.  Ist  ein  solches  als  Ausgangskette 
vorhanden,  so  kann  man  den  Geschwindigkeitsplan  zeichnen,  indem 
man  einen  Stab  des  Gelenkvierecks  festhält,  über  die  freie  Geschwin- 
digkeit eines  seiner  beiden  beweglichen  Knotenpunkte  durch  eine 
Annahme  verfügt  und  dann  die  den  angeschlossenen  Knotenpunkten 
entsprechenden  Punkte  des  Geschwindigkeitsplanes  auf  dem  vorstehend 
angegebenen  Wege  bestimmt.  Im  allgemeinen  werden  dann  einer  oder 
mehrere  der  Stützpunkte  eine  Verschiebung  erfahren,  die  entsprechenden 
Stützkrilfte  müssen  also  aus  anderen  Beziehungen  ermittelt  werden. 
Soll  das  vermieden  werden,  so  muss  die  Kette  einer  zweiten  Bewegung 
unterworfen  werden,  welche   die  Auflagerbedingungen  wiederherstellt. 

Bei  zwanglänfigen  kinematiselien  Ketten,  deren  Baiiarf  vrr- 
wiclielier  ist  als  die  oben  beschriebene,  führt  ein  der  (.'.  Savioitischen 
Methode  de  la  fausse  position  (vgl.  IV  5,  Nr.  36)  ähnlicher  Weg  zum 
Ziele.  Solche  Ketten  liegen  dann  vor,  wenn  entweder  keine  Ausgangs- 
kette mit  nur  einer  Bewegungsfreiheit  vorhanden  ist  oder  aber  an 
eine   solche  Ausgaugskette  die  anderen   Knotenpunkte   nicht  jedesmal 
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durch  zwei  Stäbe  an^'eschlossen  sind.  In  ))eiden  fallen  sind  einige 
der  angesclilosseneii  Knotenpunkte  gewissen  „Starrheitsbedingungen" 
unterworfen,  und  zwar  in  solcher  Zahl,  daß  für  alle  Teile  der  Kette 
nur  eine  Bewegungsfreiheit  besteht.  Werden  nun  zunächst  die 
Starrheitsbedingungen  nicht  berücksichtigt,  so  kann  über  die  zweite 
und  etwaige  weitere  Bewegungsfreiheiten  willkürlich  verfügt  werden. 
Durch  mehrere  Annahmen  erhält  man  dann  für  jeden  Knotenpunkt 
eine  Gerade  als  geometrischen  Ort  des  zugehörigen  Punktes  der 
Figur  F\  während  ein  zweiter  geometrischer  Ort  aus  den  Starrheits- 
bedingungen für  die  ihnen  unterworfenenen  Knotenpunkte  folgt. 

In  schwierigen  Fällen  dieser  Art  verwendet  H.  Müller-Breslau'^^) 
mit  Vorteil  das  Ersatzstabverfahren.  Die  gegebene  Kette  K'  wird 
durch  Beseitigung  von  Stäben  und  Einfügung  von  ebensovielen  dcJw- 
baren  Ersatzstnben  in  eine  zwangläufige  Kette  K"  verwandelt,  für 
welche  der  Geschwindigkeitsplan  ohne  weiteres  gezeichnet  werden 
kann,  wenn  man  über  die  freie  Geschwindigkeit  und  die  Längen- 
änderungen der  Ersatzstäbe  durch  Annahmen  verfügt.  Dann  kann  man 
die  Längenänderungen  der  beseitigten  Stäbe  als  lineare  Funktionen 
der  freien  Geschwindigkeit  der  Kette  K"  und  der  Längenänderungen 
der  Ersatzstäbe  darstellen.  Indem  man  diese  Längenänderungeu  ent- 
sprechend den  Starrheitsbedingungen  gleich  Null  setzt,  erhält  man 
ein  System  linearer  Gleichungen  zur  Berechnung  der  Längenände- 
rungen der  Ersatzstäbe,  welche  den  Bedingungen  der  Kette  K'  ent- 
sprechen. Die  Bildung  der  Kette  K"  erfolgt  zweckmässig  auf  dem 
entgegengesetzten  Wege  wie  die  in  Nr.  20  beschriebene  Bildung  des 
Ersatzfachwerkes.  Man  geht  also  von  festen  bzw.  festgehaltenen 
Punkten  aus,  fügt,  wo  erforderlich,  Ersatzstäbe  ein  und  beseitigt  zum 
Schluss  die  störenden  Stäbe. 

M.  Grüning''^)  führt  statt  der  dehnbaren  starre  Ersatzstabe  ein, 
deren  Richtung  so  bestimmt  wird,  dass  die  Richtungen  der  Geschwin- 
digkeiten  der  Kette  K"  mit  denen  der  Kette  K'  in  den  gemeinschaft- 
lichen Knotenpunkten  zusammenfallen.  Es  wird  das  durch  einfache 
Kräftepläne  erreicht  auf  Grund  des  Satzes,  dass  die  angestrebte  Über- 
einstimmung dann  stattfindet,  wenn  die  Kette  K"  für  jede  Belastung 
durch  zwei  äussere  entgegengesetzt  gleiche  Kräfte,  welche  in  der 
Richtung  eines  beseitigten  Stabes  an  dessen  Knotenpunkten  angreifen, 
eine    Gleichgewichtslage    einnimmt.      Die    gesuchten    virtuellen    Ver- 

71)  H.  Müller-Breslau,  Die  graphische  Statik  der  Baukonstruktionen,  Bd.  1, 
4.  Aufl.,  Stuttgart  1905,  p.  471. 

72)  M.  Grüning,  Beitrag  zur  kinematischen  Berechnung  räumlicher  Fach- 
werke, Zeitschr.  f.  Bauwesen  58  (1908),  p.  303. 
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rückimgen  ergeben  sich  dann  unmittelbar  ohne  vorherige  Auflösung 
linearer  Gleichungen. 

Dieselben  Dienste  wie  der  Greschwindigkeitsplan  F'  leistet  in 
vielen  Fällen  eine  PolJiOnfiguration,  welche  die  augenblicklichen  Dreh- 
pole aller  Glieder  einer  zwangläufigen  kinematischen  Kette  darstellt. 
Sie  kann  bei  einfachen  kinematischen  Ketten  immer  unmittelbar  mit 
Hilfe  des  Satzes  über  die  Lage  der  relativen  Drehpole  dreier  Scheiben 
gezeichnet  werden.  Dieser  Satz  ist  aber  auch  bei  solchen  Ketten  an- 
wendbar, welche  aus  Gebilden  mit  mehreren  Bewegungsfreiheiten 
durch  Hinzufügung  einer  Starrheitsbedingung  gewonnen  werden. 
Denn  solange  eine  zweite  Bewegungsfreiheit  besteht,  kann  für  jeden 
Pol  mindestens  ein  geometrischer  Ort  angegeben  werden. 

0.  Mohr^^),  der  die  Gleichung  für  die  Spannkraft  des  beseitigten 
Stabes  aus  dem  Prinzip  der  virtuellen  Verrückungen  gewinnt,  zeichnet 
den  Geschwindigkeitsplan  in  etwas  anderer  Weise.  Er  zerlegt  die  Be- 
wegung einer  zwangläufigen  kinematischen  Kette  in  zwei  Bewegungen 
und  stellt  die  Geschwindigkeiten  der  ersten  durch  Polstrahlen  Fm' , 
die  der  zweiten  durch  Polstrahlen  m"  P  dar.  Der  Vektor  m"m  giebt 
also  die  totale  Geschwindigkeit  an.  Die  Darstellung  der  ersten  Be- 
wegung schliesst  sich  eng  an  das  Verfahren  Willioh  zur  Konstruktion 
des  „Verschiebungsplanes"  (vgl.  unten  Nr.  30)  an.  Es  wird  ein  Stab 
und  ein  Punkt  als  festliegend  angenommen  und  über  die  freie  Ge- 
.schwindigkeit  durch  eine  Annahme  verfügt.  Dann  ergeben  sich  die 
Punkte  m  als  Schnittpunkte  von  Geraden,  welche  in  dem  Geschwin- 
digkeitsplan rechtwinklig  zu  den  Stäben  gezogen  werden,  die  den 
Punkt  m  ausschliessen.  Die  zweite  Bewegung  hebt  die  über  die  Lage 
der  kinematischen  Kette  getroffenen  Annahmen  auf  und  stellt  die  ge- 
gebenen  Bedingungen  des  Systems  wieder  her  Sie  besteht  in  einer 
Drehung  der  starren  Kette  um  einen  Punkt.  Die  Punkte  m"  bilden 
dann  nach  dem  Gesetz  vom  augenblicklichen  Drehpol  eine  Figur, 
welche  der  betrachteten  Kette  ähnlich  ist,  aber  nicht  ähnlich  liegt. 
Ihre  Seiten  schliessen  mit  den  entsprechenden  Stäben  jeweils  in  dem 
gleichen  Sinne  zu  nehmende  rechte  Winkel  ein. 

jR.  Land"'^)  verwendet  zur  Darstellung  der  Geschwindigkeiten  einer 
zwangläufigen  kinematischen  Kette  ausser  dem  Geschwiudigkeitsplan 
F'  und  der  Polkonfiguration  einen  Geschwindigkeitsplan.  welcher  dem 
J^oÄrschen  ähnlich  ist.    Er  bedient  sich  des  Verfahrens  auch  zur  Be- 

73)  0.  Mohr,  Über  «leschwindigkeitspläne  und  Bescbleuiuguugspläup,  Zivil- 
ingenieur  33  (1887),  p.  631. 

74)  B.  Land,  Kinematische  Theorie  der  statisch  bestimmten  Träger,  Zeit- 
schrift d.  öBterr.  Ing.- u.  Arch. -Vereins  40  (1888),  p.  11  u.  162. 
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rechnung  vollwiindiger  Trä^'er,  doch  leistet  diis  Verfahren  liier  nichts 
anderes  als  die  Sehnittinethode. 

Zuweilen  bildet  die  kinematisehe  Methode  ein  wichtiges  Hilfs- 
mittel zur  Beurteilung  der  Zweckmässigkeit  einer  Anordnung,  da  sie 
einen  klaren  Einblick  in  das  Wesen  der  bei  gewissen  ausgezeichneten 
Lagen  der  Glieder  eines  Systems  auftretenden  Ausnahmefälle  ver- 
mittelt. Mau  kann  mit  M.  Grübler"''")  auch  die  Polkontiguration  einer 
zwangläutigen  kinematischen  Kette  zur  Untersuchung  der  Starrheit 
eines  Fachwerks  benutzen. 

Zur  Berechnung  räumlicher  FachwerJce  hat  zuerst  H.  Müller-Brea- 
lau^^)  die  kinematische  Methode  verwendet.  Die  einfachste  zwangläufige 
kinematische  Kette  des  Raumes  bildet  ein  Tetraeder,  in  welchem  ein 
Stab  fehlt.  Werden  nun  weitere  Knotenpunkte  so  angeschlossen,  dass 
jeder  mit  drei  vorhergehenden  durch  je  einen  Stab  verbunden  ist,  so 
entsteht  eine  zwangläufige  kinematische  Kette,  deren  Geschwindigkeits- 
plan schrittweise  dargestellt  werden  kann,  wenn  über  die  Lage  der 
Ausgangsfigui-  und  die  freie  Geschwindigkeit  geeignete  Annahmen 
getroffen  sind.  H  Müller-Breslau  bedient  sich  zu  diesem  Zweck  des 
Verfahrens  von  Williot  oder  der  Berechnung  mit  Hilfe  des  Prinzips 
der  virtuellen  Verrückungen.  Zwangläufige  kinematische  Ketten  von 
anderer  Erzeugungsweise  als  der  vorstehend  angegebenen  Averden  nach 
der  Methode  der  Ersatzstäbe  behandelt.  Das  Verfahren  ist  dem  der 
Ebene  ganz  analog.  Auch  das  von  31.  Grüning'^^)  angegebene  Ver- 
fahren, die  Ersatzstäbe  so  zu  bestimmen,  dass  die  Geschwindigkeiten 
der  Ketten  K'  und  K"  übereinstimmen,  führt  in  verwickelten  Fällen 
zum  Ziele. 

23.  Einflusslinien.  Zu  den  wichtigsten  Aufgaben  der  Statik  der 
Baukonstruktionen  gehört  die  Ermittelung  des  Einflusses  heiveglicher 
■paralleler  Lasten  sowie  derjenigen  Laststellung,  welche  den  grössten 
oder  kleinsten  Wert  einer  statischen  Grösse,  die  sogenannten  Grenz- 
werte, zur  Folge  hat.  Die  Lösung  dieser  Aufgabe,  welche  die  bisher 
genannten  Methoden  in  vielen  Fällen  nur  durch  mehrfaches  Probieren 
ermöglichen,  erreicht  man  mit  Hilfe  der  sogenannten  Einflusslinien, 
deren  Ermittlung  letzten  Endes  allerdings  auf  einer  dieser  Methoden 
beruht.  Es  sei  der  Einfluß  einer  über  den  ganzen  Träger  wandernden 
Einzellast  auf  eine  statische  Grösse  untersucht  und  zu  der  jeweiligen 
Laststellung  als  Abszisse  von  einer  Geraden,  der  sogenannten  yull- 
linie  aus,  als  Ordinate  t]  in  der  Richtung  der  Last  aufgetragen.     Die 


75)  M.  Grubler,    Beitrag    zur  Theorie    des    ebenen    einfachen    Fachwerkes, 
Rigaische  Industriezeitung  13  (1887),  p.  37  u.  49. 
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Endpunkte  der  Ordiuateu  bestimmen  die  Einflusslinie  der  statischen 
Grösse,  die  von  ihr  und  der  Nulllinie  begrenzte  Fläche  ist  die  Ein- 
flussfläche.  Der  Einfluss  einer  Einzellast  kann  für  verschiedene  Last- 
stellungen entgegengesetzten  Sinn,  die  Ordinate  ri  dementsprechend 
entgegengesetztes  Yorzeichen  haben.  In  diesem  Falle  schneidet  die 
Einflusslinie  die  Nulllinie  in  den  sogenannten  Nullpunlien  oder  Be- 
lastungssclieiden.  Diese  zerlegen  die  Abszissen achse  in  positive  und 
negative  BeitragsstrecJcen.  Der  durch  irgendein  Lastensystem  erzeugte 
Wert  der  gesuchten  statischen  Grösse  Z  ergibt  sich  nach  dem  Super- 
positionsgesetz in  der  Form 

Die  ausschliessliche  Belastung  der  positiven  oder  negativen  Beitrags- 
strecken liefert  die  Grenzwerte. 

Eingeführt  wurden  die  Einflus.slinien  von  E.  Wiukler,  welcher 
sie  unter  der  Bezeichnung  Spannungslurven  1867  zum  ersten  Male 
erwähnt.  Nach  ihm  haben  0.  Mohr"^),  J.  Weyrauch"''^),  C.  FränJcel"'^) 
und  H.  31iillcr-Breslau^^)j  letzterer  besonders  ausgiebig  in  seiner  „Gra- 
phischen Statik  der  Baukonstruktionen",  Einflusslinien  verschiedener 
Systeme  dargestellt.  Die  Einflusslinien  sind  durch  diese  Arbeiten  zu 
einem  der  wichtigsten  Hilfsmittel  für  die  statische  Berechnung  einiger 
statisch  bestimmter  sowie  der  statisch  unbestimmten  Systeme  geworden. 

Die  Ermittlung  der  Ordinalen  i]  beruht,  wie  schon  oben  gesagt, 
auf  einem  der  in  Nr.  20  bis  22  besprochenen  Verfahren.  Das  erkennt 
man  ohne  weiteres,  wenn  man  die  Definitionsgleiclmng  für  Z 

aus  der  Gleichung  des  Prinzips  der  virtuellen  Verrückungen  in  der  Form 

2:qJ\  =  2:s'ä's 

ableitet,  welche  alle  diese  Verfahren  umfasst.  Da  es  in  dieser  Glei- 
chung nur  auf  das  ffegenseitiffe  Verhältnis  der  d„  bzw.  As  ankommt, 
so  kann  einer  dieser  Koeffizienten  willkürlich   grewählt  werden.     Der 


76)  0.  Mohr,  Beitra<af  zur  Theorie  der  Holz-  und  Eisenkonstruktiouen,  Zeit- 
schrift d.  Arch.-  u.  Ing.- Vereins  zu  Hannover  14  (1868),  p.  19;  vgl.  auch  die  in 
Fussn.  '')  genannten  Arbeiten. 

77)  /.  Weyrauch,  Allgemeine  Theorie  und  Berechnung  der  kontinuierlichen 
und  einfachen  Träger,  Leipzig  1873. 

78)  C.  Fränkcl,  Über  die  ungünstigste  Einstellung  eines  Systems  von  Einzel- 
lasten auf  Fachwerkträgern  mit  Hilfe  von  Influenzkurven,  Civilingeuieur  2'2  (^1876), 
p.  441. 

79)  H.  MüUer-Brrslau,  Des  Ingenieurs  Taschenbuch,  die  Hi'itti.  11.  Aufl. 
Berlin  1877,  und  Theorie  und  Berechnung  der  eiserneu  Bogenbrückeu,  Berlin  1880. 
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ZW  Z  gehörige  Koeffizient  sei  mit  »/^  bezeichnet,  wobei  es  gleichgültig 
ist,  ob  Z  eine  Anflagerreaktion  oder  eine  Spannkraft  ist,  dann  folgt 
aus  der  Gleichung  des  fViuzips  der  virtuellen  Verrückungen  sofort 
die  (Tloichuug 

Damit  ergiebt  sieb  folgendes:  Es  ist  zur  Darstellung  der  Einäuss- 
linien  nur  erforderlich,  das  gegenseitige  Verhältnis  der  Ordinaten  ?;„,, 
also  die  Gestalt  der  Einflusslinie,  zu  ermitteln  und  sodann  den  soge- 
nannten MuUipliJcator  ,a  =       zu  bestimmen.    Hierbei  gelten  folgende 

allgemeine  Regeln  *') : 

1.  Zu  jedem  starren  Trägerstück  gehört  eine  Gerade  als  Einfluss- 
linie, deren  Nullpunkt  dem  augenblicklichen  Drehpole  des  starren 
Stückes  entspricht. 

2.  Die  Eintiusslinien  zweier  cjelenkartis;  verbundener  Trägerteile 
schneiden  sich  in  einem  Punkte,  welcher  dem  Gelenk  entspricht. 

3.  Die  beiden  Teile  einer  Einflusslinie,  welche  zu  gleitend  ver- 
bundenen Trägerstücken  geboren,  sind  einander  parallel. 

Die  Gestalt  der  Einflusslinien  der  gebräuchlichen  einfacheren  statisch 
bestimmten  Systeme  (einfacher  Balken,  (rer&erscher  Träger,  Dreigelenk- 
bogen)  ist  danach  durch  wenige  Gerade  festgelegt,  welche  durch  die 
Belastungsscheiden  und  Knickpunkte  bestimmt  sind.  Diese  Punkte 
ergeben  sich  entweder  unmittelbar  aus  der  Anordnung  eines  Systems 
oder  mit  Hilfe  weniger  gerader  Linien.  In  verwickeiteren  Fällen 
leistet  die  kinematische  Methode  gute  Dienste.  H.  Müller -Breslau 
trägt  die  Abstände  der  Punkte  der  Figur  F'  von  den  Lasten,  welche 
an  den  zugehörigen  Knotenpunkten  angreifen,  als  Ordinaten  der  Ein- 
flusslinien auf,  oder  er  bestimmt  die  Belastungsscheiden  und  Knick- 
punkte durch  eine  Polkonfiguration.  Ist  auf  diese  Weise  die  Gestalt 
einer  Einflusslinie  gefunden,  so  ist  nur  noch  der  Multiplikatur  durch 
Ermittlung  des  Wertes  Z  für  eine  einzige  Laststellung,  die  zu  diesem 
Zweck  besonders  geeignet  ist,  zu  bestimmen. 

R.  Land'^)  fasst  die  Einflusslinie  für  die  Spannkraft  S  eines  Stabes 
als  Biegungslinie  (siehe  unten  Nr.  27)  der  belasteten  Gurtung  auf, 
welche  durch  eine  Längenänderung  des  Stabes  As  =  1  hervorgerufen 
wird.  Er  deutet  diese  Biegungslinie  dann  als  Seiliwhjgon  (vgl.  unten 
Nr.  28),  welches  mit  der  Polweite  1  zu  den  der  Lastrichtung  parallelen 
Kräften    «„,„    s-ezogen    wird,    wenn    o„^    den    verschwindend   kleinen 


mn 


80)  Vgl.  H.  Müller-Breslau,   Die  graphische  Statik  der  Baukonstruktionen, 
Bd.  1,  4.  Aufl.,  Stuttgart  1905,  p.  480  und  B.  Land,  Fussn.  74. 

Encyklop.  d.  math.  Wissensch.     IV  2,  ii.  32 
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Verdrehungswinkel  bzw.  die  endliche  relative  Grescli windigkeit  der 
Scheiben  m  und  n  bezeichnet.  Zwei  aufeinanderfolgende  Seiten  der 
Biegungslinie  schneiden  daher  auf  einer  Geraden,  welche  im  Abstand  1 
von  ihrem  Schnittpunkt  parallel  zur  Lastrichtung  gezogen  wird,  die 
Strecke  ca„  ab.  Aus  dieser  Beziehunri  folcrt  eine  einfache  Bestimmung 
des  Masstabes  der  durch  eine  Polkonfiguration  gefundenen  Einfluss- 
linie. R.  Land  gewinnt  diese  Interpretation  der  Einflusslinie  aus  einem 
Reziprozitätssatz,  auf  den  wir  unten  zurückkommen,  und  spricht  sie 
in  dem  Satz  aus:  „Die  Einflusslinie  irgendeiner  statischen  Wirkung  Wa 
bei  einer  bestimmten  Stelle  A  eines  statisch  bestimmten  Trägers  für 
eine  über  denselben  wandernde  Einzellast  P  =  1  ist  gleich  der  Bie- 
gungslinie des  Trägers,  welche  entsteht,  wenn  man  bei  A  eine  der  ge- 
suchten statischen  Wirkung  Wa  entsprechende  Formänderung  'a\  =  1 
annimmt." 

Einflusslinien  solcher  statischen  Grössen,  welche  unmittelbar  durch 
eine  Gleichgewichtsbedingung  miteinander  verbunden  sind,  werden  zu- 
weilen zweckmässig  auseinander  abgeleitet.  So  kann  man  die  Ein- 
flusslinie einer  statischen  Grösse  durch  Superposition  der  Einfluss- 
flächen zweier  anderer  statischen  Grössen  gewinnen.  H.  MüUer-Hreslau 
und  B.  Land^^)  stellen  derartige  Fälle  dar. 

IV.  Die  Bestimmung  der  elastischen  Formänderungen. 

Die  Formänderung  eines  Fachwerks  ist  nach  den  Ausführungen 
in  Nr.  14  eindeutig  festgelegt,  wenn  seine  Lage  durch  die  Auflager- 
bedingungen  bestimmt  und  die  Längenänderungen  As  seiner  Stäbe 
bekannt  sind.  Voraussetzung  ist  dabei,  dass  die  Xennerdeterminante 
der  Elastizitätsbedingungen  nicht  zu  Null  wii-d;  sie  wird  im  allge- 
meinen als  erfüllt  betrachtet.  In  analoger  Weise  ist  die  Formänderung 
eines  elastischen  Kontinuums  nach  Nr.  15  eindeutig  festgelegt,  wenn 
die  Auflagerbedingungen  gegeben  und  die  Verzerrungskomponenteu 
^xj  *)/'  ^zj  7x7  7y7  7z  f^^i"  ^^6  Punkte  bekannt  sind.  Im  Falle  des  ge- 
raden oder  gekrümmten  steifen  Stabes,  welcher  in  der  Statik  der 
Baukonstruktionen  allein  unter  den  Kontiuuen  Gegenstand  der  theore- 
tischen Untersuchung  ist,  ist  also  die  Formänderung  durch  die  Auf- 
lagerbedingungeu,  die  Dehnungen  s^  und  die  Gleitungen  7  ,  7,  bestimmt. 

Das  Formände)'ungsprohlem  stellt  nun  die  Aufgabe,  die  Verschie- 
bungen tiX,  Ay,  Az  der  Knotenpunkte  eines  Faohwerks  bzw.  die 
Änderungen  w,  v,  w  der  Koordinaten  x,  y,  z  der  Punkte  der  Axe  eines 

81)  H.  Land,  Über  die  Ermitteluns:  und  die  gegenseitigen  Beziehungen  der 
Einflusslinien  für  Träger,  Zeitschr.  f.  Bauwesen  40  (1890).  p.  105. 
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steifen  Stabes  aus  den  Auflagerbedingungeii  und  den  Längenänderungeu 
As  bzw.  den  Dehnungen  s^.  und  den  Gleitungen  y  ,  y,  zu  ermitteln. 
Dabei  ist  es  an  sieb  gleichgültig,  durch  welche  Ursachen  die  genannten 
Formänderungen  hervorgerufen  sind.  Ganz  besonders  gilt  das  Interesse 
der  Theorie  indessen  solchen  Formänderungen,  welche  durch  eine  be- 
stimmte, icirl'h'che  oder  fildive  Bdastiuu/  —  elastische  Formänderuugen 
—  oder  durch  eine  Ändermui  der  Temperaturen  des  spanimnfjslosen 
Anfangszustandes  erzeugt  sind.  Um  diese  Formändei'ungen  handelt  es 
sich  im  folgenden  Abschnitt. 

Das  setzt  also  voraus,  dass  die  Spannkräfte  bzw.  die  Spannungen 
zuvor  ermittelt  sind,  so  dass  aus  ihnen  die  elastischen  Längeuäude- 
ningen  bzw.  die  Verzerrungskomponenteu  nach  dem  HooTiesoh&a.  Ge- 
setz bestimmt  werden  können.  Diese  Voraussetzung  wird  in  Nr.  27 
bis  31  des  folgenden  Abschnittes  als  erfüllt  betrachtet,  wobei  es  da- 
hingestellt bleiben  kann,  auf  welchem  Wege  sie  erreicht  ist,  d.  h.  ob 
die  Spannkräfte  bzw.  Spannungen  aus  den  Gleichgewichtsbedingungen 
allein  oder  aus  diesen  und  den  Elastizitätsbedingungen  gefunden  sind. 
Unter  der  genannten  Voraussetzung  können  bei  der  Lösung  des  Form- 
änderungsproblemes  statisch  bestimmte  und  statisch  unbestimmte 
Systeme  nebeneinander  behandelt  werden. 

In  den  meisten  Fällen  ist  nicht  die  vollkommene  Lösung  des 
Formänderungsproblems  erforderlich.  Häufig  handelt  es  sich  nur  um 
die  Verschiebungen  einzelner  Punkte  in  hesiimmter  Richtung.  Diese 
Aufgabe  behandeln  die  Nrn.  '24,  25,  26  im  wesentlichen  nach  Maxwells 
Mohrs  und  Castiglianos  Methoden.  In  anderen  Fällen  sind  die  Ver- 
schiebungen aller  Knotenpunkte  einer  Fachwerkgurtung  oder  aller 
Punkte  der  Axe  eines  steifen  Stabes  in  einer  bestimmten  Richtung  zu 
finden.  Dieser  Teil  des  Problems  wird  mit  Hilfe  der  Biegungslinie 
gelöst,  welche  in  Nr.  27  bis  29  besprochen  wird.  Eine  vollkommene 
Lösung  des  Formänderungsproblemes  für  das  Fachwerk  geben  die  in 
Nr.  30  und  31   dargestellten  Verfahren  von  Williot  und  Müller-Breslau, 

24.  Maxwells  und  Mohrs  Methoden.  Die  erste  Lösung  des  Pro- 
blems der  elastischen  Formänderung  ebener  Fachwerke  hat  J.  Gl.  Max- 
ivell^^)  gegeben.  Sein  Verfahren  ist  ohne  weiteres  auch  für  räum- 
liche Fachwerke  gültig.  3Iaxicell  geht  von  einer  kinematischen  Über- 
legung aus.  die  er  allerdings  elastisch  einkleidet.  Er  macht  die  An- 
nahme, dass  nur  ein  Stab  —  a  —  des  Fachwerks  elastisch,  alle 
anderen  aber  staiT  seien,  und  sucht  die  Änderung  ö^^  der  Entfernung 
der  beiden  Knotenpunkte  m^  und  m^,  welche  durch  die  Längenände- 
rung As  des  Stabes  a  hervorgerufen  wird,  d^  und  As  werden  positiv 
als  Verlängeningen  gerechnet.     Maxuell  findet  ö^  durch  Heranziehung 

32* 
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des  Clapeyr ansehen  Theorems.    Wird  nämlich  die  Längenäuderung  As 

durch  einen  zwischen  den  Knotenpunkten  m^  und  w«»  wirkenden  Zuii' 

P^  erzeugt,  welcher  in  dem  Stab  a  die  Spannkraft  *S'  zur  Folge  hat. 

dann    ist   die   von    P,„   geleistete   Formänderungsarbeit    einmal   durch 

—  i-P  d   ,    ferner    auch    durch    hSAs   ausgedrückt.     Nach    dem    ge- 

nannten  Satz  ist  also 

^P^d,^  +  iSA,  =  0. 

Bezeichnet  nun  S'  die  Spannkraft  in  dem  Stab  a,  welche  durch  die 
Zugeinheit    zwischen    den    Knotenpunkten   m^  und  m^,    hervorgerufen 

wird,  so  folgt  mit 

S  =  P„,.6" 

die  Grimdgleiclmwi  Maxweih 

(51)  (J,,  =  -  S'As. 

Da  P  aus  der  Gleichung  verschwindet  und  die  Formänderung  eines 
Fachwerks  durch  die  Längenänderung  seiner  Stäl)e  eindeutig  bestimmt 
ist,  nimmt  As  die  Eigenschaft  einer  vollkommen  willkürlichen  Längen- 
änderung an,  deren  Ursache  die  Gültigkeit  der  Gleichung  (51)  nicht 
beschränkt.  Insbesondere  kann  also  As  die  Folge  jeder  beliebigen 
Belastung  und  ebenso  auch  einer  Temperaturänderung  sein,  obwohl 
das  Clapeyronsche  Theorem  au  die  Voraussetzung  isothermer  Defor- 
mation gebunden  ist.  3IaxweU  folgert  daher  aus  einer  Gruudgleichuug 
den  Satz:  „Ist  S'  die  Spannkraft  im  Stabe  a  infolge  einer  Zugeinheit 
zwischen  den  Punkten  »w^  und  m^,  so  bringt  eine  Dehnung  des 
Stabes  a  von  der  Grösse  As  =  1  die  Punkte  ni^  und  m^  einander 
näher  um  eine  Strecke  *S".'^ 

Aus  der  Gruudgleichuug  Maxnelh  kann  nunmehr  durch  Multi- 
plikation  mit  einem  willkürlichen  P,,^  und  Summation  über  alle  Stäbe 
und  alle  beliebigen  P„,  die  Gleichung^^*) 

2:pj^=esas 

abgeleitet  werden,  welche  von  derselben  aUgeraeiuen  Bedeutung  ist, 
wie  die  Gleichung  derselben  Form  des  Prinzips  der  virtuellen  Ver- 
rückungen. 

J.  Cl.  3Iaxivell  benutzt  seine  Grundgleichung,  um  zimächst  für 
ein  statisch  hestimmtes  Fachicerk  die  Anderutui  d,,  der  Entfemuna 
zweier  Knotenpunkte  n^.  >?,  zu  finden ,  wenn  zwischen  zwei  anderen 
Knotenpunkten  m^,  m.^  ein  Zug  P,,,  herrscht  und  alle  Stäbe  ausser 
einem  Stabe  a  als  starr  angenommen  werden.  Bezeichnet  »S,,,  die  Spann- 
kraft, die  in  dem  Stabe  a  durch  eine  Zugeiuheit  zwischen  den  Knoten- 
punkten niy,  nu  hervorgerufen  wird,  so  ist  seine  Verlängerung  infolge 
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A.-=P„.^>.  (Q  =  Et) 


Bezeichnet  uun  weiter  >S'„  die  Spannkraft  iu  dem  Stabe  a,  welche 
durch  eine  Zugeinheit  zwischen  den  Knotenpunkten  u^,  n.^  hervor- 
gerufen wird,  so  ist  nach  (51): 

ö„  =  —  S'„A^-. 
Damit  wird  also 

Sind  alle  Stäbe  elastisch,  so  ergiebt  sich  durch  Summation  über  alle 
Stäbe 

l52)  S„  =  -J\2S,.ßnQ- 

Die  Verüdiichnwi  eines  Kiwff'npunMes  fasst  J.  67.  Maxivdl  als 
Längenänderung  eines  Stabes  auf,  welcher  den  Knotenpunkt  mit  irgend- 
einem festen  Punkt  ausserhalb  des  Fachwerks  verbindet.  Vermöge 
dieser  Auffassung  bezeichnet  dann  >S„,  bzw.  S^  die  Spannkraft  eines 
Fachwerkstabes  infolge  der  Belastung  des  Knotenpunktes  m  bzw.  n 
durch  die  Krafteinheit,  während  8^  die  Verschiebung  des  Punktes  n 
in  der  Kraftlinie  der  Krafteinlieit  am  Punkte  n,  aber  im  entgegen- 
gesetzten Piichtungssinne  ist.  Damit  ist  das  Formänderungsproblem 
gelöst. 

Dasselbe  Problem  der  Bestimmung  der  gegenseitigen  Verschie- 
bung zweier  Punkte  eines  Systems  oder  der  Verschiebung  eines 
Punktes  gegen  eines  festen  Punkt  ausserhalb  desselben  infolge  der 
durch  die  Läugenänderungvn  As  der  Stäbe  gekennzeichneten  Form- 
änderung behandelt,  unabhängig  von  Maxivdl,  0.  Mohr. ')  Er  gewinnt 
jedoch  die  Gleichung  Maxivdl^  in  der  Form 

(52a)  d,  =  —  ^>S„A.5 

unmittelbar  aus  dem  Prinzip  der  virtuellen  Verrückungen. 

Ähnlich  verfährt  C.  FräiiJceP-),  indem  er  von  der  Auffassung  einer 
sehr  kleinen  Bewegung  einer  starren  Scheibe  als  einer  Drehung  um 
einen  Punkt  ausgeht  und  der  Reihe  nach  immer  nur  einen  Stab 
elastisch  annimmt. 

Die  allgemeinste  Lösung  des  Formänderungsproblemes,  welche  in 
gleicher  Weise  statisch  bestimmte  wie  unbestimmte  Systeme  umfasst, 
gibt  0.  Mohr'')  durch  die  in  Nr.  4  besprochene  Verwendung  des 
Prinzips   der   virtuellen  Verrückimgen.     Er   wählt   den   virtuellen   Be- 


82)  C.  Fränliel,  Anwendung  der  Theorie  des  augenblicklichen  Drehpunktes 
auf  die  Bestimmung  der  Formänderung  von  Fachwerken,  Civilingenieur  21  (1875), 
p.  515. 
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lastungszustand    so,    dass   die   Arbeit    der   äusseren   Kräfte   durch    das 
Glied  Q„^dj^  ausgedrückt  wird,  und  erhält  dann 

wenn  d.^^  jetzt  positiv  im  Sinne  der  positiven  Richtung  von  Q^  ge- 
nonfimen  wird,  und  S  die  durch  Q^  hervorgerufenen  Spannkräfte 
sind.  Zweckmässig  ist  von  anderen  Autoren  ^^,  =  1  gesetzt  worden. 
Den  Einfluss  von  Verschiebungen  der  Stützpunkte  berücksichtigt 
0.  Mohr  durch  Einführung  von  Stützstäben,  deren  elastische  Längen- 
änderungen gleich  den  Auflagerverschiebungen  angenommen  werden. 
Für  die  wirklichen  Formänderungen  ergiebt  sich  mit  Qj^^=  1 
und  As  =  Sq  -\-  ets  die  Gleichung 

(53)  d„^  =  2SSq  +  ^stS. 

H.  MiiUer-Breslaii^^ )  bemerkt  eine  wichtige  Eigenschaft,  welche 
dem  Belastungszustand  Q^^^  für  den  Fall  statisch  unbestimmter  Fach- 
werke zukommt.  Da  der  virtuelle  Belastungs-  und  Spannungszustand 
nämlich  nur  der  Bedingung  des  Gleichgewichts  unterworfen  ist,  so 
können  aUe  statisch  unbstimmten  Grössen  gleich  Null  cresetzt.  die 
S  also  als  Spannkräfte  eines  beliebigen  statisch  bestimmten  durch 
Q^^  belasteten  Hauptsystems  aufgefasst  werden.  Damit  entfallen  in 
der  Gleichung  (53)  alle  Glieder,  die  sich  auf  die  überzähligen  Kon- 
struktionsteile beziehen.  Dieselbe  Schlussfolgerung  zieht  0.  Mohr^) 
aus  dem  Umstand,  dass  die  Formänderung  eines  zusammengesetzten 
Fachwerks  durch  die  Längenänderung  der  notwendigen  Stäbe  be- 
stimmt   ist. 

Die  Bestimmung  elastischer  Formänderungen  des  steifen  Stabes 
mit  Hilfe  des  Prinzips  der  virtuellen  Verrückungen  scheint  zuerst 
M.  Koenen^^)  in  einem  Sonderfall  durchgeführt  zu  halben,  nachdem 
schon   E.  Winhler^'^)    das    Verfahren    kurz    angedeutet    hat.     Weitere 


83)  H.  Müller- Breslau,  Die  neueren  Methoden  der  Festigkeitslehre.  Leipzig 
1886,  p.  15. 

83")  Dasselbe.     3.  Aufl.     Leipzig  1904,  \>.  335. 

84)  0.  Mohr,  Abhandlungen  aus  dem  Gebiete  der  teohu.  Mechanik,  Berlin 
1906,  p.  370. 

85)  M.  Koenen,  Vereinfachung  der  Berechnung  kontinuierlicher  Balken  mit 
Hilfe  des  Satzes  von  der  Arbeit,  Wochenblatt  für  Architekten  u.  Ingenieur-«  4 
(1882),  p.  402. 

86)  E.  Winkler,  Beitrag  zur  Theorie  der  Bogenträger.  Zeitachr.  d.  Arch.-  u. 
Ing.-Vereins  zu  Hannover  25  (1879),  p.  199. 
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Sonderfälle  behandelt  M üller- Breslau^"' ).  Später^^*)  giebt  er  eine  all- 
gemeine und  umfassende  Darstellung  des  Gegenstandes. 

Die   \'erschiel>ung  d     des  Punktes  m  der  Obertiäche  eines  festen 

O  7/4 

elastischen  Körpers  infolge  des  durch  die  Verzerrungskomponenten  e 
und  y  sowie  die  Auflagerbedingungen  gekennzeiclineten  Verschiebungs- 
zustandes liefert  das  Prinzip  der  virtuellen  Verrückungen  mit  Hilfe 
der  Gleichung  (1).  Wird  der  Belastungszustand  Q^^  so  gewählt,  dass 
^QJ,n=K  +  2CAc,  also  §„,=  1  ist,  so  folgt: 

(54)     d,,^  =J[ö,£,  -\-  ö/,^  -f  ^,f,  +  r,y,  +  r^r,  +  ^,y,)  dv  —  ^C  Ar. 

Hier  bedeutet  ^C  Ac  die  virtuelle  Arbeit  der  Auflagerkräfte  für  den 
Belastungszustand  Q„,=  1. 

Im  Falle  des  r/eradeii  oder  ^diuudt  gekrümmten  Stabes,  dessen  ße- 
lastimgssysteni  in  die  Ebene  der  Stabaxe  fäUt,  haben  nur  die  Normal- 
spannungen 6^  und   die  Temperaturänderungen  wesentlichen  Einfluss 

auf  die  Formänderungen.  Mit  f^.  ^  J,  -{-  st  ergiebt  sich  für  die  Ver- 
schiebung d^  des  Punktes  m  der  Stabaxe  nach  irgendeiner  in  die 
Kräfteebene  fallenden  Richtunsr  der  Wert: 


^"'=J^{j:'^-^'^)'^'^—^'^ 


L  bezeichnet  jetzt    kurz   die   virtuelle  Arbeit    der  Auflagerkräfte  für 
den  durch  Q^^^  =  1   belasteten  Stab. 

Um  die  Drehung  t,,^  des  Elementes  der  Stabaxe  in  dem  Punkte 
m  zu  finden,  wird  als  Belastung  Q^^^  ein  Kräftepaar  eingeführt,  welches 
auf  die  im  Punkte  m  an  die  Stabaxe  gelegte  Tangente  einwirkt,  und 
so  gewählt  wird,  dass  ^^,„ö,„  =  t^„j  + -L,  das  Moment  des  Kräfte- 
paares also  gleich  1  wird.     Dann  folgt: 

^m=-J^(^G  +  ^i)dv  —  L. 

Werden  die  Spannungen  durch  die  äusseren  Kräfte  gemäss  der 
Gleichungen  (42)  und  (42c)   ausgedrückt,  so  ergiebt  sich  der  Ansatz 

(^ö)  d^  =J  ^dx  -\-J  ^Jj  dx  -\-  J  et,Ndx  -j-  JaAt-dx  -  L. 

87)  H.  Müller-Breslau,  Theorie  des  durch  einen  Balken  verstärkten  steifen 
Bogens,  Civilingenieur  29  (1883),  p,  13  und  Über  die  Anivendung  des  Prinzips 
der  Arbeit  in  der  Festigkeitslehre,  Wochenblatt  f.  Architekten  u.  Ingenieure  5 
(1883\.  p.  87. 

87*)  H.  Müller-Breslau,  Die  neuereu  Methoden  der  Festigkeitslehre,  Leip- 
zig 1886,  p.  17-2  u.  61. 
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Ein  Ausdruck  derselben  Form  stellt  die  Drehung  t„,  dar.  N,  M,  L 
sind  die  Längskräfte,  Momente  und  die  virtuelle  Arbeit  der  Auflagerkräfte 
C,  welche  durch  den  im  gegebenen  Falle  geeigneten  Belaetungszustaud 
Q     hervorgerufen  werden. 

Im  Falle  statisch  unbestimmter  Systeme  ist  der  Belastungszustaud 
^„j  wiederum  nur  an  die  Bedingung  des  Gleichgewichts  gebunden. 
Daher  können  alle  statisch  unbestimmten  Grössen  gleich  Xull  gesetzt 
und  die  6,  t,  N,  M,  L  auf  ein  statisch  bestimmtes  Hauptsystem  be- 
zogen werden. 

Ähnliche  Formeln  findet  H.  Müller-Breslau  a.  a.  0.  für  den  ein- 
einfach gekrümmten  Stab,  dessen  Krümmungsradius  nicht  sehr  gross 
im  Verhältnis  zu  seineu  Querschnittsabmessungen  ist. 

25.  Castiglianos  Methode.  Einen  anderen  allgemeinen  Ansatz 
zur  Lösung  des  Problems  der  elastischen  Formändervmgen  giebt  Ä. 
Castigliano^^)  in  dem  zweiten  Teil  seines  Lehrsatzes  von  dem  Diff'e- 
rentialquotienten  der  Formänderungsarbeit.  Sein  Verfahren  führt  in- 
dessen schnell  zu  Gleichungen,  welche  mit  den  aus  dem  Prinzip  der 
virtuellen  Verrückungen  abgeleiteten  übereinstimmen.  Aus  (vgl.  Glei- 
chung 28): 

.     ^  ^A         cL 

folgt  für  das  Fachiverk: 

(56)  K  =  2S         Q-^-^^t^'^Q    ^  — /ö 
und  für  den  festen  elastischen  Körper: 

r  (       ^''x  ^''v  ^°-  ^^i-  ^^y 

(57)  *„.  =  j  (.,  3  ^^^  +  .,  3  ^  _^  +  e, ,  ^--^  +  y,  ,  ^;_^  +  ;;  ^^-^ 


worin  nach   dem  verallgemeinerten  jö^ooA'eschen  (resetz 

«,•  =  f\^.r7    ^y1    G=,    "^x,    T^y,   ^.-)   +   «^ 

.,  "  i  /  =  .r,  y,  z) 

ZU  setzen  ist.  Man  erhält  die  Gleichung  (57),  wenn  man  für  die  Forni- 
änderungsarbeit  A  den  Ausdruck  Grashofs  (Gleichung  ^13))  einführt 
und  berücksichtigt,  dass  jede  Spannungskomponente  eine  lineare  Funk- 
tion der  sechs  Verzerrungskomjionenten  ist.  Nun  sind  die  Spann- 
kräfte S,  die  Auflagerreaktionen  C  und  die  Spannuugskoiuponeuten 
6j  X   lineare  Funktionen    der    äusseren    Lasten    und    der   Temperatur- 
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änderungen,  inlolgetlessen  ist: 

dS^  ^        cL   Y        CO    -         er    - 

^Qm  ~      '        C  (>,„   -  ^'       d  Q„,    -  ^'         C  (l,^    -  '■ 

Damit  gehen  die  beiden  Gleichungen  (56)  und  (57)  in  die  Gleichungen 
(53)  und  (54)  über.  Das  Verfahren  Castiglianos  ist  daher  in  der  An- 
wendung von  dem  auf"  dem  Prinzip  der  virtuellen  Verriickungen  be- 
ruhenden nicht  wesentlich  verschieden. 

H.  3fülle)'- Breslau^)  bemerkt,  dass  man  im  Falle  statisch  unbe- 
stimmter Systeme  die  statisch  unbestimmten  Grössen  stets  als  Lasten 
auffassen  kann,  welche  auf  das  Hauptnetz  wirken.  Sie  können  daher 
in  dem  Ausdruck  der  Formänderungsarbeit  als  unabhängige  Veränder- 
liche angesehen  werden. 

*2G.  Die  Sätze  von  der  Gegenseitigkeit  der  elastischen  Form- 
änderungen. Ein  wichtiges  Beziprozitätsgcset::  ilher  elastische  Forni- 
veränderungen  folgert   J.  Cl.  Maxivell^'°)  aus  seiner  Gleichung: 

Es  bezeichne  d^^,,,  die  Audermig  der  Entfernung  zweier  Knotenpunkte 
Wj,  n.,  infolge  des  Zuges  P,^  =  1  zwischen  den  Knotenpunkten  w^,  m^ 
und  d^^  die  Änderung  der  Entfernung  der  beiden  Knotenpunkte  m^,  m.j 
infolge  des  Zuges  P,^  =  1  zwischen  den  Knotenpunkten  v^^^Wg.  Dann 
ist  nach  vorstehender  Gleichung: 

und  andererseits 

Es  folgt  also: 

(Ö8)  ^..  =  ^.., 

Erweiterte  Bedeutung  erhält  die  Gleichung  durch  die  Maxuelhche.  Auf- 
fassung der  Verschiebungen  von  Knotenpunkten  als  Änderung  der  Ent- 
fernung der  Knotenpunkte  von  festen  Punkten  ausserhalb  des  Fach- 
werks. Die  Aussage  der  Gleichung  (58)  ist  in  der  Statik  der  Baukon- 
struktionen unter  dem  Xamen  3IaxiveTl sehet-  Satz  von  der  Gegenseitig- 
heit  elastischer  Formänderungen  bekannt. 

Ein  allgemeineres  Reziprozitätstheorem  wird  E.  Betti^^)  ver- 
dankt. Ein  fester  elastischer  Körper  sei  durch  Oberflächenkräfte 
q^,  q^,  q^  und  die  Massenkräfte  X,  Y,  Z  belastet  und  im  Gleichgewicht 
—   Betti   lässt    die    Beschleunigungen    nicht    verschwinden   — ,    seine 


88)  E.  Betti,  II  nuovo  cimento  (2^  7  u.  S  (1872\  Vgl.  auch  A.  Castigliano, 
Intomo  ad  una  iDroprietä  dei  sistemi  elastici,  Torino,  Atti  della  R.  Accademia 
delle  Scienze  17  (1882),  p.  705. 
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Punkte  erfahren  die  Versciliebimgen  u,  v,  tv.  Derselbe  Körper  werde 
einer  zweiten  Belastung  durch  die  Oberflächenkräfte  q^,  q'  q^  und  die 
Massenkräfte  X.',  Y',  Z'  unterworfen  und  erfahre  die  Verschiebungen 
u,  V,  w'.  Dann  sind  die  beiden  jeweils  aus  den  Kräften  des  einen 
Belastungssystems  und  den  Verschiebungen  des  anderen  gebildeten  vir- 
tuellen Arbeiten  einander  gleich.    Es  besteht  also  die  Gleichung: 

(59)  /  m  {Xu'  -f-  Yv  -\-  Ziv)  dv  -{-J  [q^ii  -\-  q,jV  -\-  q^w"^)  die 
=  I  m  {X'u  -\-  Y'v  -\-  Z'iv)  dv  -\~  j  (q^u  +  q^v  -\-  q.'w)  dtr. 

Zum  Beweise  setze  man  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  nach  dem 
Prinzip  der  virtuellen  Verrückungen  die  virtuelle  Formänderungsarbeit 
in  den  Spannungs-  und  Verzerrungskomponenten  ein.  Es  ergeben 
sich  dann  Ausdrücke,  welche  in  den  Verzerrungs-  und  Spannungs- 
komponenten der  beiden  Belastungssvsteme  symmetrisch  sind,  sofern 
man  berücksichtigt,  dass  die  inneren  Kräfte  ein  Potential  haben,  welches 
eine  homogene  quadratische  Funktion  der  Verzerrungskomponenten  ist. 
Es  folgt  dann  sofort  die  Identität  der  beiden  Ausdrücke  und  damit  die 
Gültigkeit  der  Gleichung  (59).  Vgl.  hierzu  IV  24,  0.  Tedone,  Nr.  10a. 
In  der  Statik  der  Baukonstruktionen  ist  als  analvtische  Fassung 
des  Bettischen  Satzes  die  Gleichung: 

(60)  ^PJ^.J  =  ^P„(<5„J 

gebräuchlich,  entsprechend  der  Voraussetzung,  dass  keine  Massenkräfte 
auftreten  und  die  Obertlächenkräfte  durch  eine  Gruppe  von  Einzel- 
lasten P„j  bzw.  P^  gegeben  sind.  ((J„,„)  und  (<J„„,)  sind  die  Wege 
der  Belastung  P^^  bzw.  P^^  infolge  der  Belastung  P^  bzw.  P^^,  Der 
Pe^^^sche  Satz  in  dieser  Fassung  schliesst  natürlich  den  Maxuelhch^xi 
Satz  als  Sonderfall  ein,  welcher  damit  auch  auf  feste  elastische  Kör- 
per ausgedehnt  wii'd. 

Unabhängig  von  Maxicell  gewinnt  0.  3Ioh-*)  den  Satz  von  der 
Gegenseitigkeit  elastischer  Formänderungen.  Auch  B.  KroJin'^^)  und 
B.  Landr^^)  behandeln  den  Gegenstand. 

Eine  Reihe  wichtiger  Spezialfälle  des  BeftiscJun  Satzes  gewinnt 
H.  Müller- Byeslau'^^)   aus    der   Deutung   der  Belastungen   P^,  und  P„ 


89)  R.  Krohn,  Der  Satz  von  der  Gegenseitigkeit  der  Verschiebungen  und 
Anwendung  desselben  zur  Berechnung  statisch  unbestimmter  Fachwerkträger, 
Zeitschr.  d.  Arch.-  u.  Ing.-Vereins  zu  Hannover  30  (1884),  p.  269. 

90)  M.  Lands  Die  Gegenseitigkeit  elastischer  Formänderungen.  Wochenblatt 
f.  Baukunde  1887,  jx  14. 

91'  //.  Müller- Breslau,  Die  neueren  .Methoden  der  Festigkeitslehre,  3.  AuH., 
Leipzig  1886,  p.  115;  ebd.  1U04,  p.  60. 
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als  Gruppen  vou  Einzelliisteu  für  stabile  Stabwerke  und  Fachwerke 
unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Auflagerkräfte  bei  der  Formände- 
rung keine  Arbeit  leisten,  die  Teni])eriitur  des  spannungslosen  Anfangs- 
zustandes in  keinem  Punkte  eine  Änderung  erfährt,  und  ein  lineares 
Elastizitätsgesetz  besteht.  Bezüglich  gekrümmter  biegungsfester  Stäbe 
wird  die  weitere  Voraussetzung  gemacht,  dass  alle  betrachteten  Ver- 
schiebungsrichtungen in  die  Ebene  der  Stabaxe  fallen. 

Bei  der  Einführung  solcher  Lastengruppen  werden  als  Grundbegrifle 
die  Belastung  eines  Punltpaares,  die  Belastung  einer  Geraden  und  die  Be- 
lastung eines  Gerade)7paares  benutzt.  Unter  der  Belastung  eines  PunM- 
paares  m^,  m^  werden  zwei  gleich  grosse  entgegengesetzte  Kräfte  ver- 
standen, welche  in  den  Punkten  m^  und  >;?,  angreifen  und  in  deren  Ver- 
bindungslinie fallen.  Der  Weg  dieser  Belastung  ist  die  gegenseitige  Ver- 
schiebung des  Punktpaares,  d.  h.  die  Änderung,  welche  die  Entfernung 
WjWg  erfährt.  Unter  der  Belastung  einer  Geraden  werden  zwei  entgegen- 
gesetzte gleiche  Kräfte  verstanden,  welche  in  zwei  Punkten  dieser  Ge- 
raden angreifen,  rechtwinklig  zu  ihr  gerichtet  sind  und  ein  Kräftepaar 
von  dem  Moment  =  P^,^  ■  1  bilden.  Der  Weg  der  Belastung  ist  der  im 
Bogenmass  ausgedrückte  Drehungswinkel  der  Geraden  (in).  Dement- 
sprechend wird  die  Belastung  eines  Geradenpaares  {m^ ,  w^)  gedeutet  als 
die  Belastung  zweier  Geraden  m^  und  »?2  durch  Kräftepaare,  welche 
gleich  grosse  Momente  von  entgegengesetztem  Drehungssinn  ergeben. 
Der  Weg  der  Belastung  ist  die  gegenseitige  Drehung  der  Geraden  w?^ 
und  m^,  d.  h.  die  Änderung  des  von  ihnen  gebildeten  Winkels.  Für 
alle  diese  BelastuugsfäUe  gilt  die  Beziehung  ^nm"^^  ^mn- 

Ph.  Forchheimer^^)  giebt  einige  Erläuterungen  zu  dem  Betti^ahen 
Satz,  indem  er  davon  ausgeht,  dass  au  einem  elastischen  System  einer 
Kräftekugel  um  den  Punkt  A  ein  Verschiebungsellipsoid  um  den 
Punkt  B  entspricht  und  ebenso  die  umgekehrte  Beziehung  gilt.  So 
folgert  er  drei  Sätze  für  die  Ebene  und  den  Raum,  welche  in  der  für 
letzteren  gültigen  Fassung  wie  folgt  lauten: 

1)  Die  Verschiebungsellipsoide  von  A  für  Kräfte  in  B  und  von 
B  für  Kräfte  in  A  sind  kongruent, 

2)  Eine  Kraft,  welche  in  der  grossen  (mittleren,  kleinen)  Axe 
des  einen  EUipsoides  wirkt,  erzeugt  eine  Verschiebung  nach  der 
grossen  (mittleren,  kleinen)  Axe  des  andern  EUipsoides, 

3)  Die  Verschiebungen  längs  der  grossen  (mittleren,  kleinen)  Axe 
beider  EUipsoide  sind  einander  gleich. 


92)  Pli.  Forchheimer,  Die  Gegenseitigkeit  der  Verschiebungen,  Zeitschr.  des 
österr.  Ing.  u.  Arch.- Vereins  38  (1886),  p.  109. 
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Die  entsprechenden  Beziehungen  für  die  Ebene  gewinnt  W.  Ritter^^) 
durch  geometrische  Überlegungen  mit  Hilfe  der  Polarentheorie. 

27.  Die  Gleichung  der  Biegungslinie  eines  Stabes.  Für  die  Be- 
stimmuno- der  elastischen  Formänderung  der  Axe  eines  geraden  hie- 
gungsfestm  Stabes  ist  in  der  Statik  der  Baukonstruktionen  heute 
noch  die  Grundlage  massgebend,  die  von  Jacob  BernrAilIi'-'^)  ITuö  und 
L.  Euler^^)  geschaffen  ist  und  auf  der  Proportionalität  der  Krümmung 
und  des  Biegungsmomentes  beruht.  Die  Behandlung  des  Problems 
nach  den  Methoden  der  Elastizitätstheorie  durch  £.  de  St.  Ve)iant^') 
und  G.  Kirchlioff^)  hat  im  wesentlichen  diese  Annahme  als  zulässig 
erwiesen  (vgl.  IV  25,  Nr.  13.  Tedone-Timpe).  Aus  der  erwähnten  Pro- 
portionalität: 

r   ~  EJ 
folgt: 


Da  die  Formänderungen  sehr  kleine  Grössen  sind,  kann,  falls  die  X-Axe 
in  der  ursprünglichen  Stabaxe  oder  parallel  zu  ihr  angenommen  wird. 
n  _|-  /  j  VTi"  =  1  gesetzt  werden.  Es  ergiebt  sich  dann  die  Diff'e- 
rentialgleichnng  der  Biegiingungslinie  {elastische  Linie)  in  der  in  der 
Technik  allgemein  gebräuchlichen  Form: 

^^^)  dx^=^Er 

E.  Clapeijron^'"),  0.  2Io]tr^^),  C.  Culmann^'^ )  haben  sie  in  ihren 
grundlegenden  Arbeiten  angewendet.  Die  zweimalige  Integration  giebt 
die  Gleichung  der  Biegungslinie,  die  beiden  auftretenden  Integi-ations- 
konstanten  sind  durch  die  Auflagerbedinguugen  bestimmt.  Aus  der- 
selben Grundlage  gewinnt  0.  Molir^^)  den  Teil  der  elastischen  Läugeu- 
änderung  einer  Bogensehne,  welcher  von  der  Biegung  heiTührt. 

93)  W.  Bitter,  Anwendungen  der  graphischen  Statik,  Teil  I,  Zürich  18S8. 
p.  158  EF. 

94)  Juc.  Bernoulli,  Veritable  hypothese  de  la  resistance  des  solides  avec  la 
demonstration  de  la  courbure  des  corps  qui  fönt  ressort,  Opera  2,  Genevae  1744. 

95)  E.  Clapeyron,  Calcul  d'une  poutre  elastique  reposant  librement  sur  des 
appuis  inegalement  espaces,  Paris  C.  R.  45    1857),  p.  1076. 

96)  0.  Mohr.  Beitrag  zur  Theorie  der  Holz-  und  Eisenkonstruktionea, 
Zeitschr.  des  Axch.-  u.  Ing.- Vereins  zu  Hannover  14  (1868),  p.  19. 

97)  C.  Culmann,  Die  graphische  Statik,  Zürich  1866,  p.  --'89. 

9S)  O.  Mohr,  Beitrag  zur  Theorie  der  elastischen  Bogentriiger,  Zeitschr.  d. 
Arch.-  u.  Ing.-Vereius  zu  Hannover  16  (lf^70),  p.  ü89. 
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lu  iinderer  Form  stellt  E.  WinMer^'-')  die  elustische  Formänderung 
der  Axe  eines  einfach  f/ekrümmirn  Stahcs  dar.  Kann  der  Krümmungs- 
radius nicht  als  sclir  gross  angesehen  werden,  so  ist  der  Einfluss  der 
Längen änderung  der  Stabaxe  nicht  immer  verschwindend  klein.  Durch 
Variation  der  Ditferentialrelationen  dx  =  ds  cos  q)  und  dy  =  äs  sin  (p 
und  nachherige  Integration  gewinnt  E.  Winlder  die  Gleichungen: 


\^T^ 


Ax  =  —  yA(p  +  J  ydAq)  +  J  ^^^'^, 
Ai/  =  +  xA(p  —  I  xdAcp  -\-J  -^(fy- 


In  diesen  ist  gemäss  den  Annahmen  über  die  Spannungsverteilung  im 

Querschnitt  eines  einfach  gekrümmten  Stabes  (vgl.  Nr.  15) 

,.  -M"     7  Ads    ds 

dAcp  =  ^^ds-   ^^^-•-, 

ds  EF  \        '      r        I 

Dieselben  Gleichungen  benutzen  J.  Weyraucli^^^)  und  H.  3IüUer-Bi-cs- 
lau^^^).  Letzterer  stellt  als  Differentialgleichung  der  Biegungslinie  den 
Ausdruck  ^"-) : 

^     ■  dx'  dx    ~^  dx 

auf,  wobei  er  nur  die  Dififerentialrelation  dy  =  ds  sin  q)  variiert,   und 

nimmt  hierin  für  dAw  und     ,      die  obenstehenden  Werte. 
'^  dft 

28.  Darstellung  der  Biegungslinie  als  Seilkurve  bzw.  als  Seil- 
polygon der  elastischen  Gevs^ichte.  0.  3Iolir^^)  folgert  aus  der  über- 
einstimmenden Form,  welche  die  Gleichung  der  elastischen  Linie  (61) 
und  die  Gleichung  einer  Seilkurve  (vgl.  IV  5,  L.  Henneherg,  Nr.  10 
und  IV  6,  P.  StäcM,  Nr.  23) 

d^y  h 

dx-  ""        H 

aufweisen,  dass  man  die  elastische  Linie  als  Seilkurve  auffassen  kann, 

welche   zu    der  Belastung  Je  =  ^f   pro   Längeneinheit    der   Projektion 

99)  E.  Winkler,  Die  Lehre  von  der  Elastizität  und  Festigkeit,  Prag  1867, 
p.  275. 

100)  J.  Weyrauch,  Theorie  der  elastischen  Bogenträger,  Zeitschr.  f.  Bau- 
kunde 1  (1878),  p.  31  ff. 

101)  H.  3Iüller- Breslau,  Theorie  und  Berechnung  der  eisernen  Bogenbrücken 
Berlin  1880,  p.  12  ff. 

102)  H.  Müller-Breslau,  Die  neueren  Methoden  der  Festigkeitslehre,  Leipzig 
1886,  p.  105   u.  155. 
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auf  die  X-Axe  mit  der  Pohveite  H  =  E  gezogt n  ist.  Die  zugehörige 
Schlusslinie  ergiebt  sich  aus  den  Auflagerbedingungen.  Ferner  stim- 
men die  Ordinaten  der  elastischen  Linie  zwischen  zwei  ihrer  Punkte 
A  und  B  geraessen  in  der  Verschiebungsrichtung  von  der  Sehne  AB 
aus  mit  den  Ordinaten  der  Momentenkurve  eines  in  A  und  B  ge- 
stützten Balkens  überein,  welcher  durch 

V^  =  EJ 
pro    Längeneinheit    belastet    ist.      Daraus    folgt    die    Auffassung    der 
elastischen  Linie  als  einer  Momentenkurve.    Sie  ergiebt  sich  auch  un- 
mittelbar aus  der  DiflPerentialgleichung 

X    

do^  ~  ~  -^^' 
welche  zwischen  dem  Moment  und  der  Belastung  p^  besteht.    Alle  für 
die  Seilkurve  und  die  Momentenkurve  bestehenden  Sätze  können  daher 
für  die  elastische  Linie  nutzbar  gemacht  werden. 

Als  Biegungslinie  der  Gurtimg  eines  Fachiverhs  für  eine  bestimmte 
Verschiebungsrichtung  —  meist  die  vertikale  —  bezeichnet  man  das 
Polygon,  dessen  Eckpunkte  durch  die  Verschiebungen  der  Knoten- 
punkte der  fragliehen  Gurtung  festgelegt  sind.  Analog  der  oben  dar- 
gestellten Auffassung  der  Biegungslinie  eines  Balkens  deutet  0.  Mohr'^) 
die    Biegungslinie   einer   Fachwerkgurtung    als    Seil-   bzw.   Momenten- 

As 
polygon  zu  gewissen  Gewichten  iv^  =    ,  '" ,  die  in  den  Knotenpunkten 

der  betrachteten  Gurtung  parallel  zur  Verschiebungsrichtung  wirken. 
Jedem  Stab  entspricht  ein  solches  Gewicht.  Sein  Angriffspunkt  ist 
zunächst  der  dem  Stab  als  Drehpol  zugehörige  Knoten-  bzw.  Schnitt- 
punkt, dessen  rechtwinkliger  Abstand  vom  Stab  mit  h^^^  bezeichnet  ist. 
Doch  werden  die  Gewichte  «t-„^,  welche  nicht  auf  die  Knotenpunkte 
der  untersuchten  Gurtung  entfallen,  auf  diese  nach  statischen  Regeln 
verteilt.    Man  nennt  diese  fiktiven  Gewichte  elastische  Gewichte. 

Den  Nachweis  stützt  0.  Mohr  auf  das  Prinzip  der  virtuellen  Ver- 
rückungen. Bezeichnet  A^^  die  Ordinate  der  Biegimgslinie  für  den 
Knotenpunkt  i  und  A;j//  die  Ordinate  der  Biegungslinie  desselben  Kno- 
tenpunktes unter  der  Annahme,  dass  nur  der  Stab  m  elastisch,  alle 
anderen  starr  seien,  so  ergiebt  sich  durch  Snperposition: 

A.V.  =  ^A//;. 
Aus  dem  Prinzip  der  virtuellen  Verrückungen  aber  folgt: 

A^,'  =  Ä,„A5„,, 
wenn  S„^  die  Spannkraft  des  Stabes  m  bezeichnet,   welche   durch  die 
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der  Verschiebungsrichtung  parallele,  im  Knotenpuukt  i  angreifende 
Lasteiuheit  erz-eugt  wird.  Die  Werte  S,„  iür  die  verschiedenen  Kno- 
tenpunkte i  werden  also  durch  die  Ördiuaten  einer  Einflusslini».'  dar- 
gestellt,   Avelche    als   Seillinie    zu    dem   Gewicht  w?,,,  =  ,       gezeichnet 

m 

As 
werden  kann.    Mithin  ergiebt  die  zu  dem  Gewicht  w^  ==  ~^  gezeich- 

nete  Seillinie  die  Werte  Ay-,  und  die  zu  allen  elastischen  Gewichten 
gezeichnete  Seillinie  die  Werte  A//,-,  also  die  gesuchte  Biegungslinie. 
Eine  spezielle  Anwendung  zeigt  F.  Steiner}'^^) 

Eine  allgemeine  Behandlung  des  Gegenstandes  giebt  H.  Müller- 
Breslau}^*^)  Er  entwickelt  für  die  Biegungslinie  eines  Stabzuges,  — 
d.  h.  einer  Reihe  von  Stäben  des  Fachwerks,  von  denen  jeder  folgende 
nur  mit  dem  vorhergehenden  verbunden  ist,  —  sowie  der  Gurtung 
eines  Fachwerks  die  Beziehung 

(64)  j^ :. =  u'^; 

hier  sind  A^  und  A^^^  die  Projektionen  der  Strecken  m  —  1,  m  und 
m,  m  -\-  1  auf  die  X-Axe  und  w^^  eine  Funktion  der  die  Formände- 
rung des  Fachwerks  kennzeichnenden  Grössen,  deren  Bestimmung 
unten  gegeben  ist.  Der  Ansatz  stimmt  in  der  Form  überein  mit  der 
Beziehung,  die  zwischen  drei  aufeinanderfolgenden  Momenten  eines 
durch  parallele  Kräfte  P,,^  belasteten  Balkens  besteht. 


Daraus  ergiebt  sich,  dass  man  das  Biegungspolygon  auffassen  darf 
als  das  Momentenpolygon  eines  Balkens,  welcher  durch  Lasten  a\^ 
beansprucht  wird.  Diese  Lasten  sind  wieder  die  oben  eingeführten 
elastischen  Gewichte.  Die  Bestimmung  der  Xullaxe  des  Biegungspoly- 
gous  aus  den  Auflagerbedingungen  zeigt  H.  Müller-Breskm  für  ver- 
schiedene Systeme  (Balken  mit  überragenden  Enden,  Gerherscher 
Träger,  Dreigelenkbogen). 

Die  Bestimmung  der  elastischen  Geivichie  für  ein  Fachwerk  erreicht 
H.  MüUer-Breslau  durch  die  mit  Hilfe  des  Prinzips  der  virtuellen  Yer- 
rückungen  abgeleitete  Beziehung 

(64  a_)  tv^  =  ^SAs. 


103)  F.  Stehler,  Studien  über  Fachwerke,  Technische  Blätter  (1880),  p.  134. 

104)  H.  Müller-Breslau,  Beitrag  zur  Theorie  des  Fachwerks,  Zeitschr.  des 
Arch.-  und  Ing.-Vereins  zu  Hannover  31  (1885),  p.  418,  und  Die  graphische  Statik 
der  Baukonstruktionen,  Bd.  2  Abt.  1,  Leipzig  1892,  p.  lOU  ff. 
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In  dieser  sind  S  die  Spannkräfte,  welche  in  den  Stäben  des  Faeh- 
werkes  durch  den  angenommenen  Belastungszustand  M^^^  =  1,  gekenn- 
zeichnet durch  drei  in  den  Knotenpunkten  yn  —  1,  m,  m  -\-  1  an- 
greifende und  zur  Verschiebungsrichtung  parallele  Kräfte  hervorgerufen 
werden.  As  sind  die  Längenänderungen,  welche  die  Stäbe  bei  der 
untersuchten  Formänderung  erfahren.  Jedes  w^^  enthält  immer  nur 
wenige  Stäbe.  Die  Formeln  sind  a.  a.  0.  für  die  gebräuchlichen  Stab- 
auoruiiungen  entwickelt. 

Die  Formänderung  eines  Stahzuges  ist  bestimmt  durch  die  Auf- 
lagerbedingungen, die  Längenänderungeu  seiner  Stäbe  und  die  Ände- 
rungen der  von  den  Stäben  eingeschlossenen  Winkel.  Dementsprechend 
wird  das  elastische  Gewicht  in  einem  Stabzugknoten  dargestellt  durch 
die  von  H.  Müller-Breslau  entwickelte  Formel: 

(64b)  ?(•„.  =  _^'  tg;^„,  —  "'^'-  tg7„^i  —  A#„. 

Hierin  sind  (7,,^  und  (?,„^i  die  Spannungen  in  zwei  in  dem  Knotenpunkt  m 
zusammenstossendeu  Stäben,  y^^  und  y„,  +  i  die  von  der  Wagerechten 
durch  das  linke  Stabende  aus  nach  unten  positiv  gezählten  Neigungs- 
winkel dieser  Stäbe,  und  AO-,,,  die  Änderung  des  von  ihnen  einge- 
schlossenen Winkels. 

Als  Stdbzug  mit  gelenJcartigen  Knotenpunkten  kann  man  nun  jeden 
Linienzug  auffassen,  der  aus  Fachwerkstäben  zusammengesetzt  ist  und 
ein  Fachwerk  durchläuft,  also  z.  B.  jede  Fachwerkgurtung.  Bei  dieser 
Auffassung  sind  die  Spannungen  a  durch  die  Spannkräfte  in  den  Stä- 
ben, die  Winkeländerungen  Ad^  aber  durch  die  Ändeningen  von  Drei- 
eckswinkeln o:^,  «2,  «3  bestimmt.  Letztere  sind  gegeben  durch  Glei- 
chungen von  der  Form 

(65)  EAui  =  (ö^  —  (j.^)  cotgKg  +  ((Ti  —  ög)  cotgao. 

Für  einen  hiegungsfesten  Stahzug  werden  die  Spannungen  6  aus 
<:len  Längskräften  gefunden.  Die  Winkeländerung  A#„,  ergiebt  sich 
aus   den   Momenten   3f„,_i,  iV/„,,  ^4i  +  i   ^^'^  Hilfe   der  Beziehung ^^^): 

(66)  A^„,  ==  ^^^  (Jf_,  +  2 il/J  +  ^^^  r2M^  -f  M^^^X 

Für  einfach  gekrümmte  biegungsfeste  Stäbe  entwickelt  H.  Müller- 
Breslau  aus  der  Differentialgleichung  der  Biegungslinie  (Gleichung 
(63))  das  elastische  Gewicht  für  die  Längeneinheit  der  Projektion  auf 


105)  H  Müller-Breskiu,  Beitrag  zur  Theorie  der  ebenen  elastischen  Träger, 
Zeitschr.  des  Arch.-  u.  In^f. -Vereins  zu  Hannover  34  (1888),  p.  60.^  und  Die  gra- 
phische Statik  der  Baukonstruktionen,  Bd.  2,  Abt.  2,  Leipzig  1908,  p.  479. 
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die  X-Axe  unter  Berücksichtiguug  einer  Temperaturänderung  nach 
Gleichung  (42cj: 

(67)  ^  =  (iS  +  *  t')  -'  'P  +  L [{-^F  +  *'«)  's "] 

An  Stelle  der  verteilten  Belastung  z  werden  oft  zweckmässiger  Einzel- 
lasten eingeführt,  welche  in  den  Punkten  angreifen,  deren  Durch- 
biegung gesucht  wird.  Es  ergiebt  sich  dann  das  der  Biegungslinie 
einbeschriebene  Polygon,  dessen  Ecken  auf  Parallelen  zu  der  Verschie- 
bungsrichtung durch  die  genannten  Punkte  liegen. 

B.  Lancl^^^)  führt  die  Biegungslinie  der  Gurtung  eines  Fachwerks 
auf  die  Verschiebung  einer  GliederheUe  aus  starren  Seheihen  zurück, 
welche  mit  den  Knotenpunkten  der  Gurtung  verbunden  ein  gedachtes 
Fachwerk  bildet.  Die  Änderungen  der  Stablängen  und  der  Rand- 
winkel der  Gurtung  seien  bekannt.  Dann  wird  die  Form  des  ge- 
dachten Fachwerks  so  bestimmt,  dass  die  Längenänderungen  der 
Gurtungsstäbe  allein  in  ihm  Änderuugen  der  Randwinkel  hervorrufen, 
welche  gerade  die  vorgegebenen  Werte  annehmen.  Die  Biegungslinie 
wird  dann  als  Seillinie  zu  elastischen  Gewichten  gewonnen,  welche 
in  den  Gelenken  der  Gliederkette  angreifen  und  durch  Winkeländerungen 
allein  bestimmt  sind.  Dasselbe  Ergebnis,  nämlich  eine  Formel  für 
das  elastische  Gewicht,  welche  von  den  Längenänderungen  der  Stäbe, 
also  auch  vom  Koordinatensystem  unabhängig  ist,  erreicht  H.  Müller- 
Breslau  durch  Einführung  stellveHretender  starrer  Stabzüge.  Sein  Ver- 
fahren unterscheidet  sich  von  dem  Lands  dadurch,  dass  der  Stabzug 
seine  Gestalt  in  allen  Belastungsfällen  beibehält,  während  die  Glieder- 
kette diese  mit  wechselnder  Belastung  ändert. 

29,  Die  Biegungslinie  als  Einflusslinie  einer  elastischen  Form- 
änderung. Die  senkrechte  elastische  Verschiebung  eines  Balkens  auf 
zwei  Stützen  in  dem  Punkte  ni  infolge  veränderlicher  Belastung  ge- 
winnt 0.  MoJir^)  auf  folgendem  Wege.  Bezeichnet  Ö^.  die  senkrechte 
elastische  Verschiebung  des  Punktes  in,  welche  durch  die  Last  P,.  im 
Punkte  i  hervorgerufen  wird,  dann  ist  nach  dem  Superpositionsgesetz 
die  durch  die  Einzellasten  P^,  P^  .  .  .  P^  erzeugte  senkrechte  Ver- 
schiebung  des  Punktes  tn: 


Bezeichnet    ferner    d^„^    die    senkrechte    elastische    Verschiebung    des 


106)  JB.  Land,   Anhang   zu:    Kinematische  Theorie    der  statisch  bestimmten 
Träger,  Zeitschr.  des  österr.  Ing.-  u.  Arch.-Vereins  40  (1888),  p.  162. 

Encyklop.  d.  math.  Wissensch.     IV  2,    ii.  33 
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Punktes  i,  welche  durch  die  Einzellast  Q^^  im  Punkte  m  hervorge- 
rufen wird,  so  ist  nach  dem  J5e#ischen  Theorem 

Q  d   ■  =  Pd.    . 
Mithin  folgt  die  Gleichung: 

m  ^rn  =     g'^   [Pl^l.n  +  ^Arr.  +  '  '  '  +  PnKJ- 

Auf  Grund  dieser  Gleichung  deutet  0.  Molir  die  Biegungslinie  der 
belasteten  Gurtung  bzw.  der  Axe  eines  Balkens  auf  zwei  Stützen  für 
den  Belastungszustand  Q^  als  Eiuflusslinie  für  die  Durchbiegung  im 
Punkte  m.  Dieser  Deutung  kommt  allgemeinere  Geltung  zu.  Ein  Bei- 
spiel dessen  hat  0.  Molir^^)  schon  früher  in  dem  Verfahren  gegeben, 
welches  er  zur  Bestimmung  der  Längenänderung  der  Bogensehne  in- 
folge senkrechter  Einzellasten,  und  zwar  des  durch  die  Biegungsmo- 
mente allein  erzeugten  Teiles  angewendet  hat.  Er  gewinnt  den  Ein- 
fluss  einer  Einzellast   auf  die   gesuchte  Längenänderung   als  Ordinate 

der  zu  der  Belastung  z  =  '^-  (r  ist  der  Trägheitsradius  des  Quer- 
schnitts, y  die  Ordinate  des  Bogens,  bezogen  auf  die  durch  die  Kämpfer 
bestimmte  Sehne)  mit  der  Polweite  1  gezeichneten  Seilkurve.  0.  Mohr 
kommt  allerdings  auf  anderem  Wege  zu  diesem  A'erfahren,  deutet 
auch  die  Seilkurve  nicht  als  Biegungslinie. 

30.  Vollständige  Darstellung  der  Formänderung  eines  Fach- 
werks  durch  den  Verscliiebungsplan  'Williots.  Eine  vollkommene 
Lösung  des  Formänderung sprohlems  kann  man  mit  den  bisher  behan- 
delten Verfahren  nur  dadurch  erreichen,  dass  man  die  totalen  Ver- 
schiebungen der  Knotenpunkte  eines  Fachwerks  aus  ihren  Kompo- 
nenten in  zwei  Richtungen  bei  ebenen  und  in  drei  Richtungen  bei 
räumlichen  Systemen  zusammensetzt.  Dieser  Weg  ist  auch  nicht  un- 
zweckmässig, wenn  es  sich  um  die  totalen  Verschiebungen  einzelner 
Knotenpunkte  handelt.  Eine  unmittelbare  Darstellung  der  Gesamtver- 
schiebungen aller  Knotenpunkte  eines  Fachwerks  gewinnt  man  durch 
Zeichnung  eines  Versckiehnngsplanes.  Im  übrigen  ist  der  Verschiebuugs- 
plan  zuweilen  auch  dann  mit  Vorteil  zu  verwenden .  wenn  nur  ein- 
zelne Verschiebungen  zu  ermitteln  sind. 

Der  Verschiebungsplan  eines  FacliicerJxS  wird  immer  in  zwei  Schritten 
gezeichnet.  Der  erste  Schritt  beruht  auf  der  Grundlage,  welche  von 
Williot^^'')  durch  Lösung  folgender  Aufgabe  gegeben  ist:  „Die  Ver- 
schiebung eines  Punktes  c  zu  bestimmen,    welcher    mit   den  Punkten 


107)   WilUot,  Notations  pratiques   sur  la  statique  graphique,   Publicatious 
ecientifiques  industrielles  1877. 
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(i  iiud  b  durcli  je  eiiu-n  Stab  verbunden  ist,  wenn  die  Verschiebungen 
der  Punkte  a  und  h  sowie  die  Längenänderunf]fen  der  Stäbe  ac  und  hc 
gegeben  sind."  Von  einem  Punkte  0  aus  seien  die  Strecken  Oa'  und 
Oh'  aufgetragen,  Avelcbe  nach  Grösse,  Richtung  und  Sinn  die  Verschie- 
bungen der  Punkte  a  und  h  darstellen,  dann  werden  in  a'  und  //  die 
Läugenänderungen  der  Stäbe  ac  und  hc  unter  Berücksichtigung  iiirer 
Vorzeichen  durch  die  Richtung  angefügt,  und  in  den  Endpunkten 
Lote  errichtet,  welche  sich  im  Punkte  c  sclineiden.  Der  Polstrahl  Oc 
giebt  dann  die  Verschiebung  des  Punktes  C  nach  Grösse,  Richtung 
und  Sinn  an.  Die  Konstruktion  setzt  verschwindend  kleine  Verschie- 
bungen voraus.  Durch  AViederholung  dieses  Verfahrens  stellt  Wüliot 
die  Verschiebungen  der  Knotenpunkte  eines  ebenen  Fachwerks  ein- 
fachster Art  dar,  indem  er  einen  Knotenpunkt  und  die  Richtung  eines 
der  beiden  austossenden  Stäbe  des  Ausgaugsdreiecks  als  festliegend 
annimmt.  Die  so  entstandene  Figur  heisst  der  Verschiebungsplan  des 
Fachwerks. 

Die  entsprechende  Aufgabe  für  den  Raum:  „Die  Verschiebung 
eines  Punktes  d  zu  bestimmen,  welcher  au  die  Punkte  a,  h,  c  durch 
drei  Stäbe  angeschlossen  ist,  wenn  die  Verschiebungen  dieser  Punkte 
und  die  Längenänderungeu  der  Stäbe  ad,  hd,  cd  gegeben  sind,  löst 
H.  Müller-Breslau^'')  in  Anlehnung  an  das  Verfahren  WillioU.  Die 
Projektionen  der  Verschiebungen  der  drei  Punkte  a,  h,  d  auf  eine 
durch  sie  gelegte  Grundrissebene  sind,  da  sie  verschwindend  kleine 
Grössen  sind,  unabhängig  von  den  Verschiebungen  rechtwinklig  zur 
Grundrissebene.  Sie  können  daher  nach  dem  Verfahren  Williots  dar- 
gestellt werden.  Es  ergiebt  sich  in  O'd'  die  Projektion  der  Verschie- 
bung des  Punktes  (/.  Durch  den  Stab  cd  wird  nun  rechtwinklig  zur 
Grundrissebene  eine  Aufrissebene  gelegt,  in  ihr  vom  Pole  0"  aus  die 
Projektion  der  gegebenen  Verschiebung  des  Punktes  c  durch  den 
Strahl  0"c"  dargestellt,  in  c"  die  Längenänderunng  des  Stabes  cd 
angefügt  und  im  Endpunkt  das  Lot  errichtet,  welches  in  Verbindung 
mit  der  in  die  Aufrissebene  übertragenen  Projektion  O'd'  den  Punkt 
d"  bestimmt.  0"d"  giebt  die  Projektion  der  gesuchten  Verschiebung 
des  Pimktes  d  auf  die  Aufrissebene  an.  Durch  Wiederholung  dieses 
Verfahrens  kann  man  den  Verschiehungsplan  eines  räumlichen  Fach- 
werJcs  einfachster  Art  ausgehend  von  einer  Figur,  deren  Lage  durch 
Annahmen  bestimmt  ist,  oder  von  drei  festen  Punkten  zeichneu. 

H.  Müller-Breslau  ^^^)  erweitert  für  ebene  Systeme  das  Anwenduugs- 

108)  H.  Müller-Breslau,  Die  graphische  Statik  der  Baukonstruktionen,  Bd.  2, 
Abt.  1,  Leipzig  1892,  p.  68  flf. 
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gebiet  des  WillioUohen  Verfahrens,  indem  er  zeigt,  wie  in  dem  häufig 
vorkommenden  Falle  von  Scheibengebilden  zu  verfahren  ist,  welche  in- 
sofern eine  ähnliche  Gliederung  aufweisen,  wie  die  Fachwerke  ein- 
fachster Art,  als  man  sie  in  derselben  Weise  aus  Scheiben  zusammen- 
setzen kann,  Avie  jene  aus  Stäben.  Die  einzelnen  Scheiben  gehorchen 
dem  Bildungsgesetz  des  einfachen  Fachwerks.  Man  kann  sie  ersetzen 
durch  eine  .stabile  Anordnung  fingierter  Stäbe  zwischen  den  Punkten, 
in  welchen  die  Scheiben  untereinander  verbunden  sind,  und  erhält 
dann  statt  des  Scheibengebildes  ein  fingiertes  Fachwerk  einfachster 
Art.  Es  ist  also  nur  erforderlich,  durch  einen  besonderen  Verschie- 
bungsplan für  jede  Scheibe  die  Längenänderungen  der  Sehnen  zu  be- 
stimmen, in  welche  die  fingierten  Stäbe  eingefügt  sind. 

Ein  nach  dem  bisher  beschriebeneu  Verfahren  gezeichneter  A"er- 
schiebungsplan  wird  nun  im  allgemeinen  infolge  der  über  die  Lage 
des  Fachwerks  getrofi'eneu  drei  Voraussetzungen  die  ffegebenen  Auf- 
lagerbedingungen  nicht  oder  nur  zum  Teil  erfüllen.  Der  ziveite  Schritt 
bei  Zeichnung  eines  Verschiebungsplanes  besteht  dann  darin,  diese 
Bedingungen  zu  erfüllen.  Man  lässt  die  Voraussetzungen,  welche  den 
Auf  lagerbedingungen  nicht  entsprechen,  wieder  fallen.  Damit  geht 
das  System  in  eine  kinematische  Kette  mit  einer,  zwei  oder  drei  Be- 
wegungsfreiheiten über.  Es  kann  durch  eine  zwangläufige  Beweonins: 
in  die  durch  die  Auflagerbedingungen  gegebene  Lage  zurückgeführt 
werden.  Den  Verschiebungsplan  dieser  Bewegung  des  nunmehr  starren 
Systems,  deren  Wesen  bereits  von  S]iibmsl;y^^^)  besprochen  ist,  hat 
zuerst  0.  Mohr"'^)  gezeichnet.  Er  stellt  die  Verschiebungen  durch  Pol- 
strahlen m"P  gemäss  des  in  Nr.  22  besprochenen  Verfahrens  dar. 
Es  bilden  dann  nach  dem  dort  Gesagten  die  Punkte  m"  jeder  starren 
Scheibe  eine  der  Scheibe  ähnliche,  um  90°  gedrehte  Figur.  Der 
zweite  Verschiebungsplan  ist  also  durch  di-ei  Verschiebungskompo- 
nenten bestimmt,  er  kann  gezeichnet  werden,  sobald  ausser  dem  Pol 
ein  Punkt  und  eine  Gerade  als  geometrischer  Ort  eines  zweiten 
Punktes  der  ähnlichen  Figur  gefunden  sind.  Die  durch  die  Auflager- 
bedingungen  und  die  Längenänderungen  der  Stäbe  bestimmten  totalen 
Verschiebungen  der  Knotenpunkte  sind  durch  die  Vektoren  m"  m' 
nach  Grösse,  Richtung  und  Sinn  gegeben. 

O.Mohr"'^)  behandelt  so  den  Ballen  auf  zicei  Stützen  und  den  Drei- 
gelenkbogen.   Bei  ersterem  wird  in  beiden  Verschiebungsplänen  das  feste 


109)  Skihinsky,  Das  Deformationspolygon  und  desseu  Anwendung  zur  gra- 
phischen Berechnung  statisch  unbestimmter  Fachwerke,  Zeitschr.  d.  österr.  Ing.- 
u.  Arch.-Vereins  35  (1883),  p.  23. 
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Auflager  festgehaltei].  Aus  «leni  ersten  Verschiebungsplan  ergiebt  sich 
für  das  bewegliche  Auflager  eine  gewisse  Verschiebung  Oh'.  Die  Bahn 
des  beweglichen  Auflagers  bestimmt  die  Richtung  ?/'//  und  damit 
den  zweiten  Verschiebungsplan.  Bei  dem  Dreigelenkbogen  wird  die 
Verbindung  im  Mittelgelenk  c  gelöst  und  für  jede  Scheibe  ein  beson- 
derer erster  Verschiebungsplan  gezeichnet.  Durch  den  zweiten  Ver- 
schiebungsplan Avird  die  Verbindung  im  Mittelgelenk  wieder  herge- 
stellt. Dieser  stellt  also  eine  Drehung  jeder  Scheibe  um  das  Kämpfer- 
gelenk dar  und  ist  durch  die  Bedingung  bestimmt,  dass  die  Punkte  c 
jeder  Scheibe  gleiche  totale  Verschiebungen  erfahren  müssen. 

H.  Müücr-Brcslau'^^^ }  stellt  die  Verschiebungspläne  einiger  aus 
Scheiben  und  Stäben  zusammengesetzter,  mehrfach  gestützter  Systeme 
von  statisch  bestimmter  Anordnung  dar.  Der  erste  Plan  wird  auf 
gewöhnliche  Weise  gezeichnet.  Zur  Gewinnung  des  zweiten  Planes 
bedient  er  sich  der  kinematischen  Methoden  der  Polbestimmung  oder 
des  Geschwindigkeitsplanes  F'.  Diese  Methoden  liefern  die  Ver- 
schiebungsrichtungen eines  oder  mehrerer  Punkte,  während  aus  dem 
ersten  Verschiebungsplan  und  den  Auflagerbedingungen  eine  Gerade 
als  geometrischer  Ort  für  einen  der  Punkte  m"  befunden  wird.  Das- 
selbe  Verfahren  verwendet  H.  Müller-Breslau  bei  solchen  Fachwerken, 
welche  dem  Bildungsgesetz  der  Fachwerke  einfachster  Art  nicht  ent- 
sprechen. Er  beseitigt  einen  oder  mehrere  Stäbe,  zeichnet  einen  Plan 
nach  Williot,  indem  er  die  hierzu  erforderlichen  Annahmen  macht, 
und  erfüllt  die  den  beseitigten  Stäben  entsprechenden  Bedingungen 
durch  eine  zwangläufige  Bewegung  der  kinematischen  Kette,  in  welche 
das  Fachwerk  nach  Wegfall  der  zum  Ersatz  der  beseitigten  Stäbe 
getrofi'enen  Annahmen  übergeht.  Einen  immer,  auch  in  den  schwie- 
rigsten Fällen  zum  Ziele  führenden  Weg  bietet  das  Ersatzsfabverfahren. 
Besonders  geeignet  ist  es  bei  räumlichen  Fachwerken  der  genannten 
Art.^®)  Es  wird  in  analoger  Weise  durchgeführt,  wie  in  den  in  Nr.  22 
besprochenen  Fällen  zur  Darstellung  des  Geschwindigkeitsplanes  einer 
kinematischen  Kette.  Nur  tritt  an  Stelle  der  freien  Geschwindigkeit 
der  letzteren  noch  ein  Ersatzstab. 

31.  Darstellung  der  Formänderungen  nach  dem  Stabzugver- 
faliren.  Eine  vollständige  Darstellung  der  Verschiebungen  der  Knoten- 
punkte eines  Stabzuges  gewinnt  H.  Müller- Breslau  ^^'°)  unter  der 
Voraussetzung,  dass  alle  Kräfte  P  in  den  Knotenpimkten  angreifen, 
auf  folgendem  Wege.  Er  nimmt  die  Richtung  und  einen  Punkt  einer 
Stabaxe  als  festliegend  an  —  und  zwar  aus  Gründen  der  Zweckmässig- 
keit meist  einen  Auflagerpunkt  und  die  Richtung  des  anstossenden 
Stabes  —  dann   drehen   sich   alle   anderen   Stäbe   um  Winkel  ip,   für 
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welche  die  Beziehung  gilt: 

^m-1  i^*  der  Winkel  zwischen  den. Stäben  m — 1  und  m.  Wird  nun 
die  Verschiebimg  des  Punktes  m  —  1  in  einem  Verschiebungsplan 
durch  den  Polstrabi  Pm  —  1'  nach  Grösse,  Richtung  und  Sinn  dar- 
gestellt, so  wird  die  Längenänderung  As^  des  Stabes  m  im  Punkte 
m  —  1'  unter  Berücksichtigung  ihres  Vorzeichens  durch  die  Richtung 
angefügt,  im  Endpunkt  ein  Lot  errichtet  und  auf  diesem  durch  Ab- 
tragen der  Strecke 

der  Punkt  m'  bestimmt.  Der  Strahl  Fni  stellt  die  Verschiebunor  des 
Punktes  m  nach  Grösse,  Richtung  und  Sinn  dar.  Die  Wiederholung 
dieses  Verfahrens  führt  schrittweise  zur  Lösung  der  Aufgabe,  die  Kno- 
tenpunktverschiebungen des  ganzen  Stabzuges  zu  finden.  Ebenso  ver- 
fährt B.  Land"'^). 

Wird  der  Stabzug  in  Wirklichkeit  in  anderer  Weise  gestützt, 
als  bei  Zeichnung  des  Verschiebungsplanes  angenommen  ist,  so  ist 
noch  eine  Drehung  des  stan-en  Stabzuges  erforderlich,  um  die  Auf- 
lagerbedingungen wiederherzustellen.  Diese  Bewegung  wird  in  der 
von  0.  Mohr  (vgl.  Xr.  30)  angegebenen  Weise  dargestellt. 

Die  Anwendung  des  Stabzugverfahi-ens  setzt  ausser  den  Längen- 
änderungen As  der  Stäbe  die  Kenntnis  der  Winkeländerungen  A^,„ 
voraus.  Für  einen  Stahzug  mit  gelenliartigen  Knoten  sind  diese  aus 
den  Änderungen  der  Dreieckswinkel  des  Fachwerks  mit  Hilfe  der 
Gleichungen  (65)  zu  berechnen.  Die  Werte  q  können  dann  auf  gra- 
phischem Wege  ermittelt  werden,  indem  man  nach  den  Knotenpunkt- 
verschiebimgen  des  Stabzuges  unter  der  Annahme  fragt,  dass  die 
Längenänderungen  der  Stäbe  verschwinden.  Der  Verschiebungsplan 
besteht  dann  aus  einem  Linienzug,  dessen  Seiten  mit  den  entsprechen- 
den Seiten  des  Stabzuges  rechte  Winkel  einschliessen  und  dessen 
Eckpunkte  auf  Parallelen  liegen,  die  durch  die  Knickpunkte  eines 
zu  den  Gewichten  A^  mit  der  Polweite  1  gezogen enen  Scilpoly- 
gones  bestimmt  sind.  Die  Winkeländerung  eines  bicgungsfvsten  Stah- 
miges  wird  nach  Gleichung  (66)  berechnet.  Die  Ermittelung  der 
Werte  p  kann  ebenfalls  durch  ein  graphisches  Verfahren  erfolgen, 
welches  sich  des  Seilpolygones  der  als  Belastungsfiächen  aufgefassten 
Momentenfiächen  für  den  gestreckten  Stabzug  l)edient  und  die  q  als 
Differenzen  zweier  aufeinanderfolgender  Ordinaten  dieses  Seilpolvgons 
liefert. 

Das  Stabzuo'verfahren    leistet   für   das   Fachwerk  im  wesentlichen 


32.  Lösung  lies  Formänderungsproblems  mit  Hilfe  der  Elastizitätsellipae.     505 

dasselbe,  wie  der  Verschiebungsplau  Williota.  Es  giebt  übersichtlichere 
Figuren  und  verdient  namentlich  dann  den  Vorzug,  wenn  sich  die  den 
Punkt;»'  nach  Williot  l)estimmenden  Lote  unter  spitzem  Winkel  schnei- 
den. Das  Stabzugverfahren  wird  ferner  mit  Vorteil  verwendet,  wenn  aus 
einer  gegebenen  Biegungslinie  und  der  bekannten  Verschiebung  irgend- 
eines Knotenpunktes  die  totalen  Verschiebungen  der  Knotenpunkte 
zu  bestimmen  sind.  Man  kann  dann  ausgehend  von  diesem  Knoten- 
punkt einen  Verschiebungsplan  zeichnen,  dessen  Punkte  m  auf  einer 
durch  die  Biegungslinie  bestimmten  Schar  von  Parallelen  liegt.  Hierzu 
sind  nur  die  Längenänderungen  As  erforderlich.  Besonders  übersicht- 
lich wird  diese  Darstellung  der  totalen  Verschiebungen,  wenn  alle 
As  verschwinden,  weil  dann  der  Verschiebungsplan  aus  einem  Linien- 
zug besteht,  dessen  Seiten  rechtwinklig  zu  den  entsprechenden  Seiten 
des  Stabzuges  gerichtet  sind.  Das  kann  durch  einen  stellvertretenden 
Stabzug  starrer  Stäbe  der  in  Nr.  28  besprochenen  Art  erreicht  werden. 
Die  Längenändcrnng  der  Sehne  zwischen  zwei  beliebigen  Knoten- 
punkten eines  Stabzuges  ist  bestimmt  durch  die  Gleichung: 

n  —  X  n 

^^=2  y^AK  +   2  ^-^rn  COS  (p^, 
i  1 

in  welcher  t/,,,    den   Abstand    des   Knotenspunktes  7n    von    der    Sehne 
und  tp^  den  Neigungswinkel  des  Stabes  m  gegen  diese  bezeichnen. 

32.  Lösung  des  Formänderungsproblems  mit  Hilfe  der  Elasti- 
zitätsellipse. Eine  Lösung  des  Formänderungsproblems,  welche  von 
allen  bi.sher  besprochenen  Methoden  grundsätzlich  abweicht,  gewinnt 
W.  Bitter^^^)  aus  der  Cidmannsahen  Theorie  der  Zentralellipse.  Wäh- 
i-end  nämlich  bei  jenen  Methoden  die  Lösung  des  Spunnungsproblems 
vorausgesetzt  werden  muss,  bestimmt  W.  Bitter  die  elastischen  Form- 
änderungen unmittelbar  aus  den  Stabquerschnitten  und  den  äusseren 
Kräften.  Sein  Verfahren  ist  daher  besonders  geeignet,  den  Einfluss 
veränderlicher  Belastung  auf  die  elastischen  Verschiebungen  einzelner 
Punkte  darzustellen. 

Zur  Entwicklung  des  Verfahrens  für  den  steifen  Stab  betrachtet 
W.  Ritter  ein  von  zwei  benachbarten  Querschnitten  begrenztes  Element 
von  der  Länge  ds,  auf  welches  eine  Normalkraft  P  und  eine  Querki-afi 
Q  wirken.  Beide  Kräfte  liegen  in  der  durch  die  Stabaxe  und  eine  Haupt- 
axe  der  Zentralellipse  des  Querschnitts  bestimmten  Ebene,  ihre  Resultante 
sei  R.    Nach  der  Theorie  Ctdmauns  dreht  dann  die  Kraft  P  den  einen 


110)   W.  Ritter,  Der  elastische  Bogen,  Zürich  1886,  uud   Anwendungen  der 
graphischen  Statik,  T.  1  und  2,  Zürich  1888^1890. 
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Querschnitt  des  Balkenelementes  gegen  den  anderen  um  die  Antipolare 
ihres  Angriffspunktes  A  in  bezug  auf  die  Zentralellipse.  Die  Querkraft  Q 
verschiebt  die  Querschnitte  parallel  gegeneinander.  Mithin  ergiebt  sich 
als  Gesamtverschiebung  eine  Drehung  des  einen  Querschnitts  gegen  den 
anderen  um  eine  ausserhalb  des  Querschnitts  liegende  und  zu  der  ge- 
nannten Antipolaren  parallele  Axe.  Ihr  Schnittpunkt  mit  der  Ebene 
der  Kraftlinie  und  Stabaxe  ist  der  Antipol  der  Resultante  R  in  bezug 
auf  eine  Ellipse,  deren  Mittelpunkt  im  Schwerpunkt  des  Balkenele- 
mentes liegt,  deren  kleine  Axe  mit  der  in  die  Kraftebene  fallenden 
Axe  der  Zentralellipse  identisch  ist,  und  deren  grosse  Axe  sich  zur 
kleinen  verhält  wie  ]/xjK  :  YG  {y.  ist  der  Koeffizient  der  Schubspan- 
nung gemäss  Gleichung  (42b).  Diese  Ellipse  wird  Elasfizitätsellipsi 
des  Stahelementes  genannt. 

Von  der  elastischen  Formänderung  des  einzelnen  Stabelementes 
geht  W.  Ritter  zu  derjenigen  des  ganzen  Stabes  über,  indem  er  zu- 
nächst die  Annahme  macht,  dass  nur  ein  Stabelement  elastisch  sei. 
Dann  gilt  die  oben  entwickelte  Beziehung  offenbar  auch  für  die 
ceeo-enseitisre  Verschiebuno;  der  beiden  Stabteile,  welche  durch  das 
elastische  Stabelement  getrennt  werden.  Ein  Stabteil  dreht  sich  also 
gegen  den  andern  um  den  Antipol  der  Resultierenden  jR  in  bezug 
auf  die  Elastizitätsellipse.  Die  Grösse  des  Drehungswinkels  ist  nach 
dem  Eiüers,ch.Qw  Ansatz  gegeben  durch 

d^  =  R.v  1,'j, 

wenn  r  den  Abstand  des  Schwerpunktes  des  Stahelementes  von  der 
Resultierenden  R  bezeichnet.  Hieraus  folgt  für  die  relative  Verschie- 
buno- eines  Punktes  A  des  einen  Stabteiles  in  der  Richtung  einer 
beliebigen  Axe  X  gegenüber  dem  anderen  Stabteil  der  Wert 

dx  =  Rr  •  d  ■  -^rr-r'' 
LJ 

wo  d  der  Abstand  des  Antipoles  der  Resultante  R  in  bezug  auf  die 
Elastizitätsellipse    von    der    durch   den   Punkt  A  gehenden   Parallelen 

zur  Axe  X   ist.     Man    kann    nun   den  Ausdruck  -^  als   Inhalt   einer 

Figur  deuten,  deren  Zentralellipse  mit  der  Elastizitätsellipse  identisch 

ds 
ist.    Dann  ist  r  •  d  ■  yj  das  Zentrifugalmoment  dieser  Figur  in  bezug 

auf  die  Richtungslinie  von  R  und  die  Parallele  zur  Axe  X  durch  den 

Punkt  A.    W.  Ritter  bezeichnet  den  Wert   „  *     kurz  als  das  „Gewicht'' 

des  Stabelementes.  Für  ein  endlicJies  elastisches  StiicJi  AB  eines  Stabe« 
erhält  man  somit  die  gegenseitige  Drehung  der  Querschnitte  A  und  B 
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und  der  jenseits  dieser  liegenden  nicht  deformierten  Stabenden  sowie 
die  relative  Verschiebung  eines  Punktes  auf  einer  Seite  des  Stückes 
AB  gegen  den  auf  der  anderen  Seite  liegenden  Stabteil  durch  Sum- 
niierung  der  einem  Stabelement  entsprechenden  Winkel  d  (p  und  Ver- 
schiebungen 8x  über  das  Stück  AB.  Diese  Summierung  erfolgt  durch 
Vereinigung  aller  „Gewichte''  mit  ihren  Zentralellipsen  zu  einem  „Ge- 
samtgewicht" mit  der  zugehcirigen  Ellipse  nach  den  Gesetzen  der 
Theorie  der  Trägheitsellipse.  Die  so  gewonnene  Ellipse  ist  die  Ela- 
st izitätseUipse  des  Stahstückes  AB.  W.  Ritter  formuliert  das  Resul- 
tat in  dem  Satz:    „Belastet   man    die  Schwerpunkte  der  Stabelemente 

mit  den  Gewichten    ,  *  ,  weist  ihnen  ihre  Elastizitätsellipsen  als  Zen- 

tralellipsen  zu  und  vereinigt  sämtliche  Ellipsen  zu  einer  Gesamtellipse, 
so  vollzieht  das  eine  Stabende  gegenüber  dem  anderen  eine  Drehung 
um  den  Antipol  der  äusseren  Kraft  hinsichtlich  der  Gesamtellipse. 
Der  Drehungswinkel  ist  gleich  der  Kraft  mal  dem  auf  die  Kraftrich- 
tung bezogenen  statischen  Moment  des  Gesamtgewichtes,  und  die  Ver- 
schiebung des  einen  Stabendes  längs  einer  beliebigen  Axe  ist  gleich 
der  Kraft  mal  dem  auf  die  Kraftrichtung  und  diese  Axe  bezogenen 
Zentrifugalmomente  des  Gesamtgewichtes." 

Aus  diesem  Satz  folgen  einige  besondere  Beziehungen: 

„Steht  ein  Stab  unter  dem  Einfluss  eines  Kräftepaares,  so  dreht 
sich  ein  Stabende  gegen  das  andere  um  den  Mittelpunkt  der  Elasti- 
zitätsellipse." 

„Geht  die  Resultante  R  durch  den  Mittelpunkt  der  Ellipse,  so 
vollzieht  ein  Stabende  gegen  das  andere  eine  Parallelbewegung  senk- 
recht zu  dem  der  Kraftlinie  konjugierten  Durchmesser." 

„Dreht  sich  die  Kraft  R  um  ihren  Angriffspunkt,  so  ist  die  re- 
lative Bahn  des  Endpunktes  A  des  belasteten  Stabteiles  sowie  aller 
mit  A  starr  verbundeneu  Punkte  gegenüber  dem  Stabteil  jenseits  B 
eine  Ellipse.  Die  beiden  Kraftrichtungen,  welche  die  grösste  und 
kleinste  Verschiebung  hervorrufen,  stehen  senkrecht  aufeinander." 

Analoge  Überleguno-en,  wie  für  den  steifen  Stab,  führen  auch  für 
das  Fachwerk  zur  Einführung  einer  Elastizitätsellipse.  Verändert  in 
einem  Fachwerk  nur  ein  Stab  seine  Länge,  so  vollziehen  die  beiden 
durch  den  Stab  getrennten  Fachwerkteile   eine  gegenseitige  Drehung, 

deren  Winkel  d(p=^Rrf^  ist,  und  deren  Mittelpunkt  im  Drehpunkt 
des  Stabes  liegt.  Hier  bezeichnet  h  den  Abstand  des  Stabes  von  sei- 
nem Drehpunkt.  Die  Grösse  A  nennt  W.  Ritter  wieder  das  „Gewicht" 
des  Stabes.    Die  relative  Verschiebung  irgendeines  Punktes  des  einen 
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Fachwerkteiles  gegen  den  anderen  in  der  Richtung  einer  Axe  X  ist 
gleich  der  äusseren  Kraft  mal  dem  Zentrifugalmoment  des  im  Dreh- 
punkt konzentrierten  Gewichtes  p,  bezogen  auf  die  Richtungslinie 
der  Kraft  und  die  Verschiebungsaxe.  Erleiden  mehrere  oder  alle  Stäbe 
eine  elastische  Formänderung,  so  kann  man  die  in  den  Drehpunkten 
der  elastischen  Stäbe  angreifend  gedachten  Gewichte  ,\  zu  einem  Ge- 
samtgewicht mit  der  zugehörigen  Zentralellipse  vereinigen.  Man  er- 
hält in  ihr  die  ElastisitätseTlipse  des  fraglichen  Fachwerkteiles  und 
damit  die  Grundlage  für  die  Übertragung  des  obigen  Satzes  von 
W.  Bitter  auf  das  Fachwerk. 

33,  Der  Einfluss  der  Sehubspannung  auf  die  Durclibiegung 
des  steifen  Stabes.  Die  angreifenden  Kräfte  mögen  in  der  X,  Z-Ebene 
liegen,  welche  eine  Symmetrieebene  des  Stabes  sei.  F.  GrasJwf^^^) 
siebt  für  die  Durchbiegung  den  Wert: 


r 


G 

0 

wenn  t    durch  die  Gleichung  (42  a)  bestimmt  ist. 

W.Bitter'^^^)  berücksichtigt  die  Schubspannung,  indem  er  bei  der 
Darstellung  der  elastischen  Linie  mit  Hilfe  eines  Seilpolygons  nach 
0.  Mohr  das  elastische  Gewicht  jedes  Balkenelementes  nicht  im  Schwer- 
punkt, sondern  im  Antipol  der  angreifenden  Kraft  in  bezug  auf  die 
Elastizitätsellipse  angreifen  lässt.  A.  Casügliano  tut  dies  durch  einen 
entsprechenden  Zusatz  zur  Formänderungsarbeit  (vgl.  Gleichung  (24)). 
A.  Zschetsche^^^)  findet  unter  der  Annahme  einer  mittleren  Schubspan- 
nung nach  Gleichung  (42b)  den  Wert: 

A  '  _  "^^ 
IG 

Die   durch    die  Schubkräfte   erzeugte  Biegungslinie   ist  also  affin  mit 

der   Momentenlinie.     Aus   diesem  Verhältnis   folgert   B.  Larul^^^)   die 

Darstellung    der    Biegungslinie    infolge    der    Schubspannungen    durch 

eine    Seillinie,    welche    zur    gegebenen    Belastung    mit    der    Polweite 

El  =  —  FG  gezogen  wird.     H.  Müll  er- Breslau  ^^^)  berücksichtigt  den 


111)  I.  Grashof,,  Theorie  der  Elastizität  u.  Festigkeit,  Berlin  187f<,  p.  214. 

112)  A.  Zschetsche,  Einfluss  der  Schubkräfte  auf  die  Biegung  einfacher  Voll- 
■wandtrüger,  Zentralblatt  der  Bauverw.  1893,  p.  386. 

113)  B.  Land,  Einfluss  der  Schubkräfte  auf  die  Biegung  statisch  bestimm- 
ter und  die  Berechnung  statisch  unbestimmter  gerader  voUwandiger  Träger, 
Zeitschr.  f.  Bauwesen  44  (1894),  p.  611. 

114)  H.  3InUer-Breslau,  Die  graphische  Statik  der  Baukonstruktionen,  Bd.  2, 
Abt.  2,  Leipzig  1908,  p.  16  u.  479. 


fV,n  =  -^ 


EJ'^r^m+lQm  +  l  "-mQn 
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Einfluss  der  Schubspannungen  durch  das  zusätzliche  elastische  Grewicht 

F  '        F       \' 

Hierbei  ist  die  Polweite  H  =  EJ^  aiigenommeu.  Ferner  giebt  er 
Formeln,  welche  die  Werte  q  des  Stabzugverfahrens  infolge  der  Schub- 
spannungen ausdrückeu. 

V.  Theorie  der  statisch  unbestimmten  Systeme. 

34.  Allgemeiner  Gang  der  Untersucliung.  Die  Ermittelung  des 
Spannungszustandes  statisch  unbestimmter  Systeme  erfordert  nach  den 
Ausführungen  in  Nr.  14  die  gleichzeitige  Benutzung  der  Gleichungen 
des  Gleichgewichts  sowie  der  Elastizitäts-  und  Auflagerbedingungen. 
Aus  diesen  beiden  Gruppen  sind  eine  Reihe  von  Bcdingiingsgleichungert 
zu  gewinnen,  welche  nur  die  statisch  unbestimmten  Grössen  als  Un- 
bekannte enthalten  und  deren  Berechnung  ermöglichen.  Ist  dies  ge- 
schehen, dann  können  alle  statischen  Aufgaben  mit  Hilfe  der  Gleich- 
gewichtsbedinguugen  allein  gelöst  werden,  die  weitere  Behandlung 
deckt  sich  also  mit  der  statisch  bestimmter  Systeme. 

Die  Bedingungsgleichungen  für  die  statisch  unbestimmten  Grössen 
erhält  man  aus  folgender  Erwägung:  Jedes  statisch  bestimmte  Haupt- 
system, welches  man  aus  dem  vorliegenden  statisch  unbestimmten 
System  durch  Beseitigung  der  überzähligen  Konstruktionsteile  bilden 
kann,  muss  unter  dem  Einfluss  der  äusseren  Kräfte  und  der  statisch 
unbestimmten  Grössen  eine  solche  Formänderung  erfahren,  dass  die 
Wege  der  statisch  unbestimmten  Grössen  mit  der  Formänderung  über- 
einstimmen, welche  die  überzähligen  Konstruktionsteile  unter  dem 
Einfluss  der  in  ihnen  wirkenden  statisch  unbestimmten  Grössen  er- 
leiden. Demgemäss  werden  zuerst  die  Gleichgewichtshedingungen  auf- 
gelöst, indem  die  Spannungsgrössen  der  überzähligen  Konstruktious- 
teile  als  unabhängige  Veränderliche  aufgefasst  werden.  Dann  erhält 
man  die  Spannungen  eines  statisch  bestimmten  Hauptsystems  als 
lineare  Funktionen  der  gegebenen  Lasten  und  der  statisch  unbe- 
stimmten Grössen,  und  weiterhin  aus  den  Elastizitäts-  und  Äuflager- 
hedingungen  die  Formänderungen  als  lineare  Funktionen  derselben 
Grössen  sowie  der  Temperaturäuderuugen.  Andererseits  ergeben  sich 
aus  den  Elastizitätshedingungen  die  Formänderungen  der  überzähligen 
Koustruktionsteile  als  lineare  Funktionen  der  in  ihnen  wirkenden 
statisch  unbestimmten  Grössen  und  der  Temperaturänderungeu.  Durch 
Vergleich  dieser  Foi-mänderungen  mit  den  entsprechenden  des  be- 
trachteten statisch   bestimmten  Hauptsystems   erhält   man   schliesslich 
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ebenso  viele  lineare  Bedingungsgleichungeu,  als  statisch  unbestimmte 
Grössen  vorhanden  sind.  Den  beschriebenen  Weg  haben  J.  Cl.  Max- 
tvell  und  Ä.  Castigliano,  letzterer  bei  Anwendung  seines  zweiten  Lehr- 
satzes, eingeschlagen. 

Man  kann  beim  Fachwerk  aber  auch  von  einer  allgemeineren 
Erwägung  ausgehen,  analog  derjenigen,  welche  zur  Aufstellung  der 
Kompatibilitätsbedingungen  für  das  Kontinuum  führt,  indem  man 
nach  den  Bedingungen  fragt,  welche  die  Lüngenändermigen  der  Stäbe 
bzw.  die  mit  ihnen  durch  das  HooJtesche  Gesetz  verbundenen  Spann- 
hräfte  erfüllen  müssen,  damit  der  Zusammenhang  des  Systems  bei 
der  Formänderung  gewahrt  bleibt.  Diese  Bedingungen  hat  0.  Mohr 
aus  dem  Prinzip  der  virtuellenVerrückungen,  F.  Menabrea  und  A.  Casti- 
gliano mit  Hilfe  des  Satzes  von  der  kleinsten  Formänderungsarbeit 
gewonnen.  Sie  ergeben  sich  auch  unmittelbar  aus  den  geometrischen 
bzw.  den  Elastizitätsbedingungen  und  den  Auflagerbedingungen  durch 
Elimination  der  Verschiebungskomponenten.  Letzten  Endes  laufen  alle 
drei  Ableitungen  auf  denselben  Rechnungsgang  hinaus.  In  diesen 
Bedingungen  hat  man  nun  ebenso  viele  lineare  Gleichungen  zwischen 
den  Längenänderungen  der  Stäbe  bzw.  den  Spannkräften,  als  statisch 
unbestimmte  Grössen  vorhanden  sind.  Sie  gehen  unmittelbar  in  die 
gesuchten  Bedingungsgleichungen  über,  wenn  man  in  ihnen  alle  Spann- 
kräfte eliminiert,  deren  Elimination  die  Gleichgewichtsbedingungen 
ermöglichen,  das  sind  die  Spannkräfte  eines  statisch  bestimmten  Haupt- 
systems. 

Indessen,  welchen  Ausgangspunkt  man  auch  wählen  mag,  der 
Rechnungsffancr,  welcher  zur  Aufstellung  der  Bedingungsgleichungen 
für  die  statisch  unbestimmten  Grössen  führt,  ist  im  wesentlichen 
immer  derselbe.  Die  verschiedenen  Methoden  zur  Gewinnung  der  ge- 
suchten Gleichungen  sind  deshalb  in  folgendem  nach  den  prinzipiellen 
Hilfsmitteln  geordnet,  deren  sie  sich  bedienen. 

35.  Herleitung  der  Bedingungsgleichungen  für  die  statisch 
unbestimmten  Grössen  mit  Hilfe  von  Arbeitsgleichungen.  Auf 
diesem  Wege  gab  die  erste  Theorie  zunächst  des  statisch  unbestimmten 
ebenen  Fachwerls  J.  Cl.  Maxwell^^''),  sie  umfasst  aber  ohne  weiteres 
auch  räumliche  Systeme.  Nachdem  r -\- a  —  S/r  imbekannte  Spann- 
kräfte X^,  Xj,  X^,  .  .  .  geeignet  ausgewählt  sind,  d.  h.  so,  dass  die 
übrigen    3/t  —  a- Stäbe    ein    statisch   bestimmtes  Hauptsystem   bilden, 

115)  J.  Cl.  Maxwell,  On  the  calculation  of  the  equilibrium  and  stifihess 
of  frames,  Philos.  Mag.  (4)  '27  (1864\  p.  294  =  ScientiBc  Papers  1,  Cambridge 
1890,  p.  598. 
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gewinnt  er  die  Spannkräfte  der  letzteren  aus  den  Gleichgewichtsbedin- 
gungen in  der  linearen  Form: 

(69)  s  =  s,-^  x^s^  +  x,s,  +  x,,s;  -{-.•• 

Hierin  bedeutet  Sq  die  Spannkraft,  welche  in  einem  Stab  des  statisch 
bestimmten  Huuptsystems  durch  die  äusseren  Kräfte  P  hervorgerufen 
wird,  wenn  alle  statisch  unbestimmten  Grössen  X  verschwinden.  Die 
Koeffizienten  S^,  Sf,  . . .  können  als  Spannkräfte  gedeutet  werden,  welche 
entstehen,  wenn  nacheinander  X^  ^  1,  X^  =  1  .  .  .  als  Last  wirkt,  wäh- 
rend alle  anderen  X  und  ebenso  die  äusseren  Kräfte  P  verschwinden. 
Maxivell  berechnet  nun  aus  seiner  Grundgleichung  (51)  die  gegensei- 
tigen Verschiebungen  d^.  df^  .  .  .  derjenigen  Knotenpunkte  des  statisch 
bestimmten  Hauptsystems,  in  welchen  die  überzähligen  Stäbe  a,b  .  .  . 
angreifen.  Er  erhält  so,  indem  er  As  =  Sq  setzt  und  den  Wert  für 
S  aus  Gleichung  (69)  einführt : 

da=-:ss^As,  d,=-:^s,As,  ... 

Nun  müssen  die  gegenseitigen  Verschiebungen  d^,  ^i,  ■  ■  ■  gleich  den 
Längenänderungen  der  Stäbe  a,h...  infolge  der  Spannkräfte  X^,  Xj  . . . 
sein,  also: 

Damit  ergeben  sich  nach  Ausführung  der  obengenannten  Substitution 
für  die  statisch  unbestimmten  Grössen  die  m  -\-  a  —  3  fc  Bedingungs- 
gleichungen: 

—  ^SqS^q  —  X^^SjQ  —  Xt^^S^Sf,Q  —  X^^S^S^Q---==X^Q, 

(70)  -2S,S,Q  -  X^:SS^S,q-X,:^S,'q-X^^S,S^q--  =  X,q, 

Die  Summen  erstrecken  sich  über  alle  Stäbe  des  gewählten  statisch 
bestimmten  Hauptsysteras.  An  Stelle  überzähliger  Auflager  werden 
fingierte  Auflagerstäbe  eingeführt  und  ihre  Längenänderungen  den 
x\uflafferverschiebuugeu  gleichgesetzt. 

0.  Mohr"^^^)  geht  von  der  Gleichung  (5)  in  der  Form 

2SAs  =  0 

aus,  welche  er  aus  dem  Prinzip  der  virtuellen  Verrückungen  ableitet, 
indem   er  die  äusseren  Kräfte  des  gedachten  Belastungszustandes  ver- 


116)  0.  Mohr,  Beitrag  zur  Theorie  der  Bogenfach-werkträger,  Zeitschr.  des 
Ing.-  u.  Arch.-Vereins  zu  Hannover  -20  (1874),  p.  223  und  Beitrag  zur  Theorie  des 
Fachwerks,  ebd.  20  (1874),  p.  509,  u.  21  (1875)  p.  17,  sowie  Beitrag  zur  Theorie 
des  Fachwerks,  Civilingenieur  31  (1885),  p.  289,  und  Abhandlungen  aus  dem 
Gebiete  der  technischen  Mechanik,  Berlin  1906,  p.  381. 
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schwinden  lässt.  Die  Gleichung  besteht  dann  für  zunächst  noch  will- 
kürliche Läugenänderungen  A.s  und  für  jedes  Gleichgewichtssystem 
der  S,  welches  ohne  Belastung  durch  äussere  Kräfte  möglich  ist,  d.h. 
für  jedes  mögliche  Selbstspannungssystem.  Die  Summation  erstreckt 
sich  über  alle  Fachwerkstäbe  einschliesslich  der  Stützenstäbe,  welche 
den  Betrag  Null  ergeben,  wenn  die  Stützenlage  sich  nicht  ändert, 
oder  dem  Gleichgewichtssystem  S  in  den  Stützenstäben  keine  Spann- 
kräfte entsprechen.  Man  erhält  alle  möglichen  voneinander  unab- 
hängigen Selbstspannungssysteme,  indem  man  nacheinander  einer 
jeden  statisch  unbestimmten  Grösse  den  Wert  1,  allen  anderen  den 
Wert  Null  beilegt.  Daher  ist  die  Anzahl  der  voneinander  unabhän- 
gigen Gleichungen  für  jedes  Formänderungssystem  ebenso  gross  wie 
die  Zahl  der  statisch  unbestimmten  Grössen.  0.  31ohr  fühi-t  nun 
die  wirklichen  Längenänderungen  As  =  Sq  ein,  eliminiert  die  Spann- 
kräfte der  Stäbe  eines  statisch  bestimmten  Hauptsystems  vermittelst 
Gleichungen  von  der  Form  der  Gleichung  (69 )  und  erhält  so  die  Be- 
dingungsgleichungen für  die  statisch  unbestimmten  Grössen  in  einer 
Form,  die  sich  von  den  Gleichungen  (70)  Maxweih  nur  dadurch  un- 
terscheidet, dass  das  Glied  X^p,  X^p  .  .  .  in  dem  Summenausdruck 
X  ^S  ^o,  IL.'^S^Q  .  .  .  mit  enthalten  ist.  Den  Einfluss  der  Ande- 
rung  der  Stahtemperaturen  des  spannungslosen  Aufaugszustandes  be- 
rücksichtigt 0.  Molir,  indem  er  As====  Sq  -\-  sfs  setzt.  Die  Bedingimgs- 
gleiclnmgcn  für  die  statisch  unhestimmteti  Grössen  lauten  dann: 

(71)   \o=2SoS,Q-\-2S,sts-\-X^2S^S,Q  +  X,:^S,'Q-\-X^2S,S^9  +  - 

J.  Gl.  Maxwell  hat  Temperaturänderungen  nicht  berücksichtigt. 
Seine  Grundgleichung  ermöglicht  jedoch  die  Berechnung  ihres  Ein- 
flusses auf  demselben  Wege,  den  Mohr  eingesehlagen  hat. 

Den  gleichen  Dienst  wie  die  Arbeitsgleichung  leistet  in  manchen 
Fällen  das  Verfahren  C.  FränJcels^^'')  (vgl.  Nr.  24-). 

Eine  Erweiterung  erfahren  die  Bedingungsgleichungeu  Maxirelh 
durch  H.  Miiller-Breslau.^^^)    Dieser  bemerkt,  dass  es  zuweilen  zweck- 


117)  C.  Frätikel,  Anwendung  der  Theorie  des  augenblicklichen  Drehpunktes 
auf  die  Bestimmung  der  Formänderung  von  Fachworken,  Civilingenieur  21  (1875), 
p.  515,  und  Ji.  Krohn,  Berechnung  kontinuierlicher  Fachwerkträger  auf  Grund 
der  Deformation  der  einzelnen  Fachwerkstäbe,  Civilingenieur  26  (1880),  p.  583. 

118)  H.  JIüUer-Breslau,  Die  graphische  Statik  der  Baukoustruktionen,  Bd.  2, 
Abs.  2,  Leipzig  1892,  p.  25  ff. 
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massig  ist,  die  überzähligen  Stabkräfte  und  Aiiflagerreaktionen  als 
lineare  Funktionen  anderer  Werte  einzuführen,  welche  dann  ebenfalls 
statisch  unbestimmte  Grössen  X',  X",  X'",  ...  darstellen.  Alle  Spann- 
kräfte S  und  Auf  lagerreaktionen  C  lassen  sich  dann  infolge  des  Super- 
positionsgesetzes auf  die  Form  bringen 

S  =  S.—  S'X'  —  S"X"—S"'X"' , 

(72)  " 

^     •  C=  Co-  C'X'—  C"X"  —C"'X"' . 

Sq  und  6q  bedeuten  die  Spannkräfte  und  Auflagerreaktiouen  des  statisch 
bestimmten  Hauptsystems,  in  welches  das  Fachwerk  übergeht,  sobald 
sämtliche  Grössen  X  verschwinden.  Ferner  sind  S',  S",  S"',  .  .  .  und 
C,  C",  C",  . . .  diejenigen  Werte,  welche  in  dem  statisch  unbestimm- 
ten System  jeweils  den  Spaunungszuständen  X'=  —  1,  X"=  —  1, 
X'"  =  —  1,  . . .  entsprechen,  für  welche  alle  anderen  X  und  die  Lasten 
P  verschwinden.  Die  Arbeitsgleichungen  für  die  Zustände  X'=  —  1, 
X"=  —  1,  .  .  .  ergeben  die  Bedingimgsgleichungen : 

L'  —  ES'ets  =  ESqS'q  —  X'2JS'-'q  —  X"1:S'S"q 

—  X"'ES'S"'q , 

(73)  L"—  ZS"sts  =  ZS^S'^Q  —  X'2:S'S"q  —  X"2:S"''q 

—  X"'ZS"S'"q , 

L',  L",  .  .  .  bezeichnen  die  von  den  Auflagerkräften  C,  C",  .  .  .  ver- 
richteten virtuellen  Arbeiten.  Die  Summeuausdrücke  umfassen  alle 
Stäbe  des  Fachwerks. 

Alle  Sq  nicht  enthaltenden  Glieder  der  Gleichungen  (73)  sind 
unabhängig  von  den  Lasten  und  brauchen  in  jedem  FaUe  nur  einmal 
berechnet  zu  werden.  Dagegen  sind  die  Werte  der  Sq  enthaltenden 
Summenausdrücke  durch  die  Grösse  und  Stellung  der  Lasten  bedingt. 
Für  ihre  Bestimmung  empfiehlt  H.  MiÜler-Breslau^^^)  folgendes  Ver- 
fahren als  das  in  den  meisten  Fällen  veränderlicher  Belastung  zweck- 
mässigste.  Er  gewinnt  es  durch  Heranziehung  der  Arbeitsgieichung 
für  den  Belastungszustand  X  =  0  —  d.  h.  für  die  Belastung  des  sta- 
tisch bestimmten  Hauptsystems  durch  die  gegebenen  Lasten  —  und 
für  Verschieb ungszustände,  die  den  jeweiligen  Belastungszustäuden 
X'=  —  1,  X"  =  —  1,  ...  entsprechen.  Sind  dj_,  ö"^,  .  .  .  die  Ver- 
schiebungen, welche  der  Angriffspunkt  m  der  Last  P^^   in   der  Rich- 


119)  H.  Müller-Breslau,  Beitrag  zur  Theorie  des  Fachwerks,  Zeitscbr.  d. 
Arcb.-  u.  Ing. -Vereins  zu  Hannover  35  (1889),  p.  418,  und  Die  neueren  Methoden 
der  Festigkeitslehre.  Leipzig  1886,  p.  34;  vgl.  auch  Fussnote  118. 
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tung  von  P^^  erfährt,  sobald  auf  das  statisch  bestimmte  Hauptsyst«m 
nur  die  Ursachen  X'  =  —  1,  X"  =  —  1,  .  .  .  wirken,  so  ist: 


Somit  lassen  sich  die  fraglichen  Summengrössen  leicht  aus  Verschie- 
bungsplänen für  die  genannten  Ursachen  ermitteln.  Haben  insbesondere 
alle  Lasten  ein  und  dieselbe  Richtung,  so  ist  das  Biegungspolygon  der 
Gurtung,  in  deren  Knotenpunkten  die  Lasten  angreifen,  in  dieser  Rich- 
tung und  infolge  der  Ursachen  X'=  —  1,  X"  =  —  1,  ...  die  Ein- 
flusslinie für  die  jeweiligen  Summengrössen.  Das  Verfahren  vereinfacht 
die  Untersuchung  ganz  wesentlich  in  den  Fällen  veränderlicher  Be- 
lastung, insonderheit  lässt  es  schnell  die  ungünstigsten  Laststellungen 
erkennen.  Auch  alle  anderen  Summenausdrücke  der  Gleichungen  (73) 
können  als  Verschiebungen  gedeutet  werden,  doch  ist  im  allgemeinen 
ein  Vorteil  damit  nicht  verbunden. 

0.  Mohr^^^)  bemerkt  vermöge  seiner  in  Xr.  4  erwähnten  Auf- 
fassung von  der  Struktur  elastischer  Körper,  dass  man  das  Prinzip 
der  virtuellen  Verrückungen  auch  zur  Untersuchung  statisch  unbe- 
stimmter hiegungs fester  Sfähe  verwenden  kann.  Er  zeigt  dies  in  einer 
Anmerkung  an  dem  Beispiel  des  kontinuierlichen  Balkens,  indem  er  die 
Gleichungen  Clapeyroim  (vgl.  Nr.  42)  aus  den  Bedingungsgleichimgen 
herleitet,  welche  die  statisch  unbestimmten  Grössen  eines  kontinuier- 
lichen Fachwerkbalkens  ergeben.  Einen  ähnlichen  Hinweis  giebt 
E.  WinMer^^'^)  für  vollwandige  Bögen.  Die  erste  Anwendung  hat 
M.  Koenen^^^)  gegeben,  welcher  aus  dem  Prinzip  Bedingungsglei- 
chungen zur  Berechnung  der  Reaktionen  der  Mittelstützen  kontinuier- 
licher Balken  und  der  Eiuspannungsmomente  eingespannter  Balken 
herleitet.  Weitere  Anwendungen  finden  sich  in  verschiedenen  Arbeiten 
von  H.  Müller-Breslau.^'') 

Die  allgemeine  Darstellung  der  Theorie  statisch  unbestimmter 
elastisch  isotroper  Körper,  in  Sonderheit  des  biegungsfesten  elastischen 
Stabes  auf  der  Grundlage  des  Prinzips  der  virtuellen  Verrückungen 
hat  H.  Müller-Breslau^'^)  gegeben.    Er  nimmt  an,  dass  es  gelingt,  die 


120)  E.  Winkler,  Beitrag  zur  Theorie  der  Bogenträger,  Zeitschr.  d.  Arch.- 
u.  Ing.-Vereins  zu  Haunover  25  (1879),  p.  199. 

121)  M.  Koenen,  Vereinfachung    der    Berechnung    kontinuierlicher  Balken 
mit  Hilfe  des  Satzes  von  der  Arbeit,  Wochenblatt  für  Arcb.  u.  lug.  3  (188'2\  p.  402. 

122)  H.  Müller-Breslau,  Die  neueren  Methoden  der  Festigkeitslehre,  Leipzig 
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Auflagerkräfte  C  sowie  die  Spannungskomponenten  a  und  r  als  lineare 
Funktionen  gegebener  Lasten  P  und  der  statisch  unbestimmten  Grö- 
ssen X  in  der  Form: 

c  =  c;  +  rx'  +  c"X"  +  c""X"'  -\ — , 

(75)  (j  =  (7o  -f-  a'  X'  +  a"X"  +  6"'X"'  H , 

r  =  r,+  r'X'+r"X"+r"'X'"+.... 

durzustellen.  Hierin  sind  öf^,  ö',  g",  .  .  .;  t,,,  r',  t",  .  .  .;  Cq,  C',  C",  .  .  . 
Spannungen  und  Auf  lagerkräfte,  welche  den  Belastungszuständen  X  =  0, 
X'^  1,  X"=  1,  . . .  entsprechen.  Sodann  werden  die  Arbeitsgleichun- 
gen der  Reihe  nach  für  die  Belastungszustände  X' =  1,  X"=  1^  .  .  . 
und   den  wirklichen  Verschiebungszustand  angeschrieben: 

^C  Ac=  J  «  £,  +  (?;  s„  +  (?;  £,  +  t;  y^  +  r;  ^^  +  <  j^Jr/^, 

Werden  in  diesen  die  Yerzerrungskomponenten  durch  die  Spannungs- 
komponenten und  Temperaturänderungen  nach  den  Gleichungen  (40) 
ausgedrückt  und  für  die  Spannungskomponenten  die  oben  aufgestellten 
Werte  eingeführt,  so  ergeben  sich  die  Bedingung sgleidmngen  zur  Be- 
rechnung der  statisch  unbestimmten  Grössen  in  der  erforderlichen 
Anzahl. 

Im  FaUe  des  statisch  unhestmimten  biegungsfesten  Stabes,  in  wel- 
chem im  allgemeinen  nur  die  Normalspannungen  6^  berücksichtigt 
werden,  ergeben  sich  durch  Einführung  der  Werte  für  G  aus  den 
Gleichungen  (75)  die  Bedingungsgleichungen  für  die  statisch  unbe- 
stimmten Grössen  in  der  Form 

L'  —Ja  et  dv  =f^  dv  +  X'J^dv  +  X"J^f  dv -{-•■•, 

L"  -J^'^t  dv  =f-'f  dv  +  X'J-f  dv  -f  X"J^dv  +  •  ■  •. 

Werden  die  Spannungen  6  durch  die  Komponenten  der  angreifenden 
Kräfte  nach  Gleichung  (42)  ausgedrückt,  die  Temperaturänderungen 
nach  Gleichung  (42c)   angenommen,    so   lauten   die  Arbeitsgleichimgen 


1886,  p  169  ff.,  57  tf.,  69  ff.,    und    Die  graphische   Statik   der  Baukonstruktionen, 
Bd.  2,  Abt.  1,  Leipzig  1892,  p,  45. 

Encyklop.  d.  math.  Wisseaaoh.     IV  -2,  n.  34 
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für  die  Zustände  X  =  1 

L'  =  I   ^p  dx  +   /    ^^j-  dx  -\-  j  Kat^dx  +  /  M'a-j^dx, 

welche  mit 

N  =  N.-ir  N'X'  +  N"X"  +  y'"X"'  -\ , 

rrjQS  Ol  I  I  I  > 

'^     ^  M  =  31,  +  M' X' -\- M" X" -\- M'" X'" -\ 

die  Bedingungsgleichungen  für  die  statisch  unbestimmten  Grössen  er- 
geben. 

Die  Arbeitsgleichung  für  den  Belastungszustand  X  =  U,  also  die 
Belastung  des  statisch  bestimmten  Hauptsystems  durch  die  gegebenen 
Lasten  P^  und  die  Verschieb ungszustände,  welche  den  Belastungs- 
zuständen  X'=l,  X"=l,  ...  entsprechen,  führt  zu  den  Beziehungen 

(80)  -^^     „ 

p'fd.^;^p„ö,:. 

Mithin  kann  die  Berechnung  der  von  den  Lasten  abhängigen  Glieder 
wie  auch  beim  Fachwerk  aus  Verschiebungsplänen,  gegebenen  Falles 
aus  Biegungslinien  für  die  Ursachen  X'=  1,  X"=  1,  ...    erfolgen. 

36.  Herleitung  der  Bedingungsgleichungen  für  die  statisch  un- 
bestimmten Grössen  mit  Hilfe  des  Satzes  von  der  Gegenseitigkeit 
der  elastischen  Formänderungen.  Ein  zweites  sehr  übersichtliches 
Verfahren  zur  Gewinnung  der  Bedingungsgleichungen  für  die  statisch 
unbestimmten  Grössen  ist  auf  dem  Satze  Jlaxivells  Ton  der  Gegen- 
seitigkeit der  elastischen  Formänderungen  begründet  und  zuerst  von 
0.  Mohr^^^)  angegeben.  Es  ist  in  gleicher  ^Veise  für  das  Fachwerk 
wie  für  das  Stabwerk  geeignet. 

0.  Moiir  verwendet  das  Verfahren  zur  Berechnung  der  Stützen- 
reaktionen der  Mittelstützen  eines  kontinuierlichen  Fachwerkbalkens. 
Die  Mittelstützen  werden  beseitigt  gedacht  und  ihre  Reaktionen  als 
unabhängige  Kräfte  (7^,  Cg,  ...  positiv  im  Sinne  der  Lasten  P^  ge- 
rechnet, aufgefasst.  Es  mögen  ((5"„,„),  (^i„>,  öo„)  ...  die  senkrechten 
Verschiebungen  des  statisch  bestimmten  Balkens  in  den  Punkten 
m,  1,  2  ...  infolge  einer  fiktiven  Belastung  durch  Q^  im  Punkte  n 
einer  Mittelstütze  bezeichnen.  Dann  ist  nach  Gleichung  (68)  die  senk- 
rechte Verschiebung  d^,    welche    der    statisch    bestimmte    Balken    im 
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Punkte  n  iutoln-e  der  Lasten  P„,  und  der  Stiltzenreaktionen  6'^,  Cj,  .  .  . 
erfährt, 

K  =  ^  {2l\Ad„J  +  C,(d,„)  +  C,{d,j  +  •■•). 

Jetzt  werden  die  d,^  den  wirklichen  Auflagerverschiebungen  gleich  ge- 
setzt und  ergeben  ebensoviele  Bedingungsgleichungen  zur  Berechnung 
der  Reaktionen  der  Mittelstützen,  als  deren  Anzahl  betrügt. 

R.  Krohn^^^)  zeigt  die  Anwendung  des  Maxivellsehen  Satze.s  auf 
die  Ermittlung  der  Einflusslinie  für  den  Horizontalschub  eines  Zwei- 
geleukbogens. 

In  allgemeingültiger  Weise  entwickelt  H.  Müller-Breslau'^-'^)  das 
Verfahren,  ausgehend  vom  Superpositionsgesetz.  Er  fasst  zunächst 
die  statisch  unbestimmten  Grössen  X^,  X^,  X^,  ...  als  unabhängige 
Kräfte  auf,  welche  auf  das  statisch  bestimmte  Hauptsystem  wirken, 
und  stellt  ihre  Wege  ö^,  d^,  ^cj  •  •  •  ^^  lineare  Funktionen  der  Lasten 
P„,  der  statisch  unbestimmten  Grössen  X^,  X^,  X^,  .  .  .,  des  Ein- 
flusses der  Temperaturänderungen  d^^,  d^,,,  d\.^,  . ,  .  und  der  Verschie- 
bungen der  Stützpunkte  des  Hauptsystems  d^^,  d^,^,  d^,^,  .  .  .  dar: 

S,  =  :2Pr,Ar>.  -  d^a  ^.  "   ^ö^,  -  d,,  X, +  d,,    +  ö, 


aw  y 


Hierin  sind  8^,  dj,  .  .  .  positiv  im  Sinne  der  negativen  Richtungen  der 
X^,  Xj,  .  .  .,  und  es  bezeichnen: 

^amy  ^bmy  •  ■ '  ^^^B  Einfluss  dci  Ursache  P^=  +  1   auf  d^,  d^,..., 


^aay 

^bay  ■' 

V 

^ab} 

^bb'  ■■ 

7> 

^aoJ 

^bc^    ■• 

?> 

^6==  —  1       „      ^a,^b7---> 

X,  =  —  l     „    d^,d„..., 


Die  Wege  d„,  dj,  d^,  .  .  .  müssen  die  Bedingungen  des  vorliegenden  sta- 
tisch unbestimmten  Systems  erfüllen.  Sie  sind  also  entweder  den  Auf- 
lagerverschiebuugen  gleichzusetzen,  wenn  es  sich  um  äussere  statisch 
unbestimmte  Grössen  handelt,  oder  im  Falle  innerer  statisch  unbe- 
stimmter  Grössen    als   Funktionen   derselben    gemäss   den   elastischen 


123)  B.  Krolin,  Der  Satz  von  der  Gegenseitigkeit  der  Verschiebungen  und 
Anwendung  desselben  zur  Berechnung  statisch  unbestimmter  Fachwerkträger, 
Zeitschr.  d.  Arch.-  u.  Ing.-Ver.  zu  Hannover  30  (1884),  p.  269. 

124)  H.  Müller-Breslau,  Die  neueren  Methoden  der  Festigkeitslehre,  Leipzig 
1886,  p.  139,  4.  Aufl.  Leipzig  1904,  p.  203,  und  Die  graphische  Statik  der  Bau- 
konstruktionen, Bd.  2  Abt.  1,  Leipzig  1892,  p.  35. 

34* 
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Eio^enschaften  der  überzähligen  Konstruktionsteile  sowie  der  etwaigen 

^  CD 

Temperaturäiiderungen  darzustellea.  Für  d^^.,  d,^,,^,  ö,,^.  .  .  .  ergeben  sich 
aus  den  Arbeitsgleichungen  für  die  Belastungszustände  X^=  —  1 , 
Xj  =  —  1,  Xg=  —  1  ...  und  den  Verschiebungszustand  des  starreu 
Systems,  d.  h.  As  =  0,  die  Werte 

Öa „,.  =  —  L^..,     ^ö.,  =  —  L„     d^^=  —  L,,     .  .  . , 
wo    L^,  L(^,  L^,  .  .  .    die    virtuellen    Arbeiten    der    Auflagerkräfte    be- 
zeichnen, welche  infolge  der  genannten  Zustände  an  dem  statisch  be- 
stimmten Hauptsystem  angreifen. 

Damit  wären  die  BecHngungsgleickungen  für  die  statisdi  unbestimmten 
Grössen  in  der  erforderlichen  Anzahl  gewonnen.  Ihre  Form  ist  jedoch 
für  die  Anwendung  unbequem,  weil  die  Koeffizienten  d.^  jeder  Glei- 
chung verschiedenen  Verschieb ungszuständen  entsprechen.  Hier  er- 
möfflicht  nun  der  3Iaxivell-Bettische  Satz  eine  sehr  zweckmässige  Um- 
formung.  Nach  diesem  können  die  Buchstaben  eines  Doppelzeigers 
miteinander  vertauscht  werden,  also  kann  d-/.==  df..  gesetzt  werden. 
Damit  erhält  man  die  Bedingungsgleidiungen  für  die  statisch  unbe- 
stimmten  Grössen  in  der  Form 

Die  Koeffizienten  jeder  Gleichung  gehören  alle  ein  und  demselben 
Verschiebungszustand  an.  Zur  Berechnung  der  statisch  unbestimmten 
Grössen  ist  es  also  nur  erforderlich,  die  den  Belastuugszuständen 
X^  =  —  1,  Xj,=  —  1,  ...  entsprechenden  Formänderungen  des  sta- 
tisch bestimmten  Hauptsystems  darzustellen.  Im  Falle  eines  einfach 
statisch  unbestimmten  Systems,  welches  von  lauter  parallelen  Lasten 
angegriifen  Avird,  ergiebt  sich  so  in  der  Biegungslinie  für  den  Zustand 
X  =  —  1  die  Einflusslinie  für  X. 

Die  Beziehung  zwischen  den  Gleichungen  (^81)  und  (l'd)  wii-d 
durch  die  oben  erwähnte  Deutung  der  Werte  ^S'-q,  _^S'S"q,  ..., 
^S'sts,  ...  als  Verschiebungen  hergestellt.  Mit  Hilfe  der  Arbeits- 
gleichungen für  o'eeignete  Belastunars-  und  Verschiebuugszustände  findet 
man,  wenn  X'=  X^,  X"=  X^,  X"'=  X^  gesetzt  wird: 

^S"S"'q  =  dft,  =  d,ft, 
^S'sts  =  d„„     ^S"ats  =d,,. 
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Ferner  ergiebt  sich,  falls  A"  eine  äussere  statisch  unbestimmte 
Grösse  ist, 

dagegen 

"V  S"-Q  =  d^ft  +  y.  8^     und     L"  =  L,,, 

WHun  X"  eine  innere  statisch  unbestimmte  Grösse  ist. 

Analoge  Beziehungen  gelten  für  die  entsprechenden  Glieder  der 
Gleichungen  (77). 

37.  Herleitung  der  Bedingungsgleichungen  für  die  statisch  un- 
bestimmten Grössen  nach  dem  Verfahren  Menabreas  und  Castiglianos. 
Das  erste  allgemeine  Verfahren  zur  Berechnung  des  statisch  unbe- 
stimmten Fachicerlis  hat  F.  Meiwbrea^-^),  wenn  auch  nur  in  allge- 
meinen Umrissen  gegeben.  In  der  von  ihm  sogenannten  ,,Elastizitäts- 
gleichung''  (vgl.  Xr.  7) 

^SQdS  =  0 

sind  die  Variationen  dS  an  die  Nebenbedingungen  gebunden,  welche 
durch  Variation  der  ok  —  6  unabhängigen  Gleichgewichtsbedingungen 
erhalten  werden.  Werden  nun  mit  Hilfe  der  Nebenbedingungen 
ijk  —  6  Variationen  öS  aus  der  Elastizitätsgleichung  eliminiert,  so 
sind  die  übrigen  r  -}-  6  —  Sk  voneinander  unabhängig,  mithin  müssen 
ihre  Koeffizienten  einzeln  verschwinden.  Es  ergeben  sich  damit 
r  4- 6  —  3/''  Gleichungen,  welche  in  Verbinduno-  mit  den  3/.-  —  6 
un abhängigen  Gleichgewichtsbedingungen  zur  Berechnung  der  unbe- 
kannten  Spannki-äfte  des  Fachwerks  ausreichen. 

In  dieser  Weise  hat  F.  Jlenabrea  die  allgemeine  Lösung  der  Auf- 
gabe dargestellt.  Führt  man  die  Rechnung  durch,  so  ergiebt  sich 
folgendes:  Die  Nebenbedingungen  haben  die  Form  der  Gleich ge wich ts- 
bediugungen  für  ein  Selbstspannuugssystem  des  Fachwerks.  Werden 
die  durch  sie  nicht  bestimmbaren  r -^  6  —  3A'  Variationen  mit  dX 
bezeichnet,  so  lassen  sich  die  übrigen  ok  —  6  Variationen  ausdi'ücken 
durch  Gleichungen  von  der  Form 

dS  =  S'dX'-r  S"dX"-] , 

oder  der  Form 

Durch  Eintuhnmg  dieser  Ausdrücke  in  die  Elastizitätsgleichmig  geht 

125  F.  Menahrea,  Xouveau  principe  sur  la  distribution  des  tensions  dans 
les  systemes  elastiques,  Paris  C.  R.  46  (1858;,  p.  1056. 
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diese  über  iu 

2 So  S'd  X'  4-  2^9  S"  dX"^ =  0 , 

oder 

Aus  der  ersteren  folgen  r  +  6  —  3/.-  Gleichungen 

^SqS  =  0, 
aus  der  zweiten  ebensoviele 

cS 


2^^dX  = 


Jene  decken  sich  mit  den  Gleichungen,  aus  denen  ./.  Cl.  Maxivdl  und 
0.  Mohr  die  Bedingungsgleichungeu  für  die  statisch  unbestimmten 
Grössen  hergeleitet  haben,  diese  mit  den  Gleichungen  A.  Casfifflianoa. 
Auf  diese  im  wesentlichen  bestehende  Identität  der  Verfahren  weist 
F.  3Ienabrea^^^ )  in  einer  späteren  Arbeit  hin.  Zu  demselben  Schluss 
führt  auch  der  oben  (Nr.  8)  an  zweiter  Stelle  genannte  Beweis,  den 
A.  Castigliano  für  den  Satz  von  der  kleinsten  Arbeit  gibt.  Denn  wie 
dort  der  Rechnungsgang,  welcher  das  Minimum  der  Funktion  h^S^Q 
ergiebt,  identisch  ist  mit  der  Auflösung  der  Elastizitäts-  und  Auf- 
lagerbedingungen.  ebenso  trifft  dies  auch  für  das  Verfahren  Mariidh 
und  MohrB  zu. 

Infolge  der  Beziehungen 

dX'         ^  '•       cX"         ^    y    ■  ■  ■ 

führt  die  Methode  Meiiabreas  und  A.  Castigliano^  immer  schnell  zu 
den  unter  (l'S)  wiedergegebenen  Bedingungsgleichungeu  für  die  statisch 
unbestimmten  Grössen.  Das  gilt  im  Falle  von  Temperaturänderungen 
auch  von  dem  VerfahreUj  welches  H.  Müller-Breslau  auf  der  „ideellen 
Formänderuugsarbeit"  begründet  hat. 

Der  Behandlung  des  Problems  der  statischen  Unbestimmtheit 
fester  elastischer  Körper,  in  Sonderheit  des  steifen  elastischen  Stabes  und 
Stabwerkes  hat  A.  Castigliano^^')  neue  erfolgreiche  Wege  eröfPnet.  Vor 
ihm  ist  die  Untersuchung  nur  mit  Hilfe  der  elastischen  Linie  durch- 
geführt   worden,    die   Verwendung    des    Prinzips    der    virtuellen   Ver- 


126)  F.  Menahrea,  >ur  la  concordance  de  quelques  m^thodes  gtfnerales  pour 
determiner  les  tenaiong  dans  un  Systeme  de  points  reunis  par  de?  liens  »^lastiques, 
Paris  C.  R.  98  (1884),  p.  714. 

127)  A.  Castiglianu,  Theorie  de  l'equilibre  des  systemes  elastiques  et  ses 
applications,  Turin  1879. 
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rückuiigen  ist  vou  O.  Mohr  /war  angedeutet,  aber  nicht  weiter  ver- 
folgt worden. 

A.  (Jastiijiiano  gewinnt  die  Bedingungsgleichungeii  für  die  statiscli 
unbestimmten  Grössen  teils  mit  Hilfe  seines  zweiten  Lehrsatzes,  teils 
mit  Hilfe  des  Satzes  von  der  kleinsten  Arbeit.  Den  letzteren  hat  er 
in  allgemeiner  Weise  nur  für  innerlich  statisch  unbestimmte  Systeme 
bewiesen.  Daher  macht  er  im  Falle  iiußerer  statisch  unbestimmter 
Grössen  von  dem  ersteren  Gebrauch.  Im  einzelnen  verfährt  er  fol- 
ffendermassen: 

Nach  Bildung  eines  statisch  bestimmten  Hauptsystems,  an  wel- 
chem die  statisch  unbestimmten  Grössen  als  äussere  Kräfte  betrachtet 
werden,  werden  die  Komponenten  der  angreifenden  Kräfte  für  jeden 
Punkt  der  Stabaxe,  nämlich  die  Momente,  Längs-  und  Querkräfte,  und 
weiter  die  Formänderungsarbeit  nach  Gleichung  (23)  bzw.  (24)  als 
Funktion    der    gegebenen    Lasten    sowie    der    statisch    unbestimmten 

d  A 
Grössen  dargestellt.    Der  Differentialquotient  ^^  liefert  dann  im  Falle 

einer  äusseren  statisch  unbestimmten  Grösse  deren  Weg,  also  ent- 
weder die  Verschiebung  des  Angriffspunktes  der  Stützkraft  X  oder 
die  Drehung  der  Tangente  im  Angiiffspunkt  des  Einspannungs- 
momentes  X.  Durch  Gleichsetzung  dieser  Wege  mit  den  gegebenen 
Auf  läge  rbedingungen  ergeben  sich  die  für  X  linearen  Bedingungs- 
gleichungen. Erfahren  die  Stützpunkte  keine  Verschiebungen  oder 
Drehungen  der  Stabaxe,  so  folgt 

1^  =  0 

dx 

Das  Ergebnis  benutzt  A.  Castigliano  in  einigen  Fällen  —  Bogen 
mit  und  ohne  Kämpfergelenke  — ,  um  eine  Erweiterung  des  Satzes 
von  der  kleinsten  Arbeit  auszusprechen,  welcher  dadurch  für  alle 
äusserlich  statisch  unbestimmten  Systeme  Gültigkeit  erhält,  sofern  die 
Voraussetzung  verschwindender  Auflagerverschiebungen  zutrifft. 

Im  Falle  innerlich  statisch  unbestimmter  Systeme  gew^innt  A.  Castig- 
liano die  Bedingungsgleichungen  aus  der  Beziehung 

1^^  =  0 

Er  hat  das  Verfahren  an  einer  Reihe  von  Beispielen  entwickelt,  die 
Bedinguugsgleichungen  für  die  statisch  unbestimmten  Grössen  in  all- 
gemeiner Form  aber  nicht  gegeben.    Infolge  der  Beziehungen 

de  ,        er  r       rL  j,       dN         ^,,       dM  ^y-, 

äx  —  '^ '    rx  —  ^  •    dx  —  ^^    dx  —  "^  '     dx  —  ^^^ 
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ergeben  sich  nach  seinem  Verfahren  Gleichungen,  welche  mit  denen 
übereinstimmen,  welche  das  Prinzip  der  virtuellen  Verrückungen  liefert. 

Auch  der  Einfluss  einer  Änderung  der  Temperatur  des  spaimungs- 
losen  Anfangszustandes  wird  an  der  Hand  eines  Beispieles  untersucht, 
und  das  Ergebnis  in  einem  Lehrsatze  ausgesprochen.  Der  Inhalt  des- 
selben deckt  sich  sachlich  mit  dem  von  H.  Müller-Breslau  durch  die 
ideelle  Formänderungsarbeit  gegebenen  Verfahren.  Dieses  bringt  aber 
den  Gegenstand  in  kürzere  und  schärfer  gefasste  Form,  indem  es  lehrt, 
die  Formänderungsarbeit  in  Castiglianos  Verfahren  im  Falle  von  Tem- 
peraturäiiderungen  durch  die  ideelle  Formänderungsarbeit  zu  ersetzen. 

Unabhängig  von  Ä.  Castigliatio  hat  C.  Fränlel-'")  den  Satz  von 
der  kleinsten  Arbeit  zur  Berechnung  statisch  unbestimmter  Systeme 
benutzt.  Eine  Reihe  wichtiger  Anwendungen  bringen  J.  Melun^-)  und 
H.  Malier-Breslau'^-^).  In  derselben  Weise  wie  die  Sätze  Castiglianos 
kann  man  die  Sätze  -/.  Weyrauchs  und  F.  Engessers  zur  Lösung  des 
Problems  der  statisch  unbestimmten  Systeme  verwenden. 

38.  Allgemeine  Auflösung  der  Bedingungsgleichungen  für  die 
statisch,  unbestimmten  Grössen.  Die  statisch  unbestimmten  Grössen 
eines  n-fach  statisch  unbestimmten  Systems  ergeben  sich  aus  den  n  linearen 
Bedingungsgleichungen  mit  Hilfe  von  Determinanten  in  der  Form 

(82)  X,  =  +  ^'- 


'1 


Mit  Rücksicht  auf  die  allein  (mit  der  Belastimg)  verändei'lichen  Absolut- 
glieder Cf.  der  Bedinguugsgleichungen  wird  die  Zählerdeterminante  zweck- 
mässig in  Unterdeterminanten  aufgelöst: 

(82a)  X,  =  ±  ^[c,A,,  +  .vA,,  +  .  •  ■  +  c,A4' 

Die  Unterdeterminanten  A  entstehen  aus  D,  wenn  die  durch  Indizes 
bezeichneten  Reihen  und  Spalten  weggelassen  werden;  sie  haben  eben- 
so wie  die  Determinante  D  für  jedes  System  feste  Werte,  brauchen 
also  nur  einmal  berechnet  zu  werden. 

Der  Einfluss  der  Belastung  wird  wegen  Geltung  des  Superpositions- 
gesetzes durch  gesonderte  Betrachtung  jeder  Einzellast  untersucht.  Ist 
diese  von  der  Grösse  1 ,  dann  sind  die  c, ,  .  .  . ,  r  die  Wege  der  be- 
trachteten  Einzellast  —  oder  können  als  solche  gedeutet  werden  — 
infolge  der  Belastungszustände  A'j  ^^  —  1 ,  Xo  =  —  1 ,  .  .  . ,  X^  =  —  1 
des   statisch   bestimmten  Hauptsystems.     Zur  Ermittlung  der  statisch 


128)  H.  Müller- Breslau,  Die  neueren  Methoden  der  Festigkeitslehre,  Leipzig: 
188G,  3.  Aufl.,  ebd.  1904,  p.  72  ff. 
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unbestimmteu  Grössen  sind  also  die  <leu  genannten  lielastungszuständen 
entsprechenden  Verschiebungszustände  nach  Multiplikation  mit  festen 
Koefli/ienten  A  zu  superponieren.  Nach  dem  Super])08itionsgesetz  wird 
aber  dasselbe  Ergebnis  auch  durch  den  Verschiebungszustand  für  eine 
kombinierte  Belastung  des  statisch  bestimmten  Hauptsystems  erreicht, 
welche  aus  den  Einzelkräften  Xj  =  —  A^^,  ^i=^  —  ^2i>  •  •  ■>  ^71=  —  ^«a- 
besteht.  Dabei  erhält  man  beide  Male  X^.  durch  Multiplikation  des  Er- 
gebnisses mit    j<-    In  dem  speziellen  Falle  senkrechter  Lasten  ergiebt 

sich  daher  die  Einflusslinie  einer  statischen  Grösse  entweder  als  Summe 
der  mit  Hilfe  der  A  reduzierten  Biegungslinien  für  «-einfache  Belastungs- 
zustände  X^  =  —  1  oder  als  Biegungslinie  für  den  aus  n  Einzellasten 
X^=  —  A^^.  zusammengesetzten  Belastungszustand.  ^^'*')  Der  Multipli- 
kator der  Einflusslinie  ist  wieder  u  =  ^j  ■ 

39.  Aufstellung  von  Bedingungsgleichungen  mit  einer  Unbe- 
kannten: Graphisches  Verfahren.  Die  Berechnung  vielfach  statisch 
unbestimmter  Systeme  nach  dem  allgemeinen  Verfahren  der  vorigen 
Nummer  ist  umständlich  und  erfordert  genaue  Zahlenrechnungen  ^^"), 
da  die  Genauigkeit  der  Determinanten  schon  durch  kleine  Ungenauig- 
keiten  ihrer  Elemente  beeinflusst  werden  kann.  Die  Verwendung  gra- 
phischer Verfahren  ist  daher  meist  nicht  angängig.  Der  Gedanke  lag 
nahe,  die  Bedingungsgleichungen  durch  geeignete  Wahl  der  statisch 
unbestimmten  Grössen  so  umzuformen,  dass  jede  nur  eine  Unbekannte 
enthält.  Den  ersten  Schritt  in  dieser  Richtung  hat  B. Krohn^^^)  getan, 
indem  er  durch  geeignete  Bestimmung  des  Koordinatensystems  drei 
Koeffizienten  der  allgemeinen   Bedingungsgleichuno-en  von   der  Form 

jxyds,  j  xds  und  j  y  ds  zum  Verschwinden  bringt.  0.  Mohr^^'^) 
bemerkt  bei  Berechnung  des  symmetrischen  Fachwerkbogens  mit  ein- 
gespannten Kämpfern,  daß  die  Summen 

^S^Sf,Q,       ^S^S^Q,       ^Si^S^Q 


1"29)  JH.  Miiller-Breslau,  Über  die  Berechnung  statisch  bestimmter  Ausleger- 
brücken, Zentralblatt  der  Bauverw.  1897,  p.  .501  und  513. 

130)  J.  Pirlet,  Fehleruntersuchungen  bei  der  Berechnung  mehrfach  statischer 
unbestimmter  Systeme,  Diss.  techn.  Hochschule  Aachen  1909;  A.  Cyran,  Die 
Hellinganlagen,  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  54  (1910),  p.  438. 

131)  E.  Krolxn,  Beitrag  zur  Theorie  der  elastischen  Bogenträger,  Zeitschr. 
f.  Baukunde  3  (1880),  p.  219. 

132)  0.  Mohr,  Beitrag  zur  Theorie  des  Bogenfachwerks,  Zeitschr.  d.  Arch.- 
u.  Ing.-Ver.  zu  Hannover  27  (1881),  p.  243. 
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bei  passender,  durch  fingierte  stai-re  Stäbe  ermöglichter  Auswahl  der  über- 
zählio-en  Konstruktionsteile  zu  Null  werden.  Für  dasselbe  System  beliebi- 
ger  geometrischer  Anordnung  und  beliebiger  konstruktiver  Durchbildung 
löst  H.  Müller-Breslau ^^^)  die  Aufgabe  in  allgemeiner  Weise,  indem 
er  BedingunssR-leichuncren  für  die  Lagre  und  llichtung  der  statisch  un- 
bestimmten  Grössen  aufstellt.  Werden  als  solche  zwei  Einzelkräfte  in 
einem  Punkt  und  ein  Moment  gewählt,  so  ist  der  Angi-iffspunkt  der 
ersteren  der  Schwerpunkt  des  mit  dem  elastischen  Gewicht 

"'m        -^  m 

in  jedem  Knotenpunkt  bzw.  mJ^  =  ^"^  für  die  Längeneinheit  der  Bogen- 
axe  belasteten  Systems,  und  die  Kraftrichtungen  fallen  in  die  Haupt- 
trägheitsaxen.  F^  und  J^  sind  willkürlich  gewählte  konstante  Werte, 
Jt^  siehe  Nr.  28.  Eine  andere  Lösung  desselben  Problems  findet 
H.  Müller- Breslau^^)  durch  Verschiebungspläne  für  die  Zustände 
X^=  —  1,  Xfc=  —  1,  X^=  —  1,  indem  er  den  Angriffspunkt  und 
die  Richtungen  der  X^  und  X^  so  bestimmt,  dass  von  den  Koeffizienten 
der  Elastizitätsgleichungeu  (81)  d^^  =  d^^  =  d^f,  =  0  werden.  Den 
letzten  Weg  baut  er  später ^^^)  zu  einem  (dlc/emeinen  Verfahren  für 
statisch  unhestimmte  Systeme  heliehig  Jtolien  Grades  aus.  Als  statisch 
unbestimmte  Grössen  werden  solche  X^  eingeführt,  dass  in  den  allge- 
meinen Bedingungsgleichungen  von  der  Form  (81)  alle  d  mit  yer- 
schiedenen  Indizes  verschwinden.  Jede  Gleichung  enthält  dann  also 
nur  eine  Unbekannte,  deren  Wert  durch 

(83)  ^r-^pJsZ-^''"X'r 

ausgedrückt  ist.  lui  FaUe  senkrechter  Lasten  ist  die  ßiegungslinie 
für  den  Zustand  X^=  —  1  Einflusslinie  für  X^. 

Die  einzuführenden  statisch  unbestimmten  Grössen  findet  H.  Müller- 
Breslau  mit  Hilfe  kinematischer  Erwägungen.  Er  gliedert  an  das 
statisch  bestimmte  Hauptsystem  ein  Getriebe  fingierter  starrer  Stäbe 
und  Scheiben  an,  und  belastet  diese  mit  Kräften  bzw.  Momenten  X^, 
X,^,  ...,  X„  so,  dass  ihre  Wirkung  auf  das  statisch  bestimmte  Haupt- 
system, welches  durch  Durchschneiden  der  überzähligen  Konstruktions- 
teile und  Beseitigen  der  überzähligen  Auflager  entsteht,  gerade   die- 

133)  jff.  Müller-Breslau,  Vereinfachung  der  Theorie  der  statisch  unbestimmten 
Bogenträger,  Zeitscbr.  d.  Arch-  u.  Ing.-Ver.  zu  Hannover  30  (1884),  p.  575. 

134)  H.  Müller-Breslau,  Beitrag  zur  Theorie  der  ebenen  ehistischen  Träger. 
Zeitschr.  d.  Arch.-  u.  Ing.-Ver.  zu  Hannover  34  (1888),  p.  605. 

135)  H.  Müller-Breslau,  Beiträge  zur  Theorie  der  ebenen  elastischen  Träger, 
Zentralblatt  der  Bauverw.  1889,  p.  475,  499. 
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selbe  ist,  wie  die  der  statischen  Grössen,  welche  den  beseitigten  Kou- 
striiktionsteileii    bzw.    Auflagern    entsprechen.      Die   wirklichen  Wege 

der  X„,  Xj,  X,,  werden  so   bestimmt,  dass  sie  die  geometrischen 

und  die  Auflagerbediugungen  des  gegebeneu  Systems  erfüllen.  Die 
Wahl  der  Getriebe  ist  durch  die  erstrebte  Bedingung  nicht  voU- 
ständie  festsrelefft.  Im  einzelnen  verfährt  MüUer -  Breslau  folgender- 
massen: 

Für  ein  zweifach  statisch  unbestimmtes  System  lassen  sich  stets 
zwei  Einzelkräfte  X^  und  X^  einführen,  welche  in  einem  meist 
mit  Hilfe  weniger  starrer  Stäbe  angeschlossenen  Punkte  angreifen. 
X„  wird  willkürlich  gewählt,  die  Verschiebung  seines  Angriffspunktes 
infolge  des  Belastungszustandes  X^  =  —  1  ermittelt,  und  die  Rich- 
tung von  Xj,  rechtwinklig  zur  Richtung  dieser  Verschiebung  ange- 
nommen.   Dann  ergiebt  sich  d^^  =  0  und  damit  auch  (5"^6  =  0. 

Bei  dem  dreifach  statisch  unbestimmten  System  wird  eine  starre 
Scheibe  entweder  unmittelbar  oder  mit  Hilfe  einiger  starrer  Stäbe  an- 
gegliedert und  durch  ein  Moment  X„  und  die  Einzelkräfte  X^  und 
X^  belastet.  Der  Pol,  um  den  sich  die  Scheibe  infolge  des  Belastungs- 
zustandes X ,  =  —  1  dreht,  wird  als  Angriffspunkt  der  Kräfte  X^  und 
X,  gewählt,  womit  d^^  =  0  und  d^^=0  wird.  Die  Richtung  dieser 
Krä,fte  wird  bestimmt  wie  beim  zweifach  statisch  unbestimmten 
System.     Damit  ist  ö.^,  =  0.     Also  ist  auch  d^j,  =  d^^  ==  d,^^  =  0. 

Bei  dem  vierfach  statisch  unbestimmten  System  wird  eine  kinema- 
tische Kette  anseffliedert,  welche  aus  zwei  in  einem  Punkte  gelenk- 
artig  verbundenen  Scheiben  I  und  II  sowie  zwei  mit  diesen  Scheiben 
ein  Gelenkviereck  bildenden  Stäben  I'  und  11'  besteht.  Die  Lage  der 
Scheibe  /  und  des  mit  ihr  verbundenen  Stabes  /'  ist  nur  von  den 
geometrischen  Bedingungen  des  Systems  abhängig  und  innerhalb  dieser 
Grenzen  willkürlich.  Die  Scheibe  I  wird  mit  den  Einzelkräften  X^^ 
und  X,,  oder  dem  Moment  X^  und  der  Einzelkraft  X^  belastet.  X^ 
ist  willkürlich,  X^  muss  durch  den  Pol  gehen,  um  den  sich  die 
Scheibe  /  infolge  des  Belastungszustaudes  X^^  =  —  1  dreht.  Dann 
ist  8^^  =  d^j,  =  0.  Die  Lage  der  Scheibe  11,  insonderheit  der  Ge- 
lenkpuukt  zwischen  I  und  II,  wird  dann  auf  kinematischem  Wege 
so  bestimmt,  dass  die  Pole  11^  und  Ji^,  um  welche  sich  die  Scheibe 
infolge  der  Belastungszustände  X^  =  —  1  und  X^  =  —  1  dreht,  in 
einem  Punkte  L  zusammenfallen.  Dieser  Punkt  wird  als  Angriffspunkt 
der  Einzelkräfte  X^  und  X,^  gewählt,  dann  ist  8^^  =  d^^  =  d^^  =  d^^  =^  0 
und  ebenso  d^^  =  ö^^  =  ö^^  =  8^^=0.  Schliesslich  werden  die  Rich- 
tungen X^  und  Xg.  wie  oben  angeseben  bestimmt,  so  dass  ö^ 
^cd  =  0  wird. 
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Das  Verfahren  führt  auch  bei  Systemen  höJteren  Grades  statischer 
Unbestimmtheit  zum  Ziele,  wird  dann  allerdings  ziemlich  verwickelt 
und  dürfte  nicht  mehr  die  erforderliche  Genauigkeit  verbürgen.  Werden 
an  die  Scheibe  /  und  das  betrachtete  System  weitere  Scheiben  /ZZ, 
IV,  ...  in  derselben  Weise  angeschlossen  wie  die  Scheibe  //  mit 
den  Punkten  M,  N,  .  .  .,  in  welchen  die  Pole  III^  und  JII^,  IV ^ 
und  IVf^,  . . .  zusammenfallen,  so  können  an  die  Punkte  L,  M,  N,  ... 
Scheiben  angegliedert  werden,  welche  bei  den  Belastungszuständen 
X^  =  —  1,  X^  =  —  1  keine  elastischen  Verschiebungen  erfahren.  Die 
Lage  dieser  Scheiben  lässt  sich  dann  auf  kinematischem  Wege  so  be- 
stimmen, dass  die  Pole  jeder  einzelnen  infolge  der  Belastungszustände 
X^=  —  1,  X^=  —  1  in  einem  Punkte  zusammenfallen.  Damit  ist 
die  Möglichkeit  der  planmässigen  Weiterentwicklung  gegeben. 

40.  Aufstellung  von  Bedingungsgleichungen  mit  einer  Unbe- 
kannten: Analytische  Verfahren.  Das  in  Nr.  39  dargestellte  Ver- 
fahren von  H.  Müller- Breslau  bietet  bei  der  Anwendung  auf  statisch 
unbestimmte  Systeme  höheren  Grades  die  Schwierigkeit,  dass  die  An- 
gliederung  recht  verwickelter  kinematischer  Ketten  erforderlich  wird, 
deren  zweckmässigste  Anordnung  zudem  nicht  durch  feste  Regeln 
bestimmt  ist.  Diese  Schwierigkeit  behebt  S.  Müller'^^^),  indem  er  die 
Aufgabe,  solche  statisch  unbestimmte  Grössen  einzuführen,  dass  jede 
Bedingungsgleichung  nur  eine  derselben  enthält,  auf  analytischem 
Wege  löst.  Zu  diesem  Zweck  führt  er  „Kraftgruppen"  X^,  X^,  .  .  ,,  X^ 
ein  und  stellt  die  statisch  unbestimmten  Grössen  Y,  welche  in  den 
überzähligen  Konstruktionsteilen  wirken  und  „statisch  nnhestimmte  Ein- 
zekvirkungen"  genannt  werden,  als  Funktionen  der  X  dar: 

y= X  Y    \  Y X}^ 


Y- \   V-    X  Y-  ... Y  Y- 

-^  n  "^a  -*■  n  a  -"H  -*  ,ib  "*■«  "^  /i  « • 

Im   Zustand   X^  =  —  1    wirken   auf  das    statisch    bestimmte    Haupt- 
system n  Einzelwirkungeu  von  der  Grösse    Y^^.,  Y.^,..  .  .  ..  Y-^,  welche 

die  Grappenlasten  des  X^-Zustandes  genannt  werden.  Die  Wege  der 
Belastungen  X^,  Xj, .  .  .,  X^  infolge  der  Belastungszustände  X^  =  —  1, 
Xj=  —  1,  .  .  .,  X^=  —  1  sind  gegeben  durch  die  Gleichungen 


136)  S.  Müller,  Zur  Bereehuunp  mehrfach  stiitisch  iiiibestimmter  Tragwerke, 
Zentralblatt  der  Bauverw.  1907,  p.  23. 
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(84)  d,„,  =  r,,(5,„.  +  r3,d,„,  +  •  •  •  +  r-,d-„., 

/,:  =  a,h  ■  •  ■  n:  m  =  a,h  •  •  •  ti, 

^nn  =    ^\Jln  +    ^n^iu  H h    ^nn^nn' 

Sind  die  Einzelwirkungen  Y^,  1\,  .  .  .,  Y^  so  gewählt,  dass  ihre  wirk- 
lichen Wege  zu  Null  werden,  so  gelten  für  die  X,,  X^,  .  .  .,  X„  die 
Bediugungsgleichungen : 

0  =  ^^m  ^ma  —  ^a  ^aa  —  ^O^ba ^n  ^na  ^ 


0  =  ^p,,^ a„,„ -  x„ d,„ -  X, ö,,, x„ d„„ . 

In  jeder  dieser  Gleichungen  verschwinden  alle  X  bis  auf  eines,  wenn 
die  Y^^,  Fg^j,  ...,  F-,  aus  den  Gleichungen  (84)  so  bestimmt  wer- 
den, dass  alle  d^^  mit  verschiedeneu  Zeigern  zu  Null  werden.  Damit 
ergeben  sich   infolge  des  jBeft'ischen  Satzes    -^— - — -   Bedingungen  für 

die  n^  Werte  Y^^^,  ,^  '  derselben  sind  also  willkürlich,  jedoch 
müssen  n  voneinander  unabhängige  Gleichungen  bestehen  bleiben,  da- 
mit die  Befriedigung  der  Elastizitätsbedingungen  gesichert  ist.  S.  Müller 
erstrebt  eine  möglichst  einfache  Wahl  der  willkürlichen  Werte,  indem 
er  *^  ~  derselben  gleich  Null  und  n  Werte  gleich  1  setzt.  So  er- 
hält er  die  Gleichungen: 

^J   =  ^a  1   ^6^16 ^c^lc ■  ■  ^n'^ln> 

Y2  =  Xj  1       ^c^2e ■  ■  ■  ^n^2nf 

(85)       Y,=  -x,i x„r3„. 

Der  Zustand  X„  =  —  1 ,  welchem  die  Einzel  Wirkung  I\  =  -f~  1  ^^' 
gehört,  liefert  mit  d<,^=0  die  Bedingungsgleichung  für   F^^: 

Es  folgt  d„,  =  ^,,  =  0  und  d,„  =  d,^. 

Dem  Zustand  Xj=  —  1  entsprechen  die  Einzelwirkungen  Yi=  1^,,, 
F2  =  -|-l.  Es  ergeben  sich  mit  ö<,<,  =  0  und  d^^  =  0  die  Bedingungs- 
gleichungen für   Foj  und   Y^^: 

0=Y,J,^+Y,J,,-\-ld,^. 
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Es  folgt  da<,  =  öi(,  =  0,  d,^^  =  d^,  =  ()  und  d,.  =d„,.  In  dieser  Weise 
fortschreitend  findet  S.  Müller  alle  Bedingungsgleichungen  für  die  ge- 
suchten Z- Werte  nach  dem  Schema,  welches  aus  nachstehenden  Glei- 
chungen für  die   F^-Werte  ersichtlich  ist: 

0  =  Y,J,,  -f  Y,,d,,  +  Y,^ö,,  +  1  ö,„ 

In  jeder  dieser  Gleicljungen  gehören  alle  Werte  ö  ein  und  demselben 
Belastungszustand  X  an,  und  zwar  dem  Belastungszustand  X^  =  —  1 
in  den  Gleichungen,  aus  denen  sich  die  Werte  Yjn,,n+ii  ^m,m  +  2>  -i 
Yjmi  ergeben.  Der  diesem  Belastungszustand  entsprechende  Yerschie- 
bungsplan  kann  also  als  Einflussgebilde  zur  Ermittlung  der  genannten 
Y- Werte  benutzt  werden. 

Damit  ergiebt  sich  folgende  .schrittweise  vorgehende  Ermittlung 
aller  Gruppenlasten  Y:  Der  Yerschiebungsplan  für  X^  =  —  1  ergiebt 
mit  der  Annahme  Ö^^=  1  als  Einflussgebilde  den  Wert  Y^f^,  sofern 
im  Punkt  2  die  Last  1  angenommen  wird.  Der  Verschiebungsplan 
für  X^  ^  —  1  ergiebt  mit  d^^  =  1  als  Einflussgebilde  den  Wert  Fo , 
bei  der  Belastung  1  im  Punkte  3,  und  der  Yerschiebungsplan  für 
X^  =  —  1  den  Wert  Y^^  bei  der  Belastung  1  im  Punkte  3  und  Fgc 
in  Punkt  2  usw. 

Dieser  Weg  führt  zur  Erkenntnis  der  inneren  Bedeutung  der  Kraft- 
gruppen. Sie  seien  bis  zu  den  Gruppenlasten  des  Zustande«  X^  =  —  1 
ermittelt.  Berechnet  mau  nun  aus  den  Gleichungen  (85)  mit  Hilfe 
der  Einflussflächen  für  X^,  •  •  X^_j  die  Werte,  welche  Y^,  Y^,  .  .  .,  Y^_.^ 
annehmen,  wenn  nur  die  Last  1  im  Punkte  m  wirkt,   so   findet   man 

Y     ==  Y       Y     =  Y  Y  =  Y 

Mithin  stimmen  die  Gruppenlasten  für  den  Zustand  X,„  =  —  1  überein 
mit  den  durch  die  Belastung  1  im  Punkte  w?  hervorgerufenen  statisch 
unbestimmten  Einzelgrössen  des  7n — 1-fach  statisch  unbestimmten 
Systems.  Also  ist  die  Bieguugslinie  für  den  Zustand  X„,  =  —  1  und 
damit  die  Einflusslinie  für  X^  identisch  mit  der  Biegungslinie  des 
m — 1-fach  statisch  unbestimmten  Systems  für  die  Belastung  1  in 
Punkt  7W.  Das  Verfahren  S.  3lüUers  beruht  demnach  auf  der  Kon- 
struktion von  Biegungslinien  für  veränderliche  Haupfsystenic  staiischer 
Unhestirnndheit  ansteigenden  Grades.  Es  bietet  die  Möglichkeit,  leicht 
zu  entscheiden,  ob  die  Einführung  einer  neuen  statischen  Unbestimmt- 
heit zweckmässig  ist. 
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Auf  demselben  Grundt^edankeii  der  Einfülirmig  von  Kraf'tgruppen 
X,  welche  alle  d  mit  verschiedenen  Zeigern  zum  Verschwinden 
bringen,  baut  H.  Müller  -  Bresluu^^^ )  ein  analytisches  Verfahren  auf. 
Indem  er  jedoch  der  Wahl  der  willkürlichen  Gruppenlasten  grösseren 
Spielraum  lilsst,  gewinnt  er  die  Möglichkeit,  Eigenschaften  der 
geometrischen  Anordnung  eines  Systems  auszunutzen.  Es  kommt 
hierbei  hauptsächlich  der  Gesichtspunkt  in  Betracht,  möglichst  ein- 
fache Spannungszustände  für  die  Belastungszustände  X  zu  erhalten. 
Das  erweist  sich  in  manchen  Fällen  als  zweckmässig,  führt  aber  nicht 
zu  der  schrittweise  vorgehenden  Lösung  S.  Müllers.  Einen  mittleren 
Weg  schlägt  Kirchliotf'^^^)  ein,  indem  er  bei  Berechnung  des  sym- 
metrischen Bogens  ohne  Gelenke  den  Zweigelenkbogen  als  Haupt- 
system wählt  und  die  beiden  weiteren  statisch  unbestimmten  Grössen 
nach  dem  Verfahren  Müllera-Breslaii  bestimmt. 

Die  oben  ausgesprochene  Beziehung  zwischen  der  Einflusslinie 
für  X^  und  der  Biegungslinie  des  m  —  1-faeh  statisch  unbestimmten 
Systems  für  den  Zustand  X„,  =  —  1  ist  bereits  früher  von  H.  Müller- 
JBreslaii^^^)  bemerkt  worden.  Dieser  spricht  sie  allerdings  nur  für  die 
w*^,  also  die  letzte  statisch  unbestimmte  Grösse  des  w-fach  statisch 
unbestimmten  Systems  aus.  Er  drückt  die  Spannkräfte  eines  w-fach 
statisch  unbestimmten  Fachwerkes  durch  die  Formel 

aus,  wobei  unter  ©^  und  @'  diejenigen  Werte  des  n  —  1-fach  statisch 
unbestimmten  Pachwerks  verstanden  werden,  welche  den  Zuständen 
X„  =  0  und  X„  =  —  1  entsprechen.  Aus  der  Arbeitsgleichung  für 
den  Belastungszustand  X^  =  —  1  und  den  wirklichen  Verschiebungs- 
zustand ergibt  sich  dann  die  Beziehung 

TP   8' 
(86)  X„       ^^-^'^- 


in  welcher  d^^^^  die  Wege  der  Lasten  P^  infolge  des  Belastungszu- 
standes des  n — 1-fach  statisch  unbestimmten  Systems  X„  =  —  1 
bezeichnen.  Vermöge  dieser  Gleichung  kann  jede  Einflusslinie  einer 
Stabkraft  nun  als   Bieo-ungslinie   aufgefasst  werden,    insonderheit  die 


137)  H.  Müller-Breslau,  Die  graphische  Statik  der  Baukonstruktionen  Bd.  2, 
Ab.  1,  4.  Aufl.    Stuttgart  1907,  p.  162. 

138)  Kirchhoff,  Beitrag  zur  Berechnung  dreifach  statisch  unbestimmter 
Systeme  mit  Hilfe  von  Elastizitätsgleichungen,  die  voneinander  unabhängig  sind, 
Zeitschr.  f.  Bauwesen  61  (1911),  p.  629. 

139)  H.  Müller-Breslau,  Die  graphische  Statik  der  Baukonstruktionen  Bd.  2, 
Abt.  1.    Leipzig  1892,  p.  189. 
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Einflusslinie  jeder  statisch  unbestimmten  Grösse  des  r<-fach  statisch 
unbestimmten  Systems  als  Biegungslinie  des  n  —  1  fach  statisch  un- 
bestimmten Systems  infolge  des  Belastungszustandes  X„  =  —  1. 
H.  Müller-Breslau  verwendet  jedoch  diese  Beziehung  nur  in  ganz  be- 
stimmten Fällen  als  Ersatz  seines  in  Nr.  39  beschriebenen  graphischen 
Verfahrens. 

Die  vorstehende  Beziehung  gestattet  nun,  wie  aus  der  von 
H.  MüUer-Breslau  gegebenen  Begründung  ersichtlich  ist.  ohne  weiteres 
den  Übergang  vom  w-fach  auf  das  m  -\-  1-fach  statisch  unbestimmte 
System.  Diesen  Übergang  vollzieht  J.  Pirlet^^)  und  gelangt  damit 
natürlich  wieder  zu  dem  Verfahren,  welches  S.  Müller  auf  anderem 
Wege  gefunden  hatte.  -/.  Pirlet  bemerkt,  dass  das  Verfahren  der 
GoKSSschen  Eiiminationsmethode  analog  ist,  welche  n  lineare  Glei- 
chungen durch  wiederholte  Substitution  einer  Unbekannten  mit  Hilfe 
einer  Gleichung  in  allen  andern  auflöst.  Aus  der  Gaussschen  Schreib- 
weise gewinnt  J.  Pirlet  ein  übersichtliches  Schema  für  die  rechnerische 
Ermittlung  aller  benötigten  Verschiebungen.  Die  Ermittlung  der 
letzteren  auf  graphischem  Wege  verwirft  er  als  ungenau,  während 
S.  Müller  beide  Wege  zulässt.  Also  lediglich  in  diesem  Punkte  weicht 
J.  Pirlet  von  S.  Müller  ab. 

41.  Mathematisclier  Zusammenhang  und  Vergleichung  der 
Lösungsmetlioden  für  die  „Bedingungsgleichungen".  ^4.  Hertuig^^^) 
untersucht  den  mathematischen  Znsammenhang  der  verschiedenen  Lö- 
sungsmethoden. Die  allgemeine  Auflösung  der  linearen  Bedingungs- 
gleichungen  kann  durch  Substitution,  Elimination  oder  durch  eine 
Kombination  beider  erfolgen.  Die  Methode  der  Elimination  führt  un- 
mittelbar zu  den  in  den  Gleichungen  (82)  gegebeneu  Lösungen  durch 
Determinanten.  Die  Methode  der  Suhstittdion  führt  an  Stelle  der  sta- 
tisch unbestimmten  Grössen  I^,  welche  der  Wirkung  der  überzähligen 
Konstrnktionsteile  entsprechen,  Grössen  X  mit  Hilfe  von  linearen 
Gleichungen  zwischen  den  1'  und  X  ein.    Sie  ergiebt  für  X  die  Lösung 

*  ~  Hk  ' 

In  dieser  ist  d„.,.  der  Weg  der  Last  P  ,  infolge  des  Beiast ungszustandes 
Yj^=  -{-  1  und  £^.^  der  Weg  der  Belastung  X,.  infolge  des  Belastungs- 


140)  J.  Pirlet,  Die  Uerechniuig  statisch  unbestimmter  Systeme,  Der  Eisen- 
bau 1  (1910),  p.  331. 

141)  Ä.  Hertivig.  Über  die  Berechnung  melirfach  statisch  unbestimmter 
Systeme  und  verwandter  Aufgaben  in  der  Statik  der  Baukonstruktionen.  Zeitschr. 
f.  Bauwesen  GO  (^1910),  p.  4!S7. 


41.  Stat.  unbest.  Systeme :  Die  „Bedin^ingöglgn.-'(Yergl.d.  Lösungsmethoden).  531 

zustandes  X^=  -\-  l.  Mithin  ist  die  Biegungslinie  für  Y^  =  -\-l  Ein- 
flusslinie für  X^.  Geht  man  weiter  zur  Ermittlung  der  Y  über,  so 
erhält  man  das  durch  Gleichung  (82a)  ausgedrückte  Ergebnis,  sofern 
gewisse  willkürliche  Koeffizienten  geeignet  gewühlt  werden. 

Die  dritte  Methode  bedient  sich  zunächst  der  Substitution,  um 
neue  statisch  unbestimmte  Grössen  X  in  die  Bedingungsgleichungen 
für  die  Y  einzuführen.  Aus  diesen  berechnet  sie  sodann  die  X  mit 
Hilfe  der  Elimination,  indem  sie  als  Eliminationsmultiplikatoren  die 
Koeffizienten  wählt,  welche  auch  die  Substitution  vermittelt  hatten, 
Su  ergeben  sieh  Gleichungen  von  der  Form 

c,,  X,  +  6',,  X  -f  •  c,,  ■  X,  +  c',„ x„  =  - 2k ^n.- 

Diese  sind  identisch  mit  den  gebräuchlichen  Bediugungsgleichungen 
für  die  X,  ö,^^,  und  die  Koeffizienten  Q,  entsprechen  also  dem  Be- 
lastungszustand Xj^  +  1-  Diß  Erfüllung  der  "^^-^ — -  Bedingimgen 
64^=0  ergiebt  für  jedes  X  einen  Wert: 

Y  ^  -^m  ^mi 

Sonderfälle  dieser  Methode  sind  alle  diejenigen  Verfahren,  welche  die 
Aufstelluncr  von  Bedinguncfsgleichungen  für  die  statisch  unbestimmten 
Grössen  mit  nur  einer  Unbekannten  anstreben,  im  besonderen  also 
auch  das  Verfahren  von  .S.  Müller. 

A.  Herticiy  bespricht  noch  eine  Methode  der  Substitution  mit 
Hufe  linearer  Gleichungen,  welche  ein  konstantes  Glied  enthalten. 
Diese  Methode  bedeutet  den  Übergang  von  einer  Gruppe  im  System 
vorhandener  statisch  unbestimmter  Grössen  zu  einer  anderen  Gruppe 
vorhandener  Grössen.  Das  Verfakreu  hat  jedoch  nur  beschränkte  An- 
wendbarkeit. 

A.  Hertiäg  kommt  zu  dem  Schluss,  dass  die  Verfahren  der  Eli- 
mination und  Substitution  annähernd  gleichwertig  sind  hinsichtlich 
des  Arbeitsaufwandes.  Die  kombinierten  Methoden  können  eine  Arbeits- 
erspamis  mit  sich  bringen,  wenn  graphische  Verfahren  zur  Darstel- 
lung der  Biegungslinien  Verwendung  finden.  In  diesem  Falle  aber 
leidet  bei  statisch  unbestimmten  Systemen  höheren  Grades  im  allge- 
meinen die  Genauicrkeit  der  Ergebnisse.  Man  wird  deshalb  rechne- 
rische  Ermittlung  vorziehen  müssen.  Es  ist  dann  bei  allen  Verfahren 
die  Berechnung  von  Lnterdeterminanten  A,,.  n  —  1**^  Grades  erforder- 
lieh.  Eine  wesentliche  Arbeitsersparnis  oder  Erhöhung  der  Genauig- 
keit kann  demnach  keinem  der  besprochenen  Verfahren  allgemein  zu- 
erkannt werden.    Die  Entscheidung  über  die  zweckmässigste  Methode 

Sneyklop.  d.  math.  Wlageiuch.    IV  i,  u.  35 
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muss  von  Fall  zu  Fall  getroffen  werden.  Nach  H.  Miäler-Breslau^^"') 
rauss  in  jedem  Falle  geprüft  werden,  ob  es  nicht  besser  ist,  eine 
oTÖssere  Anzahl  von  Gleichungen  aufzulösen  und  dafür  einfachere 
Bieguugslinien  und  Verschiebungspläne  einzutauschen. 

Einen  Vorzug  besitzen  die  Verfahren,  welche  Bedingungsglei- 
chungen mit  einer  Unbekannten  liefern,  vor  den  allgemeinen  Lösungs- 
methoden darin,  dass  sie  die  Möglichkeit  bieten,  die  Richtigkeit  und 
Genauigkeit  der  Rechnung  im  Laufe  derselben  zu  prüfen.  Diese  Kon- 
trollen beruhen  auf  dem  3Iaxivelkc\ien  oder  I>e^^/schen  Satze  von  der 
Gegenseitigkeit  der  elastischen  Formänderungen.  Allerdings  muss 
hierbei  die  naheliegende  Gefahr  vermieden  werden,  dass  die  Kontroll- 
rechnung nur  eine  unwesentlich  veränderte  Wiederholung  der  ersten 
Rechnung  darstellt. 

42.  Einige  besondere  Lösungsmethoden  für  die  „Bedingungs- 
gleichungen".  In  manchen  Fällen  gelingt  es,  durch  geeignete  \\'ahl 
der  statisch  unbestimmten  Grössen  den  Bedingungsgleichungen  zu  ihrer 
Berechnung  die  Form  von  Differenzenglei chunf/en  zu  geben,  welche  ein- 
fache Lösungen  auf  verschiedeneu  Wegen  zulassen.  Derartige  Glei- 
chungen hat  zuerst  E.  Clapeyron^^^^  für  die  Beziehungen  aufgestellt, 
welche  zwischen  drei  aufeinanderfolgenden  Stützeumomenten  eines 
kontinuierlichen  Balkens  bestehen: 

^m-l  Kn  ~\~  2  ^md'm  ~f"  L  +  l)  +   -^m  +  1  L  +  1   =  ^m  • 

Die  rechte  Seite  bezeichnet  ein  konstantes,  nur  von  der  Belastung  ab- 
häno-io-es  Glied.  Für  den  Fall  gleicher  Stützweiten  l  löst  Clapeyrun  die 
Gleichungen  durch  Elimination,  er  erhält  als  Multiplikatoren  eine  leicht 
anzuschreibende  Zahlenreihe.  Denselben  Weg  beschreitet  E.  Winlder^*^) 
für  den  allgemeinen  Fall  verschieden  grosser  Stützweiten.  L.  Frnj- 
tag^^)  löst  die  Gleichungen 


welche    in    der    Form    mit    denen  Clapeyro)is    übereinstimmen,    durch 


142)  E.  Clapeyron,   Calcul   d'une  poutre   elastique  reposunt  librement   sur 
des  appuis  inegalement  espaces,  Paris  C.  K.  45  1,1807),  p.  1076. 

143)  E.  Winkkr,  Die  Lehre  von  der  Elastizität  und  Festigkeit,  Prag  1807, 

p.  114  ff. 

144)  L.  Freytag,    Gesetzmässigkeiten   in   der  Statik   des  Vierendeelträ^'ers, 

München-Berlin  l'Jll,  p.  17. 
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schrittweise  erfolgende  Substitution.  Er  gewinnt  A'„,  als  lineare  Funk- 
tion von   Xj  und  den  a : 

A'„.  =  ß„,  X,  +  ß,„^,a,  +  /^„._.  «2  +  ■  •  •  +  ^1  «™-i 
und    bemerkt,    dass   die    Koeffizienten  fi   duich    Reihenentwicklung   zu 
hestininien  sind.     Es  ist 

ß,n=  ^h,>n+  f^3,n.-iX   +   ^ö,m-if-\ ^  ^2  m-l  ,1  X""  ^  ■ 

Hierin  sind  die  ;i  Glieder  arithmetischer  Reihen  höherer  Ordnung  von 
ungerader  Ordnungszifier,  beispielsweise  /i^  „,_3  das  m  —  3**'  Glied  der 
Reihe  der  Ordnungsziffer  7.  Für  x  =  '2  stimmen  die  Koeffizienten  mit 
den  Zahlen  Clapeyrons  überein. 

A.Clebsch^^'^)  giebt  für  die  Clapeyronschen  Gleichungen  bei  gleichen 
Stützweiten  eine  Lösung  in  geschlossener  Form  durch  das  Integral: 

In  diesem  sind  p  und  q  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung 

z* -\- Az -{- 1  =  0 

und  C,  Ä,  B  Konstante,  welche  aus  dem  von  der  Belastung  ab- 
hängigen Glied  und  gegebenen  Bedingungen  des  Systems  zu  be- 
stimmen sind. 

Ebenfalls  benutzt  L.  Mann^'^^j  die  Integration  von  Differenzen- 
gleichungen der  Form 

Das  totale  Integral  ist: 

hierin  sind  p  und  q  die  Wurzeln  der  Gleichung 

am^  -\-  ßm  -f-  cc  =  0 

und  die  Konstanten  C^  und  C^  aus  den  gegebenen  Bedingungen  zu 
bestimmen. 

Eine  graphische  Lösung  der  Clapeyronschen  Gleichungen  für  den 
allgemeinen  Fall  verschiedener  Stützweiten  ist  von  0.  3Iohr^*'^)  im 
Anschluss  an  Arbeiten  C.  Cidmanns,  eine  zweite  von  H.  Midler-Bres- 
lau^^^)  gegeben.    Beide  haben  zur  Voraussetzung,    dass   in  der  ersten 

145)  A.  Clebsch,  Theorie  der  Elastizität  fester  Körper,  Leipzig  1862,  p.  394. 

146)  L.  Mann,  Statische  Berechnung  steifer  Vierecknetze,  Diss.  techn.  Hoch- 
schule Berlin  1909. 

147)  0.  Mohr,  Beitrag  zur  Theorie  der  Holz-  und  Eisenkonstruktionen, 
Zeitschr.  d.  Arch.-  u.  Ing.-Ver.  zu  Hannover  14  (1868),  p.  19. 

148)  H.  Müller -Breslmi,  Über  einige  Aufgaben  der  Statik,  welche  auf 
Gleichungen  der  Clapeyronschen  Art  führen,  Berlin  1891,  p.  3. 

35* 


534  IV  29  a.    M.  Grüning.     Theorie  der  Baukonstruktionen  I. 

Gleichung  die  erste,  in  der  letzten  Gleichung  die  letzte  Grösse  X  be- 
kannt ist.  Dann  bestehen  zwischen  der  zweiten  und  dritten  sowie 
zwischen  der  2t  und  3^  letzten  lineare  Beziehungen,  und  man  kann 
aus  den  Differenzengleichungen  für  je  zwei  aufeinanderfolgende  Grössen 
zwei  lineare  Beziehungen  ableiten,  die  eine,  indem  man  mit  den  ersten 
Grössen  beginnt  und  fortschreitet  bis  zu  den  letzten,  die  andere  auf 
dem  entgegengesetzten  Wege.  Das  geschieht  graphisch  mit  wenigen 
Hilfslinien  und  liefert,  wenn  man  die  X  als  Ordinaten  von  einer  Xull- 
linie  aus  aufträgt  und  ihre  Endpunkte  durch  Gerade  verbindet,  für 
jede  dieser  Geraden  einen  Punkt  auf  dem  ersten,  einen  zweiten  auf 
dem  entgegengesetzten  Wege. 

Für  statisch  unbestimmte  Systeme  höhereit  Grades  deutet  A.  Heri- 
wig^^^)  einen  auf  Reihenentwicklung  (Anwendung  des  Verfahrens  der 
Iteration)  beruhenden  Weg  der  Lösung  an.  Er  stellt  die  statisch  un- 
bestimmten Grössen  in  der  Form  dar 

^r  =  frl  ^ml  H~  fr2  ^ma  +   '   "  '   "f~  frn^mjt 

und  will  die  Koeffizienten /'als  unendliche  konvergente  Reihen  entwickeln, 
welche  bei  geeigneter  Wahl  der  statisch  unbestimmten  Grössen  schnell 
konvergieren.  A.  Hertwig  misst  dem  Verfahren  Bedeutung  bei.  Das 
dürfte  zutreffen,  wenn  sich  eine  gute  Konvergenz  der  Reihen  durch 
wenige  Glieder  erreichen  lässt.  Eine  ausführlichere  Entwicklung  des 
Gedankens  steht  noch  aus.^*^) 

H.  Reissner  ^^°)  verwendet  bei  räumlichen  Fachiverlien  mit  zyklischer 
Symmetrie  das  Verfahren  der  harmonischen  Analyse.  Er  stellt  eine 
Gruppe  gleichartiger  statisch  unbestimmter  Kräfte,  welche  an  einem 
Ring  angreifen,  durch  eine  nach  den  Vielfachen  der  Sinus  und  Ko- 
sinus fortschreitende  endliche  trigonometrische  Reihe  dar  und  erhält 
Elastizitätsbedingungen,  deren  jede  nur  die  auf  einem  Meridian  liegen- 
den statisch  unbestimmten  Kräfte  aufweist.  Liegen  alle  statisch  un- 
bestimmten Grössen  auf  einem  Ring,  so  ist  also  in  jeder  Gleichung 
nur  eine  Unbekannte  vorhanden. 


149)  Vgl.   inzwischen  die   Tiähere  Ausführung  in    H.  Müller-  Breshtu-Fesi- 
Bchrift,  Leipzig  1912,  p.  37. 

150)  H.  Reissner,  Über  Fachwerke  mit  zyklischer  Symmetrie,  Arch.  d.  Math, 
u.  Phys.  (3)  13  (1908),  p.  317. 


(Abgeachlosseu  April  1912.) 
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IV29b.  THEORIE  DERBAI^KOKSTRUKTIONEN  II: 
SPEZIELLERE  AIISEÜHRUl^GEISr. 


Von 
K.  WIEGHARDT 


Inhaltsübersicht. 

Allgemeine  Vorbemerkung. 

I.  Speziellere  Fragen  aus  der  Theorie  der  Fachwerke. 

1.  Steife  Stab  Verbindungen. 

a)  Allgemeiner  Ansatz  einer  die  Steifigkeit  der  Stabverbindungen  berück- 
sichtigenden Statik  der  (ebenen)  Fachwerke. 

b)  Fachwerke  mit  lauter  steifen  Stab  Verbindungen,  die  auch  mit  lauter  ge- 
lenkigen Stabverbindungen  tragfähig  wären.  Problem  der  sog.  Neben- 
spannungen. 

c)  Fachwerke  mit  lauter  steifen  Stabverbindungen,  die  mit  lauter  gelenkigen 
Stabverbindungen  nicht  tragfähig  wären.  Regelmässiger  Vierendeelträger 
als  Beispiel. 

d)  Fachwerke  mit  steifen  und  gelenkigen  Stabverbindungen. 

2.  Schlaffe  Stäbe. 

3.  Zerlegung  von  Brücken  in  ebene  Fachwerke. 

4.  Zusammenhänge  zwischen  einem   statisch  unbestimmten  Fachwerk  und  den 
darin  enthaltenen  Fachwerken. 

a)  Reduktion  der  Berechnung  eines  statisch  unbestimmten  Faehwerkes  auf 
die  Berechnung  darin  enthaltener  statisch  bestimmter  und  überbestimmter 
Fachwerke. 

b)  Vergleich  eines  statisch  unbestimmten  Fachwerkes  mit  den  darin  ent- 
haltenen in  bezug  auf  den  Materialaufwand. 

5.  Dynamik  der  Fachwerke. 

II.  Statik  der  Steinbauten. 

6.  Allgemeines. 

7.  Historisches  über  die  Statik  der  Gewölbe. 

8.  Die  Stützlinie. 

9.  Das   Tonnengewölbe    als    krummer   Stab;    die    sog.    technische    Theorie    des 
Tonnengewölbes. 

10.   Das  Tonnengewölbe  als  krummer  Stab;  der  sog.    Winkler ^che  Satz. 
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11.  Tonnengewölbe  mit  geschlossener  Mittellinie  (Tunnelgewölbe). 

12.  Schiefe  Tonnengewölbe. 

13.  Das  Tonnengewölbe  als  zylindrische  Schale. 

14.  Doppelt  gekrümmte  Gewölbe  (Kuppeln), 

15.  Stützmauern,  Talspen-enmauern  u.  dgl. 

16.  Schornsteine. 

III.  Statik  der  Balken  und  Gewölbe  aus  Eisenbeton. 

17.  Vorbemerkung. 

18.  Mathematische  Formulierung    der  physikalischen  Eigenschaften  des  Eisen- 
betons. 

19.  Das  Integrationsproblem  der  Statik  des  Eisenbetons. 

20.  Frage  der  Reduktion  auf  zweidimensionale  Probleme. 

21.  Einfache  Lösungen  des  zweidimensionalen  Problems. 

22.  Technische  Ausätze. 


28.  Schlusswort. 


Litteratur. 

Infolge  der  grossen  Ausdehnung  der  spezifisch  technischen  [d.  h.  der  in 
erster  Linie  von  technischen  Interessen  beherrschten]  Litteratur  konnte  eine 
Vollständigkeit  des  Verzeichnisses  nicht  angestrebt  werden;  dass  bei  der  Aus- 
wahl auch  der  Zufall  eine  Rolle  gespielt  hat,  schien  unvermeidlich. 

Wegen  der  zahllosen  Abhandlungen  über  Eisenbeton  sei  insbesondere  auf 
folgende  Zusammenstellung  verwiesen: 

E.  Hoffmann,  Die  Eisenbetonlitteratur  bis  Ende  1910.     Berlin  1911. 

1.  Lehrbücher  und  Monographieen. 
Ausser  den  in  IV  29a  {Grüning)  genannten: 
A.  Bierhaumer,    Die    Dimensionierung    des    Tunnelmauerwerkes.      Leipzig    und 
Berlin  1913. 

F.  V.  Emperger,  Handbuch  für  Eisenbetonbau.  2.  Aufl.  1.  Bd.:  Entwicklungs- 
geschichte und  Theorie  des  Eisenbetons.     Berlin  1912. 

F.  Engesser,  Die  Ziisatzkräfte  und  Nebenspannungen  eiserner  Fachwerkbrücken. 
2  Bde.     Berlin  lsü3. 

A.  Föppl,  Vorlesungen    über  technische   Mechanik.     2.  Bd.:    Graphische   Statik. 

Leipzig  1900. 
L.  Freytag,  Gesetzmäßigkeiten  in  der  Statik  des  Vierendeel-Trägers.     München 

u.  Berlin  1911. 
0.  KommcreU,  Stati.sche  Berechnung  von  Tunnelmauerwerk.     Berlin  1912. 

G.  Lang,  Der  Schornsteinbau.     Hannover  1896. 

A.  Leon,  Über  die  Wärmespannungen  in  runden  Schornsteinen.  Wien  u.  Leip- 
zig 1906. 

A.  E.  H.  Love,  Lehrbuch  der  Elastizität,  deutsch  von  A.  Timpe.  Leipzig  u. 
Berlin  1907. 

H.  Moseley,  The  mechanical  priuciples  of  engineering  and  architecture. 
London  1843. 
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JL  Müller-Breslau-¥Q^i&c\\x'\it.     Leipi^ig  1Ü12. 

E.  Iteich,  ViercTulcolträger  mit  parallelen  Gurtungen.     Wien  1911. 

//.  lütter,   Berechnung    von    bogenförmigen    Staumauern.     DisH     Karlsruhe    11)13. 

W.  Eitler,  Die  Statik  der  Tunnelgewülbe.     Berlin  1879. 

H.  Seipp,   Beitrilge   zur  Theorie  u.  Berechnung   doppelt  gekrümmter  Freiträger. 

Wien  1910. 
A.  Vierendeel,  Longerons  en  treillis  et  longerons  ä  arcades.    Bruxellefl-PariB  1897. 

—  Theorie  generale  des  poutres  Vierendeel.  Memoires  et  comptes  rendus  des 
travaux  de  la  Societe  des  Ingenieurs  civils  de  France  1900  (II),  p.  163 — 218. 

—  Cours  de  Stabilite  des  constructions  Tlff.;  Louvain-Paris  1906fF.  Hierin 
T  8:  Calcul  des  poutres  Vierendeel,  ebd.  1912,  deutsch  von  W.  Mertens,  Der 
Vierendeel-Träger.    Seine  Berechnung  und  Konstruktion.     Düsseldorf  1912. 

2.  Zeitschriften. 

Allgemeine  österreichische  Bauzeitung.     Wien  1836  ff. 

Annales  des  ponts  et  chaussees.     Paris  1831  ff. 

Archiv  der  Mathematik  und  Physik.    Leipzig  u.  Berlin  1841  fi. 

Armierter  Beton.     Berlin  1908  ff. 

Beton  armö.     Paris  1898  ff. 

Beton  u.  Eisen.     Berlin  1905  ff. 

Comptes  rendus  hebdomadaires  d.  seances  de  l'Academie  den  sciences.  Paris  183.5  ff'. 

Czasopismo  technizne.     Lemberg. 

Deutsche  Bauzeitung.     Berlin  1868  ff. 

Drapers  research  memoirs.     London  1904  ff. 

Eisenbau.     Leipzig  1910  ff. 

Forscherarbeiten  auf  dem  Gebiete  des  Eisenbetons.    Berlin  (früher  Wien)  1904  ff. 

Fortschritte  der  Ingenieurwissenschaften.     Leipzig  1892  ff. 

Minutes  of  proceedings  of  the  Institution  of  Civil  Engineers.     London  1837  ff. 

österreichische  Wochenschrift  für  den  öffentl.  Baudienst.     Wien  1901  ff. 

Philosophical  magazine.     London,  1789  ff. 

Physikalische  Zeitschrift.     Leipzig  1900  ff. 

Schweizerische  Bauzeitung.     Zürich  1883  ff. 

Sitzungsberichte  der  Kais.  Akad.  der  Wiss.  in  Wien.     Wien  1848  ff. 

Technology  quarterly  and  proceedings  of  the  Society  of  arts.     Boston  1888  ff. 

Transactions  of  the  American  Society  of  Civil  Engineers.     New  York  1872  ff. 

Verhandlungen    des    Vereins    zur    Beförderung    d.    Gewerbfleißes    in    Preußen. 

Berlin  1822  ff. 
Zeitschrift    des    Arch.-    u.    Ing.-Vereins    zu    Hannover.     Hannover    185.5  ff.     Von 

1896  an: 
Zeitschrift  für  Architektur  u.  Ligenieurwesen.     Hannover  1896  ff. 
Zeitschrift  des  Österreichischen   Ingenieur-  u.  Architektenvereins.     Wien  1849  ff. 
Zeitschrift  des  Vereins  Deutscher  Ingenieure.     Berlin,  1857  ff. 
Zeitschrift  für  Bauwesen.     Berlin  1851  ff. 
Zeitschrift  für  Betonbau.     Wien  1913ff. 
Zeitschrift  f.  Mathematik  und  Physik.     Leipzig  1856  ff. 
Zentralblatt  d.  Bauverwaltung.     Berlin  1881  ff. 
Zivilingenieur.     Leipzig  1854  ff.  bis  1896  erschienen. 
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Allgemeine  Vorbemerkung.  Das  vorliegende  zweite  Referat  über 
die  Theorie  der  Baukonstruktionen  behandelt  zunächst  die  im  ersten 
Referat  (IV  29  a,  Grüning)  sowie  in  IV  5,  Henneberg  noch  nicht  er- 
ledigten Fachwerkfragen,  sodann  die  Statik  der  Steinbauten  und  end- 
lich die  wichtigsten  der  mit  der  neuen  Eisenbetonbauweise  zusammen- 
hängenden Fragen. 

Es  zerfällt  damit  in  drei  Abschnitte  von  sehr  verschiedenem 
Charakter. 

Die  Theorie  der  FachwerJce  ist  heute  so  weit  durchgebildet,  dass 
man  höchstens  noch  in  der  Dynamik  der  Fachwerlce  (Nr.  5)  auf  wesent- 
liche Schwierigkeiten  stösst.  Die  Statik  der  Steinhaufen  ist  in  einem 
weniger  befriedigenden  Zustande.  Dort  gruppiert  sich  eine  rationelle 
Theorie  um  Randwertaufgaben  für  die  Differentialgleichungen  der 
Elastizitätstheorie  (IV  24,  2 a,  Tedone),  so  dass  man  nur  langsam  weiter 
kommt  und  bisher  nicht  einmal  alle  Haupttypen  der  wirklich  vor- 
kommenden Steinbauten  eine  halbwegs  befriedigende  theoretische  Be- 
handlung erfahren  haben.  Noch  ungünstisfer  steht  es  um  die  Theorie 
des  Eisenbetons,  weil  dort  die  oben  erwähnten  Randwertaufgaben  in 
einer  erheblich  modifizierten  und  komplizierten  Form  auftreten.  Dem- 
gemäss  kann  hier  nur  über  erste  Anfänge  auf  diesem  Gebiete  berichtet 
werden.  Freilich  bedarf  gegenüber  diesem  Sachverhalt  die  Tatsache,  dass 
schon  jetzt  eine  ungeheuer  ausgedehnte  Eiseubetonlitteratur  vorhanden 
ist,  der  Erklärung:  Vorwiegend  handelt  es  sich  dabei  um  experitnetitdle 
Studien,  um  u.  a.  festzustellen,  bis  zu  welchem  Grade  gewisse  Voraus- 
setzungen der  Theorie  (z.  B.  Haften  des  Eisens  am  Beton)  überhaupt 
zulässig  sind,  und  die  meisten  Abhandlungen  theoretischen  Charakters 
zeigen  weniger  das  Bestreben,  einen  rationellen  Anschluss  an  die  all- 
gemeine Elastizitätstheorie  zu  gewinnen,  als  vielmehr  der  Forderung 
des  Tages  nach  möglichst  einfachen  und  gebrauchsfertigen  Formeln 
für  die  Dimensioniernng  der  Eisenbetonkonstruktionen  nachzukommen. 

Das  vorliegende  Referat  steht  natürlich  in  manchen  Beziehungen 
zu  andern,  hauptsächlich  folgenden:  IV  5,  Henneberg;  2-1,  Tedone:  25, 
Tedone-Titnpe;  26,  Lamb;  21,  v.  Kdrmän;  29  a,  Grüning. 

Als  elastische  Konstante  wurden  durchweg  der  Young sehe  Elasti- 
zitätsmodul ii' und  m,  der  reziproke  Wert  der  Pi)/ssoh  sehen  Konstauten, 
gewählt. 

I.  Speziellere  Frai^eu  aus  der  Theorie  der  Faelnverke. 
1.  Steife  Stabverbindungen. 

1  a.  Allgemeiner  Ansatz  einer  die  Steifigkeit  der  Stabverbin- 
dungen berücksichtigenden  Statik  der  (ebenen)  Fachwerke.    In  den 
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Artikeln  IV  5  {Kennchcrg)  und  IV  29a  (Grüning)  ist  auseinander- 
gesetzt, wie  die  Spannungen  und  Deformationen  eines  Fachwerkes  7A\ 
ermitteln  sind,  wenn  seine  Stäbe  in  reibungslosen  Gelenken  mitein- 
ander verbunden  sind.  In  Wirklichkeit  ist  aber  die  Stabverbindung 
meist  mehr  oder  weniger  steif,  sei  es  infolge  von  Reibung  in  den 
Gelenken,  vor  allem  aber  dann,  wenn,  wie  es  meist  geschieht,  die 
Stäbe  überhaupt  nicht  in  Gelenken  aneinanderstossen, 
sondern  an  Knotenblechen  festgenietet  sind  (Fig  1). 
In  erster  Annäherung  wird  man  dann  das  einzelne 
Knotenblech  i  mit  den  daran  festgenieteten  Stabenden 
als  starre  Scheibe  auffassen  dürfen,  die  sich  nur  als 
Ganzes  um  einen  Winkel  q).  drehen  kann,  während 
die  Winkel  zwischen  den  Stabenden  unter  allen  Um- 
ständen konstant  bleiben.  Infolgedessen  können  die  Stäbe  bei  einer 
Belastung  des  Fachwerkes  im  allgemeinen  nicht  geradlinig  bleiben, 
denn  die  Längsspannkräfte  S-f.  der  Stäbe  werden  Dehnungen  s^^.  und 
diese  wiederum  Verrückungen  u^,  v.  der  Knotenpunkte  bedingen,  so 
dass  die  „Stabaxen",  nämlich  die  Verbindungsgeraden  je  zweier  End- 
punkte i  und  ]c  eines  Stabes,  sich  nach  erfolgter  Belastung  um  ge- 
wisse Winkel  co^i^  aus  ihrer  ursprünglichen  Lage  gedreht  haben  werden; 
diese  Winkel  werden  für  die  an  einem  Knoten  zusaramenstossenden 
Stäbe  im  allgemeinen  nicht  alle  denselben  Wert  haben  können. 

Sei  nun  ri  =  f(^)  die  Gleichung  eines  so  verbogenen  Stabes  in 
bezug  auf  ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem,  dessen  S'-Axe  mit 
der  verschobenen  Stabaxe  zusammenfällt  (Fig.  2a),  so  werden  wegen 


Kn-Oien  k 


Knoten  i 


Fig.  2  a. 


der  Kleinheit  aller  in  Betracht  kommenden  Grössen  die  beiden  Rand- 
werte von  /"(l)  annähernd  den  beiden  Gleichungen: 

r(bX-  =  (pi  —  e^u- 
f"{^)k=^k—^ik 
genügen  und  die  Randwerte  von  /"(!)  selbst  den  Bedingungen: 


(1) 


(2) 
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Nun  möge  das  Knotenblech  i  auf  den  Stab  ik  übertragen: 

1.  die  als  Zugkraft  positiv  gerechnete  Längsspannkraft  5,^, 

2.  die  Schubkraft  (Querkraft)   Q^^, 

3.  das  Kräftepaar  B^^, 

alles  im  Sinne  der  Fig.  2  b.  Wenn  dann  die  Belastung  des  Fachwerkes 

ausschliesslich  in  den 
Knotenpunkten  an- 
greift,so  wird  imQuer- 
schnitte  |  des  Stabes 
übertragen:  d.  Längs- 
spannkraft Sfi^j  die 
Schubkraft  Q^,.  und 
Fig.  2  b.  ferner  das  Biegungs- 

moment: ^^.+ ^  ^,.;., 

sofern  man  den  Einfluss  von  S^f.  auf  das  Biegungsmoment  als  vemach- 

lässigbar  betrachtet.  ^) 

Somit  wird  nach   IV  25,  Nr.  17,  (Tedone-Thnpe)   annähernd  die 

Gleichung: 


(3) 


^ik-  Jik 


n^)-Ba+Qa 


Ea  und  J,., 


bestehen,  da  die  Stabkrümmung  nur  schwach  sein  wird 
bedeuten  in  bekannter  Weise  Elastizitätsmodul  des  Stabes  und  das 
in  Betracht  kommende  Trägheitsmoment  des  Stabquerschnittes.  Die 
Integration  dieser  Gleichung  liefert  mit  Berücksichtigung  der  Rand- 
bedingungen (1)  und  (2)  folgenden  Zusammenhang  ziviscJien  Biegungs- 
moment, Schubkraft,  Stdbaxendrehwinkeln,  Knotendr ehwinkeln : 


(*) 


5,.=  -'^'-'^'(29>,+  %-3«>,,), 

'  j  k 


und  das  Biegungsmoment  am  Ende  /.•  des  Stabes  ist: 

(5)  B,,  =  ^,,  +  ^,, .  /,,  =  +  2  ^-^-  (y,.  +  2  (p,  -  3  0,,;) . 

Da  somit  die  Wirkung  des  Stabes  //.•  auf  den  Knoten  /  in  2  Kräften 
und  einem  Kräftepaar  besteht,  verlangt  das  Gleichgenicht  am  einzelnen 
Knoten  i  das  Erfülltsein  von  drei  Gleichungen.  Diese  lauten  nach 
Einführung  eines   in  der  Fachwerkebene    festen  rechtwinkligen  X  i'- 


1)  Wegen  der  Modifikationen,  die  die  Theorie  bei  Berücksichtigung  dieses 
Einflusses  erfährt,  s.  die  in  folgender  Nr.  1  b  zitierte  Abhandlung  von  H.  Manderla. 


I 
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Koordinatensystems,  wie  folgt: 


(A) 


k 
k 


[3/*- Vi.s,,-^  ^^-:f' .  Q^,] 4-  Y^  +  y;'  =  0, 


Xp  Y^  sind  die  Komponenten  der  Last  am  Knoten  i;  X^,  Y!  die 
Komponenten  eines  eventuellen  Stützwiderstandes  am  Knoten  i.  Die 
Koordinaten  der  Knotenpunkte  x^,  y.  und  die  Längen  der  Stabaxen,  l^/^, 
sind  natürlich  strenggenommen  auf  den  deformierten,  den  Gleich- 
gewichtszustand des  Fachwerkes  zu  beziehen,  werden  aber  allgemein, 
wie  auch  in  IV  29  a,  Nr.  14  {Grüning),  auf  den  ursprünglichen  Zu- 
stand bezogen,  da  es  wegen  der  Kleinheit  der  Verrückungen  als  An- 
näherung gestattet  ist  und  den  Ansatz  fundamental  vereinfacht. 

Die  Zusammenhänge  zwischen  den  statischen  Grössen  S,  Q,  9Ji 
und  den  kinematischen:  e,  (p,  a,  die  sog.  „Elastizitätsgleichimgen",  lauten 
nach  den  obigen  Ausführungen: 


(B) 


^^aJik 


(2^,-+  «P*— Sö.j), 


s,. 


■'t  k     ik , 


2«,-,0, 


(C) 


'ik  -^ik     ^  ik     '^iky 

WO  F^f.  der   Stabquerschnitt  ist.    Endlich  bestehen  noch  die  rein  hine- 
in ati sehen  Zusam  mmhänge : 

hl '  ^ik  =  i^k  —  ^,)  {^k  —  «.•)  +  (t/k  —  y,)  (Vk  —  Vi), 

hl '  öu=  i^k  —  ^i)  (v*  —  ^\)  —  iVk  —  y^  (Wi  —  Wi). 

Die  Gleichungen  (A),  (B),  (C)  sind  als  die  Grundgleichungen  der  Theorie 
der  ebenen  Fachwerhe  mit  lauter  steifen  Stabverhindungen  su  bezeichnen. 
Ist  nun: 

6'  die  Anzahl  der  Stäbe, 
n    „  „  „    Knoten, 

a    „  „  „    Auflagerbedingungen, 

so  repräsentieren  die  Grundgieiehungen  zusammen  mit  den  Auflager- 


2)  Wenn   die  Belastung  auch  noch  die  Wirkung  von  Kräftepaaren  M.  auf 
die  Knoten  hat,  ist  die  letzte  Gleichung  natürlich  durch: 


ZU  ersetzen. 


542  rV  29  b.     K.  Wieghardt.    Theorie  der  Baukonstruktionen  LI. 

bedingungen  ?>n-\-  '6s  -\-  a  Gleichungen,  denen  ebenso  viele  Unbekannte 
gegenüberstehen,  nämlich: 

s  Läugsspannkräfte  S, 

s  Schubkräfte  Q, 
2s  Kräftepaare  9}J, 

s  Dehnungen  e, 

s  Stabaxendrehungen  a, 

n  Knotendrehwinkel  q), 
2n  KnotenpunktTerrückungen  m,  v, 

a  unbekannte  Stützwiderstandskomponent^u  X',  Y'. 
Es  ist  unmittelbar  einleuchtend,  dass  bei  lauter  steifen  Stabver- 
bindungen neben  den  in  den  früheren  Artikeln  behandelten  Fach- 
werken, bei  welchen  s  ^2n  —  a  war,  ganz  neue  Fachwerke  der  Ver- 
wendung zugänglich  werden,  nämlich  solche,  bei  welchen  s  <C2n  —  a 
ist,  die  also,  wenn  sie  an  Stelle  der  steifen  mit  lauter  gelenkigen  Stab- 
verbindungen ausgerüstet  wären,  gar  nicht  tragfähig  wären.  Es  ist 
nun  zweckmässig,  bei  der  weiteren  Durchführung  der  Theorie  diese 
beiden  Fälle  schai-f  zu  trennen  (Nr.  Ib  und  Ic).  Denn  eine  exakte 
Auflösung  der  Grundgleichungen  ist  einerseits  umständlich,  ander- 
seits nicht  nötigt);  man  kann  nämlich  in  jedem  der  beiden  Fälle 
näherungsweise  eine  weitere  Vereinfachung  in  den  Grundgleichungen 
eintreten  lassen,  aber  nicht  in  beiden  Fällen  dieselbe.  Schliesslich 
ist  dann  noch  in  Nr.  Id  über  diejenigen  Fachwerke  zu  berichten,  bei 
denen  nicht  alle  Stabverbindungen  steif  sind. 

Ib.  Facliwrerke  mit  lauter  steifen  Stabverbindungen,  die  auch 
mit  lauter  gelenkigen  Stabverbindungen  tragfähig  wären.  Problem 
der  sog.  „Nebenspannungen".  Von  der  historisch  ersten  Darstellung 
der  Theorie  der  Nebenspannungen  bei  H.  ManderJa^)  weichen  wir 
insofern  ab,  als  in  den  Grundgleichungen  der  Nr.  1  a  der  von  Manderln 
berücksichtigte  Einfluss  der  Längsspannkräfte  auf  die  Biegungsmomente 
von  vornherein  vei-nachlässigt  ist. 

Da  ein  tragfähiges  Fachwerk  mit  lauter  gelenkigen  Stabverbiu- 
dungen  keine  dehnungslose  Deformation  gestattet,  so  werden  bei  den 
jetzt  zu  betrachtenden  steifen  Fackwerken  im  Durchschnitt  die  Grössen 
q),  CO  und  e  von  derselben  Grössenordnung  sein.  Ebendaraus  können 
wir   aber,   sofern  nur  die   Querschnittsabmessungen  Ö  der  Stäbe  noch 


3)  Neuerdings  hat  W.  Schachenmeier  in  theoretischem  Interesse  die  exakte 
Behandlung  durchgeführt,  und  zwar  für  Fachwerke  der  ersten  Art.  Der  Eisenbau 
2  (1911),  p.  429. 

4)  H.  Mamhrla,  Allg.  Bauzeitung  45  (1880\  p.  34. 
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eiuigermassen  klein  gegen  die  Stabliiiigen  /  sind,  zivei  wichtige  Fol- 
gcriuKjcn  ziehen: 

1.  Der  Vergleich  der  ersten  und  dritten  Gleichung  B  zeigt,  dass  im 
Durchschnitt  die  den  50?  entsprechenden  Biegungsspannungen  im  Ver- 
gleich zu  den  Längsspannungrn  S :  F  im  Verhältnis  Ö  :  l  klein  sind, 
also  mit  Recht  den  Namen  „Nehenspannungen"  führen  im  Gegensatz 
zu  den  „Haupt-  oder  Grundspannungen"  S  :  F] 

2.  der  Vergleich  der  zweiten  und  dritten  Gleichung  B  zeigt,  dass 
im  Durchschnitt  die  SchuhJcräfte  Q  im  Vergleich  zu  den  Längshräften  S 
im  Verhält)! is  d-'.l-  Mein  sind,  also  mit  Recht  dagegen  vernachlässigt 
werden  dürfen. 

Aus  2.  folgt  unmittelbar,  dass  die  Spannkräfte  S,  die  Dehnungen  s 
und  die  Verrückungen  u,  v  genügend  genau  erhalten  werden,  wenn 
man  so  rechnet,  als  wenn  alle  Stabverbindungen  gelenkig  wären,  so 
dass  also  dieser  Teil  der  Aufgabe  durch  den  vorangehenden  Artikel 
IV  29a  (Grüning)  praktisch  bereits  erledigt  ist.  Da  nun  die  zweite 
Reihe  der  Grundgleichungen  (C)  sofort  auch  die  co^/.  liefert,  handelt 
es  sich  wesentlich  nur  noch   darum,  die  n  -\-  2s  Ghimdgleichungen: 

(a)  Ä-.=  0 

(b)  9K,,=  -  ^-'^(2g>,  +  ^,-  3«,,) 

ik 

nach  den  n-\-2s  Unbekannten  q)  und  Wil  aufzulösen.  Im  allgemeinen 
empfiehlt  es  sich,  aus  ihnen  die  3)Z  zu  eliminieren,  wodurch  man,  wenn 
abkürzend 

xk 

gesetzt  wird,  die  w-Gleichungen : 

(6)  2  [^c,,]  .  9,,  -f  ^c,,  g,,  =  3  .  [^c,,«  J 

k  k 

für  die  n  unbekannten  Winkel  (p  erhält.  Hat  man  die  cp,  so  hat  man 
nach  (b)  sofort  auch  die  W. 

Die  exakte  Auflösung  dieser  Gleichungen  ist  immerhin  noch  be- 
schwerlich und  wird  gern  umgangen  auf  Grund  der  Tatsache,  dass  in 
der  i'^'^  Gleichung  (6)  der  Faktor  von  9:-  die  Faktoren  der  cp^  merk- 
lich überwiegt,  so  dass  die  Gleichung  für  cp-  schon  einen  brauchbaren 
Näherungswert  liefern  wird,  wenn  man  darin  die  9;,.  durch  ganz  rohe 
Näherungswerte   ersetzt,    wenn  man   z.  B.  mit    0.  Jlohr'")  in  der  i^^^ 


5)  0.  Mohr,  Zivilingenieur  38  (1892),  p.  577,    auch  in    0.  Mohr,   Abhand- 
lungen aus  dem  Gebiete  der  technischen  Mechanik,  Berlin  1906,  p.  420. 
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Gleichung    alle    cp,.  =  g?,.    setzt.     Man    bekommt    so    die   ersten   NäJie- 
rungswerte: 

(7)  cp; 


"M 


Dies  Verfahren  hat  ein  besonderes  Interesse;  man  würde  nämlich 
genau  dasselbe  bekommen,  wenn  man  die  Idee  fasste,  dass  der  Winkel  (jp. 
wesentlich  der  Steifigkeit  am  Knoten  i  verdankt  wird,  und  dement- 
sprechend das  Fachwerk  so  auffasste,  als  wenn  nur  am  Knoten  i  die 
Stäbe  steif,  aber  sonst  überall  gelenkig  verbunden  wären.  Man  hätte 
dann  bei  der  Integration  der  Gleichung  (3)  die  zweite  Randbedin- 
gung (1)  durch  die  Bedingung  S^.^  =  0  zu  ersetzen  und  würde  an 
Stelle  der  ersten  Gleichung  (B)  die  folgende  bekommen  haben: 

(8)  ^^u^-'-^i^P^-cOa), 

\k 

so  dass  aus  (a)  nun  wirklich  (7)  folgen  würde.  K.  Wieghardt^)  findet 
übrigens,  dass  die  einfachen  Gleichungen  (7)  bei  gewissen  hochgradig 
statisch  unbestimmten  Fachwerken  unter  Umständen  sogar  die  exakten 
Werte  der  Knotendrehungen  liefern. 

Bessere  Näherungsicerte  cp."  findet  0.  Mohr"^),  mit  Benutzung  der 
schon  erhaltenen  cp',  indem  er  in  die  /*®  Gleichung  (G)  formell  die 
Quotienten  (p^:  cp-  einführt    und  diese  dann   durch   qr/:^/  ersetzt,  zu: 

(9)  f;'= 


^Cik  -\-^Ci 


«Pa 


bei  einem  vollständig  durchgeführten  Zahlenbeispiel  stellt  sich  heraus, 
dass  diese  zweiten  Näherungswerte  praktisch  bereits  mit  den  exakten 
Werten  übereinstimmen. 

Da  die  gesuchten  Nebenspannuugen  mit  den  Kräftepaaren  3?l 
enger  zusammenhängen  als  mit  den  Kuotendrehungen  cp,  liegt  es  an 
sich  näher,  aus  den  Gleichungen  (a)  und  (b)  die  cp  zu  eliminieren  und 
nicht  die  9}?.  Indessen  ist  das  System  der  2s  Gleichungen  mit  den  '2  s 
unbekannten  9}f ,  das  man  so  bekommt,  im  allgemeinen  sehr  unübersicht- 
lich und  einer  wirklichen  Auflösung  wenig  zugänglich:  dagegen  scheint 
es  in  dem  praktisch  freilich  häufigsten  Falle,  dass  das  Fachiverl^  eine 


6)  K.  Wieghardt,  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  53  (1906),  p.  113. 

7)  Vgl.  0.  Mohr,  Fußnote  5. 


A 
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Aneinanderreihung  von  Dreiecicen   nach  Art  der  Fig.  3    darstellt,    den 
Vorzug  zu  verdienen.    (0.  Mohr.^)) 

Hiermit  streifen  wir  schon  die  zahlreichen,  ins  einzelne  gehenden 
Untersuchungen  darüber,  wie  man  im  gegebenen  Falle  am  schnellsten 


Fig.  3. 

und  bequemsten  aus  der  allgemeinen  Theorie  bestimmte  Resultate 
gewinnt.  Wir  müssen  uns  aber  mit  einem  allgemein  orientierenden 
Hinweis  auf  die  Namen  einiger  Autoren  begnügen,  die  an  dem  weiteren 
Ausbau  der  Theorie  der  Nebenspannungen  beteiligt  sind:  F.  Engesser% 
H.  Müller-Breslau^%  Th.  Landsberg'-''). 

Ic.  Fach-werke  mit  lauter  steifen  Stabverbindungen,  die  mit 
lauter  gelenkigen  Stabverbindungen  nicht  tragfätiig  wären.  Regel- 
mässiger Vierendeelträger  als  Beispiel.  Nach  dem  Vorgänge  A.  Vieren- 
deeh'^^)  werden  neuerdings  häufig  Fachwerke  gebaut,  die  eine  Anein- 
anderreihung aus  Vierecken  ohne  Diagonalen  bilden.  Wir  beschränken 
uns  auf  den  durch   die  Fig.  4  a  dargestellten  FaU,  dass  die  Vierecke 


ZTL 


Ficr.  4  a. 


2' 


ijk 


3' 


^P. 


Fiff.  -ib. 


kongruente  Rechtecke   sind,   dass  je  alle   vertikalen  Stäbe,  „Pfosten", 
unter  sich,  je  alle  oberen   Gurtstäbe    und  je   aUe   unteren    Gurtstäbe 


8)  0.  Mohr,  Der  Eisenbau  3  (1912),  p.  181. 

9)  F.  Engesser,  Die  Zusatzkräfte  und  Nebenspannungen  eiserner  Fachwerk- 
brücken, 2  Bde.,  Berlin  1893. 

10)  H.  Müller-Breslau,  AUg.  österr.  Bauztg.  56  (1885),  p.  85. 

11)  Th.    Landsberg,    Zusatzspannungen    infolge    starrer    Knotenverbindung. 
H.  Müller- BiesIau-FeatschriÜ,  Leipzig  1912,  p.  121. 

11")  Vgl.  die  in  der  Litteraturübersicht  genannten  Werke. 
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unter  sich  gleichartig  sind,  dass  ferner  die  Belastung  vertikal  ist  und 
ausschliesslich  in  den  Knotenpunkten  angreift.  Die  Theorie  dieser 
regelmässigen  VierendecUräger  wurde  zuerst  vollständig  und  einwandfrei 
von  L.  Mann^^)  entwickelt. 

Es  mögen  bedeuten: 

d  Länge  der  Gurtstäbe, 
h  Länge  der  Pfosten, 
p  Anzahl  der  Pfosten, 
P.  Belastung  der  unteren  Gurtung, 
P/  Belastung  der  oberen  Gurtung, 
Wi,  W^   die    beiden    Stützwiderstände, 
En,  JE  ,  E    Elastizitätsmoduln  der  oberen  und  unteren  Gurtstäbe  und 

der  Pfosten, 
Jq,  /„,  J^  entsprechend  die  in  Betracht  kommenden  Trägheitsmomente 

der  Stabquerschnitte, 
Fq,  F^^,  F^  entsprechend  die  Stabquerschnitte, 

^ii  +  i  ^>  ^i  i+i    Längsspannkräfte    in    der   unteren    bzw.    der    oberen 
Gurtung, 

Qi  i  +  i  ^-   Q'ii  +  i  entsprechend  Schubkräfte, 

S-  j.,  Längsspannkräfte  in  den  Pfosten, 

Q^  .,  Schubkräfte  in  den  Pfosten, 

äR.  .^1  das  vom  unteren  Gurtstab  i,i  -\-  1  auf  den  Knoten  i  übertragene 
Kräftepaar, 

Tl'-  v,i  das  vom  oberen  Gurtstab  i'.i'  -\-  1  auf  den  Knoten  /'  über- 
tragene  Kräftepaar, 

9J?j.^j  ,.  das  vom  unteren  Gurtstab  /,  /  +  1  auf  den  Knoten  /+  1  über- 
tragene Kräftepaar, 

3^^'i  +  i  i  ^^^  ^"^^  oberen  Gurtstab  /',<'-(-  1  auf  den  Knoten  i' -\-  1  über- 
tragene Krüftepaar. 
9Jij^,  das  vom  Pfosten  ii'  auf  den  unteren  Gurt  übertragene  Kräftepaar, 
9)^,.,,.  das  vom  Pfosten  ii'  auf  den  oberen  Gurt  übertragene  Kräftepaar, 
(p.,  (f.'  die  Knotendreh winkel, 
^.t  +  i  ^'i  i  +  i)  ^ii'  ^^^  Stabaxendrehwinkel, 
^i,i  +  i,  ^'i,i  +  i,  «,r  flie  Stabdehnungen, 

«,.,  üj-,  m/,  V-   horizontale  und  vertikale  Komponenten  der  Knotenpunkt- 
verrückungen. 


12)  L.  3Ia»n,  Zeitschr.  f.  Bauwesen  59  (1909),  p.  539  und  Mülhr-Breslati- 
Festschrift,  Leipzig  1912,  p.  135. 
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Von  Vorteil  sind  folgende  Abkürzungen: 


(10) 


««  = 


2K/„ 


h. 


6  £■„  Jg 


^0  —  -^o-^'o; 


6  E-J. 


c  =EF. 

ü  V         V 


Die    Grundijleichungen  (A),  (B),  (C)   (Nr.  la)   lassen    sich    sofort 
auf  folgende  Form  bringen: 


(AO 


(B-) 


'3Wm-+i=— «eX^g'e+T'i+i— 3ö,^i+i),  3[)^,  +  i,,=  — a„('P.-h29i+i  — 3«..^.^,), 

9Ji;. ,+!=— «oC^^Z+^i+i— 3<,+i),  3Ji;.+i^,=— «0(9'/+  29p;+i— 3(o;. i^i), 

QiV        =  ^.(9'i    +  ^'  —  2«ei'),  '5f,,,  =  C,  •  f,,,. 


(C) 


Es  wäre  zu  umständlich,  die  genaue  Lösung  dieser  Gleichungen 
aufzustellen.  Eine  passende  Näherung  gewinnt  man  aus  der  Über- 
legung, dass,  da  die  Längsspannkräfte  S  zur  Aufrechterhaltung  des 
Gleichgewichtes  nicht  ausreichen,  jetzt  S  und  die  Schubkräfte  Q  im 
Durchschnitt  von  derselben  Grössenordnung  sein  müssen,  so  dass  die 
Dehnungen  s  im  Vergleich  zu  den  Stabaxendrehungen  co  und  den 
Knotendrehungeu  gp  im  Verhältnis  d^ :  d^  oder  d^ :  A^  klein  sein  werden, 
wenn  d  wieder  eine  Stabquerschnittabmessung  bedeutet.  Man  kann 
demnach  unbedenklich  die  rechten  Seiten  von  (C)  durch  NuU  ersetzen; 
da  aber  nur  die  Kürzung  der  ersten  Gleichung  (C)  eine  wesentliche 
Vereinfachung  des  Rechnungsganges  zur  Folge  hat,  möge  die  zweite 
beibehalten  werden. 
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Mit  Einführung  der  Abkürzungen: 

[(2i-lKPi+Ä')  +  (2*-3)(A  +  P2')+-  +  P.  +  P/) 
gelangt  man  dann  leicht  zu  dem   folgenden  System  von  Gleichungen: 

(11)         K--'^[cp-<Pi^i'\-~S^-^,i  +  i^  +  X)S,,^r 

Uq 

q  Ogd       rp 

Mvo  i=l,2,?>,  ...,  p  —  l  ist  und  S^^  =  0  und  >5p,p  +  i  =0  zu  setzen  ist, 
nebst  einem  analogen  für  die  (p',  das  aus  diesem  durch  gegenseitige 
Vertauschung  von  a^  und  a,^  entsteht,  ferner: 

(12)  [^+4(::+::)](^^-^')+'"--^-^— -K"^-"^)-'"'- 


1[*+y(^+"^)](^.-^.')+''--^:-=-H::-»:) 


wo  i  =  2,  ?>,  4,  ...,  p  —  1  ist. 

Hiermit  hat  man  ein  System  von  2{p  —  1)  -\-  p  =  dp  —  2  Glei- 
chungengewonnen, denen,  wenn  man  sich  die  ^,,,  vermöge  der  statischen 
Gleichung  (A')  durch  die  ^S,.  j^j  ersetzt  denkt,  die  3^  —  1  Unbekannten 

9).,  cp:  und  5,.  .^1 

gegenüberstehen.  Die  noch  fehlende  Gleichung  findet  man  leicht  aus 
der  Überlegung,  dass  infolge  der  Stützung 

1 

ist,  mit  Berücksichtigung  der  früheren  Gleichungen  und  der  Tatsache, 
dass  die  Summe  der  Drehmomente  aller  äusseren  Kräfte  (inkl.  TT",  und 
TT^^)  verschwinden  muss,  zu: 

(13)     a^Xcpi  +(Pp-\-  2(952  +  qpa  H h  Tp-i)] 

Da  das  erhaltene  Gleichungssystem  unschwer  die  Auffassung  als 
eines  Systemes  simultaner  linearer  Difierenzengleichungen  mit  kon- 
stanten Koeffizienten  zulässt,  dürfte  seine  Auflösung  nicht  zu  mühsam 
sein.  Hat  man  so  erst  die  qp,-,  cp-  und  -S^  ,-^i  gefunden,  so  liefern  die 
Grundgleichungen  sofort  alles  Übrige. 


I 
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Eine  ausserordentliche  Vereinfachung  tritt  nach  (11)  ein,  wenn: 

ist,  insbesondere  also  dann,  wenn  die  beiden  Gurtungen  aus  gleichem 
Material  sind  und  gleich  stark  dimensioniert  werden,  was  in  der  Praxis 
sehr  häufig  ist.  Man  hat  dann  wesentlich  nur  die  einzige  lineare 
Differenzengleichung  mit  konstanten  Koeffizienten: 

(14)  -  6',_,,,+  (2  +  z)'Sm-+i-  'S;  +  i.  +  2=  Y  •  ^'m  +  1 

^•=l,2,...,i9-l 

mit  den  Randbedingungen:  S^i  =  0,  ^^^,^  +  1  =  0,  deren  Lösung  man 
sofort  explizite  hinschreiben  kann.    Vgl.  IV  29a,  Nr.  42  {Grütiing). 

Dieser  Spezialfall  hat  auch  noch  aus  einem  andern  Grunde  ein  be- 
sonderes Interesse.  Man  kann  die  Frage  stellen,  an  welcher  (wirklich 
vorhandenen  oder  in  der  gedachten  Pfostenverlängerung  gelegenen) 
Stelle  des  Pfostens  i  das  Biegungsmoment  Null  wird,  und  findet  leicht, 
dass  dies  in  dem  nach  oben  positiv  gerechneten  Abstände  v-h  vom 
unteren  Gurtknoten  i  der  Fall  ist,  wobei: 

(15)  -.=  1  +  1^-^ 

Vit' 

ist.  Da  nun  in  unserm  Spezialfall  aus  den  Gleichungen  (12)  folgt,  dass 
(pi=  (pi  ist,  so  hat  der  regelmässige  Vierendeelträger  in  dem  Spezial- 
fälle ÜQ  =  a„  in  der  Mitte  der  Pfosten  „natürliche  Gelenke",  d.  h.  es 
würde  am  Spannungs-  und  Deformationszustand  nichts  geändert  werden, 
wenn  dort  wirkliche  Gelenke  wären. 

Die  apriorische  Kenntnis  solcher  natürlicher  Gelenke  ist  dem 
Konstrukteur  immer  sehr  angenehm;  für  den  allgemeineren  Fall  «o^^m> 
wo  sie  nicht  genau  in  gleicher  Höhe  liegen,  wie  man  sieh  leicht  über- 
zeugt, giebt  L.  Mann^'^)  eine  Näherungsrechnung. 

Man  kann  noch  fragen,  wie  die  Theorie  des  regelmässigen  Vieren- 
deelträgers  ausfällt,  wenn  die  Pfosten  au  der  gleichen  Stelle  vh  tvirk- 
liehe  Gelenice  besitzen.  Das  Resultat  ist  ähnlich  wie  beim  gelenklosen 
Träger.  Im  allgemeinen  kommt  man  wieder  auf  ein  System  simul- 
taner Differenzengleichungen  und  nur  in  dem  Spezialfälle: 

o^  ^  1  — -^ 

kommt  man  mit  einer  einzigen  Differenzengleichung  aus. 

Beim  unregelmässigen  Vierendeelträger,  wo  die  Werte  von  a^  und  a^ 
von  Rechteck  zu  Rechteck  wechseln   oder   allgemeinere  Viereckfelder 


13)  L.  Mann,  E.  Müller-Breslau-F&s,Uchxi%  Leipzig  1912,  p.  149. 
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vorhanden   sind,   gestaltet   sich    die   Auflösung   der  Grundgleichungen 
natürlich  wesentlich  umständlicher.    Vgl.  etwa  0.  Mohr.'^*) 

Im  übrigen  können  wir  uns  mit  einem  blossen  Hinweis  auf  das 
Litteraturverzeichni.s  begnügen  ^'*^). 

1  d.  Faehwerke  mit  steifen  und  gelenkigen  Stabverbindungen. 
Hier  muss  man,  um  allen  Möglichkeiten  gerecht  zu  werden,  die  Elasti- 
zitätsgleichungen (B)  von  Nr.  la  einer  Modifikation  unterwerfen, 
während  die  statischen  und  kinematischen  Grundgleichungen  (A)  und 
(C)  unverändert  bleiben. 

An  Stelle  der  früheren  Knotendrehwinkel  qp,.  sind  jetzt  für  jeden 
Stab  ik  zwei  „Enddrehwinkel"  tp^f.  und  q)).-  einzuführen  als  diejenigen 
Winkel,  um  welche  die  beiden  Stahenden  i  und  k  nach  erfolgter  Be- 
lastung gegen  den  ursprünglichen  Zustand  gedreht  erscheinen. 

Man  hat  dann: 

1.  für  Stäbe,  die  au  beiden  Enden  steif  angeschlossen  sind: 


(B,) 


^'^,i=—'^^'^'\^n  +  2^,,-  Sc,,), 


und  überdies  am  Knoten  /  für  jede  Gruppe  von  Stäben  ilc,  il,  im,... 
die  dort  miteinander  steif  verbunden  sind: 

und  entsprechend  am  Knotenpunkte  Je  Gleichungen: 

^ki=  ^kn=  ^kp=--} 
2.  für   Stäbe,   die   am  Knoten  /  steif,  am  Ejioten  Ic  gelenkig  an- 
geschlossen sind: 


(Bs) 


überdies ; 


3J?u  = 


Qik 


3  Ei^Ji^ 


iSPik—^ii^y 


ik 


3  hm^Jif.  f  V 

-72 \!fik—   ".*') 


^ki=  —  \fik^-\^ik 


14)  0.  Mohr,  Der  Eisenbau  8  (1912^,  p.  85. 

14")  Insofern  sich  Viadukte  als  Fachwerke  mit  steif  verbundenen  'krummen 
Stäben  auffassen  lassen,  ist  auch  an  dieser  Stelle  auf  eine  Abhandlung  von 
W.  Schachenmeier  hinzuweisen.     S.  Fussnote  36'). 
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und  am   Knotenpunkt  i  wiederum  wie  oben: 

3.  für  Stäbe,  welche  au  beiden  Enden  gelenkig  angeschlossen  sind: 


(Bs) 

■  95^=9^**=" 

Allgemeine  Resultate  anzugeben,  ist  nicht  gut  möglich;  die  Art 
der  Untersuchung  muss  sich  nach  dem  jeweiligen  Fall  richten.  Bei- 
spiele bilden  alle  die  Fachwerke,  deren  Randstäbe  einen  steifen  Rahmen 
bilden,  an  den  die  übrigen  Stäbe  gelenkig  angeschlossen  sind  (Th.  Lands- 
bergY'^),  Kuppeln  mit  versteiften  Ringen  (H.  Midier- Breslau  ^^)  und 
L.  Mann'^"')),  die  meisten  üblichen  HolzfachwerJce ,  Dachbinder  u.  dgl. 
{S.  Müllery^) 

2.  Schlaffe  Stäbe.  Eine  ebene  oder  auch  räumliche  Aneinander- 
reihung ebener  Gelenkvierecke,  kann  dadurch  zu  einem  im  allgemeinen 
statisch  bestimmten  Fach  werk  gemacht  werden,  dass  man  in  jedes 
Viereck  noch  eine  der  beiden  Diagonalen  als  Stäbe  einbaut;  zu  diesem 
Typus  von  Fachwerken  gehören  viele  Kujjpeln,  Gasbehältergerüste  und 
Brückenträger.  Längere  Zeit  hindurch  war  es  nun  aus  praktischen 
Gründen  üblich,  an  Stelle  des  einen  notwendigen  Diagonalstabes  beide 
Diagonalen  des  Viereckes  als  Stäbe  einzubauen,  aber  als  Stäbe  von  so 
kleinem  Querschnitt,  dass  sie  zwar  genügend  zugfest,  aber  so  gut  wie 
gar  nicht  druckfest  waren,  sog.  „schlaffe  Stäbe".  Die  Wirkungsweise 
dieser  Fachwerke  kann  man  sich  dann  zunächst,  wie  folgt,  vorstellen: 
Bei  einer  kleinen  Deformation  eines  aus  starren  Stäben  gebildeten 
Gelenkviereckes  in  seiner  Ebene  haben  die  Läng-enänderungen  der 
beiden  Diagonalen  immer  ento-egeno-esetztes  Vorzeichen:  infolgedessen 
wird  im  allgemeinen  bei  irgendeiner  Belastung  des  FachAverkes  in 
jedem  Viereck  der  eine  der  beiden  Diagonalstäbe  auf  Zug  beansprucht 
sein,  während  der  andere  unwirksam  ist.  Also  wird  der  Spannungs- 
zustand identisch  mit  jenem  sein,  der  bei  gleicher  Belastung  in  einem 
der  2"  statisch  bestimmten  Fachwerke  herrscht,  die  man  aus  dem  vor- 
liegenden Fachwerke  gewinnt,  wenn  man,  in  allen  möglichen  Kombi- 
nationen, in  jedem  der  n  Vierecke  die  beiden  schlaffen  Diagonalstäbe 


15)  Th.  Landsberg,  Zeitschr.   d.   Arch.-   u.   Ing.-Ver.,   Hannover  1885,  H.  4 
u.  1886,  H.  5. 

16)  H.  31  all  er- Breslau,   Die   neueren  Methoden  d.  Festigkeitslehre,  4.  Aufl., 
Leipzig  1913,  p.  350. 

17)  X.  Mann,  Über   zyklische  Symmetrie  in  der  Statik  mit  Anwendungen 
auf  das  räumliche  Fachwerk,  Der  Eisenbau  2  (1911),  p.  18. 

18)  S.  Müller,  H.  MüUer-Breslau-Yestachxiit,  Leipzig  1912. 

Kncyklop.  d.  math.  Wissensch.     IV  2,  ii.  37 
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durch  einen  gewöhnlichen,  steifen  Diagonalstab  ersetzt.  Es  kommt 
also  nur  noch  darauf  an,  unter  diesen  2"  Fachwerken  das  richtige 
herauszufinden.  Das  ist  aber  leicht;  man  braucht  nur  in  irgendeinem 
Tou  ihnen  die  Spannungen  zu  ermitteln  und  dann  in  allen  jenen  Vier- 
ecken, in  deren  Diagonalstab  Druckspannung  herrscht,  diese  Diagonale 
zu  entfernen  und  die  andere,  die  „Gegendiagonale",  als  Stab  einzubauen. 
Es  wurde  zwar  frühzeitig  bemerkt,  dass  diese  Betrachtung  den 
offenbar  möglichen  Fall  nicht  umfasst,  dass  in  einem  oder  in  mehreren 
Vierecken  des  Fachwerks  beide  Diagonalstäbe  gespannt  sind,  aber  eine 
systematische  Untersuchung  aller  sich  bei  schlaffen  Stäben  ergebenden 
Fragen  wurde  erst  von  K.  Wieghardt^^)  angestellt,  der  von  vornherein 
alle  möglichen  Fälle  dadurch  umfasst,  dass  er  die  Stäbe  als  elastisch 
ansieht,  wobei  das  HodkeBche  Gesetz  in  der  gewöhnlichen  Form: 

für  die  steifen  Stäbe  und  in  der  modifizierten  Form: 

S  =  EF  ■  ^^^  '*^' 


2? 

für  die  schlaffen  Stäbe  angesetzt  wird.  Einfache  Beispiele  zeigen,  dass 
das  Gespanntsein  beider  Diagonalen  auch  bei  ganz  normalen  Be- 
lastungen vorkommt. 

Neuerdings  werden  die  Fachwerke  mit  schlaffen  Stäben  gern  ver- 
mieden, weil  sie  leicht  schlottern,  sobald  einmal  in  einem  Viereck 
zufällig  beide  Diagonalen  spannungslos  sind. 

3,  Zerlegung  von  Brücken  in  ebene  Fachwerke.  Obwohl  natür- 
lich strenggenommen  jedes  wirkliche  Fachwerk  eine  räumliche  Kon- 
struktion ist,  hat  man  doch  die  meisten  Fachwerke,  vor  allem  Brücken, 
stillschweigend  immer  auf  Grund  der  Tlieorie  der  ebenen  Fachwerke 
behandelt;  und  auch  heute,  wo  die  Tlieorie  der  räumliehen  Fach  werke 
bereits  entwickelt  ist,  bleibt  ihre  Anwendung  meist  auf  Kuppeln,  Gas- 
behältergerüste u.  dgl.  beschränkt.  Die  Erklärimg  hierfür  liegt  nahe 
genug;  man  scheut  die  grössere  Mühe  des  Rechnens,  aber  die  Frage 
nach  der  Berechtigung  bedarf  näherer  Untersuchung. 

Was  dazu  verlockt,  eine  Brücke  in  ebene  Fachwerke  zu  „zerlegen'', 
ist  die  Tatsache,  dass  es  bei  ihnen  möglich  ist,  auf  verschiedene  Weise 
Ebenen  zu  finden,  die  jedesmal  eine  grössere  Anzahl  von  Stäben  der 
Brücke  enthalten  in  solcher  Anordnung,  dass  sie  für  sich  ein  tragfähiges 
ebenes  Fachwerk    bilden.     Hierbei   kann    natürlich    der  einzelne   Stab 


19)  K.  Wieghardt,  Diss.  Göttingen  1903.    Auszugsweise:  Zentralbl.  d.  Bau- 
verwaltung 1004,  p.  300. 
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der  Brücke  zu  mehreren  dieser  ebenen  Facliwerke  gehören.  Welchen 
Sinn  kann  es  nun  haben,  das  au  der  Brücke  wirkende  Kraftsjstem 
in  Kraftsysteme  zu  zerlegen,  die  an  diesen  einzelnen  ebenen  Fach- 
werken wirken,  und  nun  den  Spannungszustand  der  Brücke  als  die 
Superposition  der  einzelnen  so  definierten  ebenen  Spannungszustände 
anzusehen? 

Betrachten  wir  einen  bestimmten  Fall.  An  der  Brücke  von 
Fig.  5  möge  ausser  vertikaler  Belastung  (P)  noch  Winddruck  (W), 
(W)  wirken. 


Hauptträger  (2  Stück). 


Oberer  Windverband. 


unterer  Windyarband. 
Fig.  6. 

Dann  ergiebt  sich  bei  der  Reduktion  auf  die  gezeichneten  ebenen 
Fachwerke  sofort  eine  fundamentale  Schwierigkeit  bezüglich  des  oberen 
Windverbandes.  Er  ist,  für  sich  betrachtet,  ein  statisch  bestimmtes 
also  tragfähiges  Fachwerk,  nimmt  aber  an  der  Stützung  der  Brücke 
nicht  teil,  und  so  fehlt  es  ihm  an  Kräften,  die  ihn  bei  dem  Wind- 
druck W  im  Gleichgewicht  halten  könnten,  so  dass  also  die  Be- 
rechnung dieses  aus  dem  Ganzen  losgelösten  ebenen  Fachwerkes 
bei  der  gewählten  Belastung  gar  keinen  klaren  Sinn  hat  und  jedes 
etwa  hinzugefügte  System  von  Kräften,  das  W  aufhebt,  in  hohem 
Grade   willkürlich   genannt   werden   muss.     Über    diese    Schwierigkeit 

37* 
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pflegt  man  hinwegzusehen,  da  sie  für  die  Hauptträger,  wie  die  Figur 
erkennen  lässt,  nicht  existiert  und  deren  Berechnung  im  allgemeinen 
für  wichtiger  gehalten  wird  als  die  der  Windverbände.  Nun  liegt  aber 
eine  noch  grössere  Schwierigkeit  darin,  dass  selbst  in  unserm  FaUe,  wo 
doch  die  einzelnen  ebenen  Teilfachwerke  nur  so  viel  Stäbe  enthalten, 
als  unbedingt  nötig  ist,  wenn  sie,  jedes  für  sich  genommen,  tragfähig 
sein  sollen,  das  ganze  räumliche  Fachwerk  statisch  unbestimmt  ist. 
Die  Folge  davon  ist  aber,  dass  einerseits  die  vertikale  Belastung  (P) 
Spannungen  auch  in  jenen  Stäben  der  Windverbände  erzeugt,  die 
nicht  zum  Hauptträger  gehören,  und  dass  umgekehrt  der  Winddruck 
auch  auf  die  vertikalen  und  diagonalen  Stäbe  der  Hauptträger  wirkt. 

Diese  Schwierigkeiten  und  Unklarheiten  der  üblichen  Methode, 
die  Brücke  in  ebene  Fachwerk  zu  „zerlegen",  haben  H.  JlüUer- 
Breslau'^)  veranlasst,  von  jeder  solchen  Reduktion  abzusehen,  und 
eine  gi'osse  Anzahl  verschiedenartiger  Brücken  konsequent  als  statisch 
unbestimmte  räumliche  Fachwerke  zu  berechnen.  Er  findet,  dass  die 
übliche  Berechnung  der  Windverbände  auf  Winddruck  ganz  unzuver- 
lässig  ist  und  vor  allem,  dass  die  Hauptbelastung  (P)  unter  Um- 
ständen in  den  nicht  gleichzeitig  zum  Hauptträger  gehörenden  Stäben 
der  Windverbände  Spannungen  erzeugt,  die  grösser  sind  als  die  durch 
Winddruck  erzeugten. 

Indessen  lässt  sich  nun  doch  unter  grewisseu  Bedinffunoren  eine 
zwar  nur  partielle,  praktisch  aber  sehr  bedeutende  Reduktion  auf  ebene 
Fachwerke  durchführen.  TT'.  Schlinl:  -^)  hat  erkannt,  dass  es  vor  allem 
darauf  ankommt,  jede  statische  Unbestimmtheit  zu  vermeiden,  und 
dementsprechend  eine  Reihe  von  räumlichen  Brücken  und  ähnlichen 
statisch  bestimmten  Fachwerkeu  angegeben,  die  gleichzeitig  die  Eigen- 
Schaft  haben,  dass  die  aus  dem  Ganzen  losgelösten  Hauptträger  als 
ebene  Fach  werke  ebenfalls  statisch  hestimmt  sind,  was  er  dadurch  er- 
reicht, dass  er  die  Tragfähigkeit  der  Windverbände,  als  isolierte  ebene 
Fachwerke  betrachtet,  opfert.  Im  Falle  der  Figur  braucht  man  zu 
dem  genannten  Zwecke  nur  aus  jedem  Windverband  je  einen  Diagonal- 
stab zu  entfernen  (nicht  etwa  aus  einem  zwei).  Es  ist  ohne  weiteres 
klar,  dass  in  solchen  Fachwerken  die  Hauptbelastung  [F)  ausschliess- 
lich auf  die  Hauptträger  wirkt,  und  dass  diese  Wirkung  völlig  richtig 
erhalten  wird,  wenn  man  den  einzelnen  Hauptträger  in  der  üblichen 
Weise  als  durch  (P)  belastetes  ebenes  Fachwerk  behandelt  Bei  der 
Berechnung  auf  Winddruck  muss  man  freilich  das  System  als  Ganzes, 


20)  H.  Müller- Breslau,  Zeitschr.  f.  Bauw.  54  (,1904),  p.  115. 

21)  W.Schlink,  Verh.  d.  Ver.  z.  Beförd.  d.  Gewerbfleisses  83  (1904),  p.  181. 
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also  als  räumliches  Fachwerk,  ins  Auge  fassen,  die  Berechnung  fällt 
aber  sehr  einfach  aus. 

4.  Zusammenhänge  zwischen  einem  statisch  unbestimmten 
Fachwerk  und  den  darin  enthaltenen  Fachwerken. 

Der  einfachste  Zusammenhang  dieser  Art  wird  durch  die  Glei- 
chungen (09)  in  IV  29  a,  Nr.  35  (Grüning)  dargestellt;  sie  geben  an, 
welche  linearen  Beziehungen  zwischen  den  Spannkräften  eines  statisch 
unbestimmten  Fachwerkes  und  den  Spannkräften  eines  der  in  ihm  ent- 
haltenen statisch  bestimmten  Fachwerke  bei  gleicher  Belastung  bestehen; 
sodann  behandeln  die  Nr.  40  u.  41  desselben  Referates  implizite  solche 
Zusammenhänge.    Die  beiden  folgenden  wurden  noch  nicht  besprochen. 

Unter  den  in  einem  r-fach  statisch  unbestimmten  Fachwerk  f^ 
enthaltenen  Fachwerken  verstehen  wir  im  folgenden  einfach  alle  jene 
Fachwerke,  welche  aus  f^  durch  Entfernung  beliebiger  Stäbe  und  be- 
liebige Änderung  der  Querschnitte  der  verbleibenden  Stäbe  hergestellt 
werden  können. 

4  a.  Reduktion  der  Berechnung  eines  statisch  unbestimmten 
Fachwerkes  auf  die  Berechnung  darin  enthaltener  statisch  be- 
stimmter und  überbestimmter  Fachwerke,  Die  Spannkräfte  S^,  S.,  . . . 
eines  r-fach  statisch  unbestimmten  Fachwerkes  ffenüo;en  nach  der  all- 
gemeinen  Theorie  (IV  29  a,  Nr.  34 — 42,  Grüning)  ausser  den  Gleich- 
gewichtsbedingungen noch  r  homogenen  linearen  Gleichungen: 

(16)  0,{S„S,..)  =  O,         ^•  =  l,  2,...,r. 

Die  Aufstellung  und  Berücksichtigung  dieser  „Bedingungsglei- 
chungen" wird  in  der  technischen  Praxis  vielfach  als  zu  zeitraubend 
empfunden  und  gern  umgangen,  was  auf  Grund  von  Überlegungen 
der  folgenden  Art  unter  Umständen  möglich  ist:  Sind  f^,  f^,  .  .  . 
irgend  welche  der  in  f].  enthaltenen  statisch  bestimmten  oder  über- 
bestimmten Fachwerke,  so  wird  man  bei  beliebig  gegebener  Belastung 
(P)  des  statisch  unbestimmten  Fachwerks  diese  TeiKachwerke  so  mit 
(P^^^),  (P(^^)  .  .  .  belasten  können,  dass  die  Superposition  der  einzelnen 
zugehörigen  Spannkraftverteilungen 

versuchsweise  als  Spannkraftverteilung  (S)  des  statisch  unbestimmten 
Fachwerkes  gedeutet,  die  der  gegebenen  Belastung  (P)  entsprechenden 
Gleichgewichtsbedingungen  befriedigt.  Dagegen  werden  die  Gleichungen 
(16)  nicht  allgemein  befriedigt  sein,  sondern  nur  dann,  wenn  die  Be- 
lastung (P)  gewissen  Bedingungen  genügt,  die  man  eben  bekommt, 
wenn  mau  die  S^,  als  Funktion  von   (P)  ausgedrückt,  in   die   obigen 
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Ausdrücke  (p  einsetzt.  Diese  Bedingungen  werden  nun  vermutlich 
im  allgemeinen  die  Belastung  (P)  mehr  einschränken,  als  in  Hinblick 
auf  die  in  Wirklichkeit  tatsächlich  heranzuziehenden  Belastungen 
wünschenswert  erscheint.  Das  schliesst  aber  nicht  aus,  dass  das  an- 
gedeutete Verfahren  in  speziellen  Füllen  recht  brauchbar  ist. 

Betrachten  wir  z.B.  einen 
„mehrgliedrigen"  Träger  nach 
Art  von  Fig.  6  a.  Ein  solcher 
Träger  ist  einfach  statisch 
unbestimmt,  und  die  daraus 
resultierende  Bedingungsglei- 
chung   für    die    Spannkräfte 

lautet,    wenn    -^  ,,  für   bzw. 

die  beiden  Yertikalstäbe,  die 
horizontalen  Stäbe,   die  Dia- 
'^^^^   gonalstäbe  die  Werte  a^,a^,aj, 
hat: 

(17)      ^  =  a„sm^a(S^-S,) 
+a,cosV2(-l)"'(G„.-f^J 

m=  1 


^=     _.     V 


—  a 


m=l 


(-i)"'(n.+^J=o, 


Fig.  6. 


worin  die  grossen  Buchstaben 
Spannkräfte    bedeuten ,    und 


zwar: 


S^  u.  Si  in  den  vertikalen  Stäben  rechts  und  links, 
G^,  Gi,...G^  von  links  nach  rechts  in  den  unteren  Gurtstäben, 
J3"i,  jÖ2,-- • -S»  ^0^"^  links  nach  rechts  in  den  oberen  Gurtstäben, 
2\,  To,  ...T^  von  links  nach  rechts  in  den   nach  rechts  steigenden 

Schrägstäben, 
Dl,  D^, . . .  D^  von  links    nach   rechts  in  den  nach  rechts   fallenden 

Schrägstäben; 
tt  ist  der  spitze  Winkel  zwischen  den  horizontaben  und  schrägen  Stäben. 

Wenn  man  nun  die  beiden  sehr  leiclit  zu  erhaltenden  Spaunuugs- 
zustände   der   statisch    überbestimmton  Fachwerke  von  Fig.  6b  und  c 
bei   bzw.  den  Belastungen  1\F^I\P^  und   F^F^F^   superponiert  und 
das  Ergebnis  in  (17)  einsetzt,  so  hndet  man  (C  eine  Konstante): 
(18)  ^=C[3(P,-P,)  +  P3-P,], 
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so  dass  also  diese  Superpositiou  immer  dann  den  gesuchten  Span- 
nungszustaml  liefert,  sobald  die  rechte  Seite  von  (18)  verschwindet. 
Das  ist  aber  noch  bei  recht  allgemeinen  Belastungen  der  Fall,  u.  a. 
bei  allen  in  bezug  auf  die  vertikale  Symmetrieaxe  des  Fachwerkes 
symmetrischen.  Proberechnungeu  haben  überdies  ergeben,  dass  die 
Superpositiou  auch  in  vielen  Fällen  eine  brauchbare  Annäherung 
liefert,  in  denen  die  rechte  Seite  von  (18)  nicht  verschwindet. ^2) 

Das  Fachwerk  der  Fig.  7,  bestehend 
aus  den  6  Seiten  eines  regelmässigen  Sechs- 
eckes und  den  6  von  den  Ecken  nach 
dem  Mittelpunkt  des  Sechseckes  laufen- 
den „Speichen",  ist  mit  12  Stäben  und 
7  Knotenpunkten  einfach  statisch  unbe- 
stimmt; man  kann  offenbar  durch  Weg- 
nahme eines  Stabes  auf  12  verschiedene 
Weisen  daraus  ein  statisch  bestimmtes 
Fach  werk  machen.  Es  ist  dann,  wenn 
alle  Stäbe  gleiches  E  •  F  haben,  bei  be- 
liebiger Belastung,  die  überhaupt  im  Gleichgewichte  ist,  die  Spann- 
kraftverteilung dieses  statisch  unbestimmten  Fachwerkes  einfach  das 
arithmetische  Mittel  jener  12  Spannkraftvei-teilungen,  die  bei  der  ge- 
gebenen Belastimg  in  den  genannten  statisch  bestimmten  Fachwerken 
herrschen. 

Ein  ganz  analoger  Satz  gilt  für  jedes  einfach  statisch  unbestimmte 
Fachwerk,  sofern  man  über  das  E  •  F  der  einzelnen  Stäbe  geeignet 
verfügt  2^*). 

Schliesslich  kann  man  noch  fragen,  ob  nicht  schon  brauchbare 
Beziehungen  bestehen  zwischen  der  gesuchten  Spannkraftverteilung  eines 
f^  und  der  eines  einzigen  der  in  ihm  enthaltenen  statisch  bestimmten 
Fachwerke,  etwa  f'^^\  Seien  bei  einer  Belastung  (P)  S^Sj-'S^^  die 
Spannkräfte  in  f^^\  S^S^...S^  die  bei  derselben  Belastung  in  den  ent- 
sprechenden Stäben  von  f^  herrschenden  und  U^  Uo  ■  ■  ■  U^  di^  Spann- 
kräfte in  den  übrigen  Stäben  von  /^,  gelte  ferner  die  Abkürzung: 

,  Stablänge 

S.  bzw.  11.  =  — ^TT^T  ' 

und  werde  jetzt  angenommen,   dass   heim  Übergang  von   einem   zum 


22)  Vgl.  H.  Müller -Breslau,  Die  graph.  Statik  der  Baukonstruktionen, 
Bd.  1,  5.  Aufl.,  Leipzig  1912,  p.  579. 

22*)  K.  Wieghardt,  Über  einige  einfache,  aber  weniger  bekannte  Sätze  aus 
der  Statik  der  Fachwerke.  Erscheint  demnächst  in:  Archiv  d.  Math.  u.  Phys. 
Leipzig  u.  Berlin  1914. 


558  IV  29  b.     K.  Wieghardt.    Theorie  der  Baukonstruktionen  II. 

andern  Fachwerk  die  Stabquerschnitte  nicid  variiert  werden,  so  folgt, 

da  nach  IV  29  a,  Nr.  7,  (Grüning)  die  „Formänderungsarbeit"  für  f^  so 

klein  ist,  wie  es  die  Gleichgewichtsbedingungen  zulassen,  die  Un- 
gleichung: 

i  =  jn  i  =  r  i  =  m 

(19)  ^sA'  -\-2u,  Uf^^sß,', 

i  =  1  i  =  1  i  =  1 

also  erst  recht  die  Ungleichung: 

t=  m  i  =  m 

(20)  2'i'^'<2'^^'- 

2  =  1  i  =  1 

Wenn  man  also  in  ein  statisch  bestimmtes  Fachwerk  neue  Stäbe 
einbaut,  so  werden  die  Spannkräfte  in  den  alten  Stäben  nach  (20) 
dadurch  im  Durchschnitt  verkleinert,  vorausgesetzt,  dass  ihre  Quer- 
schnitte dabei  nicht  geändert  werden.  Trotzdem  ist  man  aber  nicht 
sicher,  diese  Stäbe  genügend  stark  gemacht  zu  haben,  wenn  sie  die 
Spannkräfte  S  aushalten,  denn,  wie  einfache  Proberechnungen  zeigen, 
kann  es  trotz  der  Ungleichung  (20)  schon  bei  ganz  gewöhnlichen  Be- 
lastungen vorkommen,  dass  für  einzelne  Stäbe 

ist,  sogar  dann,  wenn  S^/  das  Maximum  aller  Spannkraftquadrate 
von  f^  ist. 

4:b.  Vergleich  eines  statisch  unbestimmten  Fachwerkes  mit  den 
darin  enthaltenen  in  bezug  auf  den  Materialaufwand.  F.  H.  Cilley-^) 
behandelt  die  Frage,  welches  unter  den  Fachwerkeu  der  in  Xr.  4  de- 
finierten Mannigfaltigkeit  bei  fest  gegebener  Belastung  (P)  den  gering- 
sten Materialaufwand  beansprucht  und  findet,  daß  dies  stets  eines  der 
statisch  bestimmten  (oder  überbestimmten)  Fachwerke  der  Mannig- 
faltigkeit ist.  Da  weder  sein  eigener  noch  ein  von  ihm  reproduzierter, 
von  G.  F.  Sivain  herrührender  Beweis  ausreicht,  mag  hier,  in  knapper 
Form,  ein  exakter  Beweis  folgen.  Dabei  können  wir  uns  auf  den  Fall 
eines  einfach  statisch  unbestimmten  Fachwerkes,  f^,  beschränken,  da 
die  Verallgemeinerung  auf  beliebiges  /).  leicht  ist-^). 

a)  Kleinster  Iloterialanfwcoid  eines  statisch  hcstimmten  Fachuerles. 
Da  bei  gegebener  Belastung  die  Spannkräfte  S  eines  statisch  bestimm- 
ten Fachwerkes  nur  von  der  Struktur  des  Fachwerkes,  aber  nicht  von 
den  Stabquerschuitten  abhängen,  kann  man,  abgesehen  vom  Vorzeichen, 


23)  F.  H.  Cilleij,  Some  fundamental  propositions  relaling  to  the  design  of 
frameworks ;  The  Technology  quartcrlv,  Boston,  10  i|1897'.  p.  250. 
23")  Vgl.  A'.  Wü'(ihardt,  a.  a.  0..  s.  Fussnote  22») 
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über  seine  Spannungen  6-,^: 

^•0  — T; 

noch  willkürlich  verfügen.  Daraus  folgt,  dass  bei  gegebener  Belastung 
der  Materialaufwand 

i 

(Z,.  Stablänge)   ein  Minimum   wird,  wenn   man   die  Querschnitte  nach 

F  =  \-^\ 

i  6  I 

max 

wählt,  WO  (Jniax  die  hinsichtlich  der  Materialfestigkeit  noch  zulässige 
größte  Spannung  bedeutet  (der  Einfachheit  halber  sowohl  für  alle 
Stäbe  als  auch  für  Zug  und  Druck  gleich  groß  angenommen). 

b)  Materialaufwand  eines  einfach  statisch  unhestinimten  Fachwer- 
hes.  Hier  liegt  die  Sache  nicht  so  einfach,  weil  man  wegen  der  Be- 
dingungsgleichung (16)  über  die  Absolutwerte  der  Spannungen  <?^  nicht 
ganz  willkürlich  verfügen  kann.  Sei  bei  gegebener  Belastung  S,.  die 
Spannkraft  in  einem  der  in  ^  enthaltenen  statisch  bestimmten  Fach- 
werke —  wir  nennen  es  f^'^'>  — ;  seien  S-,  6-,  F^  bzw.  Spannkraft, 
Spannung,  Querschnitt  des  entsprechenden  Stabes  von  f^-^  seien  femer 
U,  T,  ^,  A  bzw.  Spannkraft,  Spannung,  Querschnitt,  Länge  des  noch 
übrigen,  „überzähligen"  Stabes  von  f^,  so  schreiben  sich  die  Glgn.  (69) 
von  IV  29a,  Nr.  35  (Grüning),  wie  folgt: 

(21)  S,=  S,  +  arU 
oder,  da: 

S.=  F,-a,         und  U^0r 

ist: 

(22)  F,=  ^-i-0T^, 

WO  die  Koeffizienten  a-  lediglich  von  der  Struktur  des  Fachwerkes, 
also  insbesondere  nicJit  von  den  Stabquerschnitten  abhängen.  Die  homo- 
gene lineare  Bedinguugsgleichung,  Avelche  zwischen  den  Spannungen 
eines  einfach  statisch  unbestimmten  Fachwerkes  besteht,  läßt  sich  be- 
kanntlich aus  den  Gleichungen  (21)  ablesen:  sie  lautet: 

(23)  aj, .  6,  +  aj,  .<?,+  ...  +  aj„^ .  ^j^  +  A  •  r  =  0, 

(tn  Anzahl  der  Stäbe  von  /'(")). 

Aus  {22)  ergiebt  sich  mit  Einführung  der  Abkürzung: 

A   __  "l  n       I      "ä  h       1      ....      I      ^»1  hn    _| Z. 

ff,     ~^ff,       '  '       a  '     T 
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für  den  Materialaufwand  die  Darstellung: 


(24)  ^  =  2'^'  + 


^  f  A 


Man  findet  nun  leicht,  dass,  wenn  man  an  Stelle  des  Stabes  l  den 
Stab  If^  als  überzählig  behandelt  hätte,  man  dann  für  dasselbe  M  den 
Ausdruck 

(25)  M^^+^'''^   +F,.^-A 

i 

bekommen  haben  würde,  wo  natürlich  U,  S/''^  die  der  gegebenen  Be- 
lastung entsprechenden  Spannkräfte  des  jetzt  zugrunde  gelegten  statisch 
bestimmten  Fachwerkes  —  wir  nennen  es  /"('''  —  bedeuten  sollen. 

c)  Jetzt  kann  man  folgendes  beweisen:  Bei  jedem  Spannungszu- 
stande <?,.,  r,  welcher  in  f^  möglich  ist,  kann  man  unter  allen  statisch 
hestimmten  FachverJcen  f^^\  f^''^  stets  mindestens  eines  finden,  welches 
"bei  demselben  Spannungszustand  einen  Meineren,  oder  wenigstens  keinen 
größeren  Materialaufwand  beansprucht  als  f^. 

Sei  bei  gegebener  Belastung  (P),  also  auch  gegebenen  S  und  U, 
das  System: 

in  fi  möglich,  d.  h.  also,  genüge  es  den  Gleichungen  (22)  und  (23) 
sowie  den  Ungleichungen: 

(26)  Fi^Ö,         O>0. 

Dann  ist  entweder  Ä  gleich  Null  oder  nicht.  Sei  erstens  Ä  ^  0, 
dann  zeigen  die  Formeln  (24)  und  (25),  dass  der  Materialaufwand  in 
allen  Fach  werken  der  Mannigfaltigkeit  der  gleiche  ist.  Sei  zweitens 
A^O]  dann  läuft  alles  darauf  hinaus,  dass  infolge  der  Bedinguugs- 
gleichung  (23)  die  Grössen 

'  «1  '  «8  '         '  «», 

nicht  alle  dasselbe  Vorzeichen  haben  können.  Denn  daraus  folgt  zu- 
nächst, dass  mindestens  einer  der  Ausdrücke: 

^  ■  ^;       a     '  ^'      •»      "^  ■  ^' 

"l  "«I 

positiv  sein  muß,  etwa  ■''  •  A.  Die  ^j-te  Gleichung  (25)  zeigt  dann, 
dass  eine  Verkleinerung  von  F^,  eine  Verkleinerung  von  31  zur  Folge 
hat.  Es  fragt  sich  mm,  ob  die  Gleichungen  (22)  in  Verbindung  mit 
den  Ungleichungen  (2(>)  zulassen,  dass  man  F  NuU  setzt  oder  nicht. 
Kann  man  i^^  =  0  setzen,  so  beansprucht  eben  f^^  einen  kleinereu 
Materialaufwand  als  f:  kann  man  aber  F    nicht  Null  setzen,  so  kann 
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raan  es,  und  damit  auch  M,  aber  so  weit  verkleinern,  bis  die  schärfste 
der  das  Nullsetzeu  ausschließenden  Ungleichungen  (26),  etwa  F^.  >  0, 
gerade  noch  befriedigt  ist,  d.  h.  also  bis  gerade  I\  Null  wird;  in 
diesem  Falle  beansprucht  also  /''*^  einen  kleineren  Materialaufwand  als  fy 

Ganz  analog  könnte  man  natürlich  unter  den  Fachwerken  /"W,  f-''^ 
eines  finden,  das  einen  (irösseroi  Materialaufwand  beansprucht  als  f\. 
Bei  gegebener  Belastung  heanspruchen  also  die  in  einem  einfach  statisch 
unbestimmten  Fachiverke  /i  enthaltenen  statisch  bestimmten  Fachwerke 
zum  Teil  einen  kleineren,  zum  Teil  einen  grösseren  Materialaufwand  als 
das  statisch  unbestimmte  Fachwerk  selbst;  oder  es  beanspruchen  alle,  auch 
f\  selbst,  denselben  Materialaufwand. 

Damit  ist  im  wesentlichen  der  Cilleysche  Satz  bewiesen^''). 

5.  Dynamik  der  Pachwerke.  Viele  Fachwerke  werden  stark 
wechselnden  Yerkehrsbelastungen  ausgesetzt  von  einer  Grösse,  die 
neben  der  ständigen  Belastung  durch  das  Eigengewicht  der  Konstruk- 
tion sehr  wohl  in  Betracht  kommt  oder  sie  gar  überwiegt.  In  jedem 
solchen  Falle  ist  dann  die  Statik  der  Fach  werke  allein  nicht  imstande, 
ein  zutreffendes  Bild  von  den  Spannungen  und  Deformationen  zu 
gel)en.  Denn  wenn  z.  B.  ein  Eisenbahnzug  über  eine  Brücke  fährt, 
so  liefert  zwar  natürlich  die  Statik  für  jeden  Augenblick  einen  Span- 
nungszustand, aber  die  entsprechende  zeitliche  Aufeinanderfolge  dieser 
Zustände  würde  nur  dann  ein  einigermassen  zutreffendes  Bild  der 
wirklich  auftretenden  Spannungen  geben,  wenn  die  Geschwindigkeit 
des  Zuges  minimal  wäre.  In  Wirklichkeit  wird  der  Vorgang  von 
äusserst  komplizierten  Schwingungen  begleitet  sein. 

Über  diese  ist  zurzeit  nichts  Zuverlässiges  bekannt.  ^^) 
Um  nun  zunächst  überhaupt  einmal  über  die  Ergebnisse  der  Fach- 
werkstatik hinauszukommen,  stellt  sich  H.  Reissner^^)  das  folgende 
einfachere  Problem.  Er  denkt  sich  die  Last  in  relativer  Ruhe  zum 
Fachwerk,  verteilt  ihre  Masse  in  geeigneter  Weise  auf  dessen  Knoten- 
punkte und  untersucht  die  freien  Schwingungen  des  so  entstandenen, 


24)  Auf  Cilleys  weitergehende,  hauptsächlich  auf  diesen  Satz  gegründete 
Behauptung,  daß  allgemein  und  schlechthin  die  statisch  bestimmten  Fachwerke 
den  statisch  unbestimmten  vorzuziehen  seien,  kann  hier  nicht  eingegangen  wer- 
den. Vgl.  F.  H.  Cilley,  The  exact  design  of  statically  indeterminate  frameworks. 
An  exposition  of  its  possibility,  but  futility,  Transactions  of  the  American  So- 
ciety of  Civil  Engineers  43  (1900),  p.  353. 

25)  Das  Problem  der  wandernden  Last  ist  erst  für  den  Fall  gelöst,  dass 
die  Last  ein  Massenpunkt  und  der  Träger  ein  einfacher  elastischer  Stab  ist.  M.Eada- 
Jcovic,  Sitzungsber.  d.  Wiener  Akademie  108 IIA  (1899),  p.  577. 

26)  H.  Beissner,  Zeitschr.  f.  Bauwesen  53  (1903),  p  135. 
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aus  elastischen  Stäben  und  Massenpunkten  bestehenden  Systemes. 
Beschränkt  man  sich  der  Einfachheit  wegen  auf  ebene  Fachwerke,  so 
kann  man  Torsionsschwingungen  der  Stäbe  aussehliessen,  und  es  bleiben 
noch  Dehnungs-  und  Biegungsschwingungen  zu  betrachten.  Hierfür 
stehen  nun  die  Formeln  (75)  und  (95)  des  Ref.  IV  26  (Lamh)  zur 
Verfügung.  Die  Integi'ationskonstanten  ergeben  sich  aus  den  Bedin- 
gungen an  den  Enden  der  Stäbe,  wie  sie  1.  der  Art  der  Knoten  (ob 
gelenkig  oder  steif)  und  2.  dem  Umstände  entsprechen,  dass  sich  der 
in  dem  betreffenden  Knotenpunkte  konzentrierte  Massenpunkt  unter 
dem  Einflüsse  der  auf  ihn  von  den  Stabenden  übertragenen  Kräfte  K 
(und  Kräftepaare  9)J)  nach  den  Gesetzen  der  Dynamik  des  Massen- 
punktes (IV  6 ,  StäckeX)  bewegen  muss.  (^9}Z  =  O).  Aber  selbst  die 
so  sehr  vereinfachte  Aufgabe  gestattet  eine  wirklich  durchgeführte 
Lösung  nur  in  sehr  wenigen  Fällen.  Immerhin  macht  H.  lieisstier  an 
einigen  dieser  Lösungen  plausibel,  dass  man  auch  in  komplizierteren 
Fällen  eine  genügende  Annäherung  bekommt,  wenn  man  nicht  nur 
die  Masse  der  Last,  sondern  auch  noch  die  Masse  der  Stäbe  in  ge- 
eigneter Weise  auf  die  Knotenpunkte  verteilt,  so  dass  man  nun  ein 
System  von  n  Massenpunkten  m^  m^ . . .  m^  hat,  die  durch  elastische, 
aber  masselose  Stäbe  miteinander  nach  Massgabe  der  Struktur  des 
Fachwerkes  verbunden  sind.  Die  Schwingungen  dieses  Systemes  von 
endlichem  Freiheitsgrade  sind  dann  nach  den  allgemeinen  Ansätzen 
unter  Nr.  1  a  in  IV  26  (Lamh)  zu  ermitteln.  JReissner  giebt  die  all- 
gemeinen Formeln,  die  sich  so  für  das  ebene  Fachwerk  ergeben,  und 
führt  ein  Zahlenbeispiel  bis  zur  Berechnung  der  Frequenzen  der  ein- 
zelnen Normalschwingungen  durch. 

Was  ausser  den  Frequenzen  vor  allem  interessiert,  sind  die  Am- 
plituden der  Schwingungen,  denn  von  ihnen  hängt  das  Grössenver- 
hältnis  der  maximalen  dynamischen  Spannungen  zu  den  statischen  ab. 
Massgebend  für  die  Amplituden  sind  natürlich  die  Anfangsbedingungen 
des  Systems.  Stellt  man  sich  insbesondere  vor,  dass  im  Augenblick 
^  =  0  auf  das  bis  dahin  ruhende  Fachwerk  die  ganze  Last  plötzlich, 
aber  ohne  Stoss  aufgebracht  wird,  so  liefert  folgende  Überlegung-^)  eine 
Art  durchschnittliches  Ergebnis  für  das  Verhältnis  der  maximalen 
dynamischen  zur  statischen  Beanspruchung.  Da  für  /  =  0  nach  Vor- 
aussetzung die  kinetische  Energie  verschwindet,  so  kann  im  Verlauf 
der  nun  erfolgenden  Bewegimg  die  potentielle  Energie  höchstens  wieder 
den  Wert  erreichen,   den   sie   zur  Zeit  ^  =  0  hatte.     Dieser  Gedanke 


27)  Vgl.    .1.  E.  II.  Lovc,    Lehrbuch    d.    Ehistizität,    deutsch  von   A.  Tinipe. 
Leipzig  u.  Berlin  1907,  p.  214 
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setzt  sich  in  die  Ungleichun«^  um: 

i  i 

WO  5/*)  die  statische  und  S^  die  dynamische  Spannkraft  eines  Stabes 
bedeutet,  so  dass  also  die  maximale  dynamische  Beanspruchung  im 
Durchschnitt  h()chstens  doppelt  so  gross  ist  wie  die  statische. 

Will  man  freilicli  für  den  einzelnen  Stab  das  Verhältnis  |  Äj  :  |  Sj-'^  \ 
kennen  lernen,  so  ist  man  auf  eine  detailliertere  Untersuchung  ange- 
wiesen; denn  es  ist  an  einfachen  Beispielen  leicht  zu  sehen,  dass  trotz 
obiger  Ungleichung  für  den  einzelnen  Stab  das  Verhältnis  den  Wert  2 
beliebig  überschreiten  kann. 

II.  Statik  der  Steinbauteii. 

6.  Allgemeines.  Mehr  noch  als  bei  andern  Baukonstruk- 
tionen ist  man,  we^en  der  beträchtlichen  mathematischen  Schwierig- 
keiten,  bei  Steinbauten  auf  die  Untersuchung  statischer  Verhältnisse 
beschränkt.  Die  damit  begangenen  Vernachlässigungen  sind  im  all- 
gemeinen auch  unbedeutend,  sei  es  nun,  dass  wegen  grosser  Massig- 
keit der  Konstruktion  die  wechselnde  Verkehrslast  gegenüber  dem 
Eigengewicht  keine  Rolle  spielt,  sei  es,  dass  die  Belastung  überhaupt 
gar  nicht  oder  wenig  wechselt.  Schornsteine  machen  eine  Ausnahme; 
sie  geraten  im  Winde  leicht  in  ziemlich  beträchtliche  Schwankungen. 

Im  allgemeinen  hat  man  einen  Komplex  von  Steinen,  die  durch 
festgewordenen  Mörtel  miteinander  verbunden  sind,  als  einen  festen, 
aber  deformierharen  Körper  anzusehen,  weil  bei  der  Auffassung  als 
starrer  Körper  nicht  nur  die  Spannungen,  sondern  im  allgemeinen 
sogar  Stütz  widerstände  und  damit  Biegungsmomente,  Schubkräfte  usw. 
unbestimmbar  bleiben  würden.  Um  nun  nicht  vor  unüberwindlichen 
Schwierigkeiten  zu  stehen,  wird  man  diesem  Körper  im  allgemeinen 
die  Eigenschaft  zuschreiben,  homogen  und  elastisch  isotrop  zu  sein 
und  dem  verallgemeinerten  iZboÄe sehen  Gesetz  (IV  23,  Nr.  4  Müller- 
Timpe)  zu  gehorchen,  obwohl  gerade  diese  Annahme  durch  die  Er- 
fahrung kaum  bestätigt  wird,  wenigstens  nicht  im  Gebiete  der  nicht 
ganz  minimalen  Verzerrungen. 

Damit  steht  man  im  Zeichen  des  Integrationsproblems  der  Elasti- 
zitätstheorie für  den  FaU  des  Gleichgewichtes  (IV  24,  Xr.  2,  Tedone) 
und  hat  also  mit  Differentialgleichungen  zu  tun,  in  denen  im  allge- 
meinen mindestens  zwei  unabhängige  Variable  vorkommen.  Die  Tech- 
nik,  die  durch  das  Bedürfnis  nach  schneller  Erledigung  getrieben  wird, 
reduziert  nun  häufig  den  mathematischen  Apparat  gewaltsam    durch 
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Einführung  ivülkürlicher  Annahmen  über  die  erst  zu  berechnende 
Spannungsverteilung,  auf  die  Integration  gewöhnlicher  Differentialglei- 
chungen oder  gar  elementare  Aufgaben.  Diese  willkürlicheo  Annah- 
men sind  meist  so  beschaffen,  dass  sie  in  gewissen  Spezialfällen  wirk- 
lich zutreffen  und  also  vermuten  lassen,  dass  sie  in  verwandten  Fällen 
ein  ungefähr  richtiges  Bild  der  Spannuugsverteilung  liefern. 

Mauerwerk  besitzt  nur  eine  geringe  oder  doch  wenigstens  als 
nicht  zuverlässig  angesehene  Zugfestigkeit.  Zugspannungen  müssen 
also  möglichst  vermieden  werden.  Dadurch  bekommen  viele  Unter- 
suchungen über  Steinbauten  ihr  charakteristisches  Gepräge  gegenüber 
denen  bei  andern  Baukonstruktionen. 

7.  Historisches  über  die  Statik  der  Gewölbe.  Die  im  sog.  gotischen 
Stil  erbauten  grossen  Kirchen  zeigen  eine  bei  der  Schwerfälligkeit  des 
Materials  besonders  auffallende  Zierlichkeit  und  Kühnheit  der  Konstruk- 
tion. Die  eigentlichen  tragenden  Glieder  rufen  fast  den  Eindruck  eines 
steinernen  Fachwerkes  hervor,  so  dass  man  unwillkürlich  auf  den  Ge- 
danken kommt,  eine  so  kühne  Bauweise  müsse  Hand  in  Hand  mit 
einer  genauen  Kenntnis  statischer  Gesetze  gegangen  sein.  Indessen 
scheint  diese  Fi-age  schwer  zu  entscheiden.  So  ist  es  z.  B.,  wie  es 
scheint,  zweifelhaft,  ob  das  charakteristische  statische  Merkmal  des 
Spitzhogens  (der  ja  wohl  erst  in  der  Gotik  seine  volle  Verwendung  als 
konstruktives  Element  gefunden  hat ),  nämlich  seine  besondere  Eignung, 
im  Scheitel  konzentrierte  Lasten  zu  tragen,  bei  seiner  Einführung  und 
Verwendung  eine  entscheidende  Rolle  gespielt  hat.-*) 

Verhältnismässig  früh  scheint  man  auf  den  Gedanken  gekommen 
zu  sein,  einen  Gewölbebogen  mit  einer  Kette  zu  vergleichen.  Man 
wusste,  dass  eine  an  beiden  Enden  befestigte  Kette  unter  bestimmter 
Belastung  eine  bestimmte  Gleichgewichtsform  annimmt,  und  hielt  es 
deshalb,  zunächst  wohl  ganz  naiv,  für  zweckmässig,  einem  Gewölbe- 
bogen ebenfalls  diese  Form  zu  geben,  wenn  er  hauptsächlich  diese 
Belastung  zu  tragen  hatte.  Erst  viel  später,  als  man  bereits  die  Not- 
wendigkeit eingesehen  hatte,  den  Gewölbebogen  als  elastischen  Körper 
aufzufassen,  konnte  man  versuchen,  diesen  Gedanken  zu  präzisieren 
(Nr.  10). 

Auch  noch  nachdem  L.  Navier  seine  grundlegenden  Untersuchungen 
zur  Elastizitätstheorie  angestellt  hatte  i^IV  23,  Nr.  '2,  Jliilhr-Tinipc}, 
pflegte  man  ein  gewöhnliches,  zylindrisches  Gewölbe  (sog.  ^Tonnen- 
gewölbe")  als  einen  Haufen  lose  aufeinander  geschichteter  stai-rer  Steine 

28)  Zentralblatt  der  Bauverwaltung  1885,  mehrere  Abhandlungen.  Vgl.  auch 
ZeitBchr.  f.  Arch.  u.  Ing.,  Wochenauegabe  1900,  p.  246. 
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aufzufassen,  welche  in  den  Fugen  reibend  aufeinander  drücken.  Bei 
dieser  Auffassung  mussten,  wegen  der  statischen  Unbestimmtheit  der 
Konstruktion,  zwar  der  Spannungszustand  und  im  allgemeinen  auch 
die  Stützwiderstände,  Biegungsraomente  usw.  ganz  unbekannt  bleiben, 
aber  immerliiu  gelangte  C.  H.  Moseley^^)  auf  diesem  Wege  zu  dem 
anschaulichen  und  bei  technischen  Gewölbeuntersuchungen  wichtigen 
Begriff  der  Stützlinie  (Nr.  8). 

Es  stellt  sich  heraus,  dass  die  Stützlinie  meist  statisch  unbe- 
stimmt ist  (Nr.  8).  Bevor  man  nun  in  der  Annahme  der  (elastischen) 
Deformierbarkeit  der  Körper  das  Universalmittel  zur  Bestimmung  aller 
statisch  unbestimmten  Grössen  erkannt  hatte,  ermittelte  man  die  Stütz- 
linie gern  mit  Hilfe  gewisser  „Prinzipe",  die  ad  hoc  erfunden  wurden.^") 

Kuppelgewölbe  zerschnitt  man  durch  zahlreiche  vertikale  Meridian- 
ebenen  in  viele  schmale  Streifen,  die  dann  als  ebensoviele  Tonnenge- 
wölbe betrachtet  wurden.  Da  man  hierbei  zunächst  die  senkrecht  zu 
den  Schnittflächen  wirkenden  Ringspannungen  nicht  beachtete,  kam 
man  vorübergehend,  zu  ganz  falschen  Ansichten  über  das  Wesen  der 
Kuppeln;  mit  dem  Ausbau  der  Elastizitätstheorie  wurde  dann  aber 
die  Ansicht  plausibel,  dass  in  einer  Kuppel  nur  unbeträchtliche  Bie- 
gungsmomente  aufti'eten:  seitdem  wurden  und  werden  häufig  die  oben- 
genannten  llingspannungen  so  bestimmt,  dass  überall  das  Biegungs- 
moment verschwindet.  Eine  wirklich  rationelle  Begründung  dieses 
Verfahrens  wurde  aber  erst  neuerdings  gegeben. 

8.  Die  Stützlinie.  Der  Einfachheit  wegen  wird  vorausgesetzt, 
dass  mau  mit  der  Betrachtung  eines  Systems  von  Kräften  auskommt, 
die  in  einer  (vertikalen)  Ehene  liegen. 

Wird  eine  Anzahl  keilförmig  zugeschnittener  Steine  aufeinander 
geschichtet  (Fig.  8),  auf  zwei  Fundamente  gelagert  und  irgendwie  be- 
lastet, so  führt  die  Betrachtung  des 
Kräftespieles  am  einzelnen  Stein  zur 
Definition  der  Stützlinie  als  desjenigen 
geradlinig  gebrochenen  Linienzuges,  ( 
dessen   Ecken    in   den  Fugenflächen  p-     g 

liegen,  und  zwar  dort,  wo  die  Resul- 
tierende aus  den  in  der  Fuge  von  Stein  zu  Stein  übertragenen  Druck- 
und  Schubspannungen  (Reibungsspannungen '  die  Fuge  schneidet. 

29)  C.  H.  Moseley,  The  mechanical  principles  of  engineering  and  architecttu-e. 
London  1843,  p.  403. 

30)  Zusammenstellung  bei  A.  Föppl,  Vorlesungen  über  techn.  Mechanik  2, 
Leipzig  1900,  p.  403.  Vgl.  insbesondere:  C.  H.  Moseley,  On  a  new  principle  in 
statics,   called   the  principle  of  least  pressure,  Phil.  Mag.  3  (1833),  p.  285. 
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Gesetzt,  man  hätte  sich  irgendwie  die  Kenntnis  der  Stützlinie 
verschafft  (s.  unten),  so  würde  man  in  folgender  Weise  zu  einer  brauch- 
baren Abschätzung  der  hauptsächlich  interessierenden  Druckspannungen 
(um  die  Schubspaunungen  kümmert  man  sich  in  erster  Linie  nicht) 
gelangen:  Man  macht  über  sie  die  einfachste  Annahme,  welche  noch 
jeder  Grösse  und  Lage  des  resultierenden  Fugendruckes  angepasst 
werden  kann,  nämlich  die  einer  linearen  Verteilung  über  die  Fugen- 
fläche,  jedoch  mit  der  folgenden,  wegen  der  losen  Schichtung  der 
Steine,  erforderlichen  Modifikation:  SoUte  nur  ein  Teil  der  Fugen- 
fläche an  der  Druckübertragung  beteiligt  sein,  so  ist  die  Trennungs- 
linie zwischen  dem  „wirksamen"  und  „unwirksamen"  Teil  eine  Gerade, 
und  die  Druckspannungen  im  wirksamen  Teil  sind  proportional  mit 
dem  Abstände  der  betreffenden  Stelle  von  dieser  Geraden,  während  im 
unwirksamen  Teil  die  Druckspannungen  Null  sind. 

Hieraus  folgt  mit  Benutzung  der  Theorie  vom  „Zentralkern"  ebener 
Flächen  (IV  5,  Henneberg,  Nr.  23),  dass  nur  dann  die  ganze  Fugenfläche 
zur  Druckübertragung  ausgenutzt  wird,  wenn  der  Angriffspunkt  des 
resultierenden  Fugeudruckes  innerhalb  des  Zentralkerns  der  Fugen- 
fläche liegt.  (Bei  dem  am  häufigsten  vorkommenden  rechteckigen 
Querschnitt  muss  hiernach  der  Angriffspunkt  im  „mittleren  Drittel" 
der  Gewölbedicke  liegen.)  Auf  Grund  dieser  Zusammenhänge  wird  ein 
Gewölbe  nur  dann  als  richtig  konstruiert  angesehen,  wenn  bei  jeder 
in  Betracht  kommenden  Belastung  jede  Ecke  der  jeweiligen  Stützlinie 
innerhalb  des  Zentralkerns  der  zugehörigen  Fugenfläche  liegt,  und  als 
besonders  günstig  dann,  wenn  bei  der  vorwiegend  in  Betracht  kommen- 
den Belastung  jede  Ecke  der  Stützlinie  mit  dem  Schwerpunkte  der 
zuffehörio-en  Fugenfläche  zusammenfällt,  denn  dann  ist  überall  die 
Druckspannung  in  der  Fuge  konstant,  so  dass  das  Material  gewisser- 
massen  gleichmässig  ausgenutzt  erscheint. 

Diese  Überlegungen  führen  die  Aufgabe,  ein  Gewölbe  zu  be- 
rechnen, im  wesentlichen  auf  die  Ermittlung  der  Stützlinie  zurück. 
Diese  freilich  begegnet  grossen  Schwierigkeiten.  Vor  allem  weiss 
man  nämlich  a  priori  eigentlich  gar  nicht,  worin  die  Belastung  des 
Gewölbebogens  besteht,  mit  andern  Worten,  welche  Kräfte  infolge  des 
Gewichtes  der  auf  dem  Bogen  lastenden  Massen,  Aufschüttung  und 
Verkehrslast,  auf  die  obere  Gurtung  des  Bogens  übertragen  werden: 
Grenzt  z.  B.  der  Bogen  au  eine  Aufschüttung  von  Erde,  so  hätte 
mau,  um  diese  Frage  beantworten  zu  können,  zunächst  einmal  die 
ganzen  Schwierigkeiten  der  Theorie  des  Erddrucks  [YV  '2S,  l\ciss>icr) 
zu  überwinden;  handelt  es  sich  aber  um  eine  feste  Aufmauerung,  so 
bliebe  eigentlich  nichts  anderes  übrig,  als  das  ganze  System  —  Bogen 
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plus  Anfmaueniug  —  als  einheitlichen,  festen,  elastischen  Körper  zu 
betrachten,  au  welchem  ausser  seinem  eigenen  Gewicht  als  Massenkraft, 
die  Verkehrslast  als  OberÜächenkraft  angreift,  und  nun  zu  versuchen, 
mit  den  äussersten  mathematischen  Hilfsmitteln  den  Spannungszustand 
dieses  „Gewölbes"  zu  finden.  Statt  dessen  verfährt  man  ganz  summa- 
risch: Man  rechnet  einfach  so,  als  wenn  jedes  Stück  der  Gurtung  durch 
das  Gewicht  aller  gerade  vertikal  über  ihm  befindlichen  Massen  be- 
lastet würde,  und  dies  Verfahren  scheint  wenigstens  insofern  berech- 
tigt, als  ein  auf  dieser  Grundlage  berechneter  Gewölbebogen  vermut- 
lich nicht  zu  schwach  ausfällt.  Die  Belastuncr  des  Gewölbebogens 
wird  im  folgenden  als  in  diesem  Sinne  bekannt  angesehen. 

Zu  einer  gegebenen  Belastung  giebt  es  nun  noch  eine  dreipara- 
metrige  Schar  möglicher  Stützlinien:  die  Stützlinie  ist  bei  gegebener 
Belastung  im  allgemeinen  (wie  z.  B.  bei  der  Anordnung  der  Fig.  8) 
noch  dreifach  statisch  unbestimmt.  Durch  besondere  Anordnung 
kann  sie  statisch  bestimmt  werden  (wie  z.  B.  beim  „Dreigelenkbogen" 
der  Fig.  9  a;  hier  sind  von  vornherein  von  ihr  die  drei  Punkte  Ä,  B 
und  C  bekannt).    Bei  der  Anordnung  von  Fig.  9  b  („Zweigelenkbogen") 

Ü 


Fig.  9  a.  Fig.  9  b. 

sind  von  ihr  von  vornherein  die  beiden  Punkte  Ä  und  JB  bekannt,  so 
dass  sie  noch  einfach  statisch  unbestimmt  ist.  (In  diesem  Falle  wird 
als  diejenige  statisch  unbestimmte  Grösse,  welche  die  oo^  bei  ge- 
gebener Belastung  jetzt  noch  statisch  möglichen  Stützlinieu  charak- 
terisiert, gern  die  beiderseits  entgegengesetzt  gleiche  Horizontalkom- 
ponente H  der  Stützenwiderstäude,  der  sog.  „Horizontalsclmh'^  des  Ge- 
wölbes, gewählt.) 

Ist  nun  die  Stützlinie  statisch  bestimmt,  so  kann  sie  natürlich 
auch  ohne  weiteres  konstruiert  werden  [s.  unten);  ist  sie  aber  noch 
statisch  unbestimmt,  so  verfährt  man  gewöhnlich  so:  Entweder  macht 
man  sich  die  Mühe,  alle  statisch  unbestimmten  Grössen  mit  Hilfe  der 
Elastizitätstheorie,  meist  in  Form  der  sog.  „technischen  Gewölbetheorie" 
(Nr.  9),  zu  bestimmen  oder  aber:  Man  beschränkt  sich  darauf,  unter 
den  unendlich  vielen  statisch  möglichen  Stützlinien,  durch  Probieren 
und  ev.  Änderung  der  Bogenform,  eine  ausfindig  zu  machen,  welche 
alle    Fugenflächen   in    möglichster   Nähe    von    deren    Schwerpunkten 

Encyklop.  d.  math    Wissensch.     IV  3,  ii.  38 
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schneidet,  und  nimmt  dann  an,  dass  die  wirkliche  Stützlinie  ungefähr 
mit  dieser  statisch  möglichen  zusammenfällt.  Auch  dieses  gewiss  ein- 
fache, aber  scheinbar  absurde  Verfahren  lässt  sich  einigermaßen  recht- 
fertigen (Nr.  10). 

Eine  gewisse  Schwierigkeit  liegt  noch  darin,  dass,  wenn  der  Gewölbe- 
bogen nicht  mehr  unter  dem  Bilde  einer  losen  Aneinanderreihung  von 
Steinblöcken  gesehen  werden  kann,  sondern  als  einheitlicher,  fester 
Körper  auf'gefasst  werden  muss,  die  Stützlinie  nicht  ohne  weiteres 
definiert  ist,  weil  der  Begriff  „Fuge"  keinen  klaren  Sinn  mehr  hat. 
Man  hilft  sich  dann  so,  daß  man  auf  eine  plausible  Weise  künstliche 

Fugen,   „Querschnitte"  definiert  (im 

^,^H(j \^  /        Falle  der  Fig.  10  etwa  mit  J.  BesaP^) 

so,  dass  man  die  Gleichheit  der  Winkel 
a  und  ß  verlangt.)  Da  die  Quer- 
schnitte in  unendlicher  Zahl  vor- 
handen sind,  ist  die  analog  wie  oben 
definierte  Stützlinie  eine  im  allge- 
meinen stetig  gekrümmte  Kurve.  Man 
hält  das  Gewölbe  für  um  so  besser 
konstruiert,  je  weniger  sich  die  Stützlinie  von  der  Verbindungslinie 
der  Schwerpunkte  der  Querschnitte,  der  „Mittellinie"  oder  „Axe*"  des 
Gewölbes  unterscheidet. 

Immerhin  ist  jede  solche  Definition  der  Querschnitte  willkürlich, 
und  es  steht  daher  nichts  im  Wege,  diese  Willkürlichkeit  gegebenen- 
falls auszunutzen.  Handelt  es  sich  insbesondere  um  die  häufig  vor- 
kommende Aufgabe,  eine  zu  einer  gegebenen  Belastung  gehörige 
Stutzlinie  zu  zeichnen,  so  wird  man  am  besten  Vertikal  schnitte  als 
Querschnitte  wählen  (Fig.  10),   wie  unmittelbar  einleuchtet.'-)     Übri- 


Vertikalschnüt 


31)  E.  Degrand  etJ.Rrsal,  Ponts  en  ma90unerie.  Vol.  1:  /.  J?e'sa/,  Stabilite 
des  voutes,  Paris  1887,  p.  104  (zitiert  uach:  Ann.  d.  ponts  et  chaussees  16 
(1S88),  p,  76.) 

32)  Die  in  bezug  auf  die  Vertikalschnitte  genommene  Stützliuie  hat  übri- 
gens die  besondere  Eigenschaft,  gleiclizeitig  eine  „Drucklinie^^  der  betreffenden 
Belastung  zu  sein,  wenn  man  mit  diesem  Namen  eine  Kurve  bezeichnet,  deren 
Berührende  durch  ihre  Richtung  die  Richtung  der  über  den  Schnitt  resultieren- 
den Spannkräfte  anzeigt.  Natürlich  lässt  sich  auch  für  die  Querschnitte  eine 
Drucklinie  zeichnen;  sie  geht  aber  im  allgemeinen  nicht  durch  die  Angriffs- 
punkte der  resultierenden  Spannkräfte.  Eine  vollständige  Übersicht  über  alle 
einschlägigen  Verhältnisse  giebt  M.  Milankovitsch:  Theorie  der  Druckkurven, 
Zeitschr.  Math.  Phys.  55  (llt07\  p.  1.  Zu  bemerken  ist,  dass  das,  was  hier, 
dem  allgemeineren  Sprachgebrach  entsprechend,  Stützlinie  genannt  wird,  dort 
„Dnickkurve"  heiset,  und  daes  unter  „Stützlinie"  dort  eine  solche  ,, Druckkurve" 


9.  Das  Tonnengewölbe  als  krummer  Stab;  die  sog.  technische  Theorie.     569 

gcns  ändern  sich  bei  einer  Variation  der  Querschnitte  Axe  und  Stütz- 
linie unter  noriuiilen  Verhältnissen   nur  wenig,  ^^j 

9.  Das  Tonnengewölbe  als  krummer  Stab.  Die  sog.  technisohe 
Theorie  des  Tonnengewölbes.  Wenn  die  Stützlinie  statisch  unbe- 
stimmt ist,  so  muß  in;in,  um  sie  zu  finden,  auf  die  elastische  Defor- 
mation des  Gewölbebogens  eingehen.  Dabei  tritt  folgende  neue  und  wesent- 
liche Schwierigkeit  auf:  Spannungen  und  Deformationen  eines  elastischen 
Körpers  sind  bekanntlich  erst  dann  eindeutig  bestimmt,  wenn  außer 
den  Massenkräften  noch  für  jeden  Punkt  der  Oberfläche  von  den  drei 
Verrückungskomponenten  des  Punktes  und  den  drei  dort  wirkenden 
Spannungskomponenten  drei  Grössen  gegeben  sind  (allgemeiner:  wenn 
zwischen  den  sechs  Grössen  drei  Beziehungen  gegeben  sind.)  Somit 
muß  man,  wenn  die  Stützlinie  statisch  unbestimmt  ist,  wenn  man  also, 
mit  anderen  Worten,  die  Oberflächenspawmmt/ew  an  den  „Kämpfern" 
(Fundaraentflächen  des  Gewölbebogens)  nicht  oder  doch  nicht  vollständig 
kennt,  annehmen,  daß  man  etwas  über  die  Kämpfer yerrwc/cHW^ew  weiss. 
Dies  Wissen  ist  aber  sehr  problematisch,  weil  ja  Fundament  und 
UntergTund  selbst  wieder  deformierbar  und  verrückbar  sind.  Es  hat 
deshalb  auch  nur  den  Sinn  einer  mehr  oder  weniger  rohen  Annähe- 
rung, wenn  hiervon  abgesehen  und  demgemäss  z.  B.  eine  feste  Ein- 
mauerung  des  Bogens  (Fig.  8)  dadurch  charakterisiert  wird,  dass  man 
alle  Kämpferverrückungen  Null  setzt,  eine  gelenkige  Auflagerung 
(Fig.  0)  dadurch,  dass  man  den  Gelenkpunkt  A  bezw.  B  als  unver- 
rückbar betrachtet  usw. 

Die  technische  Geivölbetheorie  stellt  sich  nun  die  Aufgabe,  auf  mög- 
lichst einfache  Weise  die  statisch  unbestimmten  Grössen  des  Gewölhe- 
hogens  unter  der  Voraussetzung  zu  finden,  dass  die  Massenkräfie  und 
die  an  der  Läng soher fläche  wirkenden  Oberflächenkräfte  gegeben  sind 
und  dass  man  über  die  Kämpferverrückungen  so  viel  weiss,  wie  im  Sinne 
der  obigen  Ausführungen  notwendig  ist. 

Sofern  die  Querdimensionen  des  Bogens  noch  einigermassen  klein 
gegen  seine  Länge  sind,  wird  man  dabei  den  Bogen  als  elastischen, 
von  Hause  aus  krummen  Stab  behandeln  dürfen,  und  da  dieser  auch 
in  andern  Gebieten  der  Mechanik  verwandt  wird^  ergeben  sich  für  den 
Inhalt  dieser  Nummer  mancherlei  Beziehungen  zu  folgenden  Artikeln: 
IV  25,  Nr.  19  {Tedone-Timpe),  IV  27,  Nr.  4a  u.  b  {v.  Kdrmän),  IV  29a, 
Nr.  27  {Grüning)  nebst  den  dort  gegebenen  Litteraturnachweisen. 

verstanden  wird,  welche  hier  Drucklinie  genannt  wird.    Übrigens  ist  nicht  nur 

der  Gebrauch   der  Wörter  in   der  Litteratur  sehr   schwankend,   sondern   es  sind 

auch  die  beiden  Arten  von  Kurven  häufig  für  allgemein  identisch  gehalten  worden. 

33)  Vgl.  A.  Föppl,  Vorl.  üb.  techn.  Mechanik.    Leipzig  1900,  Bd.  2,  p.  399. 
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Die  folgende  Darstellung  ist  so  gewählt,  dass  sie  eine  neuerdings 
von  F.  Engesser ''^)  gegebene,  zuweilen  wichtige  Erweiterung  der  älteren 
Ansätze  umfasst.  Während  nämlich  gewöhnlich  eine  Belastung  an- 
genommen wird,  welche  symmetrisch  angeordnet  ist  zu  der  die  un- 
deformiete  Gewölbeaxe  enthaltenden  Ebene  (wobei  dann  die  Axe  in 
der  Ebene  bleibt  und  die  ganze  Deformation  symmetrisch  zu  ihr  aus- 
fällt), hat  Engesser  diese  Annahme  fallen  lassen  und  dadurch  eine 
rationellere  Berücksichtigung  exzentrischer  Belastungen  ermöglicht, 
wie  sie  z.  B.  vorliegen,  wenn  ein  Gewölbe  zwei  parallele  Gleise  trägt 
und  von  diesen  nur  eines  belastet  ist. 

Seien  Gewölbeaxe  und  Querschnitt  geeignet "^^)  definiert  (Nr.  8) 
und  werde  angenommen,  dass  im  undeformierten  Zustande  die  Gewölbe- 
axe eine  ebene  Kurve  ^^*)  sei,  und,  der  Einfachheit  wegen,  dass  die 
Querschnitte  auf  ihr  senkrecht  stehen. 

Ein  raumfestes,  rechtwinkliges  X  ^.^-Koordinatensystem  (s.  Fig.  11, 
die   Y-Axe  nach  hinten)  und  ein  körperfestes  fi'HZ- System  (ebenfalls 

rechtwinklig,  Ursprung  der  Schwer- 
punkt eines  Querschnittes,  S'-Axe 
in  der  X.Z'- Ebene  gelegen,  H- Achse 
senkrecht  dazu  nach  hinten,  wobei 
angenommen  ist,  dass  beide  die  Haupt- 
trägheitsaxen  des  undeformierten 
Querschnittes  sind,  Z-Axe  Tangente 
Fig.  11.  an    die    undeform  ierte    Gewölbeaxe) 

definieren  die  Koordinaten  x,y  =  0,z 
eines  Punktes  der  undeformierten  Gewölbeaxe  und  die  Winkel: 
^  =  ^ZZ,  ^  =  ^  [ZZ,  XZ]  =  0,     9  =  ^  [SZ,  ZZ]  =  0. 

Nimmt  man  nun   willkürlich  an,    dass  die  Querschnitte  bei  einer  De- 
formation Ebenen  bleiben  und  in  sich  keine  Verzerrung  erfahren,   so 


34)  F.  Engesser,  Das  elaetische  Tonnengewölbe  als  räumliches  System  be- 
trachtet.   Zeitachr.  f.  Bauwesen  1909,  p.  Iü7. 

35)  Es  ist  eigentlich  nur  mit  Beziehung  auf  das  Folgende  möglich,  eiuiger- 
massen  klar  zu  sagen,  welches  hier  die  ,, geeigneten"  Querschnitte  sind;  jeden- 
falls muss  die  nachher  eingeführte  Annahme,  sie  blieben  bei  der  Deformation 
Ebenen,  einigermassen  plausibel  sein,  und  ferner  wird  man  dafür  sorgen,  dass 
auch  die  Kämpferflächen  Querschnitte  sind. 

35*)  Für  den  Fall,  dass  schon  die  uudeformierte  Gewölbeaxe  eine  Haum- 
kurve  ist,  haben  die  technische  Theorie  entwickelt:  B.  Johann,  Studie  üb.  die 
Elastizität  u.  Festigkeit  der  doppelt  gekrümmten  Träger.  Allg.  österr.  Bauztg. 
0)3  (1898),  p.  27  und  später:  H.  Seipp,  Beiträge  zur  Theorie  u.  Berechnung  doppelt 
gekrümmter  Freiträger.  Wien  1910.  Die  Schlussformeln  sind  äusserst  kom- 
pliziert. 
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erzielt  man  die  fundamentale  Vereinfachung,  dass  die  Deformation  des 
Gewölbes  vollständig  charakterisiert  wird  durch  die  Änderungen  der 
sechs  Grössen:  x,  y,  z\  x^,  j/-,  ^),  die  mit  da;,  by,  dz,  dd^,  öijj,  dcp  be- 
zeichnet werden  sollen,  oder  mit  Einführung  der  Verrückungen  ii, 
V,  w,  die  ein  Punkt  der  Mittellinie  in  Richtung  der  körperfesten  Axen 
erfährt,  durch: 

u,  V,  W'^     ÖQ-,  6>,  ö(f, 
wobei: 

u  =  cos%' •  öx -\- s\n^  ■  öz,  v  =  dy,  iv  =  —  ?>mQ' ■  Öx-\- cob%^- öy 
ist.  Aus  der  Dehnung,  die  ein  irgendwie  orientiertes  Längenelement 
des  Gewölbes  bei  dieser  Deformation  erfahren  würde,  berechnen  sich 
die  sechs,  nach  den  körperfesten  Axen  orientierten  Verzerrungskompo- 
nenteu  zu: 

«H  =  0    »ti  =  1  :riri  ( Tr  +  'i-'  ■  s  -  ö  •  I) 
(27)  .„,  =  0    a,j  =  ^-^j(F+*.S) 

Hier  sind  ^,ri  die  Koordinaten  des  betreffenden  Punktes  im  Quer- 
schnitt  s,  ^'  =  75"  ist  die  Krümmung  der  undeformierten  Gewölbeaxe, 
und  es  gelten  die  Abkürzungen: 

p=  l*-  +  i . ,,_  ö,.^    y  =  jt(Äv  +  cos* .  St)  -  ''<»'-'_*:**) 

^^  =  -, Je  ■  u  O  =  /.•  sm  9-  ■  di<  -\-  n —• 

(LS  (*S 

In  diesen  Formeln  wird  nun  zwar  meist  hh,  gegen  1  vernach- 
lässigt; indessen  geschieht  es  neuerdings  bei  dicken  Gewölben  von 
starker  Krümmung  nicht ^^^);  Ä|  mag  deshalb  hier  beibehalten  werden. 

Diesen  sechs  Verzerrungskomponenten  würden  nach  der  aüge- 
meinen  Elastizitätstheorie  im  Querschnitt  die  drei  Spamiungskompo- 
nenten  entsprechen  (IV  24,  Tcdone,  Nr.  '2  c) 

(29)  Normalspannung      6  =  („^^^^y ^^L  2)  '  ^  '  ^^^^ 


Schubspannung 


T'i  =  -ITT — r^iV  ■  ^  ■  ^ct 

E  •  e^. 


2  iin  -f  1) 


35^)  Vgl.    z.  B.  J.   Weyrauch,  Elastische  Bogenträger  usv/.     Stuttgart  1911, 
p.  15  ff. 
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Durch  Integration  dieser  Ausdrücke  über  den  Querschnitt  F 
würden  sich  die  zugehörigen  „Spannungsresultanten"  und  „Spannungs- 
momente^'^^)  wie  folgt,  ergeben: 

Schubkraft  paraUel     S  :  N  =  C^  {F'  ■  U  —  n^  •  0) 
H:N'=C,'{F'.V+n,.0) 
Normalkraft        „  Z  :  T  =  C^  (F'  ■  W  -\-  n^  ■  W  —  n^  ■  8) 

Biegungsmoment  um    S  :  G  ^  C^' (n^  ■  W  -\-  J/  •  W  —  w,  •  ß) 
,,      H  :  G'=  C,"(-n,.W-n,-W+j;.d) 
Drillungsmoment    „      Z  :  H  =^  Cy( — »,  •  U  -\-n^  ■  V 

+  C-^'  +  J')  ■  O), 


wobei  natürlich 
und 


p         p>        P"  m(w  —  1)  p 

^x  —  ^x—^x     =  (,„ +  !)(,„_  2)  •  ^ 


^  -ä  •^  2  {yn  -\-  1) 


wäre  und  im  übrigen  die  Abkürzungen 

und  die  Beziehungen: 

n,==h.j;,     F'  =  F-{-]r    J,; 
gelten. 

Diese  Gl.  (30)  haben  offenbar  zunächst  keine  weitere  Bedeutung, 
als  dass  sie  unter  ganz  speziellen  Voraussetzungen  über  die  Verteilung 
der  Massen-  und  Oberflächenkräfte  und  Oberflächeuverrückungen  genau 
richtig  sind.  Obwohl  nun  diese  Voraussetzungen  bei  Gewölben  im 
allgemeinen  keineswegs  gegeben  sind,  behält  die  technische  Theorie 
die  Gl.  (30)  allgemein  bei,  sucht  sich  aber  durch  geeignete  ^Vahl  der 
sechs  Konstanten  C^  C'/  6'/';  (\  C^'  C^'  durchschnittlichen  Verhält- 
nissen möglichst  anzupassen.    So  wird 

c,  =  c;  =  C\"  =  E 

gesetzt.    Dies  würde  exakt  sein,  wenn  G^t  und  (?,,,.  überall  Null  wären, 
was  freilich  den  Gl.  (27)  widersprechen  würde  und  ohnehin  in  einem 

36)  Bezeichnung  nach  A.  E.  II.  Love,  Lehrbuch  d.  Elastizität,  deutsch  von 
A.  Titnpe,  Leipzig  und  Berlin  1907,  p.  445. 
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belasteten  Gewölbebogeii  unmögiich  ist;  aber  immerhin  werden  ja 
diese  Spunuunf^en  im  Vergleich  zu  den  Spannungen  (J^-f  ini  Durch- 
schnitt nur  klein  sein.  G^,  C^,  Cg"  werden  je  nach  der  Querschnitts- 
form verschieden  gewählt;  aber  eine  wirkliche  Begründung  ist  kaum 
möglich.     Vgl.  IV  29a,  Nr.  33  (Griming). 

Zu  den  Gl.  (30)  kommen  noch  hinzu  die  statisdten  Gleichungen, 
welche  ausdrücken,  dass  an  jedem  Scheibchen,  das  zwischen  den  Quer- 
schnitten s  und  s  -|-  ds  liegt,  Gleichgewicht  hen'scht: 


(32) 


wo  die  S*,  H,  Z  und  Mt,  M,,,  M^-  die  auf  die  Längeneinheit  der  Gewölbe- 
axen  bezogenen  Einzelkräfte  und  Kräftepaare  bedeuten,  welche  nach 
Massgabe  der  Belastung  auf  das  Scheibchen  wirken. 

Diese  sechs  Gleichungen  enthalten  ebenso  viele  unbekannte  Funk- 
tionen.  W^ären  also  an  einem  der  beiden  Kämpfer  ihre  Werte  bekannt, 
so  wären  sie  nach  Integration  von  (32)  überall  bekannt.  In  der  tech- 
nischen Litteratur  ist  an  Stelle  der  Gl.  (32)  meist  gleich  das  Ergebnis 
ihrer  Integration  angeoreben,  weil  man  dies  auch  dadurch  gewinnen 
kann,  dass  man  die  Gleichgewichtsbetrachtung  nicht  an  einem  Scheib- 
chen des  Gewölbes  anstellt,  sondern  an  dem  vom  einen,  etwa  linken 
Ende  bis  zu  einem  beliebigen  Querschnitte  s  reichenden  Teil.  Man 
findet  so,  wenn  der  Index  0  den  Wert  bezeichnet,  den  eine  Grösse  am 
linken  Kämpfer  annimmt: 

N==N,cos(d-  —  ^,)  —  T,sm{d-  -  ^,)  +  (^) 
iV'=iV;  +  (H) 

T  =  N,  sin  (^  -  ^o)  +  n  cos  (^  -  ^,)  +  (Z  i 
^  '■^  G=  Gf^cos{&  —  ^o)  —  Rq  sin  (^  —  -Ö-^) 

-f-  N,  [U  —  ^o)  sin  ^  -f  (.-  —  ^o)  cos  »]  -f  (Mg) 
G'^  Gq  —  N^ [{x  —  x^)  sin ^^  +  (5-  ~  z^)  cos  ^^^ 

-f  T,  [{x  —  X,)  cos  ^0  -{3-  z,)  sin  ^0]  +  (M„) 
E=  Gq  sin  (d-  —  -^o)  +  ^0  cos  (0-  —  &q) 

—  JVo'  [{x  —  Xq)  cos  d-  —  (2  —  Zq)  sin  9-]  +  (M^O  • 

Hier  sind  (Ä),  (H),  (Z);  (M^),  (M^),  (M>)  die  (im  Schwerpunkt 
des  Querschnittes  s  anzubringenden)  Einzelkräfte  und  die  Kräftepaare, 
die    man    an    den  von  0  bis  s  reichenden  Teil   des  Gewölbes  wirken 
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lassen  muss,  um  ihn  mit  der  Belastung  allein  (ohne  dieTQ3rQiVj)'G(,6^o'l?o) 
ins  Gleichgewicht  zu  setzen. 

Es  kommt  nun  darauf  an,  nus  den  Gl.  (33),  (30)  und  (28)  die 
sechs  Randwerte  T^N^N^^' GqGqHq  durch  die  gegebene  Belastung  und 
die  Kämpferwei'te  von  n,  v,  n-;  8%',  dil),  dcp  auszudrücken.  Dies  ge- 
schieht durch  eine  geschickte  Anwendung  des  Prinzips  der  virtuellen 
Verrückungen. 

Kombiniert  man  irgendein  den  Gl.  (28)  genügendes  System  von 
Grössen,  etwa  L\  .  .  .  Ö  cp^  mit  irgendeinem  den  statischen  Gl.  (32)  ge- 
nügenden System  von  Grössen  N  .  .  .  H  (wobei  aber  zwischen  beiden 
Systemen  gar  keine  Zusammenhänge,  insbesondere  also  auch  die  Gl.  1 30) 
nicht  zu  bestehen  brauchen),  zu  dem  über  das  ganze  Gewölbe  er- 
streckten Integral: 

rechts 

(34)   A,  =  I  {NU,-j-  N'  V,-^  T  W,  +  (?¥*■,  +  G'd,  +  H(D,)  ds 

links 

und  wendet  hierauf  die  Regel  der  partiellen  Integration  an,  so  kommt: 


rechts 


(35)  A,=-  Nu,  4-  N'v^  -f  Tm-j  —  G^sin^^-  d^^  -f  G'd&^ 

+  H(d(p^-{-  sm^-dti;^) 

lixiks 

rechts 

+J  [5;  •  ??!  +  H  •  V,  -f  Zii\  —  M^  sin  ^,  d^^  +  M^d^^ 
+  Mv(d9)i  +  cos  0-  •  di^'i  i]  ds 

eine  Gleichung,  die  sich  als  Ausdruck  des  Prinzips  der  virtuellen  Ver- 
rückungen auffassen  lässt,  insofern  als  Ä-  als  „virtuelle  Arbeit  der 
inneren  Kräfte'',  die  beiden  Ausdrücke  rechts  bzw.  als  virtuelle  Arbeit 
der  Kämpferkräfte  und  der  BeListung  bezeichnet  werden  können.  Durch 
Anwendung  der  Gl.  (35)  auf  dieselbe  Belastung,  dasselbe  System  L^  . . . 
dqpj,  aber  ein  irgendwie  gemäss  den  statischen  Gleichungen  variiertes 
System:  N -^  d  N^  ...  H-\-  ÖH,  ergiebt  sich: 

rechts 

f{U,  ■  dN-\-  ]\  ■  ÖN'  +  ]]\dT  -^^F,-öG-\-e,-  d  G'  +  0^  •  dH)ds 

liuks 

(36)  =   u,  •  ÖN  +  V,  ■  dV  -f  iv^  ■  ÖT  —  sin  ?t^  ■  8xl\-8G 

rochtä 

-f  ö^,  •  ÖG'  +  (d(pi  -f  sin#  •  di/'i)  •  ÖH  ■ 

links 
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Hier  können  die  Variationen  gemäss  den  Gl.  (33)  alle  durch  die  sechs 
voneinander  unabh:ln<jfigen   V^iriationen: 

ÖN^  diVV  ö^o  ^Go  ^f^o'  ^^0 

ansgedrückt  werden.  Somit  gewinnt  man,  wenn  man  noch  durch  Um- 
kehrung der  Gl.  (30)  das  zu  dem  System  JJ^  .  .  .  Ö(p^  wirldich  zugehörige 
System  N^  .  .  .  H^  einführt  und  dieses  vermöge  der  Gl.  (33)  durch  die 
Belastung  und  die  linken  Randwerte  von  N^  .  .  .  H^^,  etwa  N^q  .  .  .  H^q 
ausdrückt,  aus  der  Gl.  (36)  sechs  voneinander  unabhängige  lineare 
Gleichungen,  in  welchem  die  sechs  Grössen  N^^  N^^  .  .  .  H^q  in  Be- 
ziehung zu  den  zwölf  Randwerten  von  uvwdipd&dq)  gesetzt  sind 
und  aus  welchem  also  diese  sechs  Grössen  berechnet  werden  können, 
wenn  die  zwölf  Randverrückungen  bekannt  sind. 

Natürlich  steht  diese  Überlegung  auch  in  engem  Zusammenhang 
mit  den  bekannten  Sätzen  von  F.  3Ienabrea  und  Ä.  Castigliano  (IV  29  a, 
Nr.  9,  Grüning).  Die  Bauart  der  Gl.  (30)  lässt  erkennen,  dass,  wenn 
Ci  =  C/  =  Cj"  und  Og  =  Cj'  =  C^"  gesetzt  wird,  die  sechs  Grössen 
U  .  .  .  0  die  DifiPerentialquotienten  des  homogenen  quadratischen  Aus- 
druckes 

-l{U-N-\-  V-  N'  -i-  Tr-  T+  '^■G-{-  6-  Ci'  -i-  0H) 

sind,  wenn  man  darin  die  U .  .  .  O  als  eben  durch  (30)  gegebene  Funk- 
tionen der  jy  .  .  .  H  auffasst.    Die  Umkehrung  der   Gl.  (30)  hat  nun 


das  Ergebnis; 


(37) 


wo 


A 
A 
A 
A 
A 
A 


a 


V  =\ 
0  =  h. 


T  -\-  Üo^-G    -f  «33 


G' 
G' 
G' 
H 
H 


1h 


11  -i  ">! 

«12  =  —  iJ,j'n.2 

«13  =  J^''^h  —  ^2^h 
«9,  =  J.  J^    —  n 
a. 
a 


n,  n,) 


.23    =    F'Wg    - 


"1 
n,  n 


1"2 


-33  =  F'J^'  —  nf 


A' 
A' 
A' 
A' 
A' 
A' 


^12  =  —  ^h^2 
&J3  =  F')h 

hs  =  —  F'ih 


A  =  F'  J^J'  —  F'nJ  '\-  '2n-^n^n^  —  ^h^^i 
A'  =  F'[F\J{  -f  J,/)  -  n,'  -  nn, 


1     tj 
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so  dass  also  die  Gleichungen  bestehen: 

^  ~  d^'  dN''  dT'  dG'  d'G''  dH' 

wenn 

(38)   £0  =  ^^[a,J'-\-a,M'  +  a,,G''-^2a,,GT+2a,,GG'  +  2a,^G'T\ 

gesetzt  wird. 

Somit  ist  die  linke  Seite  (36),  wenn  man  darin  die  Systeme 
Ui  ...  0i,  N  ...  H  als  im  Sinne  der  Gl.  (30)  einander  zugehörig  an- 
sieht,   gleich    der  Variation    der  „Formänderungsarbeit",  nämlich  von 


r 

(39)  Si=jc 


<ds. 


Diese  ist,  bei  konstant  gehaltener  Belastung,  nach  (33)  eine  Funktion 
der  sechs  Grössen  Nq  .  .  .  Hq]  ihre  sechs  Differentialquotienten  nach 
diesen  Grössen  sind  also  bzw.  gleich  den  Faktoren  von  öXq  ...  dH^ 
auf  der  rechten  Seite  von  (36).  Ist  insbesondere  das  Gewölbe  beider- 
seits fest  eingespannt,  so  da;ss  alle  zwölf  Randverrückuugen  verschwin- 
den, so  ist: 

(Satz  vom  Minimum  der  Formänderungsarbeit.) 

Diese  Gas figUaT^o sähe  Umdeutung  des  Prinzips  der  virtuellen 
Verrückungen  wird  sich  aber  nur  dann  empfehlen,  wenn  fl  als  Funk- 
tion seiner  im  allgemeinen  sechs  Argumente  bequem  aufgestellt  werden 
kann,  also  dann,  wenn  infolge  besonderer  Verhältnisse  die  Gl.  (ßO) 
und  (28)  sich  vereinfachen,  sei  es,  dass  die  Gewölbeaxe  eine  ebene 
Kurve  und  ungedrillt  bleibt,  sei  es,  dass  der  Einfiuss  der  Schubki-äfte 
auf  die  Deformation  vernachlässigt  wird,  sei  es,  dass  man  durch  Ver- 
nachlässigung von  k^  gegen  1  die  Integrale  n^n^n^  zum  Verschwinden 
bringt  usw. 

Nachdem  die  Spannungsresultanten  und  -momente  gefunden  sind, 
bleiben  noch  vor  allem  die  Spannungen  zu  berechnen.  Gewöhnlich 
interessiert  man  sich  nur  für  die  „Biegungsspannungen"  a.     Ist 

C  =  C  =  C  " 

und  macht  man  die  nicht  gerade  sehr  spezielle  Voraussetzung,  dass 
die  (S'-Axe  nicht  nur  eine  Hauptträgheitsaxe,  sondern  auch  eine  Sym- 
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metrieaxe  des  Querschnittes  ist  [Wg  =  0,  n^  =  0],  so  findet  man: 

ein  Ausdruck,  der  sich  natürlich  in  speziellen  Fällen  noch  vereinfacht. 

Auch  die  Ven-ückungen  uvw  und  die  Winkeländerungen  dtl^Öd- 
dq)  können,  nachdem  die  Spannungsresultanten  und  -momente  be- 
stimmt sind,  für  jeden  Querschnitt  gefunden  werden.  Man  muss  nur 
in  (30)  die  Integration  vom  einen  Ende  bis  zu  dem  betreffenden  Quer- 
schnitt hin  erstrecken. 

Die  bisherigen  Entwicklungen  setzen  voraus,  dass  im  Gewölbe 
eine  solche  Temperatur  herrscht,  dass  bei  fehlender  Belastung  sämt- 
liche Spannungen  verschwinden.  Der  Einfluss  einer  etwa  vorhandenen 
Temperaturerhöhung  f(s)  eines  Querschnittes  über  diese  Normaltempe- 
ratur wird  dadurch  berücksichtigt,  dass  man  die  dritte  Gl.  (oO)  durch 
folgende  ersetzt: 

T  =  C;  [F' '  W  +  n,  ^F  —n,6]-  C,Fa  ■  t, 

wo  u  der  lineare  Wärmeausdehnungskoeffizient  des  Materials  ist.  Die 
Gl.  (30)  ändert  sich  nicht;  wohl  aber  muss  man,  wenn  man  die  Sätze 
von  Menabrea  und  Castigliano  anwenden  will,  die  frühere  Funktion  o 

durch 

(o'  =  CO  +  ccF ■  t Kl T-\-a,,^G-{-  «13 G'J  +  W{t) 

ersetzen,  wo  W  noch  eine  willkürliche  Funktion  der  Temperatur  ist. 
An  die  Stelle  der  früher  so  genannten  Formänderungsarbeit  Sl  tritt 
also  jetzt  die  Funktion: 

r 

^'{N,  ...Ho)  =  ^i^o  ■■■S,)  +  a  ■jFt[a,,T-}-a,,G-\-a,,G']ds 

i 

r 

+  Jw{t)ds, 

i 

welche  in  den  hier  allein  wesentlichen  Gliedern,  als  „innere  Energie" 
im  Sinne  der  Thermodynamik  aufgefasst  werden  kann. 

W.  Scliaclienmeier^^^)  entwickelt  die  technische  Theorie  für  mehr- 
fache Gewölbe  (Viadukte).  Naturgemäss  sind  die  Schlussformeln  sehr 
kompliziert. 

Eine  unübersehbare  technische  Einzellitteratur  beschäftigt  sich 
mit  der  praktischen  Frage,  wie  man  im  einzelnen  Fall  den  Rechnungs- 


36»)   W.  Schach enmeier,  Über  mehrfache    elastische    Gewölbe.      Fortschritte 
d.  Ingenieurwissenschaften  2.  Gruppe,  23.  Heft,  Leipzig  1910. 
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gang  nach  Möglichkeit  vereinfachen  könne.  Zur  Auswertung  der  vor- 
kommenden  Integrale  bedient  man  sich  gern  graphischer  Methoden. 
H.  Fdtter^'^)  hat  ein  bemerkenswertes  Verfahren  angegeben,  nach 
welchem  in  einfachen  Fällen  die  ganze  Untersuchung  graphisch  er- 
ledigt werden  kann;  es  beruht  auf  einer  Anwendung  der  von  Wrllitter 
definierten  „Elastizitätsellipse"  (IV  29  a,  Grüning,  Nr.  32). 

10.  Das  Tonnengewölbe  als  krummer  Stab;  der  sog.  "Winkler- 
sche  Satz.  Die  Anwendung  der  Elastizitätstheorie  ist  selbst  in  der 
summarischen  Art  der  technischen  Gewölbetheorie  (Nr.  9)  beschwer- 
lich; es  wurde  schon  gesagt,  wie  man  sie  häufig  umgeht  (Nr.  8). 
Dem  dort  geschilderten  einfachen  Verfahren  liegt  zunächst  offenbar 
nichts  weiter  zugrunde  als  der  naive  Vergleich  des  Gewölbebogens 
mit  einer  Kette,  etwa  so:  Wenn  die  Gewölbeaxe  eine  Kettenlinie  der 
Belastung  ist,  so  könnte  eine  vollkommen  biegsame  Kette  von  der 
Form  der  Gewölbeaxe  bei  ebenderselben  Belastung  im  Gleichgewicht 
sein,  folglich  wird  in  diesem  Falle  die  Biegungsfestigkeit  des  Gewölbes 
gar  nicht  in  Anspruch  genommen.  Es  leuchtet  ein,  dass  diese  Über- 
legung der  Präzisierung  bedarf,  vor  allem,  weil  man  nicht  ohne  wei- 
teres wissen  kann,  welchen  Einfluss  die  Art  der  Stützung  des  Gewölbes 
haben  mag. 

Beschränkt  man  sich  auf  das  ebene  Problem,  so  hat  man  bei  ge- 
gebener Belastung  und  Auflagerung  an  Unbekannten  die  Spannungs- 
resultanten T  und  2\  (Nr.  9),  das  Biegungsmoment  G',  die  Ver- 
rückungen u,  IV  und  die  Wiukeländerung  (5  0-.  Die  statischen  Glei- 
chungen (32)  lauten: 

(40)      ^J  + ;,-. T  +  s^o,-;,^ -i..Y  +  z  =  0,  -!j  +  y  =  ^ 

(wenn  angenommen  wird,  dass  die  Belastung  auf  die  einzelnen  Scheib- 
chen ds  nur  die  Wirkung  von  Einzelkräften,  aber  nicht  von  Kräfte- 
paaren hat.)  Die  ersten  beiden  dieser  Gleichungen  lassen  erkennen, 
dass,  wenn  die  Belastung  der  „Kettenlinienbedingimg": 

genügt,    die  Schubkraft  N  und  damit  nach  der  dritten  Gl.  (40)  auch 

,     im  ganzen  Gewölbe  verschwinden  kann,  dass  also  dann  insbeson- 
ds  ö 

dere  im  ganzen  Gewölbe  gelten  kann: 
(42)  i\^=0,  G'  =  0. 

37)  H.  Bitter,  Zur  Berechimug  von  eingespanuten  Gewölben,  Schweiz.  Bau- 
zeitung 57  (1911),  p.  161. 
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Ob  aber  diese  Lösung  wirklich  gilt  oder  nicht,  hängt  wesentlich  von 
der  Art  der  Auflagerung  ab.  Denn,  wenn  eine  der  Kettenlinienbe- 
dingung  (41)  genügende  Belastung  a,  Z  vorliegt,  so  sind,  damit  die 
Gl.  (42)  bestehen,  die  drei  Funktionen  u,  w,  Öd-  nach  (28)  aus  den 
Gleichungen: 

ds  kCiF'     ds     '  '      ds 

zu  bestimmen  (Wj,  Gl.  (P>1),  ist  dabei  vernachlässigt).  Die  allgemeine 
Lösung  dieser  Differentialgleichungen  enthält  drei  willkürliche  Kon- 
stante, so  dass  zwischen  den  sechs  Grössen  u^Wf^dd-Q,  u^Widd'^,  welche 
die  Art  der  Auflagerung  an  den  beiden  Kämpfern  charakterisieren, 
drei  Beziehungen  bestehen  müssen.  Nur  wenn  diese  erfüllt  sind,  ga- 
rantiert also  das  Erfülltsein  der  Kettenlinienbedinguug  das  Bestehen 
des  Spannungszustandes  (42).  Wie  gross  im  anderen  Falle  die  Bie- 
orunssmomente  sind,  ist  schwer  allgemein  abzuschätzen:  höchstens 
kann  mau  aus  den  Gl.  (28)  und  (30)  noch  ablesen,  dass  sie  um  so 
kleiner  sein  werden,  je  dünner  der  Bogen  ist. 

Dass  die  so  häufig  angenommene  beiderseits  feste  Einspannung: 

Uq  =  IVq  =  dd-Q  =  M^  ^  u\  =  ^0-1  =  0 

im  allgemeinen  die  obigen  drei  Beziehungen  nidit  erfüllt,  zeigt  das 
einfache  Beispiel  des  gleichförmig  normal  mit  S'  =  const.,  Z  =  0  be- 
lasteten Kreisbogens  vom  Halbmesser  '^  =  j.  ,  der  von  d- =  —  a  bis 
Q'  =  -\-  a  reichen  möge.  Die  einzige  zu  ^  =  0  symmetrische  Aufla- 
gerung,  die  hier  ein  NuUwerden  des  Biegungsmomentes  bedingt,  ist: 

"o  =  "i  =  c^F'     "o  ^  ^^^  =  ö  {^0  =  d-O-i  =  0, 

also  gerade  nicht  die  feste  Einspannung. 

Solche  Betrachtungen  orientieren  über  die  Berechtigung  des  in 
Frage  stehenden  Verfahrens  besser  als  der  sog.  „Winliersche  Satz", 
wonach,  wenn  die  Gewölbeaxe  eine  statisch  mögliche  Stützlinie  ist, 
die  wirkliche  Stützlinie  „ungefähr"  damit  zusammenfällt.  E.  WinMer^^) 
braucht  bei  seiner  Ableitung  ^^)  so  viele  Vernachlässigungen,  dass  jedes 
Urteil  darüber  fehlt,  wie  grosse  Abweichungen  noch  mit  der  „unge- 
fähren" Übereinstimmung  verträglich  sein  mögen. 

Über  analoge  Überlegungen  bei  Kuppelgewölben  s.  Nr.  14. 


38)  E.  Winkler,  Die  Lage  der  Stützlinie  im  Gewölbe,  Deutsche  Bauzeitung 
13  (1879),  p.  llTff. 

39)  Präzis    dargestellt    bei    A.  löppl,    Vorlesungen  über  teehn.    i\Ieclianik, 
Leipzig  1900,  Bd.  2,  p.  409. 
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11.  Tonnengewölbe  mit  geschlossener  Mittellinie  (Tunnelgewölbe). 
Auf  solche  Gewölbe  ist  natürlich  die  technische  Theorie  fNr.  9) 
oder  der  Winklersche  Satz  (Nr,  10)  ebenfalls  anwendbar.  Aber  die 
schon  in  Nr.  8  erwähnte  Unkenntnis  der  Gowölbebelastung  ist  hier 
—  wenigstens  bei  Tunnelbauten  tief  im  Gebirge  —  besonders  störend, 
weil  willkürliche  Annahmen  nach  Art  der  in  Nr.  8,  Abs.  5  geschil- 
derten, Gewölbestärken  ergeben,  welche  sehr  viel  grösser  sind  als 
diejenigen,  die  sich  bei  wirklichen  Tunnelbauten  als  ausreichend  er- 
wiesen haben.  Man  hat  daher  verschiedene  andere  Annahmen  über 
die  Belastung  eingeführt:  da  diese  ebenfalls  mehr  oder  weniger  will- 
kürlieh sind,  mag  ein  allgemeiner  Hinweis  auf  die  im  Litteratur- 
verzeichnis  genannten  Werke  genügen ^^*). 

Man  wird  zunächst  auch  daran  denken,  das  System:  Gebirge 
plus  Tunnel  als  einheitlichen,  elastischen  Körper  aufzufassen,  der  nur 
durch  sein  eigenes  Gewicht  belastet  ist.  Indessen  geht  aus  einem 
gewissen,  von  G.  Kirsch^^)  gegebeneu  Spannungszustande  einer  unend- 
lichen elastischen  und  kreisförmig  durchlochten  Ebene  hervor,  dass 
in  einem  solchen  System  am  Scheitel  und  an  der  Sohle  des  Tunnels 
starke  .ZM^spannungen  auftreten  müssten,  denen  das  Material  kaum 
gewachsen  sein  dürfte,  so  daß  also  schon  aus  diesem  Grunde  die 
ganze  Auffassung  nicht  zulässig  erscheint. 

12.  Schiefe  Tonnengewölbe,  Das  den  schiefen  Gewölben  eigen- 
tümliche Problem  des  „Steinschnitts"  ist  vorwiegend  geometrisch  (vgl. 
JII  AB  6,  Papperiiz,  Nr.  20).  Es  handelt  sich  darum,  die  Steine  so 
zu  schneiden,  dass  einerseits  die  gewünschten  Begrenzungstlächen  des 
Gewölbes  herauskommen,  anderseits  in  den  Fugenflächen  keine  solchen 
Schubkräfte  wirken,  die  während  des  Baues,  wo  der  noch  nasse  Mörtel 
ein  gegenseitiges  Gleiten  der  Steine  begünstigt,  den  Zusammenhang 
des  Bauwerkes  gefährden  könnten.  Das  fertige  schiefe  Gewölbe  kann 
ebenso  wie  das  gewöhnliche  als  einheitlicher  fester  Körper  betrachtet 
werden,  so  dass  wesentliche  Unterschiede  in  der  theoretischen  Be- 
handlung beider  nicht  bestehen. 

13.  Das  Tonnengewölbe  als  zylindrische  Schale.  Auf  em 
Tonnengewölbe  im  engsten  Wortsinn,  dessen  Querschnitt  also  in  der 


39')  0.  Kommerell  giebt  insbesondere  eine  Zusammenstellung  der  bisher 
vorgebrachten  Ansichten  über  Art  und  Wirkung  des  Gebirgsdruckes.  Statische 
Bei-echnnung  von  Tunnelmauerwerk,  Berlin  1912.  p.  42flF. 

40)  G.  Kirsch,  Zeitschr.  d.  Ver.  D.  Ing.  42  (1S98),  p.  797.  Es  handelt  sich  bei 
Kirsch  nicht  um  Belastung  durch  Eigengewicht,  aber  die  Betrachtung  ist  leicht 
entsprechend  zu  modifizieren,  wobei  die  Spannungen  in  der  Nähe  des  Loches 
merklich  ungeändert  bleiben. 
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Richtung  der  H-Axe  Abmessungen  hat,  die  mit  der  Länge  des  Ge- 
wölbes vergleichbiir  sind,  liisst  sich  natürlich  die  technische  Theorie 
(Nr.  9)  nur  dann  mit  einigem  Recht  anwenden,  wenn  in  allen  zur 
Ebene  der  Gewölbeaxe  parallelen  Ebenen  wenigstens  annähernd  das- 
selbe Kräftespiel  herrscht.  Sonst  hat  man  die  allgemeine  Näherungs- 
theorie dünner  Schalen  (IV  25,  Tedonc-Timpe,  Nr.  20)  auf  den  FaU 
der  zylindrischen  Schale  zu  spezialisieren,  um  die  nötigen  Unterlagen 
für  eine  theoretische  Behandlung  derartiger  Gewölbe  zu  gewinnen.  An 
die  Stelle  der  früheren  Mittellinie  tritt  eine  zylindrische  Mittelfläche, 
an  die  Stelle  der  ebenen  und  im  allgemeinen  zur  Mittellinie  senk- 
rechten Querschnitte  die  zur  Mittelfläche  senkrechten  geraden  Linien, 
an  die  Stelle  der  über  jene  Querschnitte  genommenen  Spannungsre- 
sultanten und  -momente  treten  ähnliche  über  diese  geraden  Linien 
genommenen  Grössen.  Nennen  wir  auch 
diese  wieder  „Spannungsresultanten  und 
-momente",  so  ist  nur  zu  beachten,  dass 
sie  im  Gegensatz  zu  der  früheren,  welche 
Kräfte  waren,  die  Dimension  Kraft : 
Länge  haben.  An  Stelle  der  früheren, 
auf  die  Längeneinheit  der  Mittellinie 
bezogenen  Kraft-  und  Kräftepaarkom- 
ponenten  der  Belastung  treten  jetzt  von 
der  Belastung  herrührende  Kraftkom- 
ponenten !sl,  H,  Z,  bezogen  auf  die  Ein- 
heit der  Mittelfläche. 

Wir  haben  dann  folgende  statischen  Grössen  (Fig.  12): 
Normalspannungsresultanten:  T^  parallel  zur  Z-Axe  wirkend. 


Fig.  12. 


Schubspannungsresultanten : 


Biegungsmomente : 


S  senkrecht  zur  S'-Axe  und  in  den  Flä- 
chenelementen bzw.  senkrecht  zur  Z- 
und  H-Axe  wirkend, 

N^  parallel  zur  S'-Axe  und  am  Flächen- 
element senkrecht  zur  Z-Axe  wirkend, 

N^  parallel  zur  ^-Axe  und  am  Flächen - 
dement  senkrecht  zur  H  -  Axe  wirkend, 

Gl  in  einer  Ebene  senkrecht  zur  H-Axe 
und  am  Flächenelement  senkrecht  zur 
Z-Axe  wirkend, 

G2  in  einer  Ebene  senkrecht  zur  Z-Axe 
und  am  Flächenelement  senkrecht  zur 
H-Axe  wirkend, 
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Drilluncrsmoment :  H  in   den  Flächenelementen   bzw.   .senk- 

recht  zur  H-  und  Z-Axe  wirkend. 

Diese  acht  Grössen  genügen  den  den  Gl.  (32)  in  Nr.  9  entsprechen- 
den fünf  statischen  Gleichungen  (die  sechste,  welche  das  Gleichgewicht 
der  Momente  um  die  S'-Axe  ausdrückt,  liefert  nichts): 

ds    +   cy    ^^     ^1-^-        ^'       CS    ^    cy    ^^^        ^' 
(43)        i^  4-  ^7=  +  H  =  0 ,  -  4^^-  4-  '?-  +  ^V,  =  0, 

ds      ^      cy  ' 

wo    ^    die    nicht-verscliAvindende    Hauptkrümmung    der    zylindrischen 
Mittelfläche  bedeutet. 

Die  Gleichungen,  welche  diese  statischen  Grössen  mit  den  De- 
formationen Terbinden,  werden  ähnlich  gewonnen  wie  die  analogen 
Gl.  (30).  Man  geht  von  der  Idee  aus,  dass  die  ursprünglich  zur  Mit- 
telfläche senkrecht  stehenden  Geraden  bei  der  Deformation  Gerade 
bleiben,  die  in  sich  keine  Verzerrungr  erfahren,  und  bestimmt  in  den 
damit  erhaltenen  Beziehungen  die  den  früheren  Konstanten  Q  .  .  . 
analogen  Faktoren  auf  plausible  Weise.  Wenn  man  hierbei  noch  den 
Einfluss  der  Schubkräfte  N^  und  JVg  '^^^  ^^^  Deformation  in  der  Weise 
yernachlässigt,  dass  man  annimmt,  dass  jene  geraden  Linien  auch  noch 
nach  der  Deformation  auf  der  (verzerrten)  Mittelfläche  senkrecht  stehen, 
80  erzielt  man  die  grosse  Vereinfachung,  dass  die  obigen  statischen 
Grössen  sich  allein  durch  die  drei  Yerrückungkomponenten  x ,  v,  iv 
der  Mittelfläche  und  deren  Diff"erentialquotienten  ausdrücken  lassen. 
Man  findet: *') 


(44)        r,=  ^4f^-.d.(s,  +  l.,)      G,  =  D-iJ:,  +  ^K) 

2(m+i) 


O  ^^^  \  TT  '«  —  1  ^, 


wo 


12      m-  —  1  ' 


8  die  Dicke  der  Schale  ist.  Die  übrigen  Grössen  bestimmen  die 
Verzerrung  der  Mittelfläche.  «^  und  fg  sind  ihre  Dehnungen  bezüg- 
lich  der  Z-  und  H-Axe:    w   ist  die  Änderung,    die    der    urs})rünglich 


41)  A.  E.  H.  Love,  Lehrbuch  der  Elastizität,  deutsch  von  A.  Timpe,  Leipzig 
und  Berlin  1907,  p.  604  f. 
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rechte  Winkel  zwischen  den  Hauptkrümmungslinien  der  Mittelfiäche 
(s  ^  coiist.  und  y  =  const.)  erfährt,  Jc^j  k^,  t  sind  die  Krümmungs- 
änderungeu  bezüglich  der  H,  Z,  ^-Axe.  Diese  Grössen  hängen  mit 
w,  V,  w  so  zusammen"*^): 

1  ö.s  ^  fS*      '  OS 

(-io)  .,  =  ^  ^^  =  W 

dv     ,    div  d*u 

ds    '    dy  csoy 

Nach  Elimination  der  Zwischenglieder  E^B.,akJ,\r  hat  man  also 
5  -(-<)  =  11   Gleichungen  mit  ebensoviel  Unbekannten  (8  -\-  3). 

Relativ  am  leichtesten  sind  solche  Lösungen  dieser  Gleichungen 
zu  gewinnen,  welche  dehnungslosen  Deformationen  entsprechen.  Sie 
haben  für  die  Gewölbetheorie  nur  geringes  Interesse. 

14.  Doppelt  gekrümmte  Gewölbe  (Kuppeln).  Kuppeln  werden 
einer  exakten  Behandlung  dadurch  zugänglich,  daas  man  sie  als  dünne 
Schalen  auffasst  und  auf  sie  die  in  Nr.  13  erwähnte  Näherungstheorie 
anwendet.  Einen  ersten  Schritt  in  dieser  Richtung  macht  W.  Sclnved- 
ler^^).  Er  betrachtet  Rotationskuppeln,  hauptsächlich  Kugelkuppeln, 
bei  rotationssyrametrischer  Belastung,  beschränkt  sich  aber  auf  die 
statischen  Gleichungen,  in  denen  er  überdies,  ohne  nähere  Begründung, 
von  vornherein  jene  beiden  Biegungsmomente  und  jene  Schubkraft, 
die  bei  rotationss3'mmetrischer  Belastung  an  sich  noch  möglich  sind, 
NuU  setzt,  womit  dann  die  Anzahl  der  Unbekannten  auf  die  der  Glei- 
chungen reduziert  ist  (s.  unten).  Dies  Verfahren  ist  insofern  das  räum- 
liche Analogou  zu  dem  früher  (Nr.  10) 
besprochenen  naiven  Vergleich  eines 
krummen  Stabes  mit  einer  Kette,  als 
auch  dabei  nur  auf  das  ErfüUtsein  der 
statischen  Gleichungen  geachtet  wurde, 
und  bedarf  daher  ebenso  der  Präzisie- 
rung. Die  weitere  Betrachtung  knüpft 
deshalb  besser  an  H.  Beissner^)  an. 
Mit  ihm  beschränken  wir  uns  auf  die 
Kugelkuppel.  ^ig-  i^- 

42)  A.  E.  H.  Love,  Lehrbuch  der  Elastizität,  §  326. 

43)  W.  Schicedler,  Die  Konstruktion  der  Kuppeldächer.  Zeitschr.  f.  Bau- 
wesen 1866,  p.  7. 

44)  H.  Reissner,  Spannungen  in  Kugelschalen  (Kuppeln);  vgl.  H.  Müller- 
Breslau-F eätsehrift,  Leipzig  1912,  p  181.  Vgl.  auch:  E.  Meissner,  Phys.  Zeitschr. 
14  (1913),  p.  343. 

Encyklop.  d.  math.  Wissenach.    IV  -2,  n.  39 
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Der  Halbmesser  der  Mittelfläche  sei  a,  die  Dicke  des  Gewölbes 
d .  Die  Breitenkreise  d-  =  eonst.  und  die  Meridiane  cp  =  const.  orien- 
tieren uns  auf  der  Mittelfläebe  (Fig.  13 ).  Die  Spannungsresultanten 
und  -momente  sind,  den  Umständen  entsprechend  modifiziert,  so  zu 
definieren  wie  in  Nr.  13.     Die  fünf  statischen  Gleichungen  lauten^^j: 

(46)        -|§-  +  cotg*(T,  -  r,)  +  ^  .  II  -  iV.  +  a  .  Z  =  0, 

'^  +  '»tg*(e.  -  e»)  +  d^-  ■  If  +  «  •  ^'  =  0, 

-I?  +  2cotg»  •  H+    \  -i^-^  +  a-  N,  =  0. 

Die  Gl.  (44)  von  Nr.  13  bleiben  bestehen,  dagegen  treten  an  Stelle 
der  Gl.  (45)  die  folgenden*^): 


(47) 


cd-  ^       d»^  '   cd- 

\-  COtg  d-  •  tV  —  U 


^         sin  •9'     cig> 
«'  •  ^2  =  ^  (1^  +   sinV  0)  +  ^^^g^  0^'  +  II) 

cv    .       1        ??f  ,     „  9  ^   /    1       ^«^N 

f  ^     '      sin  ■9'      c»  qp  ='  cQ-\sm9      ccpj 

Wie  man  sieht,  gestatten  die  statischen  Gl.  (^46)  immer  eine 
Lösung,  bei  welcher  die  beiden  Biegungsmomente  G^,  G^,  das  Drillungs- 
moment H  und  die  Schubkräfte  iV^,  iV«  verschwinden.  Eeissner  zeigt, 
dass  man  diese  Lösung  ohne  weiteres  hinschreiben  kann,  wenn  3'HZ 
nach  q)  in  Fouriersche  Reihen  entwickelt  sind.  Bei  der  weitereu  Frage, 
ob  und  wann  diese  Lösungen  wirklich  eintreten,  beschränkt  er  sich 
auf  rotationssymmetrische  FäUe: 

V,  S,  N,,  H,  H  =  0,        /    =0. 

Bezeichnet  man  die  Difierentiation  nach  ^  durch  einen  Strich,  so  hat 
man   statt  der  allgemeinen  Gleichungen  (46)  und  (47)  die  folgenden: 

y,'  +  cotg^  •  ]S\-{-  T,-\-  T,-\-a  ■  S=  0, 
(48)  2\'  +  eotg  iy  -(T,  —  T,)  —  .\  +  (.  •  Z  =  0, 

G/  +  cotg-^  •  (öl  -  Go)  +  a  •  .\  =  0, 


45)  u.  46)  A.  E.  H.  Lovc,  Lehrbuch  der  Elastizität,  deutsch  von  A.  Timpe, 
Leipzig  u.  Berlin  1007.  Kap.  XXIV. 
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rt  •  f,  =^  w'  —  u  a^k.  =  u"  +  iv 

(49)  , 
^     ^             a  •  £.^  =  cotg  r^  •  ^^'  —  u       a^k»  =  cotg  {)■  {iv  +  i(') 

also  nach  Elimination  der  e^sjc^k^  zusammen  sieben  Gleichungen  mit 
ebensoviel  Unbekannten:  N^,  1\,  T^,  G^,  G^,  u,  w. 

Die  Gl.  (49)  zusammen  mit  den  Gl.  (44)  lassen  erkennen,  dass, 
wenn  die  rechten  Seiten  ,von  (49)  alle  von  derselben  Grössenordnung 
sind,  die  Grössen  G^/a,  G^/ci  im  Verhältnis  {S/oY  kleiner  sind  als  die 
Grössen  J\,  T^.  Man  wird  also,  wenn  nicht  zufällig  die  Dehnungen 
£^^2  verschwinden  sollten,  vielleicht  eine  annähernd  j'ichtige  Lösung 
des  obigen  Gleichungssystems  bekommen,  wenn  man  G^  und  G.^  Null 
setzt  Die  Gl.  (48)  reduzieren  sich  dann  auf  zwei  mit  den  beiden  Un- 
bekannten Tj  und  Tg.  Im  Falle  der  lediglich  durch  ihr  eigenes  Ge- 
wicht (Einheitsgewicht  y)  belasteten  und  im  Scheitel  (d-  =  0)  ge- 
schlossenen Kuppel  findet  man  so: 

(50)  T,  =  —  yad-  — ^—^ ,     T.^  =  —  yad  /cos ^  ^ 


2  \  2 

Um  zu  prüfen,  wieweit  diese  Lösung  zutrifft,  setzt  Beissner  zu- 
nächst voraus,  dass  der  Auflagerrand  der  Kuppel  quer  zur  Rand- 
linie frei  verschieblich  ist,  so  dass  also  G^,  G^  jedenfalls  am  Rande 
verschwinden  müssen.  Er  findet  dann  auf  Grund  eines  Verfahrens 
sukzessiver  Näherung,  dass  die  Lösung  mit  sehr  guter  Annäherung 
richtig  ist.  Um  aber  weiterhin  zu  entscheiden,  bis  zu  welchem  Grade 
die  eingeführten  Randbedingungen  hierzu  notwendig  sind,  setzt  er 
jetzt  S  und  Z  gleich  Null  und  nimmt  nur  am  Rande  irgendwelche 
rotationssymmetrisch  verteilte  Kräfte  und  Kräftepaare  an.  Das  vorhin 
benutzte  Näherun gs verfahren  erweist  sich  jetzt  als  unbrauchbar,  aber 
mit  Hilfe  eines  von  0.  Blumenthal^^^)  angegebenen  Verfahrens  asympto- 
tischer Integration  findet  er,  dass  hierbei  nur  in  der  Nähe  des  Randes 
nennenswerte  Spannungsresultanten  und  -momente  auftreten. 

Dies  Ergebnis  ist  von  Interesse,  weil  beim  krummen  Stabe  die 
Verhältnisse  in  doppelter  Beziehung  anders  liegen:  Einmal  war  dort 
die  statische  Möglichkeit  eines  von  Biegungsmomenten  freien  Spannungs- 
zustandes an  eine  von  der  Belastung  zu  erfüllende  Bedingung  geknüpft ; 
dann  aber  war  die  Frage,  wieweit  dieser  Zustand  wirklich  eintritt, 
viel  mehr  von  dem  ErfüUtsein  bestimmter  Randbedingungen  abhängig 
(schon  die  einfache  Tatsache,  dass  dort  der  Zustand  G'  =  const.,  aber 
^  0,  möglich  ist,  zeigt,  dass  dort  ein  am  Rande  angi'eifendes  Kräfte- 
paar beliebig  weit  ins  Innere  fortwirken  kann). 


46»)  0.  BlumentJial,  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  62  (1914),  p.  343. 

39* 
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Weiterhin  erfährt  durch  die  Resultate  von  Reissner  eine  in  der 
Technik  übliche  einfache  Methode  der  Kuppelberechnung  eine  gewisse 
Rechtfertigung.  Unter  der  Voraussetzung  rotationssymmetrischer  Bela- 
stung und  Auflagerung  schneidet  man  au.s  der  Kuppel  ein  zwischen  zwei 
benachbarten  Meridianschnitten  gelegenes  Stück  heraus  und  bestimmt 
die  an  diesem  als  äussere  Kräfte  wirkenden  Ringspannkräfte  T,  so, 
dass  die  Mittellinie  zur  Stützlinie  (Nr.  8)  wird.  —  Man  findet  übrigens 
dabei,  dass  im  unteren  Teil  der  Kuppel  [bei  der  Kugelkuppel,  wie  die 
zweite  Gl.  (50)  erkennen  lässt,  etwa  für  -ö-  ^  52°]  T^  positiv  wird. 
Sofern  mau  nun  dem  Material  Zugfestigkeit  nicht  zutraut,  schliesst 
man  daraus  entweder,  dass  man  im  unteren  Teil  Eisenbänder  um  die 
Kuppel  schlingen  muss,  oder  aber,  dass  man  die  Dicke  der  Kuppel  dort 
so  wählen  müsse,  dass  die  mit  der  Annahme  T^  ^  0  dort  konstruierte 
Stützlinie  im  mittleren  Drittel  der  Gewölbedicke  verläuft. 

15.  Stützraauern,  Talsperrenmauern.  u.  dgl.  Solche  Mauern  sind 
in  der  Haujjtsache  dadurch  beansprucht,  dass  auf  die  eine  (vertikale 
oder  geneigte,  ebene  oder  gekrümmte)  Wand  eine  Verteilung  von  Wasser- 
oder Erddruck  wirkt,  während  die  andere  Wand  und  die  obere  Begfren- 
Zungsfläche  im  allgemeinen  als  kräftefrei  angesehen  werden  können.  Die 
auf  die  gedrückte  Wand  übertragenen  Kräfte  können  —  wenigstens, 
wenn  es  sich  um  Wasserdrucke  handelt  —  als  von  vornherein  oregreben 
gelten;  an  den  noch  nicht  erwähnten  Begrenzungsflächen  dagegen  können 
die  Kräfte  nicht  als  von  vornherein  bekannt  angesehen  werden,  eher  noch 
die  Verrückungen,  etwa  mit  demselben  Rechte,  wie  man  bei  Gewölben 
die  Verrückuugen  an  den  Kämpfern  als  durch  die  Art  der  Auflagerung 
gegeben  betrachten  kann.  Speziell  würde  der  Annahme  einer  absolut 
festen  Auflagerung  auf  starren  Unterlagen  entsprechen,  dass  man  alle 
diese  Oberflächenverrückungen  Null  setzt.  Das  Problem  ist  nun,  den 
in  der  Mauer  durch  die  Belastung  und  durch  das  Eigengewicht  her- 
vorgerufenen Spannungszustand  zu  ermitteln.  Dies  ausgesprochen  räum- 
liche Problem  bietet  aber  naturgemäss  einer  Lösung  erhebliche 
Schwierigkeiten,  so  dass  man  sich  bisher  im  wesent- 
lichen darauf  beschränkt  hat,  an  seiner  Stelle  folgende 
zwei  ebenen  Probleme  zu  behandeln ■*^^): 

1.  Man  schneidet  die  Mauer  durch  eine  horizon- 
tale Ebene  (Fig.  14),  ignoriert  alle  etwaigen  Vertikal- 
komponenten der  äusseren  Kräfte,  alle  vertikalen  Span- 
Fis  14.  nungen  und  damit  auch  die  in  dieser  Ebene  wirken- 


46*)  Vlg.  aber  IL  lütter,  Berechnung  von  bogenfönnigeu  Staumaueru.    Diss. 
Karlsruhe  1913. 


16.  Stützmauern,  TalBperrenmauern  u.  dg\. 
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den  Schubspannungen.  Was  übrig  bleibt,  ist  im  wesentlichen  das 
Problem  des  beiderseits  eingespannten  Balkens  oder  einfach  gekrümm- 
ten Gewölbes,  je  nachdem  die  Wände  Ebenen  oder  nach  der  Wasser- 
seite hin  gewölbt  sind,  um  das  Auftreten  von  Zugspannungen  an  der 
Luftseite  zu  verhindern.  Wegen  dieser  Probleme  vgl.  Nr.  9  und  l\  2r), 
Tedone-Titnpc  Nr.  13. 

2.  Man  schneidet  die  Mauer  durch  eine  senkrecht  zu  den  Wänden 
verlaufende  vertikale  Ebene  (Fig.  15)  und  ignoriert  die  Schubspannungen, 
die  in  dieser  Ebene  wirken,  sowie  die  Zug-  und  Druckspannungen, 
welche  senkrecht  dazu  wirken.  Man  behält  dann  das  durch  die  Fig.  15 
angedeutete  ebene  Problem  übrig,  wobei  der  Einfachheit  halber  an 
eine   Belastung    durch   Wasserdrucke    gedacht    ist. 

Dies  ebene  Spannungsproblem,  dessen  allgemeiner  Charakter  in 
IV  25,  Tedone-Timpe,  Nr.  IIb  geschildert  ist,  ist  bis  zu  einem  ge- 
wissen Grade  gelöst.     Es    ist  M.  Levy^'^)  gelungen,  für  einige  Mauer- 


Fiff.  15. 


Fis.  16. 


profile  Spannungszustände  zu  finden,  welche  den  Differentialgleichungen 
der  Elastizitätstheorie  genügen  und  die  gegebenen  Oberflächenkräfte 
richtig  wiedergeben.  Es  genügt,  auf  das  einfachste  seiner  Resultate 
einzugehen. 

Das    Profil    sei    ein   Dreieck  (Fig.  16),    die  Wasserwand  vertikal, 
die  andere  dagegen  unter  dem  Winkel  a  geneigt.    Das  Wasser  reiche 
bis  an  die  Spitze  des  Dreiecks  heran,    y  und  y'  seien  die  spezifischen 
Gewichte  vom  Mauermaterial  und  Wasser. 
Die  Spannungen: 

6^  =  —  {y  —  y'  •  cotg^  a)  •  X  -\-  {y  —  2y'  ■  cotg^«)  •  cotg  ic  ■  y 
y'  •  X 
—  y  cotg2  u  ■  y 


^v- 


47)  M.  Levy,  Paris  C.  R.  126  (1898),  p.  1235  und  127  (1898),  p.  10.  Vgl. 
auch  P.  Fillunger,  Über  die  Anwendung  des  Trapezgesetzes  zur  statischen  Be- 
rechnung von  Talsperren,  österr.  Wochenschr.  f.  d.  öffentl.  Baudienst  1913, 
Heft  45. 
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genügen  den  Diöerentialgleichuugeu  der  Elastizitätstheorie  und  den 
Oberflächenbedingungen  ^y  =  —  y' x,  t  =  0,  an  der  Wasserwand  und 
cos  «  •  <?„  —  sin  cc  ■  t  ==  0,  sin  oc  ■  6^  —  cos  u  ■  r  =  0  an  der  Luftwaud. 
Hiernach  wären  die  Spannungen  G  überall  Druckspannungen, 
die  Spannungen  6^  wären  über  jeden  Schnitt  x  =  const.  linear  verteilt: 
das  Mauermaterial  müsste,  damit  nirgends  positive  (?^  auftreten,  der 
Bedingung:  y  ^  y' ■  cotg^  a  genügen.  Die  Verrückungen  u,  v  mögen 
der  Einfachheit  wegen  nur  für  den  Spezialfall  y  =^  2y'j  cc  =  45°  hin- 
geschrieben werden: 

,,  —  r  r  ,,        o/     (m  +  l)(>n-2)a!'  +  (7n  +  2)y' 

u  —  c^  —  Cji       y  2^^-^ 

,                      ,     (m  +  1)  (w  —  'i'xri 
v  =  c^-\-c,x~-y  -'    ^   '^.-^ -\ 

die  willkürlichen  Konstanten  CjCgCg  entsprechen  in  bekannter  Weise 
einer  Verschiebung  der  ganzen  Mauer,  wie  sie  bei  einem  starren  Körper 
möglich  wäre. 

Es  ist  nun  allerdings  zweifelhaft,  ob  die  dabei  herauskommenden 
Verrückungen  an  der  Fundamentfläche  als  die  wirklich  zu  erwarten- 
den angesehen  werden  können  oder  auch  nur  eine  typische  Ähnlichkeit 
mit  ihnen  haben.  Nach  dem  St.  Venantschen  Prinzip  (IV  25,  Tedone 
Timpe,  Nr.  13  a)  wäre  dies  freilich  für  die  Spannungen  in  einiger  Ent- 
fernung vom  Fundament  einigermassen  belanglos,  aber  wegen  der  grossen 
Breite  der  Fundamentfläche  erscheint  die  Anwendung  dieses  Prinzips 
nicht  unbedenklich.  Unter  diesen  Umständen  haben  Versuche  au 
Modelleu  von  Staumauern  erhöhtes  Interesse.  L.  W.  Atcherley^^)  ge- 
langt dfibei,  wohl  infolge  noch  ungeeigneter  Anordnung  (^Benutzung 
lose  geschichteter  schmaler  Streifen  an  Stelle  eines  kompakten  Kör- 
pers, niangelbalte  Nachahmung  der  wirklichen  Wasserdruck  Verteilung) 
allerdings  zu  dem  unwahrscheinlichen  Ergebnis,  daß  in  der  Stau- 
mauer horizontale  positive  Zugspannungen  (?,^  in  der  Nähe  der  Luft- 
wand, unten,  nicht  weit  von  der  Sohle,  auftreten.  Aber  eben  dadurch 
wurden  die  sorgfältigeren  Versuche  von  J.  W.  Ottley  und  .4.  W.  Britilit- 
more^'^)  sowie  von  J.  S.  Wilson  und    W.  Gorc'"^)  angeregt.     Dabei  hat 


48)  L.  W.  Alvherleij,  with  some  assistance  from  A'.  Peaiso)i,  On  some  dis- 
regarded  points  in  the  stabilitj  of  masouiy  dams.  Drapers  Company  research 
memoirs.     London  1904. 

49)  u.  50)  /.  W.  Ottk'j/  a.  ^4.  W.  Brightmore,  Experimoutal  investigations  of 
the  streaeea  in  masonry  dams  subjected  to  water-pressure  und  /.  .*>.  WUsov  and 
W.  Gore,  Stresses  in  dams:  au  experimental  investigation  by  means  of  india- 
rubber  raodels,  Miiiutes  of  proceedings  of  the  Iiii^titution  of  Civil  Engineers  172 
(1908),  p.  89  u.  107. 
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sich  gezeigt,  dass  die  obige  Levi/Bche  Lösung  ziemlich  gut  stimmt, 
abgesehen  von  den  Punkten  in  nächster  Nähe  der  Sohle.  Zugspan- 
nungen wurden  innerhalb  des  Mauerprofils  überhaupt  nicht  beobach- 
tet, wohl  allerdings  in  der  Sohle  selbst,  etwa  in  der  Fortsetzung  der 
Wasserwand  nach  unten  hin,  was  ja  auch  verständlich  ist. 

Die  Resultate  von  Lfkn/  rechtfertigen  die  in  der  Technik  übliche 
Regel,  die  Spannungen  ö^  einfach  unter  der  Annahme  linearer  Vertei- 
lung über  die  Horizontalschnitte  x  ==  const.  zu  berechnen  (regle  du 
trapeze). 

Neuerdings  liat  K.  TFo?/"^"*),  indem  er  als  Spannungsfunktion  i 
flV  2;"),  Tedone-Timpe,  Nr.  llbj  ein  höheres  Polynom  wählt  a\s  Levy, 
für  obiges  Dreieckprofil  einen  Spannungszustand  mit  plausibleren 
Sohlenverrückungen  gefunden.  (Die  Randbedingung:  <?„  =  —  y'  •  x 
an  der  Wasserwand  ist  dabei  nicht  genau,  aber  mit  grosser  Annäherung 
erfüllt.)  x\uch  hierbei  herrschen  in  einiger  Entfernung  von  der  Sohle 
wieder  merklich  die  Levysch.en  Spannungen. 

P.  Fillunger^^^)  versucht,  den  Einfluss  des  eventuell  in  die  Mauer 
einsickernden  Wassers  auf  den  Spannungszustand  durch  Einführung 
äquivalenter  Massenkräfte  zu  berücksichtigen. 

16.  Schornsteine.  In  einem  Schornstein  rufen  das  Eigfensrewicht, 
der  Winddruck  und  die  bedeutenden  örtlichen  Temperaturunterschiede 
einen  Spannungszustand  hervor,  dessen  Ermittelung  selbst  bei  Nicht- 
beachtung der  durch  den  W^ind  hervorgerufenen  Schwankungen  und 
bei  Beschränkung  auf  stationäre  Temperaturen  bisher  nur  unvoll- 
kommen gelungen  ist. 

a)  Eigengewicht  und  WinddrucJc,  soweit  sie  oberhalb  eines  belie- 
bigen, horizontalen  „Querschnittes"  des  Schornsteins  wirken,  haben 
eine  Resultierende,  deren  horizontale  Komponente  gleich  der  Summe 
der  oberhalb  wirkenden  Winddrucke  ist  (um  ihre  Wirkung  auf  die 
Materialbeanspruchung  kümmert  man  sich  gewöhnlich  nicht)  und 
deren  vertikale  Komponente  K,  nämlich  das  Gewicht  der  auf  dem 
Querschnitt  ruhenden  Mauermassen,  infolge  des  Winddruckes  am  Quer- 
schnitt mit  einer  gewissen  Exzentrizität  e  angreift.  Denkt  man  sich 
die  dadurch  erzeugten  Normalspannungen  a  linear  über  den  Quer- 
schnitt verteilt,   so   kann  man   diese  leicht  ermitteln,   wenn  K  und  e 


50*)  K.  Wolf,  Zur  Integration  d.  Gl.  AAi^  =  0  durch  Polynome  im  Falle 
des  Staumauerproblems.     Wien.  Ber.  123  II*  (1914). 

50'')  P.  Fillunger,  Der  Auftrieb  in  Talsperren.  Üsterr.  Wochenschr.  f.  d. 
öffentl.  Baudienst,  191.S,  Heft  31  ff. 
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bekannt  sind.     Hierbei  ergiebt  sich,  dass,  solange 


e< 


+  rr 


4:r„ 


ißt,  die  6  sämtlich  Druckspannunf^en  sind,  während  andernfalls  auch 
Zugspannungen  vorkommen.  (Theorie  des  Zentralkerns  ebener  Flächen; 
vgl.  die  analogen  Entwicklungen  in  Nr.  8.j  Da  die  Zugfestigkeit  des 
Materials  als  unzuverlässig  angesehen  wird,  aber  anderseits  die  Schorn- 
steine unmöglich  so  dick  gebaut  werden  können,  dass  die  obige  Be- 
dingung immer  und  für  alle  Querschnitte  erfüllt  ist,  so  berechnet  man 
in  denjenigen  Querschnitten,  für  welche  sie  nicht  besteht,  die  Span, 
nungen  so,  als  wenn  der  Querschnitt  durch  eine  gerade  Linie,  ,. neu- 
trale Linie",  in  einen  unwirksamen  Teil  mit  den  Spannungen  Null 
und  einen  „wirksamen"  Teil  zerfiele,  in  welchem  die  Druckspannung 
6  proportional  dem  Abstände  ihres  Angri öspunktes  von  jener  Geraden 
ist.  Es  ergiebt  sich  dann  die  Aufgabe,  aus  ge- 
gebenem K  und  e  die  Lage  dieser  neutralen  Linie 
und  die  grösste  vorkommende  Druckspannung,  ^mai, 
zu  berechnen.  H.  Keck^^)  zeigt,  dass  sich  der  die 
neutrale  Linie  charakterisierende  Winkel  qp  (Fig.  17  j 
bzw.  seine  trigonometrischen  Funktionen,  nicht  ex- 
plizit durch  K  und  e  ausdrücken  lassen,  dass  man 
aber  e  und  (?niax  explizit  durch  K  und  (p  ausdrücken 
kann.  Die  Formeln  sind  sehr  kompliziert;  wenn 
man  aber  die  Dicke  ö  des  Schornsteins  gegen  )\ 
oder  >;^  vernachlässigen  kann,  ergiebt  sich  einfach 


Fis:.  17. 


e  =  —r 


qp  —  sinqp  cosqp 
sinqp  —  qp  cos  cp  '■ 


"max  


2dr 


1  —  cosqp 


sin  qp  —  qp  COS  qp 

Keck  hat  Tabellen  berechnet,  aus  denen  man  auch  für  den  Fall, 
dass  ö  mit  r,  und  r,  vergleichbar    ist,    bei   gegebenem   K  und  e   die 

/  et  o  /  O     O 

Werte  von  (p  und  ^„ax  ablesen  kann.  0.  MoJir^-)  hat  ein  graphisches 
Verfahren  angegeben.  Später  ist  die  Betrachtung  verschiedentlich  auf 
andere  Querschnittformen  übertragen  worden. 

b)  Wärmespann nmjen.  Um  möglichst  einfache  Verhältnisse  zu 
bekommen,  denkt  mau  sich  den  Schornstein  als  unendlich  laugen  ^-*^ 
Hohlzylinder,   an   dessen   Innen-   und   Aussenwand   je    die   konstanten 


51)  H.  Keck,  Zeitschr.  d.  Arch.  u.  Ing.-Ver.  Hannover  28  (1882),  p.  G27. 

ö2)  0.  Mohr,  Zeitschr.  d.  Arch.  u.  Ing.-Ver.  Hannover  29  (1883),  p.  163. 

i")2*)  Für  ein  freies  Zylindertvirfe  giebt  A.  Föppl.  Vorlesungen  über  techn. 
Mechanik,  Leipzig  1907,  Bd.  5,  p.  247,  eine  bei  düiwuandüjen  Kohren  geltende 
Nähernugsrechnung. 
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Temperaturen  s^  und  s^  herrschen;  der  Zustand  sei  stationär  Es  wird 
dann  die  Temperatur  s  lediglich  eine  Funktion  von  r  sein,  die  sich 
sofort  zu: 

5  =  5.  —  (s,  -  S  J  ' 

log.^« 

ergiebt  (s.  V  4,  Hohson  und  Diesselhorst,  Nr.  9).  Dieser  logarithmische 
Temperaturabfall  kann  im  allgemeinen  mit  genügender  Annäherung 
durch  den  linearen: 

s  =  s    4-  (s.  —  s) ''"'  ~ '^ 

'  a        '  i 

ersetzt  werden,  wo  5^,  die  Temperatur  für  den  „mittleren"  Halbmesser 

bedeutet. 

Die  sich  hiermit  ergebenden  Wärmespannungen  des  unendlich 
langen  Hohlzylinders  wurden  von  A.  V.  Leon'°^)  und,  mit  Beibehaltung 
der  logarithmischen  Formel,  von  M.  T.  Huber^^)  berechnet.  Da  dabei 
nur  für  die  zylindrischen  Wände  r  =  r,.  und  r  =  r^  Randbedingungen 
bestehen  {p^.  =  0),  so  ist  die  vertikale  Zugspannung  ^^,  die  „axiale" 
Spannung,  welche  die  Praxis  gerade  am  meisten  interessiert,  nur  bis 
auf  eine  willkürliche  additive  Konstante  bestimmbar.  Leon  hat  sie, 
um  den  bei  Schornsteinen  von  endlicher  Länge  eintretenden  Be- 
dingungen, soweit  eben  möglich,  gerecht  zu  werden,  einmal  so  be- 
stimmt,   dass  (j^  =  0  für  r  =^  r^,    ein  zweites  Mal   entsprechend  der 

Gleichung     1  6^dr  =  0.    An  einem  Zahlenbeispiel ^*)  vergleicht  er  die 

jedesmaligen  Ergebnisse  und  findet  die  Unterschiede  gering.  Die 
Spannungen  fallen  etwas  grösser  aus  als  nach  einer  früher  von  G.  Lang^^) 
angegebenen  Näherungsformel: 

'  a         '  i 

WO  a  der  lineare  Wärmeausdehnungskoeffizient  ist. 

Zu  bemerken  ist,  dass  die  in  Betracht  kommenden  physikalischen 
Konstanten  für  Mauerwerk  noch  wenig  bekannt  sind, 

53)  A.  V.  Leon,  Zeitschr.  Math.  Phys.  52  (1905),  p.  174. 

53')  M.  T.  Huber,  Czasopismo  technizne.  Lemberg,  1906,  Kr.  2.  Vgl. 
auch:  R.  Lorenz,  Zeitschr.  d.  Ver.  D.  Ing.  51,  1  (1907),  p.  743  u.  A.  Leon,  ebenda 
51,  2  (1907),  p.  1315. 

54)  A.  V.  Leon,  Über  die  Wärmespannungen  in  runden  Schornsteinen,  "Wien 
u.  Leipzig  1906,  p.  69. 

55)  G.  Lang,  Der  Schornsteinbau,  Hannover  1896. 
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III.  Statik  der  Balken  und  Gewölbe  aus  Eisenbeton. 

17.  Vorbemerkung.  Die  Theorie  wird  sich,  wenigstens  vorläufig, 
auf  die  in  der  technischen  Litteratur  zuweilen  so  genannte  „erste  Phase" 
des  gespannten  und  deformierten  Körpers  beschränkea,  wo  der  Beton 
nocli  ein  zusammenhängender  Körper  ist.  Bei  allmählich  zunehmen- 
der Belastung  gelangt  nämlich  der  Körper  in  eine  „zweite  Phase",  in 
welcher  der  Beton  sehr  zahlreiche,  feine  Risse  aufweist,  ohne  dass 
doch  die  Konstruktion  zusammenbräche.  Es  ist  vorläufig  nicht  recht 
zu  sehen,  wie  man  einen  im  einzelnen  zerrissenen,  aber  im  ganzen 
noch  zusammenhaltenden  Körper  in  die  Elastizitätstheorie  einführen  soll. 

Die  Indizes  (*)  und  (*)  deuten  im  folgenden  immer  an,  dass  sich 
die  betrefi'ende  Grösse  bzw.  auf  den  Beton  und  das  Eisen  bezieht. 

18.  Mathematische  Formulierung  der  physikalischen  Eigen- 
schaften des  Eisenbetons.  Nicht  nur  das  in  den  Beton  eingebettete 
Eisen,  sondern  auch  der  Beton  selbst  soll  im  folgenden  als  homo- 
gener, elastisch-isotroper  Körper  aufgefasst  werden,  der  dem  verall- 
gemeinerten JTooÄ'eschen  Gesetz  gehorcht,  so  dass  er,  ebenso  wie  das 
Eisen,  durch  Angabe  der  zwei  Materialkonstanten  E  und  m  hinrei- 
chend definiert  ist.  In  der  Theorie  des  Eisenbetons  spielt  der  Quotient 
der  beiden  Elastizitätsmoduln: 

(51)  E'^'>  :  £(*)  =  n         {n  ungefähr   10  bis  15) 

eine  Hauptrolle.  Was  die  beiden  Poissonschen  Konstanten  angeht,  so 
setzen  wir  sie  im  folgenden  einfach  gleich,  also 

(52)  .j,2W=  w(*)=  w, 

und  zwar  aus  folgenden  Gründen:  1.  Eine  einwandfreie  experimentelle 
Bestimmung  von  m  für  Körper  wie  Beton  ist  schwierig,  2.  im  fol- 
genden wird  plausibel,  dass  unter  normalen  Verhältnissen  eine  even- 
tuelle, nicht  gar  zu  grosse  Verschiedenheit  beider  Grössen  zwar  nicht 
alle  Spannungen,  wohl  aber  die  vor  allem  interessierenden  merklich 
unbeeintlusst  lässt,  3.  die  Gleichsetzung  beider  Grössen  erleichtert 
wesentlich  die  Lösung  des  Integrationsproblems  (Nr.  19). 

Nachdem  so  jeder  Teilkörper  hinreichend  charakterisiert  i^t,  er- 
übrigt noch  die  Erörterung  der  Verhältnisse  an  den  UbcrgangsfJächcn, 
wo  Eisen  und  Beton  in  Berührung  sind.  Es  kann  als  experimentell 
festgestellt  gelten,  dass  es  bei  einem  fertigen,  ausgetrockneten  Eisen- 
betonkörper äusserst  grosser  Kräfte  bedarf,  um  die  Eiseneinlagen  her- 
auszuziehen, selbst  wenn  diese  einfache  Zylinder  mit  gerader  Axe  sind: 
man  wird  also,  wenigstens  annähernd,  annehmen  dürfen,  dass  bei  jeder 
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Gebrauchsbelastung  an  den  ÜbergangsHächen  ein  vollkommenes  Haften^^) 
stattfindet,  so  dass  relative  Verschiebungen  von  Eisen  und  Beton  dort 
nicht  vorkommen,  was  sich  mathematisch  durch  die  Gleichungen: 

(53)  itC)  =  u^'\     i;W  =  v^'\     iv^')  =  ^^•W 

an  jeder  Übergangsfiäche  formulieren  lässt.  Um  weiterhin  das  Ver- 
halten der  Spannungen  an  den  Übergangsflächen  bequem  schildern  zu 
können,  denken  wir  uns  durch  irgendeinen  Punkt  einer  solchen  Fläche 
ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem  ABT  gelegt  derart,  dass  etwa 
die  B-Axe  auf  der  Fläche  senkrecht  steht,  während  die  beiden 
andern  in  der  Tangentialebene  liegen.  Es  wirken  dann  auf  das  ent- 
sprechende Element  der  Übergangsfiäche  eine  Zug(Druck)spannungs- 
komponente  ö^  und  zwei  Schubspannungskomponenten  r^  und  r.  (vgl. 
die  in  IV  29  a,  Grüning  eingeführten  Bezeichnungen).  Das  Gleich- 
gewicht an  einem  den  Flächenpunkt  in  sich  enthaltenden  unendlich 
kleinen  Teilchen  Eisenbeton  verlangt  dann  das  Erfülltsein  der  Glei- 
chungen : 

(54)  r(*)=T^^     x''^=t''\     6'^=ö^'} 

an  jeder  Übergangsfiäche. 

Das   Verhalten   der  übrigen   drei   Spannungskomponenten   (?^,  6 
und   r^   in   unmittelbarer   Nachbarschaft   der   Übergangsflächen    folgt 
dann   schon   vermöge   des  verallgemeinerten  HooJceschen   Gesetzes  aus 
den  „Wandhedmgungen^'  (53)  und  (54),  zu: 

/c-N  Jb)  (e)  n  —  1  (h)  (e)  n  —  1  (e)  (b) 

an  jeder  Übergangsfiäche. 

19.  Das   Integrationsproblem  der  Statik  des  Eisenbetons.    Das 

Integrationsproblem  der  Elastizitätstheorie  für  Gleichgewicht  (IV  24, 
Nr.  2  a,  Tedone)  erfährt,  wie  leicht  zu  sehen,  die  Modifikation,  dass  die 
dort  für  das  Innere  des  ganzen  Körpers  postulierten  Differentialglei- 
chungen jetzt  für  das  Innere  jedes  Teilkörpers  mit  den  ihm  zukom- 
menden elastischen  Konstanten  zu  gelten  haben,  und  dass  zu  den 
früheren  Randbedingungen  noch  die  für  die  Übergangsflächen  gelten- 
den „Wandbedingungen"  (53)  und  (54)  hinzukommen. 

56)  Trotz  zahlloser  Experimente  herrscheu  immer  noch  Meinungsverschieden- 
heiten darüber,  ob  dag  Haften  wesentlich  nur  der  Reibung  verdankt  wird  oder 
ob  es  eine  eigentliche  Haftfestüßeit  von  nennenswertem  Betrage  giebt.  Im  ersten 
Falle  würde  aus  einem  beträchtlichen  Haften  folgen,  dass  der  Eisenbetonkörper 
von  vornherein  einen  starken  Selbstspannungszustand  mitbringt,  den  man  in  der 
Theorie  natürlich  berücksichtigen  müsste.  Im  folgenden  ist  von  derartigen 
Komplikationen  abgesehen. 
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Ganz  ähnlich  wie  früher  kann  —  einen  spannungslosen  Anfangs- 
zustand  vorausgesetzt  —  die  Eindeutigkeit  der  Lösung  dieser  Aufgabe 
dargetan  werden.  Ein  allgemeiner  Existenzbev:eis  wäre  erst  noch  zu 
führen. 

Für  den  Fall,  dass  der  Körper  nur  eine  einzige  Eiseneinlage,  und 
zwar  in  Form  eines  geraden  Kreiszylinders  besitzt,  sind  einige  ein- 
fache Lösungen  von  K.  Wieghardt'""')  und  A.Leon^^)  angegeben  worden, 
Avobei  zunächst  m^^^  und  m^''^  verschieden  angenommen  wurden.  Aus 
diesen  Lösungen  kann  man  schliessen.  dass  eine  eventuelle  Verschie- 
denheit beider  Grössen  bei  normaler  Belastung  die  vor  allem  in  Be- 
tracht kommende  Zug-  und  Druckspannung  in  Richtung  der  Zylinderaxe 
nur  wenig  beeinflusst.  Entschliesst  man  sich  dementsprechend  dazu, 
beide  gleich  zu  setzen,  so  gewinnt  man  leicht  einige  weitere  einfache 
Lösungen,  die  sich  den  technisch  wichtigen  Fällen  eines  1.  rein  auf 
Zug  oder  Druck,  2.  rein  auf  Biegung  beanspruchten  geraden  Balkens 
anpassen  lassen.  ^^) 

20.  Frage  der  Reduktion  auf  zweidimensionale  Probleme.  Zu 
dieser  Frage  regt  vor  allem  die  Schwierigkeit  au,  allgemeinere  Lösungen 
des  Integrationsproblems  zu  finden.  Zunächst  ist  leicht  zu  sehen, 
dass  auch  für  Eisenbetonkörper  die  sogen,  ebene  Verzerrung  (IV  25, 
Nr.  IIa,  Tedone-Timpe)  möglich  ist;   denn  setzt  man  für  den  ganzen 

Körper: 

IV  ^0,     u  =  u{xy),     v  =  v{xy) 

und  nimmt  ferner  an,  daß  die  Übergangsflächen  Zylinderflächen  sind, 
deren  Erzeugende  parallel  zur  Z-Axe  ist,  so  reduzieren  sich  die  Wand- 
bedingungen (öo)  und  (54)   bei  geeigneter  Wahl   des  ^ßF-Systemes 
auf  folgende: 
(56)  M(ft)=MW,     ?;(')=  i;W,     gW=(jW      rjf')  =  t^, 

während  die  übrigen  von  selbst  befriedigt  sind.  Als  unbekannte 
Spannungen  bleiben  in  den  Ditferentialgleichungen  nur  a„,  ö^  und  t.^ 
übrig;  hinterher  liefert  das  verallgemeinerte  Hooke&chü  Gesetz  noch  a^  zu: 

Indessen  ist  die  Bedeutung  dieser  Lösungen  bei  Eisenbetonkörpern 
geringer  als  bei  homogenen  Körpern.  Denn  während  bei  diesen  jeder 
so  gefundene  Spannungszustand  leicht  in  einen  in  einer  dünnen  Platte 

57)  K.  Wieghardt,  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  56  vl'JOS),  p.  119. 

58)  A.  Leon,  Österr.  Wocheuschr.  f.  d.  öffeutl.  Baudienst  15  0909),  p.  11)  u  32. 

59)  K.  Wieghardt,  wie  in  Fussnote  57,  p.  1*27   u.  131. 
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herrschenden  „verallgemeinerten  ebenen  Spannungszustand"  umge- 
deutet werden  kann  (IV  25,  Nr.  IIb,  Teilone-Timpe),  ist  dies  bei  jenen 
nicht  allgemein  der  Fall,  sondern  wie  die  zweite  Gleichung  (55)  er- 
kennen lässt,  nur  dann,  wenn  zufällig  längs  der  Übergangsflächen 
überall  6^  verschwindet  (da  beim  verallgemeinerten  ebenen  Spannungs- 
zustand überall  6    verschwinden  rauss). 

21.  Einfache  Lösungen  des  zweidimensionalen  Problems.  Einige 
zweidimensionale  Lösungen  sind  leicht  zu  gewinnen.  ^°)  Die  folgenden 
beiden  sind,  soweit  mög- 
lich, den  Fällen  des  1.  y 
eingespannten  und  2.  des 
gleichförmig  belasteten 
Balkens  angepasst. 

1.  Der  eingespannte 
Balken  (Fig.  18)  hat  die 
Länge  l,  die  Höhe  h  =  e 
+  /3  (f  Eisenhöhe,  ß  Be- 
tonhöhe).  Links  wirkt  die 

Schubkraft  P  nach  oben,  rechts  nach  unten,  rechts  überdies  ein  das 
Gleichgewicht  herstellendes  Kräftepaar  P.  7.  Die  X-Axe  geht  durch 
die  Übergangsfläche,  die   F-Axe  durch  das  linke  Kopfende. 

Ersetzt  man  in  den  Formeln: 

,^'+1  •  '*  =  (^^  —  1;  [«i2(^'—  '^y')  +  »13  (3^'y  —  2</')] 

—  [«11^+0122/^+ «13«/^], 

£-+-1  •  ^'  =  —  (w  —  l)[2a,^x  +  «is^c«]  —  [a^i  x  +  2ay,xy  +  ?>a^^xy'^\ 
ö^  =  2a:(ai2  +  ^a^^y)  ö„  =  0  t  =  —  [a^^  -f  2a^^y  -f  ?>a^^y^] 

einmal  die  Grösse  E  durch  E^'^  und  die  a.^  durch  folgende  Grössen  e,.^: 

t^-e,,=  Qrißs{ß  +  s).P, 

A-.,2=3(»j^^-£2).P, 


Fiff.  18. 


Ae 


wobei 


13 


2{r^ß  +  f)  •  P, 


v  =  —     und 

'         n 

ist,  ein  zweites  Mal  E  durch  jE^*)  und  die  a.^  durch  folgende  Grössen  l^^: 


Kl  =  ^n 


&12  =   '/   •  ßi 


^3 


7]  ■  e, 


13? 


60)  S.  Fußnote  57  und  59. 
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SO  bekommt  man  die  Zustände  des  Eisens  und  des  Betons.  Die  Er- 
gebnisse sind  in  Fig.  19  graphisch  dargestellt;  die  gestrichelten  Linien 
stellen  zum  Vergleich  den  Zustand  dar,  wie  er  in  einem  reinen  Beton- 
balken von  der  Höhe  £  -\-  ß  herrschen  würde. 


Verlauf 
von 
ö 


Einheit 
Fig.  19. 

Zu  beachten  ist,  dass  für  jeden  Querschnitt  x  =  const.  die  Span- 
nung 6^  über  den  Betonteil  einerseits  und  den  Eisenteil  anderseits  je 
einen  linearen  Verlauf  nimmt,  und  dass  an  der  Übergangsfläche  das 
Verhältnis  beider  gleich  dem  Verhältnis  der  Elastizitätsmodule  ist: 

was  nach  (55)  immer  dann  und  nur  dann  der  Fall  ist,  wenn  an  der  tJber- 
gangsfläche  die  dazu  senkrechte  Zugspannung,  (hier  cfj  verschwindet. 

Der  gefundene  Spannungszustand  kann  sowohl  als  zu  einem  ebenen 
Verzerrungszustand  gehörig  gelten  in  einem  in  Richtung  der  Z-Axe 
ausgedehnten  Balken,  wo  dann  aber  noch  ein  ff,  nach  (57)  hinzuzu- 
fügen ist,  oder  auch  als  verallgemeinerter  ebener  Spannungszustaud 
in  einem  in  Richtung  der  Z-Axe  schmalen  Balken,  da  hier  zufällig 
längs  der  ganzen  Übergangsfläche  (und  sogar  überhaupt)  (?,^  ver- 
schwindet. 

IL  In  ganz  analoger  Weise  entsprechen  die  folgenden  Formeln 
und  die  Figuren  20  u.  21  dem  Fall  eines  glcichfönuig  mit  jj  pro 
Längeneinheit  heiasteten  Balkens  von  der  Länge  2/  und  der  Hübe 
A  =  £  +  ß. 

Es  ist: 

0^=  2{r--x'){a,-{-da,y)  +  2(a,+  3a,y  +  2a,i/«+  2a,y'), 

Öj,  =  —  2(^0  +  «i?/  +  «2!/^  +  «8?/''), 

T  =  2x{ai  -f  2a^y  -f  'da^y-). 
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Die  Verrückungen  sind  durch  längere  Ausdrücke  dargestellt,  auf 
deren  Wieder<;abe  verzichtet  werden  kann,  da  sie  ja  leicht  aus  den 
Spannungen  abzuleiten  sind.     Wird  der  Einfachheit  halber  tj  =  1 :  10 


pl 


21 


Fig.  20. 


und  £  :  /3  =  1  :  10  angenommen,  so  bekommt  man  die  Spannungen 
bzw.  im  Eisen  und  Beton,  wenn  man  bzw.  die  a-  durch  folgende  e^ 
und  h:  ersetzt: 


Cq  =  0,031  •  p, 
ß  ■e^  =  0,584  •  p, 
/32.  ^2=  2,390 -jp, 
|8».  ^3  =  - 3,540   i?, 

^4  =  —  0,550  •  p, 
ß  .  e.=  —  3,536  •  />, 


6o=  0,031  p, 
ß  -1^  =  0,584  •  p, 
ß'-\=0,2d9p, 
ß'-h,=  ~0ßb4-p, 

\=  —  0,064  •  p, 
/3  •&,=  + 0,055. i;. 

In  einiger  Entfernung  von  den 
Kopfenden  des  Balkens  ist  der  Ver- 
lauf von  6^  über  den  Querschnitt 
annähernd  linear  je  im  Eisen  und 
im  Beton.     Da  an  der  Übergangs- 


Fig.  21. 


Fig.  22. 


fläche  6y  nicht  verschwindet,  kann  der  Spannungszustand,  streng  ge- 
nommen, nicht  als  verallgemeinerter  ebener  Spannungszustand  auf- 
gefasst  werden. 

III.  Eine  dritte  Lösung  dieser  Art  endlich,  die  halbwegs  einem 
gleichförmig  heiasteten  Eisenhetoiigeivölbe  entspricht,  bekommt  man,  wenn 
man  aus  einem  von  aussen  gleichförmig  belasteten  Kreisring  das  „Ge- 
wölbe"  der    Fig.  22  ausschneidet.    Es    ist   nur   eine    einzige    (radiale) 
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Verrückungskomponente 

vorhanden,  welche  den  Rand-  und  Waudbedingungen  leicht  angepasst 
werden  kann.  Der  Spanuungszustand  wird  durch  die  Fig.  23  ^j-e- 
nügend  dargestellt. 


L 


<p^ 


Verlauf 
ton 


/:. 


Fig.  24. 


Fig.  23. 

Sehr  erwünscht  wäre  wegen 
der  grossen  praktischen  Bedeu- 
tung der  abgeschrägten  Eisen- 
einlagen (Fig.  24)  eine  entspre- 
chende Lösung  des  Integrations- 
problems. 
22.  Teclinische  Ansätze.  Die  technischen  Ansätze  verzichten  von 
vornherein  darauf,  eine  exakte  Lösung  des  Litegrationsproblems  zu  geben; 
sie  dienen  dem  unab weislichen  Bedürfnis  der  täglichen  Praxis,  welches 
für  alle  praktisch  vorkommenden  Belastungen  eine  wenigstens  schätzungs- 
weise zutreflFende,  vor  allem  aber  schnell  und  bequem  zu  gewinnende 
Beurteilung  des  Spannungszustandes  verlangt.  Im  wesentlichen  handelt 
es  sich  dabei  um  eine  einfache  Übertragung  der  sogenamiten  tech- 
nischen Balken-  und  Gewölbetheorie;  (vgl.  oben  Nr.  9  und  IV 29a, 
Nr.  27,  Grüning). 

Betrachten  wir  z.  B.  den  geraden  Balken  mit  geradlinigen  Eisen- 
einlagen, deren  Axe  parallel  zur  Balkenaxe  verläuft.  Diese  sei  X-Axe. 
die  y-Axe  sei  vertikal.  Um  nun  die  haupt^5ächlich  interessierendeu, 
in  der  Richtung  der  Balkenaxe  verlaufenden  .,Biegungsspannungen''  6^ 
zu  finden,  nimmt  mau  willkürlicli  an,  dass  die  Dehnung  s^  in  Rich- 
tung der  Balkenaxe  im  einzelnen  Querschnitte  .r  =  const.  eine  lineare 
Funktion  von  ?/  sei: 
(58)  s^=a-^l}    y 
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und  dass  zwischen  e^.  und  o'^  einfach  der  Zusammenhang: 

(59)  0-,=  ^^^. 

bestehe,  eine  FestsetzAing,  die  natürhch  eigentlich  die  weitere  in  sich 
schliesst,  dass  überall: 

ist.  Dass  diese  Gleichung  bei  belasteter  Gurtung  im  allgemeinen  nicht 
befriedigt  sein  kann,  ist  ein  kleiner  Widerspruch,  den  man  in  Kauf 
nimmt  (vgl.  Nr.  9);  man  setzt  sogar,  wie  früher: 

Findet  nun  an  den  Übergangsfiächen  vollkommenes  Haften  statt,  so 
folgt  aus  (55)  ohne  weiteres,  dass  dort: 

(60)  <?/)=w<5/) 

ist,  dass  sich  also,  wie  man  sagt,  „die  beiden  Materialien  Eisen  und 
Beton  an  der  Spannungsübertragung  nach  Massgabe  ihrer  Elastizitäts- 
zahlen beteiligen". 

Der  Vergleich  mit  den  obigen  Lösungen  des  Integrationspro- 
blems (vgl.  Nr.  21)  lässt  vermuten,  dass  diese  Ansätze  unter  ziemlich 
allgemeinen  Bedingungen  brauchbare  Abschätzungen  zwar  nicht  aller, 
wohl  aber  der  hauptsächlich  interessierenden  Spannungen  liefern.  Was 
insbesondere  die  gern  benutzte  Gleichung  (60)  angeht,  so  wird  man 
sie  auch  dann,  wenn  sie  nach  Lage  der  Dinge  nicht  zutreffen  kann, 
verwenden,  wenn  nur  dabei  für  den  Beton  eine  ungünstigere  Bean- 
spruchung herausgerechnet  wird,  als  tatsächlich  stattfindet.  Die  Glei- 
chungen (55)  lassen  erkennen,  dass  dies  immer  der  Fall  ist,  sobald  6^ 
und  (5  einerseits  und  6^  anderseits  verschiedenes  Vorzeichen  haben. 
Ein  solcher  Fall  dürfte  z.  B.  bei  den  abgeschrägten  Eiseneinlagen  der 
Fig.  24  vorliegen  ^^). 

Im  Falle  des  Geivölbes  dagegen  (Lösung  III  in  Nr.  21)  haben 
^a^i^Y  ^^^  Druckspannungen  aUe  gleiches  Vorzeichen;  entsprechend 
ist  der  Beton  an  der  Übergangsfläche  in  Wirklichkeit  stärker  bean- 
sprucht, als  der  Formel  (60)  entspricht.  Immerhin  lassen  die  Figuren 
(23)  erkennen,  dass  der  Unterschied  nur  gering  ist. 

Schliesslich  ist  noch  zu  erwähnen,  dass  die  Spannungsverteilnng 
häufig  unter  allgemeineren  Voraussetzungen  diskutiert  wird,  als  sie  der 
Gleichung  (59)  bei  konstantem  E  entsprechen.  So  wird  z.  B.  im  Beton  für 
Zug  ein  anderer  konstanter  Elastizitätsmodul  angenommen  als  für  Druck, 
oder  es  wird  E  als  Funktion  von  6^  angesetzt.  Sehr  oft  wird  auch,  um 
einer  eventuell  im  Beton  herrschenden  „zweiten  Phase"  (Nr.  17)  nach 
Möglichkeit  gerecht   zu   werden,   angenommen,  dass  der  Betouteil  des 

61)  Vgl.  L.Hotopp,  Beton  u.  Eisen  9  (1910). 

Encyklop.  d.  math.  Wissonsch.     IV  2,  n.  40 
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Querschnittes  in  zwei  Teile  zerfällt,  in  deren  einem  gar  keine  Sjian- 
uungen,  und  in  deren  anderem  nur  Druckspannungen  übertragen 
werden  (vgl.  die  ganz  analogen  Überlegungen  in  Nr.  8  und  16). 

Die  Hauptaufgabe  ist  immer,  die  Spannungsverteilung  6^  auszu- 
drücken als  Funktion  der  über  den  Querschnitt  resultierenden  Xor- 
malkraft  und  des  resultierenden  Biegungsmomentes,  insbesondere  auch 
die  Lage  der  neutralen  Axe  ^j.  =  0  zu  finden.  Wenn,  wie  oben  an- 
gedeutet, die  „zweite  Phase"  berücksichtigt  wird,  so  führt  schon  diese 
einfache  Aufgabe  auf  die  Auflösung  nicht-linearer  algebraischer  Glei- 
chungen. Vereinfachungen  im  Rechnungsgange  werden  dann  erhalten, 
wenn  man  berücksichtigt,  dass  die  Eisenteile  eines  Querschnitts  nur 
einen  geringen  Teil  des  ganzen  Querschnittes  ausmachen,  oder  dadurch, 
dass  man  versucht,  komplizierte,  mit  Wurzelzeichen  behaftete  Funk- 
tionen durch  einfache  Polynome  zu  approximieren,  oder  endlich  durch 
Heranziehung  graphischer  Methoden.  Wir  müssen  uns  in  dieser  Be- 
ziehuno; mit  einem  allgemeinen  Hinweis  auf  die  im  Litteraturverzeichuis 
genannten  Eisenbetonzeitschriften  begnügen. 


23.  Schlußwort.  Während  man  in  der  Fachwerktheorie  fast 
mühelos  von  Ergebnis  zu  Ergebnis  schreitet,  steht  man  in  der  Theorie 
der  Stein-  und  Eisenbetonbauten  nach  jedem  Schritt  vor  neuen  Hinder- 
nissen verschiedenster  Art.  Das  vorliegende  Referat  konnte  ent- 
sprechend nicht  mehr  sein,  als  eine  möglichst  präzise  Darstellung 
einerseits  der  wenigen  sicheren  Resultate,  anderseits  der  vielen  un- 
erledigten Fragen  und  Zweifel. 

Wie  soll  man  weiterkommen?  Gewiß  werden  Beobachtung  und 
Experiment,  die  unentbehrlichen  Ratgeber  für  alle  praktischen  Fragen, 
auch  viele  wertvolle  Anhaltspunkte  für  eine  rationelle  Theorie  liefern, 
aber  ein  rechter  Aufschwung  der  Theorie  wird  so  lange  nicht  möglich 
sein,  als  es  nicht  gelingt,  die  Integrationsprobleme  der  Mechanik  der 
Kontinua  in  viel  weiterem  Umfange  zu  lösen  als  bisher.  Dabei  wird 
man  auf  die  Dauer  noch  andere  Kontinua  betrachten  müssen  als  den 
festen,  elastischen  Körper;  so  das  Kontinuum  sei  es  losen  Sandes, 
sei  es  mehr  oder  weniger  kohärierender  Erde,  vielleicht  aber  auch 
Kontinua  von  einer  gewissen  Plastizität,  wie  man  sie  z.  B.  einem 
noch   nicht   ab.solut  trocken   gewordenen   Mörtel   zuschreiben  kann''-). 

62)  Vgl.  etwa  die  Schlussausführungen  bei  0.  Mohr,  Der  Spannungszustand 
einer  Staumauer.  Zeitschr.  d.  Österr.  Ing.  u.  Arcb.  Ver.  00  (1908),  p.  (341  u.  6G1. 
Im  übrigen  vgl.  das  Referat  IV  31  über  die  physikalischen  (^rundlageu  der 
Festigkeitslehre  {i\  Kürmdn). 

(Abgeschlossen  im  März  1914.) 
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Spezielle   den  vorliegenden  Gegenstand  betreffende  Lehrbücher  und  Mono- 
graphien liegen  z.  Z.  in  der  Litteratur  nicht  vor.    Von  den  wiederholt  zu  nennen- 
den Werken  seien  hier  folgende  besonders  zusammengestellt: 
A.  V.  Brill,  Vorlesungen  zur  Einführung  in  die  Mechanik  raumerfüllender  Massen, 

Leipzig  1909. 
E.  und  F.  Cosserat,   Theorie    des    corps    defonnables,   Paris   1909.     Ursprünglich 

als  Appendix  zur  französischen  Ausgabe  von  0.  D.  Chivolson,  Traite  de  physique, 

t.  II,  Paris  1909  erschienen.    Ein  Auszug  ist  ala  Note  an  P.  Appell,  Traite  de 

mecanique  rationelle,  t.  III,  2.  ed.  (Paris  1909)  beigefügt. 
P.Duhtm,  Traite  d'energetique  ou  de  thermodynamique  generale,  3  vols,  Paris  1911. 
G.  Hinnel,  Elementare  ^Mechanik,  Leipzig  u.  Berlin  1912. 
J.  L.  Lagrunge,  Mecanique  analytique,  4.  ed.  =  Oeu\Tes  completes,  Bd.  11  u.  12, 

(ed.  par  G.  Darboux),  Paris  1888/89. 
W.  Voigt,  Kompendium   der  theoretischen  Physik.     Bd.  1  u.  2.     Leipzig  1895  06. 
Vgl.    ausserdem    die    entsprechenden    Abschnitte    in    deu    Lehrbüchern   der 
Mechanik    (s.   die  Übersichten   in  IV  1,  Voss,  IV  6,  Stäckd,  IV  11,  Heun,  IV  23. 
3Iüller-Timpe). 


1.  Einleitung.  Das  vorliegende  Referat  soll  unter  einheitlichem 
Gesichtspunkte  einen  zusammenfassenden  Überblick  über  die  verschie- 
denen Formen  der  Ansätze  geben,  durch  die  man  in  den  einzelnen 
Gebieten  der  „Mechanik  der  Kontinua"  im  weitesten  Sinne,  il.  h.  der 
Mechanik  und  Physik  kontinuierlich  ausgedehnter  Medien,  den  zeit- 
lichen Ablauf  oder  auch  den  Gleichgewichtszustand  der  zu  unter- 
suchenden Vor^jänge  bestimmt;  dabei  wird  immer  nur  an  solche 
Kontinua  gedacht,   die  nicht   vermöge  irgendwelcher  einschränkender 
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Bedingungen  speziell  cmilich  viele  Freiheitsgrade  besitzen.  Die  Mög- 
lichkeit, die  Grundgli'ichnngen  verschiodenor  Disziplinen  in  analoge 
Formen  zu  bringen,  hat  man  früh  bemerkt:  die  „mechanischen" 
Theorieen  der  Physik,  die  das  physikalische  Geschehen  auf  Bewegungs- 
erscheinungen der  Materie  zurückführen  wollen,  haben  formal-mathe- 
matisch betrachtet  geradezu  den  Inhalt,  dass  sie  die  Gleichungen  der 
Physik  als  Sonderfälle  der  Gleichungen  eines  allgemeinen  Systems 
bewegter  Massen  bzw.  Massenpunkte  erscheinen  lassen;  sie  müssen 
also  jene  Analogien  in  Evidenz  treten  lassen. 

Neben   den  eigentlichen  mechanischen  Theorien,    die  mehr   oder 
weniger  detaillierte  Bilder  vom  Aufbau  der  Materie  voran  stellen,  hat 
man  zum  Teil  schon  in  den  Anfängen,  besonders  aber  seit  der  Mitte 
des    19.  Jahrhunderts    einen    andern    an    J,  L.  Lagranges    analytischer 
Mechanik  orientierten  Weg  eingeschlagen;   so  wie  dort  sämtliche  zur 
Untersuchung  kommenden  Probleme  wenigen   sehr  allgemeinen  Prin- 
zipien untergeordnet  werden,  so  bemühte  man  sich  die  Grundansätze 
immer  weiterer  physikalischer  Disziplinen  in   die  Formen  jener  Prin- 
zipien   zu    bringen,    indem    man    die    in    ihnen    auftretenden    Grössen 
—  Energie,  Kräfte  usw.  —  von  rein   phänomenologischen   Gesichts- 
punkten  aus   mit  gewissen  physikalischen  Grössen  identifizierte.    Für 
Systeme  mit  endlich  vielen  Freiheitsgraden  knüpft  diese  Entwicklung 
namentlich  an  die  von  W.Thomson  (Lord  Kelvin) ,  J.J.Thomson  und 
H.v.Helmholts  inaugurierten  Untersuchungen  über  zyklische  Systeme  und 
deren  Anwendungen  und  über  die  Keziprozitätssätze  der  Mechanik  an. 
Nun  wendete  bereits  Lagrange  seine  Prinzipien  direkt  auf  gewisse 
kontinuierliche   Systeme   (Flüssigkeiten,    biegsame  Fäden  und  Platten 
u.  dgl.)  an^);  im  Anschluss  an  die  weitere  Ausbildung  dieser  Ansätze, 
besonders   durch  die  an  A.  L.  Caiickij^)   anknüpfende  Entwicklung  der 
Elastizitätstheorie,  sowie  unter  der  Einwirkung  des  Ausbaues  anderer 
physikalischer,  speziell  optischer  Theorien  gewöhnte  man  sich  immer 
mehr,  auch  ein  kontinuierliches  System  als  ein  selbständiges  Objekt  der 
Mechanik  (mit  unendlich  vielen  Freiheitsgraden)   zu   betrachten,  das 
sich  seinerseits  zwar  in  formaler  Analogie  zu  der  altbekannten  Punkt- 
mechanik, aber  doch  völlig  unabhängig  von  ihr  behandeln  lässt.    Die 
so    als    selbständige  Disziplin    entwickelte    „Mechanik    des    deformier- 
baren Kontinuums"  umfaßt   den  formalen  Ansätzen   nach   neben  der 
gewöhnlichen  Elastizitätstheorie  und  Hydrodynamik  sämtliche  hier  in 

1)  Vgl.  insbesondere  1.  part.,  sect.  IV,  §  II  der  „Mecanique  analytique". 

2)  Entscheidend  waren  hier  seine  Untersuchungen  über  den  Spannungs- 
begriff vom  Jahre  1822  (Bull,  de  la  Soc.  philom.  1823,  p.  9).  Nähere  Angaben 
s.  in  IV  23,  Nr.  3  a,  Müller-Timpe. 
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Betracht  zu  ziehende  physikalischen  Erscheinungen  in  kontinuierlich 
ausgedehnten  Medien.  Die  Foi-tbildung  dieser  Betrachtungen  wurde 
wesentlich  beeinflusst  durch  die  Thcrynodynamih,  die  prinzipiell  das 
Gesamtgebiet  der  Physik  zu  umfassen  strebt,  und  die  dadurch,  daß 
sie  überall  die  Energiefunktion  bzw.  das  Potential  voranstellt,  natur- 
gemäss  die  Grundgleichungen  der  verschiedenen  Einzelgebiete  in  ana- 
logen Formen  liefert. 

Alle  diese  Beziehungen  sind  in  der  mechanischen  und  physika- 
lischen Literatur  vielfach  behandelt  worden;  vieles,  was  ausdrücklich 
nur  in  der  Punktmechanik  bzw.  für  Systeme  von  endlich  vielen  Frei- 
heitsgraden ausgesprochen  ist,  lässt  sich  unmittelbar  auf  kontinuier- 
liche Systeme  ausdehnen.  Es  seien  hier  vorweg  nur  die  Namen 
einiger  Autoren  genannt,  die  die  hier  in  Betracht  kommenden  Bezie- 
hungen besonders  berücksichtigt  haben  und  die  daher  auch  im  folgen- 
den häufig  zur  Geltung  kommen:  W.  Voigi^),  P.  Duhem*)  und  E.  und 
F.  CosseratJ)^) 

Der  Zweck  dieses  Referates  bedingt  es,  dass  im  folgenden  das  rein 
/brwöfZ-matheraatische  Moment  im  Vordergmnd  steht:  die  Formulierung 
des  Ansatzes  der  verschiedenen  Probleme  sowie  ihre  Zusammenfassung 
in  eine  einheitliche  möglichst  einfache  und  bequeme  Formel.  Sowohl 
die  Untersuchung  der  mechanischen  und  physiliolischen  Bedeutung  der 
Grössen  und  Gleichungen  als  auch  die  eigentlich  ««öi^^/sc^-mathema- 
tische  Theorie  ist  in  den  verschiedenen  Referaten  der  Bände  IV  und  V 
über  die  besonderen  Disziplinen  enthalten. 

Als  einheitliche  mathematische  F(yrm,  der  sich  die  sämtlichen  Ein- 
zelansätze am  leichtesten  einfügen,  wird  die  des  Variaiionsprinzipes 
verwendet.  Allerdings  genügt  nicht  die  Gestalt,  die  in  der  eigent- 
lichen Variationsrechnung  in  der  Regel  betrachtet  wird,  avo  die  un- 
l^ekannten  Funktionen  so  zu  bestimmen  sind,  dass  ein  gewisses  sie 
enthaltendes  bestimmtes  Integral  einen  Extremwert  annimmt.  Vielmehr 
handelt  es  sich  hier  vorzugsweise  um  diejenige  Form,  die  die  Variations- 
rechnung als  notwendiges  Kriterium  des  Extremums  ergiebt,  und   in 


3)  Neben  vielen  einzelnen  Arbeiten  besomlers  in  seinem  Kompendium  der 
theoretischen  Physik,  2  Bde.,  Leipzig  1895/'96. 

4)  In  zahlreichen  späterliin  zu  zitierenden  Arbeiten;  vgl.  auch  seinen  Traite 
d'^nergetique  ou  de  therraodynamique  generale,  t.  I.  II,  Paris  1911. 

5)  Vgl.  die  als  Appendix  zur  französischen  Ausgabe  von  O.  D.  (liwolson, 
Traite  de  physique  erschienene  „theorie  des  Corps  deformables"  (Paris  1909). 
von  der  ein  Auszug  der  2.  Aufl.  des  3.  Bds.  von  P.  Appell,  Traite  de  mecauique 
rationncUe  (Paris  1909)  als  Note  beigefügt  ist. 

6)  Auch  von  Entwicklungen  ähnlicher  Art,  die  1).  Hilbcrt  in  einigen  seiner 
Göttinger  Vorlesungen  gab,  ist  das  folgende  vielfach  beeinflusst. 
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der  man  von  altersher  das  Frinzip  der  virtuellen  Arbeit  ausdrückt: 
„Gepfeben  sind  eine  Reihe  von  Grössen  X,  .  .  .,  X^^,  ...  in  ihrer  Ab- 
hängigkeit von  den  unbekannten  Funktionen  r,  .  .  .  von  a^  .  .  .,  c  und 
deren  Ableitungen;  diese  Funktionen  sollen  der  Bedingung  genügen, 
dass  ein  bestimmtes  Integral  einer  mit  jenen  X,  .  .  .,  X  ,  .  .  .  als 
Koeffizienten  gebildeten  linearen  Form  der  willkürlichen  Funktionen 
dx,  .  .  .  von  a,  ...  c  und  ihrer  Ableitungen 

—  oder  eine  Summe  solcher  Integrale  —  identisch  für  alle  (oder  doch 
für  alle  gewissen  Nebenbedingungen  genügenden)  öx,  ...  verschwindet." 

Der  Vorteil,  den  die  Verwendung  eines  solchen  Variationsprinzipes 
als  Grundlage  gegenüber  anderen  möglichen  Formulierungen  oder 
auch  der  direkten  Inbetrachtnahme  der  Grundcrleichunsren  srewührt. 
besteht  ganz  besonders  darin,  dass  das  Variatiousprinzip  im  Stande 
ist,  in  einer  Formel  das  Verhalten  des  betrachteten  Mediums  an  allen 
Stellen  und  zu  jedem  Zeitpunkt  zu  bestimmen,  speziell  also  auch 
neben  den  Gleichungen  für  das  Innengebiet  die  Randbedingungen  und 
die  Anfangsbedingungen  zu  umfassen.  Es  ist  zudem  in  seiner  prä- 
gnanten Kürze  in  gewisser  Hinsicht  übersichtlicher  als  die  Gleichungen 
und  hat  infolgedessen  für  die  Behandlung  neuer  Gebiete,  für  die  Auf- 
stellung weiterer  Verallgemeinerungen  u.  dgl.  wesentliche  heuristische 
Bedeutung;  diese  wird  besonders  betont  durch  die  innige  Beziehuusf 
des  Variationsprinzipes  zur  Thermodynamik,  durch  deren  Anspruch 
auf  Allgemeingültigkeit  es  für  die  Begründung  physikalischer  Theorien 
beweisenden  Wert  bekommt.  Auch  bei  der  Durchführuno;  von  Koor- 
dinatentransformationen  ist  das  Variationsprinzip  gegenüber  den  expli- 
ziten Gleichungen  im  Vorteil;  es  lässt  vielfach  die  invariantentheoretische 
Xatur  des  betrachteten  Problems,  die  Frage  nach  den  Transformations- 
gruppen, die  es  ungeändert  lassen,  bequemer  erkennen,  ohne  daß  es 
der  Einführung  einer  besonderen  Symbolik  bedarf.  — 

Nach  einigen  einleitenden  Erörterungen  über  den  Begriff  des 
Kontinuums  und  seine  Kinematik  werden  in  dem  ersten  Abschnitt  des 
Referates  die  Grundansätze  der  Statik',  im  zweiten  die  der  Kinetik  be- 
handelt, jedesmal  ohne  Rücksicht  darauf,  was  für  Kraft  Wirkungen  im 
einzelnen  es  sind,  die  das  Kontinuum  beeinflussen.  Die  Natur  dieser 
Kraft  Wirkungen,  speziell  ihre  Abhängigkeit  von  der  Lage  und  Be- 
wegung des  Kontinuums  (Dynamik)  wird  im  dritten  Abschnitt  erörtert, 
wobei  dann  die  einzelnen  Disziplinen  einzuordnen  sind;  hierbei  kommen 
schliesslich  auch  in  einer  kurzen  Skizze  einerseits  die  Beziehungen  zu 
den  Ausätzen  der  Tliermodynamik,  andererseits  das  Verhalten  der  ein- 


606     IV  30.    E.  HeUinger.   Die  allgemeinen  Ansätze  der  Mechanik  der  Kontinua. 

zelnen  Wirkungsgesetze  gegen  Transformationen  der  Raum-  und  Zeit- 
koordinaten und  damit  auch  die  Auffassungen  der  Relativitätstheorie 
der  EleMrochjnamiJc  zur  Geltung. 

2.  Der  Begriff  des  Kontinuums. 

2  a.  Das  Kontinuum  und  seine  Deformation.  Das  allgemeine 
dreidimensional  ausgedehnte  kontinuierliche  Medium,  auf  das  sich  die 
folgenden  Betrachtungen  beziehen,  bedeutet  —  unter  Abstraktion  von 
allen  individuellen  Eigenschaften  der  Materie  —  eine  Gesamtheit  von 
materiellen  Teilchen,  die  erstens  voneinander  unter sclieidhar  sein  und 
zweitens  den  Raum  bzw.  einen  stetig  begrenzten  Raumteil  stetig  aus- 
füllen sollen.  Die  erste  Eigenschaft  kommt  darin  zum  Ausdruck,  dass 
jedes  Teilchen  durch  Angabe  dreier  Paranieterwerte  a,  h,  c  identifiziert 
wird,  derart,  dass  verschiedene  Teilchen  in  jedem  Zustand,  in  dem 
man  das  Kontinuum  etwa  betrachtet,  stets  verschiedene  Lagen  haben; 
der  von  stetigen  geschlossenen  Flächen  Sq  begrenzte  Variabilitäts- 
bereich  V^  dieser  a,  h,  c  charakterisiert  das  Quantum  der  Materie,  das 
in  Betracht  gezogen  wird.  Die  zweite  Forderung  besagt,  dass  die 
Lagen  aller  Teilchen  einen  von  stetigen  geschlossenen  Flächen  S  be- 
grenzten  Raumteil  V  erfüllen.  Bestimmt  man  die  Lage  eines  Teilchens 
durch  seine  kartesischen  Koordinaten,  so  wird  ein  solcher  Zustand 
analytisch  gegeben  durch  drei  Funktionen  von  a,  h,  c 

(1)  x  =  x{a,'b,c),     y  =  y{a,h,c),     z  =  z{a,l,c\ 

die   Vq  auf  V  abbilden,  und  deren  Funktionaldeterminante 

innerlialb  Fq  von  Null  verschieden,  etwa  positiv,  ist.  Mau  kann  für  o,  h,  e 
die  Koordinaten  einer  fest  gewählten  Ausgangslage  nehmen;  dann  sind 
X  —  a,  g  —  h,  2  —  c  die  Komponenten  der  Verschiebung,  die  jedes 
Teilchen  beim  Übergang  zur  Lage  (1)  erleidet,  und  die  Funktionen  (1) 
werden  stetige  Funktionen  von  a,  h,  c,  sofern  man  die  übliche  Annabme 
macht,  dass  ursprünglich  benachbarte  Teile  stets  benachbart  bleiben. 
Wir  werden  darüber  hinaus  stets  voraussetzen,  dass  die  Funktionen  (1) 
hinreichend  viele  stetige  Differentialquotienten  nacli  ihren  Argumenten 
haben;  nur  an  einzelnen  Punkten,  Linien  oder  Flächen  sollen  Unter- 
brechungen dieser  Stetigkeit  stattfinden  können  (vgl.  IV  1,  Nr.  9,  Voss). 
Die  gleichen  Voraussetzungen  werden  wir  im  allgemeinen  stillschwei- 
gend für  die  weiterhin  auftretenden,  physikalische  Vorgänge  dar- 
stellenden Funktionen  zu  machen  haben. 

Jedes  Funktionensystem  (1)  beschreibt  vollständig  einen  bestimmten 
Beformationszustand  des   Kontinuums;   im   allgemeinen  gilt  jeder  De- 
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formationszustand,  d.  h.  jedes  Funktionentripel  (1),  das  nur  den  soeben 
charakterisierten  Stetigkeitsvoraussetzunfj;en  genügt,  als  zulässig;  Be- 
schränkungen in  der  Art  der  möglichen  Funktionen  werden  besondere 
Eigenschaften  spezieller  Medien  zum  Ausdruck  bringen.  In  jedem 
Falle  bestimmen  die  partiellen  Ableitungen  der  Funktionen  (1)  in 
bekannter  Weise  die  Verschiebungen,  Verdrehungen  und  Formände- 
rungen, die  jedes  sehr  kleine  Quantum  (Volumelement)  bei  der  Defor- 
mation erleidet  (vgl.  IV  14,  Nr.  10,  Ahraham). 

Die  Grundlage  für  die  Untersuchung  der  Gleichgewichtsverhält- 
nisse irgendeines  Deformationszustandes  (1)  erhalten  wir,  wenn  wir 
ihn  mit  einer  sog.  imendlichMeinen  virtuellen  VerrücJcung  überlagern, 
die  virtuell  heisst,  insofern  sie  willkürlich  zu  dem  reell  stattfindenden 
Deformationszustand  hinzutritt.')  Um  diesen  Begriff  in  mathematisca 
präziser  Form  zu  erhalten,  ohne  die  bequeme  übliche  Bezeichnung  und 
Verwendung  der  „unendlichkleinen"  Grössen  aufzugeben,  betrachte  man 
zunächst  eine  der  Deformation  (1)  übergelagerte  noch  von  einem  Para- 
meter 6  abhängige  und  mit  (?  =  0  verschwindende  Deformation,  die 
das  ursprünglich  an  der  Stelle  {x,  y,  z)  befindliche  Teilchen  an  die  Stelle 

überführt;  dabei  sind  %,  rj,  t,  gegebene  Funktionen  von  x,  y,  z  und 
von  dem  Parameter  (?,  der  in  einem  (beliebig  kleinen)  (5  =  0  um- 
gebenden Bereich  variieren  kann.  Vermöge  (1)  kann  man  auch  unter 
Elimination  von  x,  y,  z  die  so  entstehenden  neuen  Deformationen  in 
der  alten  Gestalt  schreiben: 

(3)  X  =  x(a,  Z>,  c;  ö),     wo     x{a,  h,  c;  0)  =  x         {x,  y,  z). 

Ist  f  irgendein  von  den  Deformationsfunktionen  (1)  und  ihren 
Ableitungen  abhängiger  Ausdruck,  so  bezeichnen  wir  allgemein  als 
seine  „Variation"  den  Ausdruck 


7)  So  m  Übereinstimmung  mit  der  Terminologie  von  Voss  (lY  1 ,  Nr.  30), 
die  auch  in  den  Lehrbüchern  vielfach  üblich  ist.  Andere  (z.  B.  Voigt,  Kompen- 
dium I,  p.  27)  sprechen  von  „virtuellen"  Verrückungen  erst  dann,  wenn  die  sonst 
beliebigen  Yerrückungen  mit  den  für  das  System  etwa  bestehenden  Bedingungen 
verträglich  sind;  C.  Neumann  (Ber.  Ges.  Wiss.  Leipzig  31  (1879),  p.  öiJff.)  hat  ge- 
legentlich den  Vorschlag  von  Gauss  aufgenommen,  dann  von  fakultativen  Ver- 
rückungen zu  reden. 

8)  Diese  Signatur  und  die  analogen  in  der  Folge  bedeuten,  dass  neben 
der  angeschriebenen  Gleichung  auch  diejenigen  gelten,  die  durch  gleichzeitige 
zyklische  Vertauschung  von  x,  y,  z  und  §,  ?],  i  aus  ihr  entstehen. 
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dabei  bleiben  während  der  Differentiation  a,  &,  c  konstant;  die  Ope- 
ration d  ist  daher   mit  der   Differentiation  nach  a,  h,  c  vertauschbar: 

da         da 
Verschwinden  die  3  Funktionen 

die  vermittels  (1)  als  Funktionen  von  x,  y,  z  angesehen  werden  können, 
nicht  identisch  in  x,  y,  z,  so  kann  man  unter  den  üblichen  Stetig- 
keitspostulaten  setzen 

(3')  X  ^  X -\- <5dx{x,y,  z)         (x,y,z), 

falls  ö  so  klein  gewählt  ist,  dass  6^  hinreichend  klein  gegenüber  a 
wird:  die  so  gegebene  unendlich  kleine  virtuelle  Verrückung  des  Kon- 
tinuuras  ist  also  bis  auf  den  Faktor  a  durch  die  3  Funktionen  dx, 
dy,  dz  von  x,  y,  z  bestimmt.  Man  kann  diese  Verrückung  unmittel- 
bar dem  Begriff  der  in  der  Kinematik  elastischer  Medien  betrachteten 
„unendlichkleinen Deformationen"  einordnen  (vgl.  IV 14,  ^r.\%,Äbraliam) 
und  findet  insbesondere,  dass  die  durch  sie  bedingte  „virtuelle  Form- 
änderung" jedes  Volumelements  durch  die  6  Grössen 

W  Yx'    dy  '    dz  '    dz'  '^  dy  '    dx  ~^    dz  '    dy    '^  ex' 

ihre  „virtuelle  Botation"  durch 

(A'\  1  (dSz        cdy\       l_/d8x dSz\      ^/c3y ddx\ 

^^  2\dy          dz)'    2  \  ar         dx)'    ■2\dx          dy  ) 

bestimmt  wird  —  jedesmal  abgesehen  von  dem  Faktor  6. 

Eine  Bewegung  des  Kontinuums  wird  als  eine  vom  Zeitparameter  t 
abhängige  Folge  von  Deformationszuständeu  aufgefasst  und  demgemäss 
durch  die  drei  nun  noch  von  t  abhängigen  Deformationsfunktionen 

(5)  x  =  x{a,  h,  c;  t),     y  =  y{a,  h,  c;  t),     z  =  z{a,  h,  c;  t) 

dargestellt,  die  als  Funktionen  aller  vier  Variablen  im  notwendigen 
Umfange  stetig  und  differenzierbar  sind;  bei  festem  a,  h,  c  stellt  ^^ö) 
die  Bahn  eines  bestimmten  Teilchens  dar. 

Ganz  wie  oben  betrachtet  man  dann,  indem  mau  in  die  Formeln 
nur  die  Variable  t  hineinniramt,  neben  der  Bewegung  (5)  noch  die 
für  ö  =  0  in  (5)  übergehende  Schar  von  Bewegungen 

(6)  X  =  x(a,  h,  c;  t]  a)  ^  x  -\-  adx{x,  y,  z;  t)         {.r,  y,  e) 

für  kleine  Werte  des  Parameters  a  und  bezeichnet  dx,  dy,  dz  als 
Bestimmuugsstücke  dieser  der  Bewegung  (5)  übergelagerteu  virtuellen 
VerrüeTcung. 
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2  b.  Adjunktion  physikalischer  Parameter,  insbesondere  Dichte 
und  Orientierung.  Jede  physikalisclie  Eigenschiift  eines  Mediums 
wird  durch  eine  oder  mehrere  Funktionen  von  a,  h,  c,  t  beschrieben, 
die  zu  den  Deformationsfiinktionen  hinzutreten. 

Von  einer  solchen  Eigenschaft  wird  im  folgenden  allgemein  Ge- 
brauch gemacht  werden:  der  Existenz  einer  unveründerlichen  Manse  m 
für  jedes  Quantum  Vq  des  Mediums,  die  sich  als  über  F^,'  erstrecktes 
Integral  einer  für  das  Medium  cliarakteristischen  Dichtefunktion 
Qq  =  ()o(a,  6,  c)  ausdrückt.  Durch  Übergang  zur  deformierten  Lage  (1) 
ergibt   sich   als  icirldiche  Massendiclite  q   der  Verteilung  des  Mediums 

c^)  ?  =  !' 

imd  die  Masse  im  Teil   V  von   V  ist 

m  =  f  f  I Q  dx  dy  dz  =  j  j  i  Qq  da  dh  de. 

'6')  \vo) 

Veränderungen  der  Lage  des  Kontinuums  legen  an  sich  bezüglich 
des  Verhaltens  eines  solchen  adjungierten  physikalischen  Parameters  noch 
nichts  fest;  man  lässt  indessen  stets  die  Masse  eines  jeden  Quantums, 
d.  h.  die  Funktion  ()(,(«,&,  e)  bei  einer  virtuellen  Verrückung  ungeändert 
und  ersetzt  daher  die  Dichte  q  derart  durch 

(8)  Q==Q{x,tj,2]6)^Q-\-adQ(x,y,z), 

dass  (entsprechend  der  Kontinuitätsbedingung,  vgl.  IV  15,  Nr.  7,  p.  59  f. 

A.E.H.Love): 

(8')       d,,  =  d(,A)  =  0  oder  ö,  +  9^f^  +  Q^-ffi  +  P^-^  =  0. 

Entsprechendes   soll  bei  einer  Bewegung  gelten,    d.  h.  Po(a,  &,  c)   soll 
von  t  unabhängig  und  q  alsdann  durch  (7)  gegeben  sein. 

Noch  von  einer  hierhin  gehörigen  Begriffsbildung  wird  häufig 
Gebrauch  zu  machen  sein,  der  Annahme  nämlich,  dass  für  jedes  Teilchen 
des  Kontinuums  die  verschiedenen  von  ihm  ausgehenden Bichtungen  charak- 
teristisch verschiedene  Bedeutung  besitzen,  und  dass  daher  die  Angäbe  seinem' 
Orientierung  ivesentlich  zur  Beschreibung  der  Situation  des  Kontinuums 
gehört.  Solche  Vorstellungen  sind  in  der  Molekulartheorie  entstanden, 
indem  man  sich  Körper  von  kristallinischer  Struktur  als  Moleküle 
dachte,  und  bereits  S.  D.  Poisson^)  hat  sie  zur  Gewinnung  einer 
besseren  Molekulartheorie  der  Elastizität  zu  verwenden  versucht. 
Neuerdino's  haben  E.  und  F.  Cosserat^^)  ohne  Heranziehuno;  von  Mole- 


9)  Paris,  Mem.  de  l'Acad.  18  (1842),  p.  3,  sowie  in  einigen  vorangehenden 
Arbeiten;  vgl.  die  ausführlichen  Angaben  in  IV  23,  Nr.  4c,  p.  39  {Müller- Timpe). 

10)  Paris  C.  R.  Hb  (1907),    p.  1409;    146  (1908),    p.  68.     Eine  zusammen- 
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kularvorstellungen  solche  in  jedem  Teilchen  mit  einer  bestimmten 
Orientierung  behafteten  Kontinua  weitgehend  behandelt. 

In  allgemeinster  Weise  kann  dieser  Begriff  der  orientierten  Teilchen 
des  Kontinuums  analytisch  formuliert  werden'^),  indem  man  sich  jedem 
Teilchen  a,  b,  c  des  Kontinuums  ein  rechtivhikliyes  Axenlcreuz  angeheftet 
denkt,  dessen  3  Axen  jeweils  die  Richtungskosinus  a^,  ß-,  y.  (i  =  1, 2, 3) 
haben;  drei  unabhängige  Parameter  l,  ^,  v  (z.  B.  die  Eulerschen 
Winkel),  die  die  Orientierung  eines  solchen  Dreikants  in  bezug  auf 
das  a;-2/-^-Koordinatensystem  bestimmen,  müssen  neben  den  Funk- 
tionen (1)  als  Funktionen  von  a,  1),  c  bekannt  sein: 

(9)  A  =  A{a,  h,  c),     ^l  =  ii{a,  h,  c),    v  =  v{a,  l,  c), 

um  den  Zustand  eines  solchen  Mediums  TÖllig  zu  beschreiben. 

Mit  jeder  virtuellen  Ven-ückung  des  Kontinuums  wird  man  jetzt 
eine  virtuelle  Drehung  dieser  Dreikante  verbinden,  indem  man  eine  von 
einem  Parameter  6  abhängige  und  für  ö  =  0  verschwindende  Schar 
von  Drehungen  aus  der  Lage  (9)  heraus  zugrunde  legt  und  X,  u,  v 
unter  Beschränkung  auf  hinreichend  kleine  Werte  von  6  durch 

(10)  X  =  X{a,  l),  c\  6)  =  X  -\-  G 8 X{a,  h,  c)         (X, .a,  i^) 

ersetzt.  Dabei  kann  man  übrigens  sowohl  X,  n,  v  als  dX,  öju.  öv  stets 
entweder  als  Funktionen  von  a,  h,  c  oder  mit  Hilfe  von  (1)  als  solche 
von  X,  y,  z  auffassen.  Die  Variationen  d«!,  .  .  .,  by^  der  Richtungskosinus 
der  3  Axen  selbst  sind  lineare  homogene  Funktionen  der  ÖA,  ö.u,  6v, 
die  man  aus  den  expliziten  Ausdrücken  von  «j,  .  .  .,  y.^  durch  Diffe- 
rentiation nach  6  erhält;  die  Komponenten  d:T,  dx,  dp  der  AViukel- 
geschwindigkeit  der  virtuellen  Drehung  nach  den  3  Axen,  die  mit 
d«!,  .  .  .,  d^g  durch  die  Formeln 

(11)  8^  =  h^y,-^ß,8y,^ß,8y,  =  -{y,8^,-\-y,bß,^y,8ß,^  (;'^;^^), 
(11')  da,  =  7,d;c-/3,d,o  (/=1,2,3;      '';^;^'^ 

zusammenhängen  und  die  übrigens,  im  Gegensatz  zu  dem  bisherigen 
Gebrauch  des  Zeichens  d,  nicht  Variationen  bestimmter  Funktionen 
von  a,  &,  r  sind,  werden  also  gleichfalls  lineare  homogene  Funktionen 
von  dA,  8 II,  dv;  wir  setzen 

(12)  6X  =  l,d:t  +  n>,dy.  +  n.ÖQ  [[^l''^- 

fassende  Darstellung  haben  sie  in  ihrer  „theorie  des  coi^ps  d»5fonn."')  gegeben. 
Vgl.  auch  IV  11,  II.  Teil,  Ä'.  Heun. 

11)  Vgl.  eine  Bemerkung  von  P.  Bidivm,  Ann.  Ec.  Norm.  (3)  10  (1893), 
p.  20G. 
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Daher  bestimmen  auch  ö.t,  dx,  Öq  (als  Funktionen  von  a,  h,  c  odor 
X,  y,  z  gegeben)  die  virtuelle  Verdrehung  des  Kontijiuums.*-) 

Alle  diese  Formeln  lassen  sieh  durch  Aufnahme  des  Zeitparameters  t 
sofort  auf  den  Fall  der  Bewegung  ausdehnen. 

*2c.  Zwei-  und  eindimensionale  Kontinua.  Durch  Unterdrückung 
eines  bzw.  zweier  der  drei  Parameter  a,  h,  c  erhält  man  endlich  un- 
mittelbar auch  die  Ansätze  zur  Behandlung  2ivei-  und  eindimensionaler 
Kontinua,  die  im  dreidimensionalen  Räume  gelegen  sind.^')  Ihre  Lage 
in  jedem  Zustand  wird  gegeben  durch 

(13)  X  ==  x{a,lj)     bzw.     X  =  x{a)  (x,y,z)\ 

die  Parameter  variieren  in  einem  Bereich  S^  bzw.  6q  der  a- 6 -Ebene 
bzw.  der  a-Axe,  welcher  durch  (lo)  auf  eine  Fläche  S  bzw.  eine  Kurve 
C  abgebildet  wird.  Auch  hier  kann  man  jedem  Teilchen  ein  Axen- 
kreuz  aus  drei  zueinander  senkrechten  Richtungen  zugeordnet  denken^*), 
das  durch  die  Funktionen  bestimmt  wird 

(14)  X  =  k{ci,h)     bzw.     l  =  X{a)  (),,  u,  v). 

I.  Die  Grundansätze  der  Statik. 

3.    Das  Prinzip  der  virtuellen  Verrückungen. 

3  a.  Kräfte  und  Spannungen.  Um  auf  diesem  kinematischen 
Schema  die  dynamischen  Eigenschaften  des  Kontinuums  aufzubauen, 
knüpfen  wir  an  den  Arheitshegrijf  an.  Der  Gesamtheit  der  auf  das 
Kontinuum  infolge  seines  gegenwärtigen  Deformatiouszustandes,  infolge 
seiner  Lage  im  Räume  oder  infolge  irgendwelcher  äusserer  L'mstände 
wirkenden  Kräfte  und  Spannungen  aller  möglichen  Arten  —  zunächst 
als  Ganzes  ohne  Rücksicht  auf  ihren  Ursprung  betrachtet  —  ist  ge- 
meinsam, dass  sie  bei  jeder  virtuellen  Verrückung  eine  „virtuelle  Arheif 
dÄ  leisten;  diese  sehen  wir  als  primär  an  und  bestimmen  sie  folgen- 
dermassen:  öÄ  sei  als  lineare  homogene  FunJction  der  Gesamtheit  der 
Werte  der  Verrücliungslcomponenten  dx,  dg,  öz  innerhalb  des  Kontinuums 
gegeben  und  sei  eine  slcalare,  von  der  Wahl  des  Koordinatensystems  unab- 


12)  Es  sind  die  bekannten  kinematischen  Methoden  der  Flächentheorie 
(vgl.  etwa  in  D  3,  Nr.  10,  B.  v.  Lilienthal  und  G.  Darboux,  Le9on8  sur  la  theorie 
generale  des  surfaces),  die  E.  und  F.  Cosserat  hier  zur  Anwendung  bringen  (s. 
die  ausführliche  Darstellung  in  den  ,,corps  deform."). 

IS^i  In  gewissem  Sinne  sind  diese  Probleme  einfacher  als  die  dreidimensio- 
nale Medien  betreffenden;  in  der  Tat  gehören  einzelne  von  ihnen  zu  den  am 
frühesten  eingehend  behandelten  Aufgaben  der  Mechanik  der  Kontinua  (vgl.  IV,  6, 
Nr.  22—24,  P.  Stäckel  und  lYll,  Nr.  19,  20,  K.  Heun). 

14)  Vgl.  die  beiden  in  10)  zitierten  Pariser  Xoten  von  E.  u.  F.  Cosserat 
und  Cap.  II,  III  ihrer  ,,corps  deform." 
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hängige  Grösse.  Die  Koeffizienten,  mit  denen  die  Einzelwerte  von 
öx,  ...  in  ÖA  eingehen,  sind  die  Bestimmungsstücke  der  einzelnen 
wirkenden  Kraftsysteme;  dass  sie  von  den  virtuellen  Verrückungen 
selbst  unabhängig  sind  (d.  h.  die  Linearität  des  öÄ),  bringt  die  An- 
nahme zum  Ausdruck,  dass  diese  Verrückungen  ihrer  Kleinheit  halber 
die  auf  jedes  Teilchen  ausgeübten  Kraft  Wirkungen  nicht  modifizieren. 
Um  die  sämtlichen  Ansätze  der  Mechanik  der  Kontinua  zu  um- 
fassen, ist  es  nicht  notwendig,  von  dem  allgemeinsten  Ausdruck  der 
beschriebenen  Art  für  ÖA  auszugehen,  der  aus  einer  Summe  von 
linearen  Funktionen  der  Werte  von  6x,  Öy,  öz  und  ihren  Ableitungen 
an  irgendwelchen  einzelnen  Stellen  des  Kontiuuums  sowie  von  Linien-, 
Flächen-  und  Raumintegralen  solcher  Ausdrücke  bestehen  würde. 
Wir  betrachten  vielmehr  zunächst  einen  Ausdruck  —  den  wir  später 
noch  erweitern  werden  — ,  der  aus  einem  über  das  ganze  Gebiet  V 
des  Kontinuums  erstreckten  Raumintegral  sowie  einem  über  seine 
Oberfläche  S  erstreckten  Flächenintegral  besteht  und  dabei  in  dem 
ersteren  noch  eine  Linearform  der  9  Ableitungen  der  Öx,  dg,  dz  nach 
X,  y,  z  enthält  ^^): 

ÖA  =  fffQ{X8x+  Ydy  +  Zdz)dV  =dA^ 

-\-ffiXdx  +  Y8y  +  Zdz)dS  +  ÖA^ 

(S) 

Die  15  hier  auftretenden  und  sogleich  näher  zu  diskutierenden  Koeffi- 
zienten der  Verrückungsgrössen  sollen  nun  für  jede  Deformation  des 
betrachteten  Mediums  bestimmte  überall  endliche  und  nebst  ihren  Ab- 
leitungen, event.  mit  Ausnahme  einzelner  Flächen,  stetige  Funktionen  von 


16)  Solche  Ansätze  für  die  virtuelle  Arbeit  sind  als  naheliegende  Verallge- 
meinerungen der  Formeln  der  runktmechanik  bei  vielen  speziellen  Problemen 
früh  entwickelt  worden.  Fast  selbstverständlich  war  die  Form  der  Summanden 
SA^,  ^^3,  die  ja  nur  das  Summenzeichen  der  Punktmechanik  durch  das 
Integral  ersetzen  (vgl.  etwa  Lagrange,  Mec.  an.,  1.  pari,  IV,  11);  aber  auch 
Terme  von  der  Form  SA^,  nur  sehr  spezialisiert,  hat  Lagrange  schon  z.  B.  bei 
der  Behandlung  des  ausdehnbaren  Fadens  und  der  kompressiblen  Flüssigkeit 
benutzt,  Terme  nämlich,  die  der  Variation  der  Länge  bzw.  der  Variation  der 
Dichte  proportioniil  sind  (s.  Mec.  an,  1.  part.,  V,  42;  VIII,  1).  Darüber  hinaus  ist 
die  Ausbildung  des  allgemeinen  Ansatzes  (5)  jedenfalls  durch  die  Auflfassung  der 
virtuellen  Arbeit  als  Variation  eines  „Potentiales"  (s.  Nr.  7)  angeregt  worden, 
wie  sie  C.  L.  Kavier  in  die  Elastizitätstheorie  einführte  (s.  IV  23,  Nr.  5,  MtiUcr- 
Timpe). 
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X,  y,  z  oder  a,  7;,  c  sein;  dann  ist  der  anschauliche  Sinn  des  An- 
satzes (1),  dass  lediglich  im  allgemeinen  stetig  über  den  Kaum  sowie 
über  einzelne  Oberflächen  verteilte  Kräfte  und  stetig  verteilte  Span- 
numjCH  berücksichtigt  werden. 

Zunächst  sind  nämlich  der  erste  und  letzte  Summand  von  ÖA 
den  bekannten  Arbeitsausdrücken  der  Punktmechanik  ganz  analos  <re- 
baut,  nur  dass  als  Faktor  die  Masse  eines  Yolumelementes  qüV  bzw. 
das  Flächenelement  dS  auftritt;  daher  sind  X,  Y,  Z  als  Komponenten 
der  auf  die  Masseneinheit  des  Mediums  und  X,  Y ,  Z  als  Komponenten 
der  auf  die  Flächeneinheit  der  Oberfläche  berechneten  an  der  betr. 
Stelle  wirkenden  Kraft  zu  deuten.  Da  dx,  öy,  dz  Axenprojektionen 
eines  polaren  Vektors  sind,  und  da  öA  als  Skalar  bei  Koordinaten- 
transformationen invariant  bleibt,  substituieren  sich  diese  Kraftkom- 
ponenten bei  Änderungen  des  rechtwinkligen  Koordinatensystemes  wie 
dx,  dy,  dz^^):  diese  Kräfte  sind  polare  VeJdoren 

Eigentlich  für  die  Mechanik  der  Kontinua  charakteristisch  ist 
der  Summand  dA2.  Die  9  Koeffizienten  X^,  X  ,  .  .  .,  Z^  —  in  der 
bekannten  Kirchhoff sc\ien^')  Bezeichnung  — ,  die  die  Einwirkung 
der  einzelnen  Bestimmungsstücke  der  virtuellen  Deformation  auf  die 
Arbeitsleistung  messen,  wird  man  als  die  Komponenten  des  Span- 
nunyszustandes  (stress)  an  der  betr.  Stelle  deuten,  berechnet  nach 
seiner  Wirkung  auf  die  Voluraeneinheit.  Ihr  Verhalten  bei  Ko- 
ordinatentransformationen ergiebt   sich  aus  der  Bemerkung,   dass  die 

f~  ^  1*  f"  fi  ^ 

9  Ableitungen  -^  ^^  •  •  ■  ■>  o.  "^on  Vektorkomponenten  sich  bei  ortho- 
gonalen Koordinatentransformationen  wie  die  9  Produkte  aus  den 
Komponenten  zweier  Vektoren  (eine  sog.  Dyade^^S) 

16)  Vgl.  IV  14,  Nr.  2,  Abraham. 

17)  J.  f.  Math.  56  (1858)  =  G.  Kirchhoff,  Ges.  Abhandl.  (Leipzig  1882),  p.  287. 

18)  Die  hiermit  angedeutete  Definition  der  Dyade  als  Komplex  von  Grössen 
mit  bestimmtem  Verhalten  gegenüber  den  rechtwinkligen  Koordinatentransfor- 
mationen (.,Hauptgruppe"  der  räumlichen  Änderungen),  die  durchaus  im  Kreise  der 
F.  Eleinschen  Auffassung  der  Geometrie,  Vektoranalysis  usw.  liegt  (vgl.  insbe- 
sondere Zeitschr.  f.  Math.  Phys.  47  (1902),  p.  237  und  Math.  Ann.  62  (1906),  p.  419, 
die  Darstellung  in  IV  14,  Abraham  sowie  F.  Klein,  Elementarmath.  v.  höh.  Standp. 
aus,  Bd.  2,  2.  Aufl.,  Leipzig  1913,  p.  90 ff.,  p.  534)  scheint  bisher  noch  nicht  zur 
Grundlage  einer  selbständigen  Darstellung  gemacht  zu  sein.  Der  Name  „dyadics" 
stammt  von  J.W.Gibbs  (s.  Gibbs  und  Wilson,  Vektor  Analvsis,  New  York  1901, 
p.  260  ff.),  der  sie  aus  sog.  linearen  Vektorfunktionen  entstehen  lässt;  von  hier 
aus  sind  sie  auch  in  die  deutsche  Litteratur  übergegangen  (vgl.  IV  11,  Nr.  Ic, 
K.  Heu)().  Fasst  man  eine  Dyade  als  Matrix  von  3  •  3  Elementen  auf,  so  ist  der 
Dyadenkalkul  in  dem  Ca?/7e?/schen  Matricenkalkul  enthalten  (vgl.  über  diesen 
I A  4,  Nr.  10 '»),  Study). 
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verhalten,   während  das  bilineare  Aggregat  X^  •  ^~ -  + •  •  •   invariant 

bleibt;  daher  müssen  sich  die  Spannungskomponenten  selbst  wiederum 
wie  Dyadenkomponenten  transformieren,  so  dass  man  von  einer 
Spannungsdyade  spricht.  Man  kann  diese,  wie  jede  Dyade,  zerspalten 
in  einen  (symmetrischen)  Bestandteil  von  6  Komponenten  (ein  Ten- 
sortripeV^)) 

(2)        x„  Y^,  z^,  i(r,  +  z;),  uz.  +  xj,  i-(x^  +  rj 

und  einen  (schiefsymmetrischen)  Bestandteil  von  3  Komponenten 

(2')  z^-Y,,  x,-z„  i;-x^, 

der  einen  axialen  Vektor  darstellt.  Diese  Zerlegung  entspricht  der  in 
Nr.  2  angegebenen  Hervorhebung  zweier  gesonderter  Bestandteile  (4), 
(4')  der  virtuellen  Deformation  des  Kontinuums,  und  ist  aus  ihr  direkt 
zu  entnehmen,  wenn  man  den  Integranden  von  dA.2  so  zerlegt: 

(  X  y  z\ 
\XY7.j 

^Vgl.  die  Entwicklung  in  IV  14,  Nr.  19,  Ähraha^n.) 

Insbesondere  folgt  hieraus,  dass  die  6  Grössen  (2)  denjenigen 
Teil  des  Spannungszustandes  bestimmen,  der  bei  einer  unendlichkleinen 
reinen  Formänderung  des  Kontinuums  Arbeit  leistet,  also  die  eigent- 
lichen elastischen  Wirkungen,  der  Vektor  (2')  aber  denjenigen,  der  bei  einer 
virtuellen  Drehung  der  Volumenelemente,  auch  ohne  Formänderung,  in 
Betracht  kommt,  also  die  durch  den  Spannungszustand  bedingten  DrcJi- 
momente.    Aus   dem  negativen  Vorzeichen   in   (1)   ergibt   sich  weiter, 

O  *•  „ 

dass  bei  positivem  X^  positive  Arbeit  bei  negativem  -„ —  geleistet 
wird,  dass  also  Druck  positiv  gemessen  ist. 

Um  endlich  die  Bedeutung  der  Spannungskomponenten  als 
Flächenkräfte  aus  dem  Ansatz  (1)  zu  gewinnen^'),  denke  man  sich 
den  Teil  der  virtuellen  Arbeit  berechnet,  den  die  Spannungen  inner- 
halb eines  von   der  geschlosseneu  Fläche  S-^^   begrenzten  Teilbereiches 


19)  lu  der  Bezeichnung  von  IT.  Voigt;  vgl.  darüber  IV  14,  Xr.  17,  M.Abraham 

20)  Die  Indizes  am  Summenzeichen  und  die  analogen  iu  der  Folge  be- 
deuten, daß  die  zu  summierenden  Ausdrucke  durch  gleichzeitige  zyklische  Ver- 
tauschung von  Xy  y,  z  und  X,   T,  Z  entstehen 

21)  Das  Folgende  enthält  die  Überlegungen,  die  mau  seit  C.  L.  Kavier  und 
G.Green  macht,  um  aus  dem  Ansatz  des  elastischen  Potentiales  die  Grundglei- 
chungen nebst  ihrer  anschaulichen  Bedeutung  zu  erhalten;  mau  vergleiche  das 
historische  Referat  in  IV  23,  Nr.  5  {Müllti-Timpe)  sowie  z.  B.  die  Darstellung 
in  H.  V.  Helmholtz,  Vorles.  über  thcoret.  Pbys.  11  (Leipzig  1902),  §  23. 
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Vi  des  Kontiuuums  leisten,  d.  i.  das  über  }\  erstreckte  Teilintef^ral 
von  ÖÄ^'^  sind  die  Öpaimungskomponenten  innerhalb  ]\  ausnahmslos 
stetig,  80  geht  dies  durch  partielle  Integration  (Anwendung  des  „Gauss- 
schen  Satzes",  s.  IV  14,  p.  12)  über  in 

\XYZ) 

-\-  f  f  ^  (Xj  COS  nx  -f-  Xy  cos  nij  -{-  X,  cos  nz) d x  •  dS^ , 

(.S,'j    /  J.•^/-^ 
\XYZj 

wo  n  die  nach  V^  hin  gewendete  Normalenrichtung  der  Fläche  S^  an 

der  Stelle  des  Elementes  dS^  bedeutet.    Durch  Vergleich  mit  (1)  folgt 

also,    dass   der  Spannungszustand  in   Fj    die   gleiche   virtuelle   Arbeit 

leistet,   d.  h.   gerade   so    wirkt,    als    ob    neben  Volumenkräften    in    V^ 

auf  das  Flächenelement  dS^  von  S^   pro  Flächeneinheit  berechnet  die 

Kraft 

(3)       X„  =  X^  cos  nx  -\-  Xy  cos  ny  -f-  X^  cos  nz,         (X,  Y,  Z) 

wirkt.  Dieses  Cauchysche  „Drucktheorem"  liefert  dann  bekanntlich 
durch  Spezialisierung  der  Richtung  von  n  unmittelbar  die  Bedeutung 
der  9  Komponenten  (vgl.  IV  23,  Nr.  3  a,  Müller-Timpe). 

3  b.  Aiifstellung  des  Prinzips  der  virtuellen  Verrückungen.  Auf 
Grund  dieser  Begiiifsbildungen  lässt  sich  das  Prinzip  der  virtueUeti  Ver- 
rückunyen,  das  die  Statik  der  diskontinuierlichen  mechanischen  Systeme 
beherrscht-^),  unmittelbar  auf  die  Mechanik  der  Kontinua  übertragen: 
In  einem  bestimmten  Deformationszustand  ist  ein  JiontinuierlicJtes  Medium, 
in  dem  gewisse  Volumen-  und  Oberflüchenlräfte  X,  .  .  .  und  X,  .  .  .  und 
ein  yeivisser  Spannunyszustand  X^^,  •  •  •  bestehen,  dann  und  nur  dann  im 
Gleichgewicht,  wenn  die  gesamte  virtuelle  Arbeit  dieser  Kräfte  und  Span- 
nungen für  jede  virtuelle  Verriichmg,  die  mit  den  dem  Kontinmim  ettca 
auferlegten  Nebenbedingungen  verträglich  ist,  verschwindet: 

\X  YZj  {X  YZj 

+ff2xdx-ds  =  o. 

(S)    [xyz\ 
\X  YZJ 

Diese  Übertragung  hat  tatsächlich  bereits  J.  L.  Lagrange^^)  voll- 
zogen, nachdem  er  das  BernoulliBchQ  Prinzip  der  virtuellen  Verrückungen 


22)  Vgl.  l\  1,  Nr.  30,    Voss. 

23)  M^can.   anal.,   1.  part.,  sect.  IV.  §  II,   sowie  bei   einer  Reihe  spezieller 
Probleme  in  sect.  Y — YIII. 

Kncyklop.  d.  math.  Wissenscb.     IV  2,  u.  41 
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zur  Grundlage  seiner  analytischen  Mechanik  gemacht  hatte;  für  ihn 
ist  eine  selbstverständliche  Folge  der  Gültigkeit  dieses  Prinzips  in  der 
Punktmechanik  seine  Anwendbarkeit  auf  die  ihm  zugänglichen  Probleme 
der  Mechanik  der  Kontinua,  wo  immer  er  den  Arbeitsausdruck  durch 
einen  Grenzübergang  von  diskontinuierlichen  Systemen  aus  oder  durch 
direkte  Intuition  aufzustellen  vermag.  Man  hat  seither  auch  auf  den 
weiteren  der  Behandlung  erschlossenen  Gebieten  der  Mechanik  der 
Kontinua  das  Prinzip  der  virtuellen  Verrückungen  zur  Geltung  ge- 
bracht und  hat  sich  dabei  häufig,  wie  Lagratige^  auf  die  ^'^orsteUung 
gestützt,  dass  man  das  Kontinuum  durch  Systeme  von  endlichvieleu 
Massenpunkten,  und  gleichzeitig  alle  physikalischen  Vorgänge  im  Kon- 
tinuum durch  entsprechende  Vorgänge  in  diesen  approximierenden 
Systemen  annähern  kann;  freilich  scheint  eine  axiomatische  Präzisierung 
dieses  Zusammenhanges,  die  vor  allem  die  zur  Umwandlung  jener  Ana- 
logisierungen  in  strenge  Deduktionen  notwendigen  Stetigkeitsforde- 
rungen zu  postulieren  hätte,  bisher  nicht  gegeben  worden  zu  sein. 
Man  mag  es  daher  inzwischen  vorziehen,  für  die  Mechanik  der  Kon- 
tinua das  eingangs  formulierte  Prinzip  selbst  als  oberstes  Axiom  an  die 
Spitze  zu  stellen  (vgl.  IV  1,  p.  72,  Fo5s);  man  wird  diesen  Standpunkt 
um  so  lieber  einnehmen,  wenn  man  die  Vorstellung  kontinuierlich 
ausgedehnter  Medien  für  naturgemässer  hält  als  die  abstrahierten 
„Massenpunkte"  der  Punktmechanik.  ^)  Die  Gewissheit  der  Richtigkeit 
dieses  Axioms  liegt  einerseits  darin  begründet,  dass  ein  solcher  Ansatz 
unsem  allgemeinen  physikalischen  Anschauungen  und  Denkgewohn- 
heiten entspricht,  vor  allem  aber  darin,  dass  er  anpassungsfähig  genug 
ist,  um  die  Erfahrungstatsachen  hinreichend  gut  darzustellen. 

3  c.  Anwendung  auf  stetig  deformierbare  Kontinua.  Die  be- 
kannten formalen  Operationen  der  Variationsrechnung  gestatten  es  in 
jedem  Falle  leicht,  das  Prinzip  der  virtuellen  Verrückungen  in  eine 
Anzahl  von  Gleichungen  zwischen  den  Kräften  und  Spannungen  um- 
zusetzen.*^) Betrachten  wir  zunächst  nur  als  typisch  das  in  keiner 
Weise  durch  Nebenbedingungen  beschränkte  beliebig  stetig  deformier- 
bare Medium,  so  muß  die  Bedingung  (4)  für  jedes  System  stetiger 
Funktionen  öx,  öy,  Öz  erfüllt  sein.     Die  Umformung   von  (^4*  durch 

24)  Diese  Anschauung  hat  neuerdings  besonders  G.  Hamel  (Math.  Ann.  66 
(1908),  p.  350  und  Jahresb.  d.  Math.-Ver.  18  (1909),  p.  357;  vgl.  auch  sein  Lehr- 
buch „Elementare  Mechanik",  Leipzig  1912'!  vertreten;  er  giebt  dort  eine  voll- 
ständige Axiomatik  der  Mechanik  der  Kontinua,  die  das  eine  Grundprinzip, 
wie  es  hier  benutzt  ist,  in  eine  Reihe  unabhängiger  Sätze  auflöst. 

26)  So  ist  schon  Lagrange  in  der  Mec.  an.  bei  den  dort  behandelten  Pro- 
bleme vorgegangen;  s.  Anm.  23. 
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partielle  Integration  ergiebt  dann,  falls  Kräfte,  Spannungen  und  deren 
partielle  Ableitungen   überall  in    V  stetig  sind,  die  Gleichungen: 

1)  an  jeder  Stelle  des  Bereiches  V 

.     .  ^K        ^^„        ^^. 

(5-)  -d  +  V  +  a/  +  ?  X  =  <^      (.^,  Y.  Zh 

2)  an  jeder  Stelle  der  Oberfläche  Ä  mit  der  äusseren  Normalen- 
richtung n 

(5b)      X^  cosnx  -{-  Xy  cosnrj  -\-  X,  cosnz  =  X         {X,  Y,  Z). 

Damit  sind  die  sog.  „Spannungsgleichungen"  nebst  den  zu- 
gehörigen Oberflächenbedingungen  gewonnen,  die  die  notwendigen 
und  hinreichenden  Bedingungen  dafür  gehen,  dass  ein  hestimndes  in 
einer  gewissen  Lage  auf  ein  frei  deformierhares  Kontinuum  wirkendes 
Kraft-  und  Spannungssiistem  im  Gleichgeivicht  ist.-^)  Freilich  genügen 
diese  Bedingungen  keineswegs,  um  die  Spannungs-  und  Kraftkom- 
ponenten zu  hesiimmen:  dazu  müssen  noch  die  erst  später  zu  be- 
handelnden Relationen  hinzutreten,  die  die  Abhängigkeit  der  Kräfte 
und  Spannungen  von  der  wirklich  stattfindenden  Deformation  des 
Kontinuums  oder  von  irgendwelchen  äusseren  Ursachen  zum  Aus- 
druck bringen  (vgl.  IV  6,  Nr.  26,  StäcM  und  IV  23,  Nr.  3b,  Midler- 
Timpe^. 

In  (4),  (5)  sind  die  unabhängigen  Variablen  Koordinaten  im  de- 
formierten Zustand  des  Kontinuums,  und  auch  Kraft-  und  Spannuugs- 
komponenten  finden  ihre  anschauliche  Bedeutung  als  Wirkungen  auf 
Massen-  bzw.  Flächeneinheiten  des  Mediums  im  deformierten  Zustand. 
Demgegenüber  verwendet  man  seit  S.  B.  Poisson"^'')  vielfach  auch  die 
a,  b,  c,  aufgefasst  als  Koordinaten  in  der  Ausgangslage  des  Mediums 
als  unabhängige  Variable;  das  führt  zwar  auf  Kraftkomponenten  von 
weniger  unmittelbarer  physikalischer  Bedeutung,  ist  aber  analytisch 
für  viele  Zwecke  bequemer.     Es  wird  nämlich,  wenn 

(6)  Ä-  •  dS^  =  dS 


26)  Die  Gleichungen  gehen  auf  A.  L.  Cauchy  zurück,  Exerc.  de  math.  2 
(1827)  =  Oeuvres  7,  se'r.  II.  p.  141.  Vgl.  die  weiteren  Angaben  hierüber  in  lY  23, 
Nr.  3b,  MüUer-Timpe. 

27)  Paris  Mem.  de  l'Acad.  8  (1829),  p.  387;  J.  ec.  polyt.  20  (1831),  p.  54. 
Dieser  Unterschied  ist  vielfach  übersehen  worden,  da  er  bei  der  Betrachtung 
unendlichkleiner  Deformationen  von  einem  spannungslosen  Ruhezustande  aus 
tatsächlich  verschwindet;  so  ist  er  erst  in  der  Entwicklung  der  Elastizitäts- 
theorie endlicher  Deformationen  recht  zur  Cxeltung  gekommen  (vgl.  unten  Nr.  7 
und  9). 

41* 
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gesetzt  und  Nr.  2,  (7)  berücksichtigt  wird: 

(l„)  (xy.-j  /ajy^X 

+jj  2j^l:bx-dS,, 

,      .  \XYZ) 

wobei 

(8)         A  .  X,  =  X4-|  +  X,^  +  X,|f        (X,  r,  Z;  ^,  y,  z). 

Daher  sind,  wie  durch  Auflösung  und  Vergleich  mit  (3)  folgt,  X^, 
Y„,  Zg^  die  Komponenten  der  Flächenkraft,  die  auf  ein  Element  der 
Fläche  a  =  const.  vermöge  des  Spannungszustandes  in  der  nach  der 
Seite  wachsender  a  hin  gelegenen  Materie  wirkt,  berechnet  auf  die 
Einheit  der  Fläche  in  der  Ausgangslage  im  rt-t-t-Raum.-**)  Aus  (7) 
entsteht  eine  neue  Form  der  Gleichgeicichtshedingtmgen^^)  genau  so  wie 
(5a),  (5b)  aus  (4)  entstehen: 

(9a)    ^^"  +  ^^1*  +  ^1^  +  Q,X  =  0     innerhalb  7,         (X,  T,  Z), 

(9 b)     X^  cos  iIqü -\-  Xj  •  cos  w^ 6 -{-  X,  cos  nQC=kX     auf  Sq     (X,  1",  Z); 

hierbei  bedeutet  n^  die  äussere  Normalenrichtung  des  Flächenelementes 
dS^  im  a-&-c-Raum. 

3d.  Beziehungen  zur  Mechanik  starrer  Körper.  Man  kann  die 
Gleichgewichtsbedingungen  (5)  noch  in  etwas  anderer  Weise  aus  dem 
Prinzip  (4)  herleiten  und  erhält  dadurch  den  Zusammenhang  mit  dem 
nach  dem  Vorgänge  von  A  L.  Cauchy^^)  vielfach  zu  ihrer  direkten 
Aufstellung  I)enutzten  .^Ersiarrungsprinzip" ,  dass  jeder  aus  dem  defor- 
mierten Kontinuum  herausgeschnittene  Teil  unter  der  Einwirkung  der 
in  seinem  Inneren  angreifenden  Volumkräfte  und  der  an  seiner  Ober- 
fläche angreifenden  Kräfte  (3)  wie  ein  starrer  Körper  im  Gleichgewicht 
sein  muss.  Zu  diesem  Ende  braucht  man  nur  gewisse  misfctige  Ver- 
rückungen zu  betrachten,  die  freilich  den  Zusammenhang  des  stetig 
deformierbaren  Kontinuuras  verletzen  und  für  die  ÖA  daher  zunächst 


28)  Vgl.  IV  23,  Nr.  G  {MiiUir-Tmpe)  und  etwa  die  ausführliche  Darstellung 
(die  freilich  Symmetrie  der  Spannungsdyade  voraussetzte  bei  K.  und  F.  Cosserat, 
Auu.  de  Toulouse,  X  (1896),  p.  146;  die  Schreibweise  X^,,  A'^,  ...  erscheint  kon- 
sequenter als  die  dort  gebrauchte  ..l^^,  Bj.,  ...,  da  sie  grosse  Buchstaben  für  die 
Bezeichnung  der  Komponenten,  die  Indizes  aber  für  die  Charakterisiernng  des 
betrachteten  Flächenelements  beibehält. 

29)  Bull.  soc.  philomath.  1823,  p.  9  und  Exerc.  de  math.  2  (^1827)  =  (.»euvres, 
8er.  II,  t.  7,  p.  Ml;  vgl.  die  Angaben  in  IV  6,  Xr.  20,  Stnckel  und  IV  23,  Nr.  3b, 
Müller-  'fiinpc. 
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iiiclit  zu  verscliwindcii  braucht;  man  kommt  aber  zum  Ziele,  wenn 
man  sie  durch  eiuo  Schar  stetiger  virtueller  Verrückuiigen  approximiert. 
So  werde  eine  Verrückun^ij,  die  in  einem  Teilgebiet  Fj  von  V  mit 
der  Grenzfläche  S^^  konstante  Werte  Öx  =  cc,  dtj  =  ß,  dz  =  y  hat, 
außerhalb  Fj  aber  0  ist  (d.  i.  eine  Translation  des  Bereiches  Fj,  durch 
stetige  virtuelle  Verrückungeu  angenähert,  indem  F^  mit  einem  beliebig 
kleinen  Gebiete  F^,  umgeben  wird,  innerhalb  dessen  öx,  dy,  Öz  von 
a,  ß,  y  nach  0  stetig  abfallen.  Für  eine  solche  virtuelle  Verrückung 
folgt  aus  (4): 

JJßiXa  +  Yß  +  Zr)dV,  +ffiX„a  +  YJ  +  ZyjdS, 


"'  ^lim  "  ■  "^^  ■  ^'^  ■  "^'' 


{XYZJ 

wo  n  die-  von  f\  fortzeigende  Normale  von  dS^  ist.  Lässt  man  nun 
Fg  immer  kleiner  werden,  so  wird  das  zweite  Integral  beliebig  klein, 
da  die  X,  X^,  . . .  und  ihre  Ableitungen  endlich  bleiben,  und  es  ergeben 
sich,  da  a,  ß,  y  beliebig  ist,  drei  Gleichungen 

(10)       fffQ Xd  i\  +J'f^.  ^'5  =  0      (X,  r,  z). 

c'i)  Vi) 

Das  sind  genau  die  Gleichungen,  die  durch  Anwendung  des  sog. 
SchicerpunJitsatzes  auf  den  im  oben  geschilderten  Sinne  starr  gedachten 
und  aus  dem  Kontinuum  herausgeschnittenen  Teil  F,  entstehen.  Wegen 
der  Willkür  des  Bereiches  F^  kann  man  dann  bekanntlich  aus  (10) 
die  Gleichungen  (5a)  gewinnen  (vgl.  IV  23,  Midler-Timpe,  p.  23). 

Geht  man  in  ähnlicher  Weise  von  einer  starren  Drehung  eines 
Teilbereiches  F^  mit  den  Komponenten  qz  —  ry,  rx- — pz,  py  —  qx 
aus,  so  folgen  drei  Gleichungen: 

(11)  fjji^(^y-  Y'z)  +  Y-Z^ ]  dr,+fJlZjj-Yy)dS,=0  (X,  Y,Z). 
ii\)  Vi) 

Das  stimmt  nur  dann  mit  dem  auf  F^  als  starren  Körper  angewandten 
Flächensatz  überein,  wenn  man  den  Momenten  der  räumlich  verteilten 
Kräfte  X,  Y,  Z  und  der  Flächenkräfte  X,^,  Y"„,  Z^  noch  ein  direkt 
am  Volumelement  angreifendes  Drehmoment  entgegengesetzt  gleich 
dem  Vektorbestandteil  (2')  der  Spannungsdyade  hinzurechnet.  Postu- 
liert man  also  den  Flächeusatz  in  der  üblichen  Form,  dass  die  Summe 
der  Momente  der  Volumen-  und  Flüchenkräfte  verschwindet,  so  folgt 
daraus  unmittelbar  die  Symmetrie  der  Spannungsdyade.^") 

30)  Diese  Forderung  hat  G.Hamel^^)  als  „BoUzmannsches  Axiom"  unter 
seine  Axiome  der  Mechanik  der  Volumenelemente  aufgenommen. 
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In  nahem  Zusammenhange  mit  diesen  Tatsachen  steht  eine  andere 
Auffassung  des  Prinzipes  der  vii-tuellen  Verrückungen,  die  von  vorn- 
herein nur  die  eigentlichen  Kräfte,  die  Massenkräfte  X,  Y,  Z  und  die 
Flächenkräfte  X,  Y,  Z,  als  gegeben  betrachtet;  es  ist  die  folgende 
leichte  Fortbildung  der  Formulierung  von  G.  Pioln^^):  Für  das  Gleich- 
gewicht ist  notivcndiy,  dass  die  virtuelle  Arbeit  der  amiefiihrten  Kräfte 


fff(- 


'Xdx+  Ydy-\-  Zdz)dr  +  Jj  {XÖx +Y Öy -^  Z dz)dS 

verschivindet  für  alle  rein  translatorischen  virtuellen  VcrrüchüKjen  des 
ganzen  Bereiches  V.  Drückt  man  diese  Nebeubedingung  für  die  Ver- 
rückungen, nämlich  durch  die  9  partiellen  Differentialgleichungen  aus: 

dSx ^     ddx^ ^  cSz ^ 

dx  '     dy  '  '  '  ''    c:  ' 

so  kann  man  nach  dem  bekannten  Kalkül  der  Variationsrechnung 
9  zugehörige  Lagrangesche  Faktoren  —  X^,  —  X  ,  .  .  .,  —  Z.  ein- 
führen und  erhält  dann  genau  die  Gleichung  (4)  des  alten  Prinzips, 
wobei  sich  also  die  Komponenten  der  Spannungsdyade  als  Lagrangesche 
Faltoren  geuisser  Siarrheitshedingnngen  erweisen.  Sie  werden  natürlich 
durch  dieses  Variationsprinzip  nicht  bestimmt,  spielen  vielmehr  genau 
die  gleiche  Rolle  wie  die  inneren  Spannungen  in  den  statisch  un- 
bestimmten Problemen  der  Mechanik  starrer  Körper.^-) 

Stellt  man  die  gleiche  Forderung  für  alle  starren  Bewegungen 
von  V  überhaupt  (statt  nur  für  die  Translationen),  so  erhält  man 
genau  den  in  IV  23,  p.  23  wiedergegebenen  P/o7rtschen  Ansatz,  der 
gemäss  den  6  Nebenbedingungeu  nur  6  Lagrangesche  Faktoren  und 
damit  eine  symmetrische  Spannungsdyade,  liefert. 

3  e.  Zwei-  und  eindimensionale  Kontinua  im  dreidimensionalen 
Räume.  Alle  diese  Ansätze  lassen  sich  unmittelbar  auch  für  die  am 
Ende  von  Nr.  2  berührten  zwei-  und  eindimensionalen  Kontinua,  die 
im  dreidimensionalen  Räume  gelegen  sind,  aufstellen.'^)  Die  einzige 
Modifikation  ist,  dass  sich  die  Dimension  der  Integratiousgebiete  ändert, 
imd  dass  statt  der  Ableitungreu  der  virtuellen  Yerrückunsjen  nach  den 
drei  Raumkoordinaten  diejenigen  nach  den  zwei  bzw.  der  einen  Koor- 
dinate innerhalb  des  deformierten  Mediums  eingehen. 


31)  Modena   Mem.  -24,   parte  1  (1S48),   p.  1;   vgl.   IVC.i,    Xr.  3b.    MüUcr- 
Timpe. 

32)  Vgl.   auch   IV  G,   Xr.  26  (Stäckel),   p.  5.50   und   IV  23,   Xr.  3b    {Miiller- 
Timpe),  p.  24. 

33)  Für   eine   Reihe   besondorcr  Probleme   linden   sich    auch   diese  Ansätze 
schon  in  Lagrange,  M^can.  anal.;  s.  1.  part ,  sect  IV,  Nr,  25flF.;  sect.  V,  chap.  III. 


8e.  Zwei-  und  eiiulimenaioualc  Kontinua  im  dreidimensioualen  Räume.     ^21 

Betrachten  wir  im  einzeliion  zunächst  ein  ziveidimensionales  Kon- 
thumm,  das  im  defürmierten  Zustande  ein  einfach  zusammenhängen- 
des Flächonstück  S  mit  der  Kandkurve  C  bildet;  auf  S  sei  ein  —  der 
Einfachheit  halber  —  ort/iof/onales  Parametersystem  u,  v  festgelegt, 
Längen-  und  Flächenelement  sei  durch 

ds^  =  E  du^  +  G  dv\    dS  =  h  du  dv,     h  =  YEG 

gegeben,  und  es  bezeichne  q  die  Flächendichte  der  Massenbelegung. 
Dann  betrachten  wir  die  virtuelle  Arbeit: 

{S]fx,jz\  {C)(xyz\ 

\XYZ)  \XYZ) 

Hier  bedeuten  X,  Y,  Z,  X,  Y,  Z  die  Komponenten  der  au  der  Massen- 
einheit innerhalb  S  bzw.  an  der  Längeneinheit  auf  C  angreifenden 
Kraft,  über  die  Grössen  X^,  .  .  .  aber  lassen  sich  ganz  analoge  Aus- 
sagen entwickeln,  wie  oben  über  X^,  .  .  .;  sie  bewirken  einerseits  ge- 
wisse an  den  auf  S  gelegenen  Massen  angreifende  Kräfte,  andererseits 
einen  innerhalb  >S'  herrschenden  Spannungszustand  derart,  dass  auf 
jedes  in  S  gelegene  Linienelement  vermöge  des  Spannungszustandes 
auf  einer  Seite  pro  Längeneinheit  eine  Kraft 

(13)  Xy  =  Xu  cos  (v,  u)  +  Xg  cos  (v,  v) 

wirkt;  hierin  bedeutet  n  die  innerhalb  S  gelegene  nach  der  betrach- 
teten Seite  hin  weisende  Xormalenrichtung  des  Elementes. 

Für  ein  Medium,  das  alle  stetigen  Verrückungen  zulässt,  kann 
man  die  Bedingung  ÖÄ==Ö  des  Prinzips  der  virtuellen  Verrückungen 
in  6  Gleichgewichtsbediugungen^^)  auflösen,  indem  man  dA  durch  die 
bekannten  Methoden  der  partiellen  Integration  umformt: 

(14a)      i.(^^Ä.4_^_^^|^)_|_^X=0     auf  5         (X,  F,  Z), 

(14b)        X„  cos  vu  -f  X,  cos  vv  =  X     auf  C        (X,  T,  Z); 

hier  bedeutet  v  diejenige  Richtung,  die  innerhalb  der  Fläche  S  nor- 
mal auf  C  steht  und  von  dem  betrachteten  Flächenstück  abgewandt 
ist.  —  Auch  diese  Gleichungen  kann  man  leicht  auf  die  Anfangspara- 
meter a,  h  transformieren,   wenn   man   von   dem  transformierten  Aus- 


34)  Die  allgemeine  Fcrm  dieser  Gleichungen  unter  den  verschiedensten  Auf- 
fassungen geben  E.  und  F.  Cosserat,  Corps  deform.,  chap.  III,  übrigens  sogleich  für 
den  Fall  orientierter  Teilchen  (s.  Nr.  4b;  vgl.  auch  IV  11,  Xr.  20,  K.  Heun).  Über 
die  seit  Lapranges  Ansätzen  ^^)  behandelten  speziellen  Probleme  vgl.  ausserdem 
IV  6,  Nr.  24,  Stäckel. 


622     IV  30.    E.  HelHnr/er.    Die  allgemeinen  Ansätze  der  Mechanik  der  Kontinua. 

druck  der  virtuellen  Arbeit 

(15)  SÄ  ^Jj2  (..X- (x/^+  X,^;^) ) äaäl  +f^XÖ.^Js, 

\X  YZj  \x  yy.) 

ausgeht^  wobei 

durch  Vergleich  mit  (13)  ergiebt  sich,  dass  Xa,  .  .  .  die  vermöge  des 
Spannungszustandes  auf  Linienelemeute  a  ==  const,  b  =  const  wirken- 
den Kräfte  bedeuten,  berechnet  auf  Längeneinheiten  in  der  a-&- Ebene. 
Ganz  analog  gestaltet  sich  alles  bei  eindimensionalen  Kontinuis.^^) 
Ist  .9  (0  ^  s  ^  l)  die  Bogenlänge  auf  der  in  deformierter  Gestalt  gebil- 
deten Kurve,  so  hat  man 
i 

(17)        llA=J'2[oXSx  -  X,-\';-]ds  +  [^Xdxlll, 

0    fxi,z\  (xijz\ 

U  YZ)  \X  YZ) 

WO  die  Bedeutung  der  einzelnen  Größen  sieh  ganz  wie  soeben  ergiebt, 
und  bei  willkürlichen  stetigen  Variationen  lauten  die  Gleichgewichts- 
bedingungen 

(18a)  ^^  +  ^X  =  0   für   0<s<Z         {X,Y,Z) 

(18b)  X,  =  X    für   s  =  0,  s  =  l         (X,  Y,  Z). 

Auch  hier  ist  es  mitunter  zweckmässig,  unter  Benutzung  der  Formel 

(19)  ^^^/sioo-«— A^.tj"«+[2'^H:::"  ^-^^^ 

\X  Yz)  \X  YZJ 

den  Anfaugs])arametor  a  als  Unabbängige  einzuführen. 

4.    Erweiterungen  des  Prinzipes  der  virtuellen  Verrückungeu. 

4  a.  Auftreten  höherer  Ableitungen  der  Verrückungen.  Man 
kann  an  dem  in  Nr.  3  formulierten  Ausatz  des  Prinzipes  der  virtuellen 
Verrückungen  noch  eine  Reihe  von  Erweiterungen  anbriugeu,  die  es 
erst  in  weitestem  Masse  befähigen,  alle  in  der  Mechanik  der  Kon- 
tinua auftretenden  Gesetze  zu  umfassen.  Am  nächsten  liegt  es.  in  die 
virtuelle  Arbeit  pro  Volumenelement  eine  Linearform  der  18  ztccitni 

Ähleitumjen  der  virtuellen  Verrücknngen    „   ^,  ...    aufzunehmen.    In 

c'.v-  ' 

der    Tat    haben    Probleme,    bei    denen    es   sich   als  nötig  erwies,    die 


85)  Vgl.  1<J.  und  F.  Cosserat,  Corps  döforniables,  chap.  II  sowie  IV  11.  Nr.  IJ) 
(A'.  Seun)  und  IV  6,  Nr.  23  (P.  Stäckcl}. 
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Euergiefunktioncn  von  eleu  zireitcn  Ableitungen  der  Deformations- 
fuuktionen  abhäuten  zu  lassen,  auf  hierhin  gehörende  Ausdrücke  ge- 
führt; in  erster  Linie  kommt  dies  für  die  ein-  und  zweidimensionalen 
Kontinua  (Drähte  und  Platten)  in  Betracht.  ^^) 

Eine  eingehende  Behandlung  dieses  Ansatzes  vom  allgemeinen 
Standpunkte  aus  scheint  nicht  vorzuliegen,  und  sie  erübrigt  sich  durch 
die  Bemerkung,  dass  man  durch  partielle  Integration  die  neuen  Zu.satz- 
glieder  des  Volumenintegrals  auf  Glieder  zurückführen  kann,  die  ledig- 
lich die  ersten  Ableitungen  der  öx,  dy,  dz  enthalten;  die  neuen  Wir- 
kungen im  Innern  des  Körpers  ordnen  sich  also  dem  alten  Begriff 
der  Spannungsdyade  ein.  Freilich  tritt  dabei  ein  Oberflächenintegral 
von  der  Gestalt 

{!>)'  (xyz\ 

neu  hinzu,  das  einmal  das  Vorhandensein  einer  Oherflächenspannung 
beweist,  wie  sie  in  Nr.  3e  bei  einem  selbständig  existierenden  zwei- 
dimensionalen Kontiuuum  betrachtet  wurde,  darüber  hinaus  aber  im 
allgemeinen  noch  in  (12)  von  Nr.  3e  nicht  enthaltene  Terme  besitzt, 
die  von  den  Ableitungen  der  dx,  .  .  .  normal  zur  Fläche  abhängen. 
Diese  neuen  an  der  Oberfläche  angreifenden  Spannungswirkungen 
scheinen  noch  keine  Anwendung  gefunden  zu  haben,  während  jene 
anderen  Glieder  lediglich  zu  den  alten  Randbedingungen  (5b)  von 
Nr.  3  einen  Beitrag  von  der  Form  der  in  (14  a)  auftretenden  Glieder 
liefern  und  allenfalls  an  Grenzlinien  oder  Unstetigkeitslinieu  der  Ober- 
fläche noch  Linienkräfte  vom  Typus  (14b)  ergeben. ^^) 

4  b.  Medien  mit  orientierten  Teilchen.  Dehnen  wir  ferner  unsere 
Betrachtungen  auf  die  in  Nr.  2  b  definierten  Medien  mit  orientierten 
Teilchen  aus,  so  muss  die  neue  Annahme  in  Kraft  treten,  dass  auch 
hei  jeder  virtuellen  Rotation  des  Kontimmms  eine  virtuelle  Arbeit  ge- 
leistet ivird,  die  eine  lineare  homogene  FanJction  der  Gesamtheit  der  Werte 
der  Botationsliotnponenten  Ötc,  ök,  öq  ist,  und  für  die  wir  den  Nr.  3,  (1) 
analogen  Ansatz  machen: 


(2)  [ff Q{Ld:i -^31071 -{-XdQ)dV-{-  ff{Ldjt  -\-  Mdz  +  N8Q)dS 


36)  Vgl.  die  Erörterungen  der  Potentialansätze  in  Nr.  7  a,  p.  645  sowie  auch. 
Nr.  8  a,  p.  660. 

37)  Vgl.  unten  Xr.  12. 
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Hieran  kann  man  völlig  analoge  Erörterungen  wie  in  Xr.  3  a  schliessen, 
wobei  man  als  selbstverständlich  wieder  die  Voraussetzung  der  End- 
lichkeit und  Stetigkeit  der  15  neu  auftretenden  Koeffizienten  über- 
nimmt. Zunächst  stellen  L,  M.  y  bzw.  L,  M ,  N  die  Komponenten 
je  eines  axialen  Veldors  dar,  der  als  das  auf  eine  Stelle  innerhalb  des 
Körpers  (pro  Masseneinheit)  bzw.  auf  eine  Stelle  der  Obei-fläche  (pro 
Flächeneinheit  berechnete)  DrehniO)nent  aufzufassen  ist:  denn  in  der 
Tat  haben  wir  hier  eine  Kraftwirkung  von  genau  der  in  der  Mechanik 
starrer  Körper  so  bezeichneten  Art.  Die  9  Grössen  L^,  .  .  .,  N,  weiter- 
hin verhalten  sich  bei  Koordinatentransformationen  wie  die  Kompo- 
nenten einer  Dyade  mit  der  Modifikation,  dass  sie  bei  Spiegelungen  das 
Vorzeichen  wechseln'***);  ihre  Bedeutung  kann  man  darin  finden,  dass 

(3)         L^  =  L^  cos«^  -|-  Ly  cos  ny  -\-  Z,  cos  nz        {L,  31,  Z) 

die  Komponenten  des  Drehmoments  darstellt,  das  auf  ein  Flächeu- 
element  durch  die  auf  der  Seite  der  positiven  Xormalenrichtung  n 
gelegene  Materie  ausgeübt  wird,  berechnet  auf  die  Flächeneinheit. 

Wir  übernehmen  nun  das  Prinzip  der  virtuellen  Verrückungen 
für  das  neue  Kontinuum  in  der  erweiterten  Form,  dass  in  der  durch 
die  6  Funktionen  Nr.  2,  (1)  utid  (9)  heschriehenen  Gleichgewichtslage 
die  durch  (2)  ergänzte  virtuelle  Arbeit  für  jedes  zulässige  System  virtueller 
VcrrücJcungcn  verschivinden  soll.  Für  das  völlig  frei  stetig  deformier- 
bare Kontinuum,  für  das  auch  die  Axenkreuze  unabhängig  von- 
einander und  von  der  Grösse  der  Verrückungen  drehbar  sind,  sind 
dann  dx,  .  .  .,  Ön,  ...  6  völlig  Avillkürliche  stetige  Funktionen,  und 
durch  Wiederholung  der  tlberlegungen  von  Xr.  3c  findet  man,  dass 
die  dort  aufgestellten  Bedingungen  (5)  ungeändert  bleiben  und  nur 
durch  folgende  zuerst  von  W.  Voigt^^)  aufgestellten  und  neuerdings  in 
dem   Cosse7'atsch.ea  Werke ■^'^)    ausführlich    betrachteten    2   Gleichungs- 


38)  Für  Tensorkoiupouenteu  ^_d.  h.  bei  einer  symnietris^clien  Dyade)  hat 
W.  Voigt  (vgl.  Lehrbuch  der  Kvistallphysik,  Leipzig  1910,  p.  132  flF.)  das  ent- 
sprechende Verhalten  durch  das  Beiwort  axial  ausgedrückt,  gegenüber  polaren 
Tensoren,  deren  Komponenten  bei  Inversion  ihr  Vorzeichen  nicht  wechseln. 
Man  vergleiche  über  diese  Klassifikation  auch  die  in  18)  zitierte  Litteratur. 

39)  Gott.  Abliandl.  34  (1887),  p.  11,  wo  Voigt  an  die  Poissonschen  Vor- 
stellungen^) anschliesst.  Vgl.  auch  das  Referat  in  Voigts  Vortrag  auf  dem  iu- 
ternat.  Physiker-Kongress  in  Paris  1900  (^Rapp.  prcs.  au  cougr.  T.  I,  p.  "277  =  Gott. 
Nachr.,  math.-phys.  Kl.  1900,  p.  117)  und  die  von  direkter  Bezugnahme  auf 
Molekularvorstellungen  freie  Darstellung  in   Voigts  Kompendium  I,  p.  'Jütfif. 

40)  i'.  u.  F.  Cosscrat,  Corps  duform.,  chap.  IV,  inbes.  p.  137.  Vgl.  auch  IV  11, 
Nr.  21,  K.  Hcun. 
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tripel  zu  ergänzen  sind'*^): 

(4a)  '^  +  '^J  +  '^;  +  c,L  =  0     in   V        {L,  M,  N), 

(4  b)     L^  cos  nx  -\-  L  cos  ny  -\-  L.  cos  712  =  L     .luf  S         (L,  M,  S ). 

Auch  diese  Gleichungen  kann  man  wieder  auf  die  Anfajigspara- 
raeter  «,  h,  c  transformieren,  indem  man  die  virtuelle  Arbeit  der  inneren 
Fläehenmoniente  auf  die  Form 

(^')     -f.ffin  ^-^- + i-aF + ^.  lyy« 

\lmn) 
transformiert,  wo 

(5)        A  .  Z,  =  i,  II  +  X,|f  +  Aal         (^'  ^^'  ^5  ^,  2/,  ^) , 

und  wo  L^j  M^,  N^  das  auf  ein  Element  der  Fläche  a  =  const  wir- 
kende, auf  die  Flächeneinheit  im  undeformierten  Zustande  berechnete 
Drehmoment  bedeuten.  An  die  Stelle  von  (4)  treten  dann  neben 
Nr.  3,  (9)  die  Gleichungstripel^^): 

<^6^)         '^  +  ^'  +  'sc   +  ^0^  =  ^'    in   r       (X,  M,  N), 

(6b)    L^  cos Uqü  -f-  Lf^  cos n^h  -\-  L,  cos  77^0  =  IL    auf  S     (L,  21,  N). 

Auch  hier  kann  man  wieder  den  Zusammenhang  mit  den  Gleich- 
gewichtsbedingungen am  starren  Körper  erhalten,  indem  man  einmal 
von  einer  Translation,  dann  von  einer  Rotation  eines  aus  V  heraus- 
geschnittenen und  starr  gedachten  Teilbereiches  V^  ausgeht,  inner- 
halb dessen  man  sich  nun  auch  die  Axenkreuze  starr  mit  dem  Kon- 
tinuum  verbunden,  also  parallel  mit  sich  fortgeführt  bzw.  starr  mit- 
gedreht denkt;  approximiert  man  diese  unstetige  Verrückung  genau 
wie  in  Xr.  3d  durch  stetige  virtuelle  Verrückuucren ,  so  findet  mau 
einmal  ungeäudert  die  Gleichungen  Nr.  3  (10)  des  Schwerpunktssatzes 
wieder,  dann  aber  an  Stelle  der  Formeln  (11)  drei  Gleichungen 


(f'l) 


41}  Diese  Gleichungen  sind,  abgesehen  von  der  Festsetzung  der  Vorzeichen, 
noch  insofern  von  denen  von  Voigt  und  Cosserat  verschieden,  als  dort  das  ge- 
samte auf  ein  Teilchen  wirkende  Drehmoment  qL-\-  Y,  —  Z  ,  .  .  .  mit  einem 
Buchstaben  bezeichnet  ist. 

42)  In  etwas  verschiedener  Bezeichnung  bei  E.  u.  2*.  Cosserat,  Corps  defor- 
mables,  p.  132. 
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die  den  Flächensatz  unter  den  jetzt  stattfindenden  Umständen  aus- 
drücken. Aus  diesen  6  Integralbedingungeu,  die  für  jeden  Teilbereich 
Fj  gelten  sollen,  kann  man  wieder  die  Gleichgewichtsgleichungen  (4) 
herleiten.  ^^) 

Sind  die  Dreikante  nicht  mehr  frei  beweglich,  so  modifizieren 
sich  die  Gleichgewichtsbedingungen  (4)  und  Nr.  3,  (5),  da  man  dann 
die  beiden  Summanden  (2)  und  Nr.  3,  (1)  der  virtuellen  Arbeit  nicht 
mehr  gesondert  behandeln  darf.  Es  sei  hier  nur  auf  den  Fall  hin- 
gewiesen, dass  die  Axen  des  Dreikants  fest  mit  dem  Medium  ver- 
verbunden sind;  dann  wird  eine  jede  virtuelle  Verrückung  eine  Ver- 
drehung der  Dreikante  mit  den  Grössen  Nr.  2,  (4')  als  Komponenten 
zur  Folge  haben,  und  daher  werden  insbesondere  neue  Glieder 
zu  den  Komponenten  der  Spannungsdyade  additiv  hinzutreten.  Man 
hat  das  benutzt,  um  auch  unter  Verwendung  einer  symmetrischen 
Spannungsdyade  (X  —  Y^,  .  .  .)  das  Auftreten  von  Drehmomenten  zu 
deuten.  ^^) 

Bei  2wei-  und  eindimensionalen  Medien  mit  orientierten  Teilchen 
(s.  Nr.  2  c)  ergiebt  sich  ganz  analog,  dass  bei  Verwendung  der  früheren 
Bezeichnungen  zu  der  virtuellen  Arbeit  für  die  Fläche  ^^Nr.  8e,  (12)) 
der  Summand 

(8)  JJ^[,LÖ.  -  (^-^"  +  A-^-)),/5  +J2-L^.äs, 

\lnm)  \lmx) 

für  die  Kurve  (Nr.  3e,  (17))  ein  entsprechender 

a    (  7Ty.Q\  (  nxo\ 

\LMNJ  \LMyJ 

hinzutritt;  demgemäss  erhält  man  im  ersten  Falle  neben  Xr.  3e,  (14;) 
noch  die  Gleichgewichtsbedingungen '*^) 

(10)         ''^     cu      ^      dv     )^^  (^L.M.y), 

Z/,^  cos  vu  -{-  L^  cos  vv  =  L      auf  G 


43)  So  gebt   Voüjt,  Kompendium  I,  j«.  '219  vor. 

44)  Siebe    etwa    J.  lAirmor,    London    matb.    Soc.   Proc.   23   !  189-2),    p.  127, 
Comhcbiac,  Bull.  soc.  de  matli.  30  (1902),  p.  108,  242. 

45)  Vgl.  F.  und  F.  Cosscrat,  Corps  deform.,  chap.  III,  sowie  IV  U,  Nr.  20 
(/vT.  Heun). 
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im  zweiten  Fiille  neben  Nr.  3e,  (18))  noch  diejenigen^^) 

^/'''+pL==0      im-0<s<l  ...... 

(11)  ds   ^^^  ^  (L,3I,N). 

L.  =  L  für  .s  =  0,  6'  =  i( 

Auch  die  Deutung  der  L^,  ...  als  spezifi.sclie  Drehmomente  bezogen 
auf  den  deformierten  Zustand  ergiebt  sich  analog  zu  Nr.  3e;  sie 
hängen  mit  den  entsprechenden  auf  den  undeform ierten  Zustand  be- 
zogenen Grössen  zusammen  durch  Gleichungen  vom  Typus 

(12)  h  w       '  L^^  =  L-. h  ^6  5T      bzw.      L.-r-  =  Jj,^ . 

4  c.  Auftreten  von  Nebenbedingungen.  Bisher  wurde  das  Prinzip 
der  virtuellen  Verrückungen  vorzugsweise  auf  solche  Fälle  angewandt, 
in  denen  das  Kontinuum  in  jeder  möglichen  Weise  stetig  deformier- 
bar war.  In  der  Formulierung  des  Prinzipes  sind  aber  unmittelbar 
auch  solche  Kontinua  umfasst,  deren  BeiveglicJtleit  clurcJi  Bedingungen 
irgendwelcher  Art  heschränM  ist,  und  tatsächlich  betreffen  gerade  einige 
der  ersten  Probleme  der  Mechanik  der  Kontinua,  die  Lagronge^'^)  be- 
handelt hat,  solche  Fälle.  Diese  Bedingungen  drücken  sich  in  erster 
Linie  durch  Gleichungen  für  die  die  Deformation  beschreibenden  Funk- 
tionen (1),  (9)  von  Nr.  2  aus,  in  welche  übrigens  neben  den  Funk- 
tionen selbst  auch  ihre  Ableitungen  nach  a,  h,  c  eingehen  können; 
typisch  ist  eine  Gleichung 

(13)  co{a,h,c-  x,y,2;  x^,  . . .,  2^-  X, ^u,v]  X„,  . . .,  v;)  =  0,  wo  x^  =  ^,... 

für  jeden  Punkt  des  Bereiches  V^,  doch  kann  man  ähnliche  Glei- 
chungen auch  nur  für  Teilbereiche,  Grenzflächen  oder  dgl.  aussprechen. 
In  jedem  Falle  werden  dadurch  die  möglichen  Deformationen  bzw. 
die  möglichen  Verdrehungen  der  adjungieiten  Dreikante  eingeschränkt, 
oder  es  werden  auch  bestimmte  Beziehungen  zwischen  Verdrehung 
des  Dreikants  und  Deformation  gefordert  (z.  B.  eine  bestimmte  Orien- 
tierung der  Dreikante  gegen  den  Raum  oder  gegen  das  Medium;  vgl. 
oben  S.  626);  das  Auftreten  von  «,  h,  c  in  (13)  besagt,  dass  die  Art 
der  Bedingung  von  Teilchen  zu  Teilchen  wechseln  kann.  Setzt  man 
nun   in    (13)    die   variierte   Deformation  Nr.  2,  (3)  bzw.  (10)   ein,  so 


46)  7gl.  F.  und  E.  Cosserat,  Corps  deform.,   chap.  II,  sowie  IV  11,  Nr.  19 
{K.  Heun). 

47)  Mecan.  anal.,  1.  Part.,  Sect.  Y,  Chap.  III  (unausdehnbarer  Faden  u.  dgl.), 
Sect.  VIII  (inkompressible  Flüssigkeit). 
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ergiebt  sich  durch  Differentiation  nach  6 

CO}  ^        I     3(0  ^        ,    c(o 

H 


(14)   ö.^2(fj.  +  -  a.„  +  1^ dx,  +  llö.) 


•6 


und  da  nach  Nr.  2,  S.  608  die  8x^,  . ..  mit  den  Ableitungen  der  dx,  . .. 
übereinstimmen,  liegt  hier  eine  lineare  homogene  Bedingung  für  die 
viHuellen  Verrüclmngen  vor. 

Das  Prinzip  der  virtuellen  Verrüclcungen  fordert  dann,  dass  ÖA 
für  alle  (14)  genügenden  Funktionen  Öx,  .  .  .  verschwindet,  und  das 
kann  man,  wenn  die  Gleichungen  (14)  nicht  zufällig  die  Elimination 
einer  der  Verrückungskomponeuten  gestatten,  durch  Einführung  eines 
Lagrangeschen  Faktors*^)  X  in  die  Form 

(15)  ö\rl  +  rr/^^<5«  (^F=  0     für  alle     dx,... 

umsetzen,   die  genau  der  des  ursprünglichen  Prinzipes  entspricht;   an 

Stelle  des  Raum  integrales  treten  event.,  wenn  (13)  nur  längs  einzelner 

Flächen    oder  Kurven  bestehen   soll,   oder  das  Kontinuum  überhaupt 

nur   eine   Fläche   oder  Kurve   erfüllt,   Flächen-    oder   Kurvenintegrale. 

Über  die  Bedeutung   des  Faktors  \  als  „Druck"  wird  später  (Xr.  8b, 

S.  662)  noch  zu  sprechen  sein. 

Endlich    ist   noch    der  Möglichkeit   zu   gedenken,   die   gleichfalls 

aus    der   Mechanik    diskreter    Systeme    wohlbekannt    ist,    dass    ,.ein- 

seitige"  Nebenhedingungen  auftreten,  die   die  Form  von   Ungleichiotgen 

haben  —  sei  es  z.  B.,  dass  die  Grenzfläche  des  Kontinuums  in  ihrer 

Beweglichkeit  nur  nach  eir.er  Seite  hin  eingeschränkt  ist,  sei  es  dass 

die   Deformationsgrössen  im   Inneren   orewissen  Ungleichungen   unter- 
em o  D  O 

liegen  (man  denke  etwa  an  Körper,  die  keine  Kompression  über  eine 
gewisse  Grenze  hinaus  gestatten,  oder  ähnliche  Festsetzungen).  Dann 
wird  auch  hier  das  Gleichgewicht  gegeben  durch  die  Fouriersche 
Formulierung^^)  des  Prinzips  der  virtuellen  Verrückungen,  dass  näm- 
lich für  jedes  den  Nebenbedingungen  genügende  System  von  virtuellen 
VeiTÜckungen  die  virtuelle  Arbeit  negativ  oder  XuU  ist: 
ÖÄ  £  0. 

48)  Die  Behandlung  mehrdimensionaler  Variationsproblenic  mit  dieser 
Methode  wurde  von  Lagrange  an  den  in  47)  genannten  Problemen  das  erste 
Mal  entwickelt;  vgl.  IIA8,  p.  622,  Kncser. 

49)  Vgl.  IV  1,  Nr.  34,  Voss;  die  Formulierung  bei  Gau^  (Principia  generalia 
theoriae  figurae  fluidorum  in  statu  aequilibrii,  (lOlt.  Coniment.  reo.  7  ^^liSSU")  = 
Werke  ö,  p.  35,  deutsch  von  li.  H  Weber  in  Ostwald's  Klassiker  der  exakten  Wiss. 
Nr.  135,  Leipzig  1903)  berücksichtigt  von  vornherein  die  Ausdehnung  auf  Kontiuua. 
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II.  Die  Gruiidaiisätze  der  Kinetik. 

5  a.  Dio  Bewegungsgleichungen  des  Kontinuums.  Aiafgabe  der 
Kinetik  ist  festzustellen,  welche  Bewegung  in  dem  bisher  betrachteten 
Kontinuum  eintritt,  wenn  irgendwie  in  der  Zeit  gegebene  Kraftwir- 
kungen in  ihm  stattfinden,  oder  umgekehrt,  welche  Wirkungen  zur  Auf- 
rechterhaltung einer  bestimmten  Bewegung  notwendig  sind.  Dabei  sind 
die  Wirkungskomponenten  wie  in  der  Statik  als  Koeffizienten  des 
Arbeitsausdruckes  ÖÄ  gegeben  gedacht,  während  die  Art  ihrer  Ab- 
hängigkeit von  den  Bewegungsfunktionen  zunächst  offen  bleibt. 

Wir  befassen  uns  vorerst  nur  mit  den  gewöhnlichen  in  Nr.  3 
betrachteten  Medien.  Der  Übergang  von  der  Statik  zur  Kinetik  kann 
dann  genau  wie  in  der  Mechanik  der  diskontinuierlichen  Systeme 
mit  Hilfe  des  (T Älemhertschen  Prinzips  (vgl.  IV  1,  Nr.  36,  Voss)  ge- 
schehen; seine  Übertragung  auf  kontinuierliche  Systeme  bietet  sich  fast 
von  selbst  dar,  wenn  man  sich  wie  in  der  Statik  (S.  616)  von  dem 
Gedanken  eines  Grenzüberganges  zum  Kontinuum  leiten  lässt,  bzw. 
direkt  im  Sinne  der  Analogie  zwischen  Punktsystemen  und  Kontinuis 
vorgeht.  Von  diesen  Gesichtspunkten  aus  hat  bereits  Lagrange-'^)  die 
von  ihm  behandelten  Probleme  der  Hydrodynamik  angefasst. 

Demnach  kann  man  ganz  entsprechend  der  von  d/Älembert^^)  selbst 
entwickelten  Auffassung  für  die  allgemeine  Mechanik  der  Kontinua 
das  folgende  Prinzip  aussprechen:  Befrachtet  man  die  während  der 
Bewegung  in  einem  bestimmten  Zeitmoment  auf  das  Quantum  F^  de^ 
Mediums  ivirlxenden  Kräfte  und  Spannungen,  so  befinden  sie  sich  im 
statischen  Gleichgewicht  im  früheren  Sinne,  ivofern  man  ihnen  an  jeder 
Stelle  noch  Kräfte  („TrägJieitslräfte")  hinzufügt,  deren  Komponenten  auf 
die  Masseneinheit  des  Kontinuums  berechnet  den  Komponenten  der  Bc" 
schleunigung  entgegengesetzt  gleich  sind: 

d^ „       o^y  _  „  ^Ji  _  "'^^) 

3^2—     Xj         ^^2—     y,         ^.  —  —  z.j 

Erweist  es  sich  auch  vielfach  als  zweckmässig,  diesen  Satz  als 
Axiom  an  die  Spitze  der  Kinetik  zu  stellen,  so  bleibt  die  Frage 
offen,  in  welche  unabhängigen  Bestandteile  mau  ihn  zerlegen  kann 
und  wie  weit  diese  von  den  statischen  Axiomen  unabhänsisT  sind  — 
eine  Frage,  die  in  genau  der  gleichen  Bedeutung  schon  in  der  Me- 
chanik  der   diskontinuierlichen   Systeme    auftritt.     Es    sei    daher    hier 


50)  Vgl.  insbesondere  M^c.  anal.,  2.  part.,  Sect.  XI,  §  I. 

51)  Traite  de  dynamique,  Paris  1743.    Vgl  IV  1    Voss,  p.  77  '*'*'). 

52)  Mit  Akzenten  werden  im  folgenden  stets  die  Ableitungen  der  Bewegungs- 
funktionen (1)  nach  t  bei  konstantem  «,  &,  c  bezeichnet. 
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nur  kurz  bemerkt,  daß  diess  cT Alemhertsche  Prinzip  einmal  die  wesent- 
lich dem  zweiten  iSW^öwschen  Axiom  äquivalente  Tatsache  enthält, 
dass  die  Beschleunigung  eines  frei  gedachten  Volumelementes  gleich 
der  Summe  aller  auf  dasselbe  wirkenden  Kräfte  ist,  daß  es  aber  anderer- 
seits —  worauf  G.  HameV-'^)  nachdrücklich  hingewiesen  hat  —  eine 
von  diesem  ersten  Bestandteil  logisch  durchaus  unabhängige  Aussage 
enthält:  Wirken  auf  ein  Kontinuum  solche  Kräfte,  dass  die  für  jedes 
Teilchen  nach  dem  zweiten  JVV'2fto>?schen  Gesetz  folgenden  Beschleu- 
nigungen mit  den  kinematischen  Bedingungen  des  Systemes  verträg- 
lich sind,  so  treten  diese  Beschleunigungen  auch  wirklich  ein. 

Führt  man  nunmehr  in  das  d' Älemherf sehe  Prinzip  das  Prinzip 
der  virtuellen  Verrückungen  als  Gleichgewichtsbedingung  ein,  so  er- 
hält man  das  von  Lagrange^^)  als  Grundfonnel  der  Dynamik  benutzte 
Vanationsprinzip.  Man  denke  sich  für  jeden  Moment  t  die  Bewegung 
wie  in  Nr.  2,  (6)  überlagert  mit  einer  unendlichkleinen  virtuellen  Ver- 
rückung, die  mit  den  im  Moment  t  für  das  Kontinuum  etwa  bestehen- 
den kinematischen  Bedingungen  verträglich  ist;  dann  muss  die  durch 
die  Trägheitskräfte  ergänzte  viHueUe  Arbeit  stets  vcrsclnvinden: 

(1)  -ffß(^x"dx  +  y"dy-{-z"öz)dV-\-dÄ  =  0, 

*(»■) 
und  dies  für  jeden  Zeitpunkt  t  des  Bewegungsverlaufes.    Im  Falle  eines 
beliebig  stetig  deformierbaren  Körpers  folgen  hieraus  unter  den  gleichen 
Annahmen   wie  in  Nr.  3  c  als   Gleichungen   der  Bewegung  für  jeden 
Punkt  des  Kontinuums  und  zu  jeder  Zeit: 

(2)  Qx  =qX-\-^+  g/  +  -.      \x,  r,  z. 

während  die  Randbedingungen  (5b)  von  Nr.  3  ungeändert  für  jeden 
Zeitmoment  t  bestehen  bleiben.  Diese  Gleichungen  bestimmen  die 
Bewegung  wiederum  erst  dann,  wenn  der  Zusammenbang  der  Kraft- 
und  Spannungskomponenten  mit  den  Bewegungsfunktionen  festgelegt  ist. 
Was  nun  die  Berücksichtigung  kinematischer  Nebenbedingungen 
anlangt,  so  beziehen  wir  uns  hier  ausschliesslich  auf  den  Fall  sog.  Jtolo- 
riomer  Bedingungen,  die  lei)fe  zeitlichen  Ableitungen  der  Bewegungs- 
funktionen enthalten. ^^)  Eine  solche  Bedingung  unterscheidet  sich   von 

63)  G.Hamel,  Math.  Ann.  G6  (1908),  p.  3.i4;  p.  ;^86  ist  die  Unabhängigkeit 
für  die  Mechanik  starrer  Körper  durch  ein  Beispiel  gezeigt;  vgl.  auch  die  aus- 
führlichere Darstellung  in  Jlaineh  Elementarer  Mechanik,  p.  30Gf. 

54)  Mec.  analyt.,  2.  part.,  Sect.  II. 

55)  Will  man  Probleme  mit  uidiiholonomoi  Bodingungsglcichunüreu  mit 
dem  d' Ahmbertfichen  Prinzip  behandeln,  so  muss  man  in  der  Mechanik  der 
Kontinua  wie   bereits   in   der  Punktmecbauik   davon   absehen,  dass  die  variierte 
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der    in    Nr.  4:C   betrachteten    Form    nur   durch    das   explizite  Auftreten 

von  t: 

(8)  (o{a,  h,  c-  x,y,  Z]  x^,  .  .  .,  z^-,  t)  =  0. 

Für  die  virtuellen  V'errückungen  kommt  nun  nur  die  Form  dieser 
Bedingung  zur  Zeit  t  iu  Betracht;  die  variierte  Lage  soll  (für  beliebig 
kleine  d)  der  Bediuguuy  (3)  für  den  betrachteten  festen  Wert  von  t 
genügen,  so  daß  durch  Differentiation  nach  a  (,^ Variation  der  Be- 
wegung bei  festem  f)  folgt 

(3')  2^t:^-+2'£*^»  =  "  miedest. 

(xyz)  {ry:,  abc) 

Hieraus  ergeben  sich  wie  in  Nr.  4  c  angedeutet  die  Bewegungsglei- 
chungen. 

5  b.  Übergang  zu  dem  sog.  Hamiltonschen  Prinzip.  Man  kann 
nun  auch  weiterhin  ganz  analoo-  bekannten  Entwicklungen  der  Punkt- 
mechanik  das  d^ Aleniberhohe  Prinzip  in  andere  die  Bewegung  be- 
stimmende Yariationsprinzipe  umformen;  insbesondere  handelt  es  sich 
hier  darum,  die  von  der  Bewegung  (den  Trägheitskräften)  herrühren- 
den Glieder  in  die  Variation  eines  einzigen  für  jeden  Bewegungsvorgang 
bestimmten  Ausdruckes  überzuführen. 

Grundlegend  sind,  wie  bei  Layrange'^^),  die  Identitäten 

x"  6x  ^=   ,    {x  '  dx)  —  d  {%x'')  {x,  y,  z), 

die  durch  wiederholte  Differentiation  aus  Nr.  2,  (^6)  nach  den  von- 
einander unabhängigen  Veränderlichen  6,  t  folgen.  Trägt  man  das  in 
(1)  ein  und  berücksichtigt,  daß  die  Operationssymbole  ^,  und  d  ohne 
Rücksicht  auf  den  Faktor  q  vor  das  Integral  gezogen  werden  können, 
da  nach  Einführung  der  a,  h,  c  als  Integrationsvariable  sowohl  der 
Integration sber eich  Vq  als  auch  der  verbleibende  Faktor  Qq  von  6 
und  t  unabhängicr  sind,  so  ergibt  sich 

(4)  -  ^  ffjQ^^'^^  ■dy+  ÖT-i-dÄ^  0, 

('■)  {xyz) 

Bewegung  für  kleine  ß  den  Bedingungen  genügt  —  vielmehr  wird  die  Bedingungs- 
gleichung für  die  Verrückungen  rein  formal  durch  Ersetzen  der  zeitlichen  Differen- 
tiation durch  die  Operation  3  gewonnen;  vgl.  unten  p.  633.  Man  vergleiche  hierzu 
rV  1,  Nr.  37,  38  {VosS'  und  die  dort  zitierte  Litteratur,  insbesondere  0.  Holder, 
Gott.  Nachr.,  math.-phjs.  Kl.  1896,  p.  141 — 143^  femer  die  seither  erschienenen 
Darstellungen  von  G.  Hamel,  Zeitschr.  Math.  Phys.  50  (1904),  p.  1  und  Math. 
Ann.  59  (1904),  p.  416. 

56)  M^can.  anal.,  2.  part.,  sect.  IV,  art.  3. 

Eucyklop.  d.  math    Wissensch.    IV  -2,  ii  42 
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wobei  zur  Abkürzung  die  gesamte  Jiinetische  Energie 

(Vo)  ixyz)  (Ko)  (xyz) 

eingeführt  ist.  Gl.  (4)  ist  die  von  G.  JSamel^'')  und  K.  Heun^)  unter  dem 
Namen  Lagrangesche  Zentralgleichung  als  Grundlage  der  Mechanik  der 
Systeme  mit  endlich  vielen  Freiheitsgraden  verwendete  Gleichung,  die 
also  auch  in  der  Mechanik  der  Kontinua  im  gleichen  Sinne  gilt^^), 
und  die  mit  (1)  völlig  äquivalent  ist:  die  Bewegung  erfolgt  so,  dass  für 
jede  mit  den  etwa  stattfindenden  Bedingungen  verträgliche  virtuelle  Ver- 
rückung in  jedem  Moment  die  zeitliche  Ableitung  der  virtuellen  Arbeit 
des  Impulses  (x, y, z)  pro  Masseneinheit  gleich  der  Summe  der  Variation 
der  Mnetischen  Energie  und  der  virtuellen  Arbeit  sämtlicher  Kraftwir- 
kungen  ist.^^) 

Betrachtet  man  nun  die  Bewegung  im  Zeitintervalle  ^o=^  =  ^i> 
so  gilt  (4)  für  jeden  Moment,  und  durch  Integration  nach  t  in  den 
Grenzen  t^,  t^  ergiebt  sich,  wenn  die  virtuellen  Yerrückungen  für  die 
Momente  t  ^  t^,  t^  gleich  Null  genommen  werden,  das  sog.  Hatnilton- 
sche  Prinzip  ^^) :  Lagert  man  über  die  Bewegung  des  Kontiyiuums  irgend- 
welche mit  den  etwa  stattfindenden  Bedingungen  verträgliche  virtuelle  Ver- 
rückungen, die  für  die  3Io?nenie  t^,  t^  durchweg  verschwinden,  so  ver- 
schwindet das  von  t^  bis  t^^  erstreckte  Zeitintegral  der  Summe  von  virtueller 
Arbeit  und  Variation  der  kinetischen  Energie: 

■'i 
(6)  j\öT-^dA)dt  =  0. 

Da  in  (6)  die  virtuellen  Verrückungen  für  jedes  Zeitintervall  will- 


57)  G.  Hamel,  Zeitschr.  Math.  Phys.  50  (1904),  p.  14. 

58)  K.  Heun,  Lehrbuch  der  Mechanik,  T.  1:  Kinematik  (Leipzig  1906),  p.  92. 
Vgl.  auch  IV  11,  Nr.  11,  K.  Heun. 

59)  Vgl.  IV  11,  Nr.  19  bis  21,  A'.  Heun. 

60)  Variiert  man  auch  den  Zeitparameter  t,  so  kann  man  ebenso  die  von 
G.  Hamel  (Math.  Ann.  ö'J  (1904),  p.  423)  und  K.  Ileun^^)  als  allgemeine  Zentral- 
gleichung bezeichnete  Relation  auf  die  Mechanik  der  Kontinua  übertragen;  vgl. 
IV  11,  Nr.  19  bis  21,  A'.  Heun. 

61)  Dies  Prinzip  wurde  für  einzelne  Teilgebiete  der  Mechanik  der  Kontinua 
von  verschiedenen  Seiten  sehr  bald  aufgestellt,  nachdem  man  es  einmal  für  die 
Punktmechanik  besass  (s.  IV  1,  Nr.  42,  l'oss);  man  vergleiche  ausser  der  später 
zu  zitierenden  Litteratur  der  Einzeldisziplinen  ,4.  IFa/ter,  Anwendung  der  Methode 
Hamiltons  auf  die  Gruudgleichungen  der  math.  Theorie  der  Elastizität,  Diss. 
Berlin  1868,  sowie  die  zusammenfassenden  Darstellungen  in  Kirchho/Js  Mechanik, 
p.  117f    und    W.  Voigts  Kompendium  I,  p.  227  ff. 
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kürlich  gewählt  werden  können,  kann  man  ebenso  leicht  rückwärts 
aus  (6)  auf  (4)  oder  (1)  schliossen:  diese  Principe  tilnd  völlü/  üquiraletit. 

Man  kann  nun  weiterhin  direkt  aus  diesen  Sätzen  das  Prinzip  der 
Meinsien  Wirkung  in  seinen  verschiedenen  Formen  für  die  Mechanik 
der  Kontinua  herleiten  ^^) ;  doch  scheint  es  da  —  abgesehen  von  Fäl- 
len, die  auf  Systeme  mit  endlichvielen  Freiheitsgraden  zurückkommen 
—  noch  keine  wesentliche  Anwendung  gefunden  zu  haben. 

5  c.  Das  Prinzip  des  kleinsten  Zwanges.  Man  kann  die  Träg- 
heitsglieder im  iVÄJenihertBchen  Prinzip  auch  ohne  die  Integration  nach 
der  Zeit  in  die  Variation  eines  für  jeden  Bewegungszustand  bestimm- 
ten nur  vom  Zustand  im  Moment  t  abhängigen  Ausdruckes  über- 
führen, wobei  freilich  das  Auftreten  zweiter  zeitlicher  Ableitungen 
zugelassen  werden  muß.  So  entsteht  das  Gausssche  Prinzip  des 
kleinsten  Zwanges®^),  das  Ä.  v.  Brill  neuerdings  zum  Ausgangspunkt 
einer  systematischen  Behandlung  der  Mechanik  der  Kontinua  gewählt 
hat.  6*) 

Um  dies  Prinzip  zu  gewinnen,  entnehmen  wir  die  virtuelle  Ver- 
rückung einer  Schar  variierter  Bewegungen  Nr.  2,  (6)  von  folgender 
besonderer  Art:  Jedes  Teilchen  a,  &,  c  soll  in  dem  betrachteten  Zeit- 
moment t  dieselbe  Lage  und  dieselbe  Geschwindigkeit  besitzen  wie 
bei  der  wirklichen  Bewegung,  d.  h.  es  soll  für  ebenjenen  Wert  t  gelten: 

(7)  dx{a,  h,  c;  t)  =  0,      8x{a,  h,  c;  ^)  =  0       {x,  y,  z), 

während  die  Variationen  8x",  Öy",  dz"  der  Beschleunigungen  von  NuU 
verschieden  sind.  Diese  drei  Funktionen  kann  man  nun  in  jedem 
Falle  als  Bestimmungsstücke  der  in  (1)  eingehenden  Verrückung  ver- 
wenden. Im  Falle  eines  frei  deformierbaren  Kontinuums  ist  das  evi- 
dent. Besteht  aber  eine  Bedingung  der  Form  (3),  so  ergiebt  sich  durch 
zweimalige  Differentiation  nach  t 

{.ryz)  (xyz,abc) 


62)  Beispielsweise  die  Betrachtungen  von  0.  Holder,  Die  Prinzipien  von 
Hamilton  und  Maupertius  (Gott.  Nachr.,  math.-phys.  Kl.  1896,  p.  122 ff.)  lassen 
sich  unmittelbar  auf  Kontinua  ausdehnen. 

63)  Gauss'  Werke  V,  p.  23  =  Journal  f.  Math.  4  (1829).  Die  erste  analytische 
Formulierung  dieses  von  Gauss  nur  in  Worten  ausgesprochenen  Prinzipes  haben 
B.  Lipschitz,  Journ.  f.  Math.  82  (1877),  p.  321  ff.  und  wenig  später  J.  W.  Gibbs, 
Amer.  Journ.  2  (1879),  p.  49  =  Scientif.  Pap.  II  (New- York  1906),  p.  1  gegeben. 
Über  die  weitere  Litteratur  s.  IV  1,  Nr.  39,  A.  Voss. 

64)  A.  V.  Brül,  Vorlesungen  zur  Einführung  in  die  Mechanik  raumerfüllen- 
der Massen,  Leipzig  1909. 
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wo  durch  die  Punkte  bekannte  Funktionen  der  x,  .  .  .,  x^,  .  .  .,  und 
ihrer  ersten  zeitlichen  Ableitungen  angedeutet  sind.  Durch  Variation, 
d.  h.  Differentiation  nach  6,  folgt  wegen  (7)  für  den  festen  Moment  t 

{xyz)  (xyz,abc) 

und  das  ist  tatsächlich  genau  die  oben  für  die  öx  aufgestellte  Be- 
dingung (3').  Die  Einführung  der  Funktionen  öx",  ...  in  (1)  ist  daher 
gestattet  und  ergiebt  nach  leichter  Umformung  das  folgende  neue 
Prinzip  ^^):  Variiert  man  die  wirldiche  Bewegung  eines  Koniinuums  in 
einem  bestimmten  Moment  so,  dass  Lage  und  Geschtvindigleit  eines  jeden 
Teilchens  erhalten  bleiben,  aber  die  Beschleunigung  den  etiva  stattfindenden 
Nebenhedingungen  entsprechend  geändert  ivird,  so  verscMvindet  stets  die 
folgende  Integralsumme : 

(«)  -"IIA  ^I'"'"  ^+///(«'2'^-*-"  -2^^^>  T- 

(V)  {xyz)  (I-)  {XYZ)  {XYZ,xyz) 

■i-fJ'^Xdx"dS  =  0. 

'  (S)  (X  7Z) 

An  Stelle  der  hier  auftretenden  Variation  einer  der  „mittleren  Be- 
schleunigung" entsprechenden  Größe  ^^)  kann  man  auch  das  genaue  Ana- 
logen des  Gaussschen  Zwanges  einführen;  denn  ordnet  man  der  variier- 
ten Bewegung  die  gleichen  ungeänderten  Kräfte  zu,  so  kann  man  (8) 
schreiben 

(V)  (xyz\  (V)    {XYZ,xyz) 

\xy/.) 

-\-  lf^Xdx"dS  =  o. 

Die  wesentliche  Bedeutung  dieses  Prinzips  besteht  wie  in  der 
Punktmechanik  darin,  dass  es  völlig  ungeäudert  auch  bei  Systemen 
mit  nicht] lolonornen  Nebenbedingungen  Geltung  hat.  Besteht  etwa  eine 
solche  Bedingungsgleichung,  in  der  neben  den  Bewegungsfunktionen 
und  ihren  räumlichen  Ableitungen  auch  die  ersten  zeitJiciic»  Diiferen- 
tialquotienten  auftreten: 

co{a,  b,  c;  X,  y,  z-,  a;„,  . . .,  z^,;  x ,  y,  z'\  x^,  . . ..  r.';  t)  =  0, 
so  erhält  man   durch   einmalige  Diöereutiation  nach  f  die  Bedinffuncj 


65)  Biill,  a.  ii.  0.,  p.  61tf. 

66)  Sie  ist  -/Aierst  von  P.  Appell,  Paris  C.  R.  129  (1S99),  p.  317  und  in  einer 
Reihe  weiterer  Arbeiten  (s.  IV  1,  Nr.  3S,  ]'os>t)  in  diesem  Zusammenhange  be- 
nutzt worden. 
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für  die  Werte    der  Besclileunigiing  im  festen   Momente  t,   und  durch 
Variation  (Differentiation  nach  6)  ergiebt  sich   wegen  (7) 

(cij:)  (xtjz,abc) 

was  nunmehr  (8)  als  Nebenbedingung  zuzufügen  ist. 

Ist  CO  speziell  linear  in  den  Geschwindigkeiten  x' ,  .  .  .,  x^',  .  .  ., 
so  ist  dies  Resultat  dem  Wesen  nach  identisch  mit  der  Form,  in  der 
man  das  d'Älenihcrtsche  Prinzip  vielfach  für  nichtholonome  Bedin- 
gungen ausspricht ^^),  wobei  an  Stelle  der  dort  nur  formal  eingeführten 
virtuellen  Verrückungen  eben  die  Variationen  der  Beschleunigung 
treten. 

Ein  weiterer  Vorzug  dieses  Prinzips  vor  dem  (\'AlemhertsGb.eji, 
der  indessen  in  der  Mechanik  der  Kontinua  bisher  kaum  ausgenutzt 
zu  sein  scheint,  besteht  darin,  dass  es  auch  für  die  Behandlung 
kinetischer  Probleme  mit  üngleichungsnebenbedingungen  die  geeignete 
Grundlage  bietet:  man  hat  nur  zu  fordern,  dass  der  Ausdruck  (8) 
für  alle  nach  den  Nebenbedingungen  im  Moment  t  bei  fester  Lage 
und  Geschwindigkeit  der  einzelnen  Teilchen  zulässigen  Variationen 
der  Beschleunigung  Meiner  oder  gleich  Null  ist  —  genau  wie  es  für 
die  Punktmechanik  schon  Gaiiss^"^)  besonders  betont  hat. 

5d.  Ansätze  allgemeinerer  Natur.  Von  Ansätzen,  die  über  die 
bisher  umschriebenen  gewissermassen  klassischen  Formen  der  Grund- 
gleichungen der  Kinetik  hinausführen,  ist  an  erster  Stelle  eine  Ver- 
aUgenieinerung  des  HamiUonschen  Prinzips  zu  nennen,  die  ganz  ähnlich 
bereits  in  der  Dynamik  der  Systeme  mit  endlichvielen  Freiheitsgraden 
eine  wichtige  Rolle  spielt ^^);  sie  besteht  darin,  daß  man  zur  Bildung 
der  kinetischen  Energie  T  eine  allgemeinere  Funktion  der  Geschwindig- 
keitskomponenten, insbesondere  eine  definite  quadratische  Form  ver- 
wendet :  ^^) 

(9)  T=  ^rjyfZdV,  wo  %  =  Q^^x''+2Q,,xy'^ . 

(f) 
Alsdann  folgen    aus    dem    Hamiltonschen   Prinzip  (6)  Bewegungsglei- 
chungen, die  sich  von  (2)  nur  dadurch   unterscheiden,   dass  an  Stelle 
von  Q  ■  x",  .  .  .  tritt  j.  [^-■),  •  •  ■•    Die  6  Koeffizienten  pn;  •  •  •  ^^^^  S^' 

67)  Gauss,  Werke  V,  p.  27. 

68)  Vgl.  IV  12,  P.  StäcM. 

69)  Diese  Ansätze  spielen  in  den  älteren  optischen  Theorien  Lord  Bayleighs 
die  entscheidende  Rolle;  s.  bes.  Phil.  Magaz.  (4)  41  (1871),  p.  519  (vgl.  V  21, 
Nr.  29,  A.  Wangerin).  Derselbe  Ausatz  bei  T.  /.  Broimoich,  Lond.  math.  Soc. 
Proc.  34  (1902),  p.  307. 
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gebene  Funktionen  von  a,  h,  c:  sie  bestimmen  gemeinsam  die  Dichte 
(Trägheitsmasse)  des  Mediums,  die  sonach  von  der  Richtung  abhängig 
ist  (kinetische  Anisotropie). 

Sehr  viel  weiter  holt  ein  anderer  Ansatz  aus,  der  über  die  be- 
sondere Form  der  kinetischen  Energie  bzw.  der  vermöge  der  Bewe- 
gung auftretenden  „Trägheitskräfte"  ebensowenig  eine  Annahme  macht, 
wie  der  Arbeitsausdruck  in  Nr.  3  bezüglich  der  Xatur  der  Kräfte  und 
Spannungen:  Man  erweitere  das  Prinzip  der  virtuellen  Yerrückungen 
durch  die  einer  vierten  unabhängigen  Variablen  —  der  Zeit  t  —  ent- 
sprechenden Operationen  (Integration  nach  t  und  Hinzufügung  von 
Gliedern  mit  zeitlichen  Ableitungen  der  dx,  .  .  .)  und  bezeichne  als 
virtuelle  Arbeit  des  bewegten  Koniinuums  im  Zeitintervall  t^,  t^  bei  einer 
virtuellen  Verrückung  der  Bewegung  das  vierfache  Integral,  in  dem 
a,  h,  c,  t  als  Unabhängige  aufgefasst  sind):^°) 

*    \XYZ)  \XYZ'  '^^'^J 

Dabei  sind  die  Impulskomponenten  X,,...,  die  den  Einfluss  der  Be- 
wegung repräsentieren,  ebenso  wie  Kraft-  und  Spannungsgrössen  X,  .  .  ., 
X„,  ...  in  ihrer  Abhängigkeit  von  den  Bewegungsfunktionen  gemäss 
der  speziellen  Natur  des  Kontinuums  gegeben  zu  denken;  die  bisher 
angenommenen  geläufigen  Trägheitskräfte  erhält  man,  wie  (5),  (6)  zeigt, 
für  X^=QQx',  während  (9)  einem  allgemeinen  linearen  Ansatz  in  x, 
y\  z  entspricht.  Weiterhin  können  zu  (10)  wie  in  Nr.  3  noch  analoge 
Integrale  über  den  Rand  des  Integrationsgebietes  im  a-t-(-/-Raume 
hinzutreten.  Die  Bewegung  geht  mm  so  vor  sich,  dass  die  virtuelle 
Arbeit  (10)  für  jede  unendlichldeine  mit  den  etwa  bestehenden  Neben- 
hedingungen  verträgliche  virtuelle  Verrückung  verschwindet'^  daraus  kann 
man  nach  den  bekannten  Methoden  leicht  die  Bewegungsgleichungen 
entnehmen  —  beispielsweise  folgt  für  ein  beliebig  stetig  deformier- 
bares  Kontinuum: 

(11)        ^J-'  = ,,  X  +  »^  +  '^  +  »f       ^A-,  r,  z) , 

und   analog  ergeben  sich  die  Randbedingungen.    Ganz  wie  in  Nr.  3  c 


70)  Für  den  Spezialfall,  dass  diese  virtuelle  Arbeit  die  Variation  eines 
„Wirkungsintegrales"  i.st,  sind  diese  Ansätze  sjsteniatiscli  aufgestellt  und  ver- 
folgt von  E.  u.  F.  Cosserat,  Corps  ddformables,  p.  150 ff.  (vgl.  Nr.  Tb".  —  In 
einer  durch  die  Anforderungen  der  Relativitätstheorie  modifizierten  Form  tritt 
derselbe  Ansatz  auf  bei  H.  Minkouski ,  Grundgleichungen  der  elektromagnet. 
Vorgänge  in  bewegten  Körpern.  Gott.  Nachr.  1908,  p.  106  (vgl.  Nr.  16). 
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kann  man  in  (10),  (11)  x,  y,  z  statt  a,  6,  c  als  Unabhängige  ein- 
führen ^^). 

Ganz  analog  hat  man  die  allgemeine  Kinetik  der  in  Nr.  4b  be- 
trachteten Medien  mit  orleiifierten  Teilchen  auszubauen,  wenn  man 
diesen  Teilchen  einen  Trägheitswiderstand  gegen  Winkelbeschleu- 
nigungen  zuschreibt:  Man  hat,  um  hier  sogleich  den  allgemeinsten 
Ausdruck  zu  formulieren,  zu  (10)  nur  das  Nr.  4,  (2)  analoge  Integral'-) 

(12)  jätjjpy,{2{^M^+^n:)-  2  ^«w) 

hinzuzufügen,  wo  Z^,  .  .  .  den  Impuls  der  inneren  Rotation  bestimmen, 
und  kann  hieraus  wie  in  Nr.  4b  in  jedem  Falle  die  Bewegungsglei- 
chungen, die  bei  freier  Beweglichkeit  der  Dreikante  ein  zweites  (11) 
analoges  Tripel  aufweisen,  herleiten.^^) 

Alle  diese  Betrachtungen  sind  mit  leichten  Modifikationen  auch 
auf  die  Dynamik  zwei-  und  eindimensionaler  Kontinua  anwendbar.^*) 

III.    Die  Formen  der  Wirkungsgesetze. 

A.  Formnlieruug:  der  allgemeinen  Typen. 
6.  Die  Typen  der  Abhängigkeit  der  Kraftwirkungen  von  den 
Deformationsgrössen.  Während  in  den  bisherigen  Erörterungen  die 
Wirkungskomponenten  —  unter  diesem  Ausdruck  seien  der  Kürze 
halber  neben  den  Kräften  und  Spannungen  aller  Arten  auch  die  Im- 
pulsgrössen  von  Nr.  5d  mitiubegriifen  —  nur  formal  als  Koeffizienten 
des  Ausdrucks  der  virtuellen  Arbeit  in  Betracht  kamen,  ist  nunmehr 
von  ihrem  Zusammenhang  mit  den  Bestimmungsstücken  der  Defor- 
mation  bzw.  der  Bewegung  des  Kontinuums  Rechenschaft  zu  geben, 
der  bestehen  und  bekannt  sein  muss,  wenn  anders  die  angegebenen  Grund- 
gleichungen überhaupt  die  Deformation  bzw.  Bewegung  des  Kontinuums 
bestimmen  sollen.  Er  muss  überdies  die  anschaulich  evidente  Tat- 
sache zum  Ausdruck  bringen,  dass  in  jedem  Kontinuum  durch  Bewe- 
gungen und  Deformationen  gewisse  Kraft  Wirkungen  ausgelöst  werden, 
und  dass  umgekehrt  durch  einwirkende  Kräfte  und  Spannungen  Be- 
wegungen und  Deformationen  hervorgerufen  werden.     Dabei  muss  in 


71)  Vgl.  E.  u.  F.  Cosserat,  a.  a.  0.,  p.  187  ff. 

72)  E.  n.  F.  Cosserat,  a.  a.  0.,  p.  156 ff.,  p.  167  ff. 

73)  Vgl.  auch  IV  11,  Nr.  21c  {K.  Heim). 

74)  E.  u.  F.  Cosserat,  a.  a.  0.,  p.  121.  Die  Ansätze  der  Kinetik  ein-  und 
zweidimensionaler  Kontinua  ordnen  sich  denen  der  Statik  zwei-  bzw.  drei- 
dimensionaler ein. 
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erster  Linie  der  Unterschied  zur  Geltung  kommen,  ob  die  Kraftwir- 
kungen äussere  sind,  d.  h.  in  den  Beziehungen  des  betrachteten 
Mediums  zu  ausserhalb  gelegenen  Medien  oder  Wirkungsquellen  ihren 
Ursprung  haben  (Fernkräfte,  Drucke  an  den  Grenzflächen  usw.),  oder 
innere,  d.  h.  auf  der  materiellen  Konstitution  des  einzelnen  Mediums 
und  den  gegenseitiofen  Einwirkungen  seiner  Teile  beruhen.  Die  zuletzt 
genannten  Wirkungen  sind  für  den  vorliegenden  Zweck  wesentliclier; 
insofern  die  gesuchten  Gleichungen  sie  liefern,  charakterisieren  sie  das 
eigentümliche  dynamische  Verhalten  eines  jeden  Mediums  innerhalb 
der  allen  Kontinuis  gemeinsamen  Formen  und  können  daher  geradezu 
als  Stoffgleichungen  bezeichnet  werden. 

Bei  der  Erörterung,  wie  diese  Stofiftrleichungen  im  allgemeinen 
beschaffen  sind,  genügt  es,  in  erster  Linie  auf  die  in  Xr.  3  behandelten 
Medien  und  die  eigentlichen  Spannungsgrössen  X^,  .  .  .,  Z.  und  allen- 
falls auf  die  Kraftkomponenten  X,  Y,  Z  Bezug  zu  nehmen.  Danach 
lassen  sich  dann  die  entsprechenden  allgemeinen  Schemata  für  die  in 
Nr.  4  auftretenden  Spannungsgrößen  in  weiterem  Sinne  und  für  die 
Impulskomponenten  von  Nr.  5d  leicht  aufstellen  —  die  bei  diesen 
bisher  tatsächlich  angewendeten  Ansätze  ordnen  sich  übrigens  den 
speziellen  in  Nr,  7  b,  f  zu  besprechenden  Abhängigkeitstypen  unter. 

Die  Werte  der  Spannungskomponenten  X^.,  . .  .,Z^,  die  dem  zur 
Zeit  t  an  der  Stelle 

(1)  X-  =  x(a,  h,  c-  t),  y  =  y{a,  h,  c;  f),  z  =  z(a,  h,  c;  t) 

befindlichen  Teilchen  a,  h,  c  entsprechen,  müssen  durch  die  Stoff- 
gleichungen für  jede  mögliche  Bewegung  des  Kontinuums  gegeben 
sein;  sie  werden  also  explizit  dargestellt  als  irgendwie  geartete  von 
a,  h,  c,  t  und  den  Funktionen  (1)  abhängige  Ausdrücke,  in  die  neben 
den  Werten  dieser  Funktionen  und  ihrer  örtlichen  und  zeitlichen  Ab- 
leitungen an  der  Stelle  «,  h,  c,  t  möglicherweise  auch  ihre  Werte  an 
andern  Stellen  U,  h,  c,  t  und  überhaupt  ihr  Gesamtverlauf  im  Variabili- 
tätsbereich  ihrer  vier  Veränderlichen  (Integrale  u.  dgl.)  eingehen  — 
also,  symbolisch  geschrieben,  in  der  Form: 

(2)  F{a,  b,  c,  t]  xyß,  &,  c,t), ). 

Geht  man  zu  einem  andern  rechtwinkligen  Koordinatensystem  .r,  y,  z 
über,  so  sind  diese  neun  Ausdrücke  der  Spannungskomponenten  wie 
die  Komponenten  einer  Dyade  zu  transformieren  (^und  ebenso  die 
Ausdrücke  für  X,  F,  Z  wie  Vektorkoniponenten  usw.'i;  handelt  es  sich 
um  innere  Kraftwirkungen,  so  müssen  zwischen  den  transformierten 
Komj)ouenten  und  den  neuen  Koordinaten  Gleichungen  genau  der 
alten  Form  bestehen. 
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Wir  betrachten  nun  der  Heihe  nach  die  einzelnen  möglicherweise 
in  den  Spiinnungsansdrücken  auftretenden  Argumente;  natürlich  können 
die  im  folgenden  ein/ein  diskutierten  Wirkungen  auch  gleichzeitig 
stattfinden.  In  erster  Linie  ist  da  zu  bemerken,  daß  explizites  Vor- 
kommen der  Parameter  a,  />,  c  auf  Inhontoyenität  des  Mediums,  d.  h. 
Verschiedenheit  seiner  Eigenschaften  von  Teilchen  zu  Teilchen,  hin- 
deutet; Auftreten  des  Zeitparameters  t  bedeutet  in  ihrem  zeitlichen 
Verlauf  von  vornherein  bestimmte,  d.  h.  ohne  Rücksicht  auf  die  wirk- 
lich  stattfindende  Bewegung  gegebene  äussere  EimvirTiunym. 

Das  eigentlich  Wesentliche  ist  natürlich  die  Art  des  Eingehens 
der  Funktionen  (1)  selbst ''^i;  betrachten  wir  zunächst  den  Fall,  daß 
nur  ihr  Wertverlauf  in  beliebig  kleiner  Umgebung  der  Stelle  a,  h,  c,  t, 
d.  h.  die  Werte  der  Funktionen  und  ihrer  Ableitungen  an  dieser  Stelle, 
in  (2)  auftreten,  daß  also  (2)  von  der  Form  ist 

(3)  F{a,  ...,t;  x{a, . . .,  t,  . . .;  xja,  ...,t),...,  xAa,...,  t  ;  XaJ.a,...,  t), ...]. 

Das  Vorkommen  der  Lokalwerte  von  x,y,z  selbst  bedeutet  Wir- 
kungen, die  von  der  wirklichen  Lage  der  einzelnen  Teilchen  im  Raum 
abhängen,  wie  es  beispielsweise  äussere  gegebene  Kraftfelder  (Schwere 
oder  dgl.)  sind.  Charakteristischer  für  die  Kontinua  sind  indessen  die 
Nahewirkungeu,  die  sich  im  Auftreten  von  Spannungen  infolge  lokaler 
Deformationen  äussern.  Als  Bestimmungsstücke  der  gesamten  Defor- 
mation au  einer  Stelle  (nicht  bloss  der  reinen  Formänderung  der  elemen- 
taren Elastizitätstheorie)  betrachtet  man  bekanntlich  in  erster  Linie  die 
Werte  der  neun  ersten  örtlichen  Ableitungen  daselbst  (vgl.  IV  14,  Nr.  16); 
die  in  Rede  stehende  Wirkung  kommt  daher  in  expliziter  Abhängig- 
keit der  Spannungskomponenten  von  den  Werten  x^,  •••i^c  '^^  ^^'^ 
Stelle  a,  &,  c,  t  zum  Ausdruck.  Die  Art  dieser  Abhängigkeit  muss 
hervortreten  lassen,  ob  und  welche  einzelnen  Bestandteile  der  Defor- 
mation alleinigen  oder  vorzugsweisen  Einfluss  auf  die  Spannung 
bzw.  auf  die  einzelnen  Bestandteile  der  Spannung  besitzen,  wie  später 
bei  der  Behandlung  der  einzelnen  Gebiete  zur  Geltung  kommen  wird. 

Der  Deforniationszustand  an  einer  Stelle  wird  genauer  beschrieben, 
wenn  man  neben  den  ersten  noch  höhere  örtliche  Ableitungen  der  Funk- 
tionen (1)  heranzieht,  d.  h.  die  Deformation  in  der  Umgebung  durch 
eine  Transformation  höheren  Grades  statt  durch  eine  lineare  approxi- 
miert; die  Abhängigkeit  der  Spannungen  von  der  Deformation  wird 
also  vollständiger  wiedergegeben  sein,   wenn  man  auch  diese  höheren 


75)  Die  im  folgenden  zunächst  anzuführenden  Abhängigkeitstypen  sind  ihrer 
Form  nach  in  der  Regel  zuerst  in  der  Entwicklung  der  Elastizitätstheorie  auf- 
getreten; nähere  Angaben  werden  unter  HIB  in  den  Xrn.  9 — 16  zu  machen  sein. 
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Ableitungen  in  die  Stoffgleichungen  hLneinnimmt.  Tatsächlich  hat  man 
bisher  nicht  höhere  als  zweite  Ableitungen  in  Betracht  gezogen,  und 
zwar  wird  das  erst  dann  nötig,  wenn  der  Zustand  des  Mediums 
sehr  rasch  mit  dem  Ort  variiert;  die  Spannungen  an  einer  Stelle  hängen 
dann  also  auch  von  dem  örtlichen  Abfall  der  gewöhnlichen  Defor- 
mationsgrössen  1.  Ordnung  ab. 

Ebenso  wie  die  Lokal  werte  der  örtlichen  Ableitungen  können  in 
der  Kinetik  auch  die  Werte  der  zeitlichen  Ähleitungen  der  Funktionen 
(1)  an  der  Stelle  a,  h,  c,  f  in  (3)  explizit  eingehen:  man  hat  da  nament- 
lich die  Geschwindigkeitskomponenten  x',  y,  z  der  Teüchen  selbst  und 
die  „ Anderungsgeschwindigkeiten"  der  Deformationsgrössen  x^,  ■  •■,  z^ 
—  die,  mit  dt  multipliziert,  auch  als  Komponenten  der  Deformation  der 
Umgebung  des  Teilchens  a,  h,  c  vermöge  der  von  /  bis  f  -f~  ^i  "^^r  sich 
gehenden  Bewegung  aufgefasst  werden  können ^^)  —  in  Betracht  ge- 
zogen. Diese  Ansätze  werden  den  Erscheinungen  der  äusseren  und 
inneren  Bcihung,  der  Zähiglieit  u.  dgl.   gerecht. 

Bei  allen  Gesetzen  vom  Typus  (3)  ist  die  Frage  von  prinzipieller 
Bedeutung,  wie  diese  Gleichungen  sich  bei  einer  Transformation  der 
Richtungen  der  a-6-c-Parameterlinien  durch  diesen  Punkt  a,h,  c  ver- 
halten, während  die  a:'-?/-?-Koordinaten  ungeändert  bleiben.  Dadurch 
wird  nämlich  bestimmt,  ob  und  welche  verschiedenen  Richtungen  durch 
einen  Punkt  des  Mediums  für  dessen  Konstitution,  soweit  sie  sich  in 
den  betrachteten  Stoffgleichungen  äussert,  gleichbedeutend  sind,  d.  h. 
es  wird  über  Isotropie  oder  Äeolotropie  des  Mediums  entschieden:  unter 
besonderen  Verhältnissen  ist  dieser  Zusammenhang  in  der  Kristallphysik 
einsehend  studiert  worden,  wobei  nur  durch  die  Beschränkung  auf  un- 
endlichkleine  Deformationen  der  Unterschied  zwischen  den  Trans- 
formationen der  a,  h,  c  und  der  x,  y,  z  nicht  zur  Geltung  kommt. "") 

Für  den  allgemeineren  Fall,  dass  in  die  Stoffgleichungen  (2)  auch 
die  Werte  der  Funktionen  (1)  an  anderen  Stellen  und  zu  anderen  Zeiten 
eingehen,  ist  der  charakteristische  Ansatz  von  hinreichender  Allgemein- 
heit —  zunächst  für  die  Statik  — ,  die  Spannungskomponenten  gleich 
Raumintegralen  über  das  ganze  Kontinuum  zu  setzen 

(4)     IJJ  f{a,  ...:x,.. .;  x^, . . .:  ä,  . . .:  x,...;  .r,,  ...)dä  db  de, 


76)  Stolces,  Cambridge  Phil.  Trans.  8  (1845)  =  Math,  and  Phys.  Paper>  1 
(1880),  p.  80;  vgl.  auch  IV  15,  Xr.  7,  Love. 

77)  Vgl.  etwa  F.  Neumann,  Vorles.  üb.  d.  Theorie  der  Elastizität  Leipzig 
1885),  p.  164;  W.  Voigt,  Abh.  Ges.  d.  Wias.  Göttingen  34  (1887),  36  (1890\  Kom- 
pendium I,  p.  128  ff.  und  p.  333,  sowie  besonders  Lehrb.  d.  Krystallphysik 
(Leipzig  1910),  §  286  ff.,  §  370  ff.,  §  414  ff.,  §  462. 
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deren  Integrandcn  gegebene  Funktionen  der  Werte  der  Deformations- 
funktionen (1)  und  ihrer  Ableitungen  für  die  Teilchen  o,  h,  c  und 
ä,  h,  c  sind.  Damit  sind  die  Fernwirkungen  innerhalb  des  Mediums 
umfasst:  eine  Wirkung  an  der  Stelle  x,  y,  z  entsteht  infolge  der  Zu- 
stände an  allen  anderen  Stellen  des  Kontinuums.  Aber  neben  die  aus 
der  klassischen  Mechanik  bekannten  von  Massenteilchen  zu  Massen- 
teilchen wirkenden  durch  solche  Ansätze  dargestellten  Kräfte  nach  Art 
der  Attraktionskräfte  treten  hier  neu  die  von  P.  Dulteni'^^)  betrachteten 
Fern  Wirkungen  („influence^')  auf,  vermöge  deren  an  jeder  Stelle  des 
Kontinuums  sich  superponierende  Kräfte  oder  Spannungen  durch  die 
an  allen  andern  Stellen  des  Kontinuums  stattfindenden  Deformationen 
ausgelöst  werden. 

In  der  Kinetik  wird  man  diesen  Ansatz  noch  dahin  ausdehnen, 
dass  man  ein  Zeitintegral  über  den  gesamten  Beweguugsverlauf,  oder 
vielmehr  —  unsern  allgemeinen  Vorstellungen  von  Ursache  und  Wirkung 
entsprechend  —  über  die  Zeit  vor  dem  betrachteten  Moment  t  hinzu- 
nimmt; der  Integrand  enthält  dabei  die  Werte  der  Funktionen  (V) 
sowie  ihrer  Ableitungen  für  die  Momente  t  und  t  ( —  oo  <  ^  <  ^) : 
t 

(p)J  dt  IJjdädbdcf{a,..J-x,...,x^-,...,x,-...',ä,...,t-,x,...',x^,...,x,-,...). 

-»  '  ((■) 
Solche  Ausdrücke  für  die  Spannungskomponenten  hat  zuerst  L.  Boltz- 
mann'^^)  zur  Formulierung  der  Erscheinung  der  elastischen  NachwirJcung 
verwendet,  bei  der  die  in  einem  Moment  stattfindenden  Spannungen 
tatsächlich  abhängen  von  aUen  Zuständen,  die  das  Medium  vorher  durch- 
laufen hat.  Neuerdings  hat  V.  Volterra^^)  die  Untersuchung  der  durch 
diese  Integralansätze  entstehenden  Probleme  aufgenommen,  nachdem 
er  in  der  Theorie  der  Integro-Differentialgleichungen  ein  neues  Mittel 
zu  ihrer  analytischen  Behandlung  sich  geschaffen  hatte;  er  läßt  übrigens 
in  (5)  auch  mehrfache  Integrationen  nach  der  Zeit  zu,  wobei  der 
Integrand  von  den  Werten  für  mehr  als  zwei  Zeitmomente  abhängt. 
Für  die  sämtlichen  hier  umfaßten  Probleme,  bei  denen  die  Wirkungen 
in  einem  Moment  von  der  ganzen  Vorgeschichte  des  Systems  ab- 
hängen, nimmt  er  die  von  E.  Picard^^)  eingeführte  Bezeichnung  „here- 
ditäre MechaniJi'-  auf. 


78)  P.  Duhem,  J.  de  math.  (i)  8  (1892),  p.  311;  Ann.  de  l'Ec.  norm.  (3)  10 
(1893),  p.  215,  und  21  (1904),  p.  117. 

79)  Wien.  Ber.  70  (1874),  p.  275  =  Pogg.  Annalen,  Ergänzungsbd.  7  (1876), 
p.  624  =  Wissensch.  Abb.  I,  p.  616. 

80)  Die   allgemeinen  Ansätze   sind   in  den  Roma,   Acc.  Line.  Rend.  (5)  18, 
2  (1909),  p.  295  und  Acta  math.  35  (1912),  p.  295  enthalten. 

81)  Riv.  di  Scienz.  1  (1907),  p.  14. 
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Beschränkt  man  sich  auf  analytische  Funktionen,  so  kann  man 
unter  entsprechenden  Konvergenzvoraussetzungen  das  Zeitintegral  (5) 
durch  eine  Funktion  aller  (unendlich  vielen;  zeitlichen  Ableitungen 
der  Funktionen  x,  . . .,  x^,  . . .  im  Moment  /  ersetzen,  wie  dies  W.  Voigt^^) 
bei  der  Anwendung  auf  elastische  Nachwirkung  tut. 

Alle  diese  Formen  der  StoflFgleichungen  sind  vorzugsweise  in  dem 
speziellen  Falle  behandelt  worden,  dass  die  Deformationen  des  Kon- 
tinuums  „unendlichldein"  sind  Tvgl.  1\  14,  Xr.  16,  Ahraham).  Die 
Funktionen  (1)  umfassen  diesen  Fall,  wenn  man  a,  h,  c  als  Raum- 
koordinaten des  Teilchens  in  der  Ausgangslage  auffasst  und  (vgl. 
Nr.  3  a,  p.  607)  mit  Hilfe  eines  auf  beliebig  kleine  Werte  beschränkten 
Parameters  6  setzt: 

(6)  x{a,  b,  c-  t)  =  a  -\-  6  ■  uia,  h,c:t)-\ Q.l'J^  ' 

wobei  durchweg  die  höheren  Potenzen  von  6  gegenüber  den  niederen 
zu  vernachlässigen  sind.  Hängt  nun  eine  Wirkungskomponente  von 
diesen  Bewegungsfunktionen  durch  ein  Gesetz  von  der  Form  (3)  ab, 
so  hat  man  den  Ausdruck  F  durch  die  ersten  Glieder  seiner  Ent- 
wicklung nach  Potenzen  von  a  vermöge  (6)  zu  ersetzen;  verschwinden 
die  linearen  Glieder  in  a  nicht  identisch,  so  erhält  man  daher  an 
Stelle  von  (3)  ein  Gesetz  der  Form: 

{S')F+6[F^-u-\-...  +  F^^-u^  +  ---  +  F^.iL  +  .-.  +  F^^^-u^^  +  ..-]. 

F,  Fj.,  . . .  sind  die  Werte  der  Funktion  (3)  und  ihrer  Ableitungen 
für  (?  =  0,  also  bekamite  Funktionen  von  a,  h,  c,  t\  das  Wirkungs- 
gesetz ist  nunmehr  linear  in  den  Lokalwerten  der  die  unendlich- 
kleine Deformation  bestimmenden  Funktionen  «i(o,  &,  c;  t),  .  .  .  und 
ihrer  Ableitungen  —  entsprechend  dem  HooJieschen  Gesetz  der  Elasti- 
zitätstheorie (vgl.  IV  23,  Nr.  4).  Das  von  6  freie  Glied  entspricht  den 
Anfangskräften  oder  -Spannungen,  die  in  dem  undeformierten  Konti- 
nuum  möglicherweise  herrschen  können.  Ebenso  könnte  man  aber 
auch  Spannungsgesetze  betrachten,  bei  denen  der  Koeffizient  von  6^ 
verschwindet^^);  dann  würden  für  unendlichkleiue  Deformationen  die 
Spannungen  mindestens  quadratisch  von  den  Deformationen  abhängen 
—  entgegen  dem  Hookeschen  Gesetz,  das  sonach  auch  für  unendlich- 
kleine  Deformationen  nicht  notwendig  gelten  nmss. 


82)  Kompendium  I,  p.  458;  vgl.  auch  Cl.  Maxwell,  Scientif.  Papers  2,  p.  623. 

83)  Hierauf  hat  bei  der  Diskussion  über  die  Gültigkeit  des  Hookeschen  Ge- 
setzes besonders  nachdrücklich  B.  de  Saint- Venant  hingewiesen;  vgl.  seine  Be- 
merkungen in  Navier,  De  la  resistance  des  corps  solides,  3*  ed.  t^Paris  1864), 
p.  662  und  Clebsch,  Theorie  de  l'elasticitt^  des  corps  solides  (Paris  1883',  p.  39. 
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Haben  die  StoflFgleichungen  die  Integralform  (4),  (5),  so  ergiebt 
genau  die  gleiche  Betrachtung  Reduktion  des  Integranden  auf  eine 
lineare  —  möglicherweise  freilicli  auch  auf  eine  höhere  —  Funktion 
der  Werte  der  Verschiebungen  und  ihrer  Ableitungen  an  den  Stellen 
a,  h,  c,  t  und  ä,  h,  c,  t]  beispielsweise  wird  aus  (4) 

(4')  j/jV+ (?(/,- «  +  /,-^7H ^f^^.n,^-\-f^^.ü^-{-...])dädldc, 

'  (V„) 

und   ähnlich   vereinfacht    sich    im    Falle    zeitlicher    Nachwirkung   das 

Integral  (5). 

7.  Medien  mit  einer  charakteristischen  Zustandsfunktion. 

Besonders  häutig  werden  in  der  Mechanik  der  Kontinua  Medien 
mit  solchen  Wirkungen  betrachtet,  deren  charakteristische  Gleichungen 
sich  auf  eine  einzige  Funktion  der  Zustandsgrößen  zurückführen  lassen. 
Eine  solche  Reduktion  entspringt,  wenn  wir  zunächst  von  der  Statik 
reden,  vor  allem  aus  der  Annahme,  äms  die  in  Betracht  kommende 
virtuelle  Arbeit  für  jede  virtuelle  Verschiebung  bis  aufs  Vorseichen  gleich 
ist  der  Variation  eitles  einzigen  nur  von  dem  jeiveiligen  Deformations- 
zustande ahhängigen  skalarcn  Ausdruckes,  des  „Poientiah"  oder  der  ,.pot€n- 
tiellen  Energie"  der  ivirkendcn  Kräfte  oder  Spannungcn^^)\  diese  Annahme 
kann   auf  allgemeine   thermodynamische   Sätze   zurückgeführt  werden. 

7  a.  Das  gewöhnliche  Potential  und  seine  nächsten  Verallge- 
meinerungen. Die  einfachste  Form  dieses  Potentials  wird  durch  die 
Eigenschaft  charakterisiert,  dass  das  Potential  eines  in  Teile  zerlegten 
Bereiches  gleich  der  Summe  der  Potentiale  0*  der  Teilbereiche  V*  ist^^). 
Unter  den  naheliegenden  Voraussetzungen,  dass  0*  sich  stetig  mit  der 
Grenzfläche  von  F*  ändert,  und  dass  der  Quotient  Ö>*  :  F*  gegen  einen 
bestimmten  Grenzwert  q)  konvergiert,  wenn  V*  sich  unbegrenzt  um  eine 
bestimmte  Stelle  x,  y,  z  zusammenzieht  —  und  dies  gleichmässig  im 
ganzen  Bereich  F — ,  folgt  leicht  ^^),  dass  das  Potential  des  gesamten 

84)  Für  einfache  Fälle  hat  schon  Lagrange  iu  der  Mec.  anal,  eine  solche 
Annahme  aus  der  Mechanik  diskreter  Massen  auf  Kontinua  übertragen  (Prem. 
part.,  Sect.  IT,  Nr.  25)  und  sie  speziell  auf  die  Hydrostatik  angewendet,  indem 
er  der  virtuellen  Arbeit  einen  der  Variation  der  Volumdilatation  proportionalen 
Term  anfügt  (1.  part.,  sect  VIII,  Nr.  1);  ihre  weitere  Ausbildung  hat  sie  dann 
in  der  Elastizitätstheorie  erfahren,  und  zwar  hat  G.  Green  (Cambr.  Phil.  Soc. 
Trans.  1838  =  Math.  Papers  (London  1871),  p.  245)  zum  erstenmal  aus  ihr  die 
Grundgleicbungeu  abgeleitet.    Vgl.  dazu  IV  23,  Nr.  5b. 

85)  Diese  Annahme  ist  schon  seit  der  ersten  direkten  Einführung  des  ela- 
stischen Potentiales  als  selbstverständlich  mehr  oder  weniger  ausdrücklich  ver- 
wendet worden.  Eine  ausführliche  Darlegung  giebt  P.  Duhem,  Le  potential  ther- 
modynamiqe  et  la  pression  hvdrostatique,  Ann.   fic.  Norm.  (3)  10  (1893),  p.  183. 

86)  Vgl.  P.  Duliem,  1.  c,  p.  187  iF.    Es  liegt  hier  nur  eine  präzisere  Forma- 
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Kontinuums  V  (und  ähnlicli  das  eines  jeden  Teilbereiches)  durch  das 
über  V  erstreckte  Raumintegral   der  Ortsfunktion  Ip  dargestellt  wird: 

W     ^=jjf'^dxclydz=ffj  cpdadhdc,    wo    cp  ==  q>'^f^l^y 

( n  ( ^o) 

^  ist  die  auf  die  Volumeinheit  des  deformierten  Kontinuums,  (f  die 
auf  die  Volumeinheit  des  Ausgangszustaudes  bezogene  Energiedichte\  es 
sind  skalare  Grössen,  die  für  jedes  in  einem  bestimmten  Deformations- 
zustande betrachtete  Kontinuum  stetige  oder  doch  abteüungsweise  ste- 
tige Funktionen  von  x,  y,  z  bzw.  a,  l,  c  sind.  Die  Beschaffenheit  des 
Kontinuums  unabhängig  von  der  jeweils  stattfindenden  Deformation  ist 
bestimmt,  wenn  cp  als  Funktion  des  Gesamtverlaufes  der  Defoimations- 
funktionen  gegeben  ist;  soll  das  Zerlegungsaxiom  für  jerfe  Deformation 
gelten,  so  kann  qp  nur  die  Werte  der  Funktionen  und  ihrer  Ableitungen 
an  der  betrachteten  Stelle  explizit  enthalten: 

(2)  (p  =  (p{a,  b,  c;  x{a,  h,  c), . . .;  x^a,  h,  c),  . . .;  x^^  («,  h,  c),  . . .  i 

Handelt  es  sich  um  innere  Kraftwirkuugen,  so  muß  diese  Funktion 
gegenüber  rechtwinkligen  Koordinatentransformationen  im  x-y-z- 
Raume  invariant  sein. 

Wir  nehmen  zunächst  an,  dass  nur  die  ersten  Ableitungen  auftreten. 
Um  den  Zusammenhang  mit  den  Wirkungskomponenten  zu  finden^'), 
bilden  wir  das  Potential  für  die  variierte  Deformation  (Nr.  2a.  (S»); 
dann  ergiebt  sich  als  Variation  von  0 

(Vo)      (xyz) 

wobei  in  die  Ableitungen  von  (p  die  unvariierten  Werte  von  x,  y,  z 
und  ihren  Ableitungen  einzusetzen  sind.     Aus  der  Identität 

(3)  bA  =  —  dO      für  alle  bx,  öy,  dz 

folgen  für  ein  Medium,  das  aUe  stetigen  virtuellen  Verrückungen  ge- 
stattet, durch  Gleichsetzung  der  Koeffizienten  der  öx,  .  .  .  und  ihrer  Ah- 

lierung  des  von  altersher  in  der  Mechanik  üblichen  Prozesses  der  Umwandlung 
von  Funktionen  eines  Gebietes  (wie  Masse  n.  dg].)  in  bestimmte  Integrale  vor. 
Übrigens  braucht  man  die  gleichmüssige  Konvergenz  von  $*  :  V*  nur  für  eine 
bestimmte,  V  im  Limes  erschöpfende  Einteilung  vorauszusetzen  und  kann  ausser- 
dem natürlich  Unterbrechungen  der  Stetigkeit  und  gleichmässigen  Konvergenz 
an  einzelnen  Flächen  zulassen. 

87)  Es  kommt  hier  lediglich  das  in  der  Variationsrechnung  übliche  Ver- 
fahren zur  Bildung  der  ersten  Variation  mehrfacher  Integrale  in  Betracht,  wie 
68  Lagrange  (Mise.  Taur.  2  (1760/61)  ==  Oeuvres  1,  p.  353)  zuerst  ausgebildet  und 
in  der  M^c.  anal,  vielfach  angewendet  hat. 
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leituiigen  unmittelbar  die   Stofigleichungen.     Verwendet  man  für  ÖA 
etwa  den  Ansatz  Nr.  3  c,  (7),  so  wird^*) 

(4)  Q,X  =  -^^,    X,=  3,^       Ur,z5«'^'^); 

geht  man  mittels  (8)  von  Nr.  3  c  und  (1)  zu  den  auf  die  deformierte 
Lage  bezogenen  Grössen  über,  so  erhält  man'*''): 

9-^  =  -  al,  ' 


(5) 


/x   y   z\ 
\X  YZ) 


■X7-        dcp  ,   dcp       ,    Off       1     - 

"       8xa     '^   '    dx^  *  '   dx^   c  1    -TJ  fx   y  z) 

y~  dxj'^  "1"  dxo'^'>  "*■  gx,'^'' 

Damit  sind  die  sämtlichen  in  Nr.  5  betrachteten  Stoffgleiehungen 
auf  die  einzige  Gleichung  (2)  zurückgeführt,  die  (p  bzw.  ^  als  skalare 
Funktion  des  lokalen  Deformationszustandes  giebt. 

Hängt  die  Energiediehte  (2)  auch  von  den  zweiten  Ableitungen 
x^^,  x^hi---   der  Deformationsfunktionen    ab    —    was   wiederum   nur 

aa'       ao> 

bei  sehr  i-ascher  Änderung  des  Zustandes   mit  dem  Orte  in  Betracht 

kommt  — ,  so  werden  in  ö^  neue  Glieder  mit  den  zweiten  Ableitungen 

S^Sx 
der  virtuellen  Verrückungen  da;,„  =   .r-s?  ■• -auftreten, unddas kommt 

gerade  auf  die  in  Nr.  4  a  besprochenen  Zusatzglieder  zu  dem  ursprüng- 
lichen Ausdruck  der  virtuellen  Arbeit  hinaus;  alsdann  hängen  sowohl 
die  Komponenten  dieser  neuen  Wirkung,  deren  Ausdrücke  durch  (p 
sich  unmittelbar  ergeben,  wie  die  alten  Spannungskomponenten,  deren 
Ausdrücke  leicht  zu  modifizieren  sind,  auch  von  den  zweiten  Ab- 
leitungen x^„,...  ab. 

Ein  spezieller  Fall,  der  sich  hier  einordnet,  sei  besonders  her- 
vorgehoben: dass  nämlich  zu  dem  Potential  (1)  ein  Integral  über  die 
Oberfläclie  des  Kontinuums  additiv  hinzutritt: 

(6)  ^,  =ff^i,dS=fj  'tdS„ 

(S)  {So) 

wobei  die  „Flächendichte^*  iß  bzw.  ip  des  Potentials  von  den  Werten  der 


88)  G.  Kirchhoff,  Sitzungsber.  d.  Akad.  Wien,  math.-nat.  Kl.  9  (1852),  p.  772. 

89)  J.  Boussinesq,  Mem.  pres.  p.  div.  sav.,  Paris  20  (1872),  note  3,  p.  591. 
Hier  ist  nur  qp  statt  ^  verwendet,  aber,  was  das  Wesentliche  ist,  es  werden  zum 
erstenmal  die  Komponenten  X^,  ...  statt  X^,  .  . .  bestimmt.  Diese  Formeln  sind 
übrigens  in  der  Elastizitätstheorie  endlicher  Deformationen  wiederholt  neu  her- 
geleitet und  ausgebildet  worden. 
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Deformationsfunktionen  und  ihrer  erste«  Ableitungen  an  der  Oberfläche  S 
abhängt;  ein  solches  Potential  kann  analog  dem  obigen  die  Form  (1) 
bestimmenden  Axiom  dadurch  charakterisiert  werden,  dass  sich  <5j*:>S* 
einem  endlichen  Werte  p  nähert,  wenn  sich  das  Oberflächenstück  S* 
um  eine  Stelle  zusammenzieht.  Man  kann  (6)  tatsäcblich  in  ein  Raum- 
intecrral  über  V  oder  einen  Teilraum  umformen,  wenn  man  zweite 
Ableitungen  x  ^j  •••  hinzuuimmt.  Übrigens  kann  man  d^^  auch  direkt 
bilden  und  bekommt  dann  für  die  virtuelle  Arbeit  unmittelbar  ein 
Glied  der  in  Nr.  4  a,  (1)  betrachteten  Form. 

Hängt  xp  speziell  nur  von  den  Werten  der  Deformationsfunktionen 
X,  y,  z  selbst,  nicht  von  ihren  Ableitungen  ab,  so  hat  b  O^  gerade  die 
Form  der  Arbeit  bA.^  der  an  der  Oberfläche  des  Kontinuums  an- 
greifenden Druckkräfte  (Nr.  3,(1)),  und  zwar  werden  deren  Kompo- 
nenten 

(6a)  ^  =  1^,       F  =  |",       Z  =  ?^. 

^      ■'  dx  tiy  cz 

Man  kann  diese  Potentialansätze  leicht  derart  ausdehnen,  dass 
sie  Kraftwirkunsen  von  der  in  Nr.  6  betrachteten  allgemeineren  Ge- 
stalt  (4)  liefern.  Mau  braucht  dazu  nur,  nach  dem  Vorgange  von 
P.  DuhetpJ^),  an  die  Stelle  des  Axioms  von  der  additiven  Zusammen- 
setzung der  Potentiale  der  Teilbereiche  zum  Gesamtpotential  die  An- 
nahme zu  setzen,  dass  hei  einer  Zerlegung  des  Kontinuums  in  n  Teil- 
hereiche Fj,...,  F,j  das  Potential  ^  eine  BoppeJsmnme 

von  n^  Summanden  ivird,  deren  jeder  ^-^  nur  von  dem  Zustand  stveier 
Teilbereiche  V^,  Y^.  ahJtänc/t.  Unter  Hinzunalime  ähnlicher  Stetigkeits- 
annahmen, wie  oben  angedeutet,  wird  dann  ^  gleich  einem  sechs- 
fachen, zweimal  über  F  bzw.  F^  ausgedehnten  Integral,  dessen  Integrand 
von  den  Werten  der  Deformationsfunktionen  und  ihrer  Ableitungen  in 
zwei  Argumentp unkten  a,  h,  c  und  a,  h,  c  abhängt"^): 


(7)   0  ==/  IJ  fJJ(pia,  ...-x,...;x^,...;  a,  ...:  x,  . . .:  .r„,  ...)da...  de 

(l'o)       ^Ko) 

(Speziell  kanu  bierin,  wenn  cp  einen  von  der  Stelle  ä,h,c  unab- 
hängigen Summanden  aufweist,  auch  ein  Summand  der  Form  (1)  in- 
begriffen sein.)     Die  Variation  von  C?  wird 

90)  P.  Buhem,  1.  c,  p.  188. 

91)  P.  Buhem,  1.  c  .  p.  205. 


(8) 


7  a.  Das  gewöhnliche  Potential  und  seine  nächsten  Verallgemeinerungen.     647 

und  aus  der  Identität  (3)  folgen  daher  für  ein  Medium,  das  alle  stetigen 
virtuellen  Verrüokungen  gestattet,  als  Kraft-  und  Spannungskompo- 
nenten an  der  Stelle  a,h,c: 

dabei  bedeutet  (p^  die  aus  cp  durch  Vertauschung  der  überstrichenen 
und  nicht  überstrichenen  Argumente  entstehende  Funktion.  Wie  oben 
ergeben  sich  hieraus  sofort  die  Stoffgleichungen,  die  X^,  . . ,  mit  Hilfe 
der  einen  Funktion  qp  ausdrücken;  F.Dukem  hat  dies  unter  speziellen, 
den  Verhältnissen  der  reinen  Elastizitätstheorie  entsprechenden  An- 
nahmen ausführlich  entwickelt.  ^^)  Ansätze  von  dieser  Ai-t  sind  es  im 
Grunde,  die  bei  dem  Aufbau  der  Mechanik  der  Kontinua  auf  Mole- 
lidarvorstellungen  vielfach  benutzt  werden.®^)  Die  Doppelsummen, 
die  man  da  für  die  Potentiale  von  Molekülsystemen  ansetzt,  werden 
durch  die  Grenzübergänge  gerade  zu  Integralen  vom  Typus  (7),  und 
die  Aufgabe  der  Theorie  ist  es,  solche  Annahmen  zu  formulieren,  daß 
sie  sich  bei  richtiger  Führung  der  Grenzübergänge  in  Potentiale  der 
einfachen  Formen  (1)  bzw.  (6)  transformieren;  man  vergleiche  etwa 
die  Darstellung  von  H.  MinloivsJci  in  V  9,  Nr.  14. 

Besonders  hervorzuheben  ist  wieder  die  Gestaltung  der  Potential- 
ansätze in  dem  Falle  „unendlichMeiner"  Deformation  des  Kontinnums 
(Nr.  6,  (6)).  Die  Ausdrücke  der  Kraft-  und  Spanuungskomponenten 
werden  nach  (4),  bei  Vernachlässigung  quadratischer  Glieder  in  (f^*), 
/n   \  V  1  8q)  ^  1    d^  (u,  V,   IV     ^    1      \ 

(9a)  ^^X  =  --^-^,      ^a=-jj,,  Ur,Z'«'^'^)5 

a 

dabei  bedeutet  qp  diejenigen  in  6  linearen  und  quadratischen  Gliedern 
der  Potenzent Wicklung  der  Energiedichte  cp,  die  von  den  in  a  linearen 
Gliedern  der  Reihe  (6)  von  Nr.  6  herrühren: 

(9b)      ^  =  <jpO_|.^(^o,,4_..._|_^o    w^  +  ...) 

"    \  "  a  a    a  ab  1 

92)  P.  Buhem,  Ann.  Ec.  Norm.,  (3)  21  (1904),  p.  117  ff.  Auch  separat:  Re'- 
cherches  sur  l'elasticite,  Paris  1906. 

93)  Z.  B.  in  der  iVa^ierschen  Theorie  des  elastischen  Potentials  (vgl.  lY  23, 
Nr.  5  a,  Müller- Timpe)  und  in  der  Theorie  der  Kapillarität  von  P.  S.Laplace  xmA. 
C.  Fr.  Gauss  (vgl.  V  9,  Nr.  13,  Minkoicski). 

94)  H.  Poincare,  Le9ons  sur  la  th^orie  de  r^lasticite,  Paris  1892,  p.  54 ff.; 
E.  u.  F.  Cosserat,  Ann.  de  la  Fac.  des  Sciences  de  Toulouse  10  (189G),  p.  J.  70  ff. 

Eucyklop.  d.  math.  Wissensch.     IV  2,  il.  43 
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worin  die  mit  der  Marke  0  versehenen  Ableitungen  von  (p  für  6  =  0, 
d.  h.  für  die  Argumente  x  =  a,  . . .,  x^=  \,  X(^=  0,  . . .  zu  nehmen 
sind.  Die  Ausdrücke  (9  a)  haben  in  der  Tat  den  in  Nr.  6,  (3')  betrach- 
teten Typus  des  Hookeschen  Gesetzes;  vorausgesetzt  ist  dabei  natürlich, 
dass  die  q)  zusammensetzenden  Glieder  der  Entwicklung  von  (f  nicht 
identisch  verschwinden.  Die  auf  die  deformierte  Lage  des  Kontinuums 
bezogenen  Spaimungskomponenten  X^,...  unterscheiden  sich  gemäß 
Nr.  3c,  (8)  v'on  den  X^,  . . .  um  folgende  in  6  lineare  Ausdrücke: 

(10)  X^-X^=6i-  cf,l   {V,  +  w^)  +  <pl  u,+  ifl  ^0,  •  •  •, 

a  b  c 

und  diese  werden  nur  dann  Null  bzw.  von  der  Grössenordnung  6^  der 
sonst  vernachlässigten  Grössen,  wenn  die  durch  9;^  ,  .  .  .  gegebenen 
„Anfangsspannungen"  vor  der  unendlichkleinen  Deformation  verschwin- 
den.^^) —  Es  bedarf  danach  keiner  genaueren  Ausführungen,  wie  man 
in  ähnlicher  Weise  den  allgemeineren  Duhemsohen  Potentialansatz  (7), 
für  unendlichkleine  Deformationen  umzubilden  hat. 

7  b.  Der  Potentialansatz  für  Medien  mit  orientierten  Teilchen. 

Nach  dem  Vorgange  von  E.  und  F.  Cosserat^^)  kann  mau  diesen 
Potentialansatz  auch  auf  die  Kontinua  ausdehnen,  deren  Teilchen  mit 
einer  bestimmten  Orientierung  behaftet  sind;  man  bi'aucht  nur  an- 
zunehmen, dass  die  sonst  wie  in  Nr.  7  a  definierte  Energiedichte  (p 
ausser  von  den  bisher  betrachteten  Grössen  auch  von  den  die  momen- 
tane Orientierung  des  Teilchens  a,  h,  c  bestimmenden  Parametern  /..  ju.  i» 
(Nr  2b,  (9))  und  deren  (ersten)  Ableitungen  nach  a,  h,  c  abhängt: 

(11)  (f  =  tpi^ia,  h,  c),  . . .;  /l„(«,  h,  c),  . . .,  v^ia,  b,  cj). 

Eine  virtuelle  Drehung  der  einzelnen  Teilchen  Nr.  2  (10)  liefert  zur 
Variation  des  Potentials  dann  den  folgeiiden  Beitrag: 

Führt  man  nun  vermöge  Nr.  2,  (11),  (12)  die  Winkelgeschwindigkeiten 
d%,  dx,  ÖQ  der  virtuellen  Verdrehung  ein  und  beachtet,  dass 

"  ca         ^^  \ca  '      ^    ca  I  \1, 2, 3 '  '    /' 

(Im  n\ 

so  ergeben  sich  durch  Identifikation  von  —  ö^  mit  dem  Arbeitsaus- 
druck Nr.  4,    f'2)   bzw.   (2')    die    folgenden   Formeln    für    die    auf   die 

96)  J.  Bonssinesq,  a.  a.  0.***),  p.  698;  E.  u.  F.  Cosserat,  1.  c,  p.  J.  74  f 
96)  E.  u.  I.  Cosserat,  ..Corps  deformables"  *),  chap.  IV,  p.  12"2  ft'. 
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Massen-  und    Flächenelemente  wirkenden  Drehmomente'-'''): 
,      j _  >r^  \d(p    .        dcp  dli  _■    d(p  clj^    ■    gqp  g?,  ) 

r« ^^ ~ '  ^Vdi^  ^~^  dx,,  da  "^  a\  db  ■•"  die  dch 

/ic>\  ('■'"')  /L,M,N      ,    \ 

Es  ist  vielfach  zweckmäßig,  in  diese  Formeln  die  den  6%,  dx,  bQ 
analogen  Winkelgeschwindigkeiten  einzuführen,  die  bei  der  Überführung 
des  zu  einem  Teilchen  gehörigen  Dreikantes  in  das  eines  Nachbar- 
teilchens auftreten;  wir  betrachten  speziell  die  in  der  Richtung  der 
Parameterlinien  a,  b,  c  benachbarten  Teilchen,  also  die  Winkel- 
geschwindigkeitskomponenten 

(13)  A=2^A'/„''«.=2'r,t'-«=2'".'/;    '«''''^)- 

(123)  (123)  (123) 

Dann  hat  man  analog  den  Relationen  (12)  von  Nr.  2 

dl        -j         ,  .  ß,  u,  V         ,     \ 

Ja  =  ^1-^«  +  "^1  ^Ja  +  «1  »"a  (i,  .>,  8  5    «'  ^>  ^)  ^ 

und  kann  in  dem  Ausdruck  (11)  der  Energiedichte  die  X^,  ...  v^ 
durch  die  Winkelgeschwindigkeiten  p^,  ...,  r^  ersetzen: 

(14)  9>  =  9^(^,  f^,'i''j  Pa,Pö>■■■>^'c)■ 

'B\ldei  man  aus  diesem  Ausdruck  dO  und  berücksichtigt  die  aus  (13) 
folgenden  Relationen  (das  Analogon  der  sog.  „Übergangsgleichungen"^^) 
der  Kinetik) 

öp^=^^+rjy,  -  qjQ  (^'  «'  ^  a,h,  c)  , 

so  ergiebt  sich  durch  analoge  Betrachtungen,  wie  sie  zu  (12)  führten^''): 

Der  Übergang  zu  den  auf  das  deformierte  Kontinuum  bezogenen 
Drehmomentkomponenten  X^,...,  J^^  ist  mit  Hilfe  von  Nr.  4b,  (5) 
leicht  zu  vollziehen. 


97)  Diese  Formeln  finden  sich  in  dem  Cossei'atschen  Buche  nicht  explizit 
angegeben,  da  dort  die  unten  ausgeführte  Annahme  eines  „Euklidischen"  Po- 
tentiales  an  der  Spitze  steht;  sie  sind  indessen  in  den  Gleichungen  von  p.  1.32 flF. 
und  141  bzw.  p.  130 ff.  und  134  ff.  enthalten;  die  Identifizierung  geschieht  am 
leichtesten  von  den  p.  138  ff.  angegebenen  Formeln  für  die  Arbeit  aus. 

98)  Sie  gehen  in  diese  über,  wenn  a  durch  den  Zeitparameter  ersetzt  wird; 
vgl.  IV  6  (P.  Stäekel),  Nr.  30,  p.  584f.  und  Anm."!^)  sowie  IV  11  {K.  Heun),  Nr.  14c. 

43* 
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E.  und  F.  Cosserat  betrachten  insbesondere  die  durch  diesen  An- 
satz dargestellten  inneren  Wirkungen  in  einem  Medium,  bei  denen  cp 
als  Funktion  der  x,  .  .  .  und  A,  .  .  .  invariant  gegen  rechtwinklige  Ko- 
ordinatentransformationen im  x-y-2-Bja.ume  ist,  oder  —  was  dasselbe 
bedeutet  —  bei  denen  jede  Bewegung  des  mitsamt  den  adjungierten 
Dreikanten  erstarrt  gedachten  Kontiuuums  das  Potential  ungeändert 
lässt;  ein  solches  Potential  nennen  sie  ein  eiiJdidisches  {adion  Encli- 
dienne).  Um  diese  Klasse  von  Potentialen  zu  umschreiben,  verwenden 
sie  in  jedem  Punkte  x,  y,  z  als  (bewegliches)  Bezugssystem  die  momen- 
tane Lage  des  dem  gerade  dort  befindlichen  Teilchen  angehefteten 
Dreikantes;  an  Stelle  der  Komponenten  2?^,  •••;*"c  treten  die  Kompo- 
nenten der  gleichen  Winkelgeschwindigkeiten  in  Bezug  auf  diese  neuen 
Axen: 

(16a) p.=  a,i;,  +  ih üa  +  n r.  =  <^;  ^"^  +  ß^T^  +  n/:  (?; l h  «' ^'' ^)' 

und   in   gleicher  Weise   mögen   die    9   Deformationsgrössen    x^,...,z^ 
transformiert  werden  in: 

(16b)  la=<^.K+kya+y.^a  (l',  2',  3  ^   «,  &,  ^)  • 

Dann  ist  das  allgemeinste  euklidische  Potential,  das  höchstens  von  den 
ersten  Ableitungen  der  Deformationsfiinktionen  abhängt,  eine  willkürliche 
Funktion  dieser  18  Grössen  p^,  . . .,  j^,,  die  ausserdem  noch  explizit  a,  b,  c 
enthalten  kann^^): 
(17)  (p  =  (p{a,  .  .  .■  l^,  .  .  .,  ä^;  p^,  .  .  .,  rj 

Zur  Herleitung  der  Gleichgewichtsbedingungen  für  diesen  Ansatz 
führt  man  auch  die  Komponenten  der  virtuellen  Verrückung  und  Ver- 
drehung nach  den  neuen  beweglichen  Axen  ein: 

t,  I,  f 
dl  =  a^Ö7t-\- ß^dx-}- y^ög;  Vi,  2,  3. 

dann  hat  man  die  „Übersanffssleichunsen" 


o"o' 


*^^«=^a*«-  +  ^'^^5-^^^^  +  ^a'^^-3.^^  A>»?^a 


däi 


p,  q,  r;  a,  b,c 


und  kann  daher  die  Variation   des  mit  (17)  gebildeten  Potentiales 


99)  E.  u.  F.  Cosserat,  „Corps  deformables",  p.  127. 
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unmittelbar  mit  der  folgenden  Form  der  virtuellen  Arbeit  vergleichen: 

(»■») /'xv)a.  a«m'ji>  iahe) 

U«ö'  i  i  i  ' 

in  der  die  Komponenten  der  früher  betrachteten  Kräfte,  Spannungen  und 

Momente  in  bezug  auf  das  bewegliche  Koordinatenkreuz  auftreten.    Es 

ergeben  sich  danach  Formeln^"")  vom  Typus 


(18) 


(a6c) 

7  c.  Der  Potentialansatz  für  zwei-  und  eindimensionale  Kon- 
tinua. Für  die  zwei-  und  eindimensional  ausgedehnten  Kontinua  im  drei- 
dimensionalen Räume  kann  man  den  Potentialansatz  ohne  Schwierig- 
keit durch  ganz  analoge  Betrachtungen  gewinnen.  ^'^^)  Die  Energie- 
dichte (p  —  der  als  existierend  vorausgesetzte  Grenzwert  des  Quotien- 
ten aus  dem  Potential  eines  immer  kleiner  werdenden  Teiles  des  Kon- 
tinuums  und  dessen  Flächeninhalt  bzw.  Länge  —  wird  eine  gegebene 
Funktion  der  6  Funktionen  x,  y,  z,  l,  ^,  v  von  a,  b  (bzw.  von  a) 
und  ihrer  Ableitungen,  das  Potential  selbst  also  ein  zwei-  bzw.  eindimen- 
sionales Integral: 

0  =  jl(pdadh   bzw.    0^=1  (p da. 

iSo)  0 

Die  Variation  dieser  Potentiale  und  daher  die  auf  die  Anfangspara- 
meter bezogenen  Kraft-,  Spannungs-,  und  Momentkompouenten  er- 
geben sich  unmittelbar  aus  den  entsprechenden  Formeln  des  drei- 
dimensionalen FaUes  durch  Fortlassen  der  auf  c  bzw.  h  und  c  bezüg- 
lichen Glieder;  der  Übergang  zu  den  auf  den  deformierten  Zustand 
bezüglichen  Grössen  erfolgt  dann  nach  Nr.  3e,  (16)  und  Xr.  4  b,  (12). 
Richtet  man  sein  Augenmerk  besonders  auf  orientierte  Teilchen, 
so  spielen  die  wie  in  Nr.  7  b  definierten  Winkelgeschwindigkeitskom- 
ponenten p^,  ...  wieder  eine  wichtige  Rolle,  und  zwar  hat  man  jetzt 
natürlich  nur  2  bzw.  1  Tripel  dieser  Grössen.  E.  und  jP.  Cosserat 
haben  die  Theorie  solcher  Medien  unter  Verwendung  des  jedem  Teilchen 

100)  E.  u.  F.  Cosserat,  1.  c,  p.  130 f.;  vgl.  auch  IV  11  {K.  Heun),  Nr.  21. 

101)  Bereits  Lagrange  wendet  ihn  bei  den  von  ihm  behandelten  Problemen 
aus  diesem  Gebiet-')  an;  er  wurde  dann  in  der  Theorie  der  elastischen  Fäden 
und  Platten  (vgl.  IV  6  (P.  StäcM),  Xr.  23,  24  und  IV  25,  Kap.  III,  Tedone-Timpe), 
besonders  aber  auch  in  der  Theorie  der  Kapillarität  (vgl.  V  9  {Minkoicski),  Nr.  2) 
weiterentwickelt. 
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zugeordneten  Dreikantes  als  beweglichen  Bezugssystemes  weitgehend 
ausgebaut ^°^)  und  haben  auch  hier  die  inneren  Wirkungen  betrachtet, 
die  sich  aus  einem  wie  oben  definierten  euMidischen  Potential  her- 
leiten; der  Ausdruck  dieses  Potentials  und  die  zugehörigen  Kraft-, 
Spannungs-,  und  Mouientformeln  ergeben  sich  wiederum  durch  Spe- 
zialisierung der  Gleichungen  (16;ff.  von  Nr.  7b. 

7d.  Die  Bedeutung  des  ■wirkliehen  Minimums.  Ein  wesent- 
licher Vorteil  der  Existenz  eines  Potentiales  CD  der  gesamten  Kraft- 
wirkungen ist  die  Möglichkeit,  die  Gleichgewichtsbedingungen  ohne 
explizite  Verwendung  unendlichkleiner  Verrückungen  auszusprechen. 
Die  Gleichgewichtsbedingung  6  0  =  0  ist  nämlich  die  Bedingung  dafür, 
dass  0  für  die  betrachtete  Deformation  einen  Extremwert  (Maximum 
oder  Minimum,  ev.  aber  auch  einen  sog.  „Sattelwert")  besitzt ^*'^):  Für 
eine  Gleichgeiviclitslage  des  Quantums  Vq  des  Kontinuums  wird  also  das 
Potential  von  Vq  ein  Extremwert  (im  weitesten  Sinne),  verglichen  mit  den 
Werten  für  alle  benachbarten  nur  den  etwa  stattfindenden  Kehenhedingungen 
genügenden  Deformationssuständen.  Damit  ordnet  sich  die  Gleich- 
gewichtsbedingung genau  dem  normalen  Problem  der  Variations- 
rechnung ein,  innerhalb  eines  gegebenen  Bereiches  Fq  der  Variablen 
a,  b,  c  die  Funktionen  x,  .  .  .,  ).,...  von  ihnen  so  zu  bestimmen,  dass 
ein  gewisses  diese  Funktionen  und  ihre  Ableitungen  enthaltendes 
Raum-  und  Oberflächenintegral  ein  Extremum  wird  —  bei  möglicher- 
weise noch  unbestimmten  Randwerten;  Differentialgleichungen  und 
Randbedingungen,  die  hieraus  nach  den  Regeln  der  Variationsrech- 
nung entspringen,  sind  genau  die  früher  aufgestellten  Gleichgewichts- 
bedingungen. 

Besonders  hervorgehoben  wird  oft  der  Fall,  dass  O  nur  das 
Potential  der  im  Inneren  des  Kontinuums  angreifenden  Wirkungen 
ist:  dann  tritt  zu  —  ÖO  in  der  Gleichgewichtsbedinguusr  noch  ein 
Oberflächenintegral,  die  virtuelle  Arbeit  der  am  Rande  angreifenden 
äusseren  Druckkräfte,  hinzu,  und  Ö^  selbst  verschwindet  notwendig 
nur  für  diejenigen  virtuellen  Verrückungen,  die  auf  S  den  Wert  Null 
haben.  Für  eine  Gleichgeivichtslage  also  wird  das  Potential  O  der  im 
Innern  von  Vq  angreifniden  Kräfte  und  Spannungen  ein  Extremum.  ver- 
glichen mit  allen  bena<Jiharte)i,  den  etwa  bestehenden  Xcbenbedingungen 

102)  Man  sehe  die  ausführliche  Darstellung  in  chap.  11,  III  der  „corps  d^- 
formahles",  wo  die  Gleichgewichtsbedingungen  solcher  Medien  mit  euklidischem 
Potential  bei  Verwendung  der  verschiedenen  möglichen  Koordinatensysteme  und 
unter  den  mannigfachsten  Spezialisierungen  cutwickelt  sind. 

103)  Die  Bedeutung  dieser  Auffassung  hat  Lagrange  auch  für  die  Kontinua 
in  der  Mec.  anal,  nachdrücklich  betont  (s.  1.  Part.,  sect.  IV,  §  IIP). 
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genügenden  Deform ationszuständcn,  für  die  jedes  &reußteilchen  von  F^  den- 
selben Ort  innehat  wie  in  der  Gleichgewichtslage^  die  Lösung  dieses 
Variationsproblems  ist  natürlich  nur  dann  bestimmt,  wenn  die  Lage 
der  Randteilehen,  d.h.  die  Randwerte  der  Deformationsfunktionen,  direkt 
gegeben  sind. 

Das  Hauptinteresse,  das  sich  mit  diesen  Formulierungen  ver- 
knüpft, gehört  der  Frage,  ob  hier  wie  in  der  Mechanik  diskreter 
Massen  sich  je  nach  der  Art  des  Extremums  von  ^  auch  die  Art 
des  GleichgewicJits  bestimmt,  insbesondere,  ob  das  Birichletsche  Sta- 
bilitätskriterium ^®*j  gilt,  dass  für  das  Eintreten  stabilen  Gleichgeicichts 
das  Stattfinden  eines  wirJclichen  3Iinimums  entscheidend  ist.  Die  all- 
gemeine Beantwortung  dieser  Frage  kann  nur  auf  die  Theorie  der 
Bewegung  des  Kontinuums  gegründet  werden,  und  zwar  kommt  es 
darauf  an,  ob  eine  durch  kleine  Lnpulse  aus  einem  Gleichgewichts- 
zustand hervorgerufene  Bewegung  im  Falle  eines  wirklichen  Mini- 
mums von  $  stets  in  beliebiger  Nähe  eben  dieses  Deformationszu- 
standes verläuft.  Freilich  kann  mau  dabei  den  Betjritf  der  „beliebigen 
Nähe"  verschieden  interpretieren,  je  nachdem  man  die  Entfernung 
jedes  einzelnen  Teilchens  von  seiner  Gleichgewichtslage  beschränkt, 
oder  diese  Forderung  nur  im  Mittel  für  das  ganze  Kontinuum  oder 
für  einzelne  Teilbereiche  stellt;  man  erhält  danach  verschiedene  Arten 
von  Stabilität. 

Abgesehen  von  den  Fällen  der  gewöhnliehen  Elastizitätstheorie, 
wo  die  Verhältnisse  sehr  einfach  liegen  *°"^),  sind  nur  für  wenige  Pro- 
bleme Stabilitätsuntersuchungen  vollständig  durchgeführt  worden;  und 
meist  wurde  ihnen  überdies  das  Dirichletsche  Kriterium  oder  ein 
äquivalenter  Satz  direkt  zugrunde  gelegi.  ^^^)  L'nter  Hinweis  auf  diesen 
Sachverhalt  und  auf  die  Schwierigkeiten,  die  der  direkten  Über- 
tragung des  Dirichletschen  Beweises  auf  Kontinua  entgegenstehen, 
hat  Ä.  Kneser^^'')  die  Richtigkeit  des  Dirichletschen  Kriteriums  für 
die  Kettenlinie  gezeigt;  für  das  Problem  der  elastischen  Linie  hat  den 
Beweis  M.  B&m'^^^)  unter  ausdrücklicher  Benutzung  des  Osgoodschen 
Satzes^"®)  der  Variationsrechnung  in  einer  auch  auf  andere  eindimen- 
sionale Probleme   übertragbaren   Weise    erbracht.     Allgemein   jedoch, 

104)  P.L.  Dirichlet,  Joum.  f.  Math.  32  (1846),  p.  85  =Werke  II  i.Berlin  1897),  p.  5. 

105)  Vgl.  die  Üliersicht  in  IV  25,  Nr.  21,  Tedone-Timpe. 

106)  S.  IV  25,  Nr.  21,  p.  211. 

107)  Ä.  Kneser,  Journ.  f.  Math.  125  (1903),  p.  189. 

108)  M.  Born,  Untersuch,  über  die  Stabilität  der  elastischen  Linie.  Preis- 
Bchrift,  Göttingen  1906,  Anhang. 

109)  W.  F.  Osgood,  Amer.  Trans.  2  (1901),  p.  273:  vgl.  IIA  Sa  H.  Hahn  u. 
E.  Zermelo),  Anm.'^). 
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für  mehrdimensionale  Integrale,  dürfte  der  Osgoodsche  Satz  und  daher 
auch  das  Diricliletsche  Kriterium  nicht  ohne  weiteres  gelten."") 

7e,  Direkte  Bestinamung  der  Spannungskomponenten.  Für 
manche  Zwecke  wichtig  ist  eine  Umformung  des  Prinzips  vom  Energie- 
minimum, die  der  sog.  hanonischen  Transformation  der  Dynamik  dis- 
kreter Medien  analog  ist.  "^)  Sie  besteht  zunächst  darin  —  wenn 
wir  der  Kürze  halber  uns  nur  auf  den  ersten  Fall  von  Nr.  7  a  beziehen 

—  dass  man  an  Stelle  der  9  Ableitungen  x^,...,z^^  als  neue  unbe- 
kannte Funktionen  die  9  zugehörigen  auf  die  Anfangsparameter  be- 
zogenen Spannungskomponenten 

(19)  ^a=^-~^      X,=  I^,.--,Z^=^ 

—  unter  Voraussetzung  des  Nichtverschwindens  der  entsprechenden 
Funktionaldeterminante  —  einführt.     Bestimmt  man  sodann 

(20)  H=^cp~2x^  X,  =  Rix,  . . .;  X,, . . .,  Z^) 

{xyz;  a'jc) 

als  Funktion  der  x,  y,  z  und  der  neuen  Grössen  X^,  . . .,  Z^,  so  zeigt 
man  leicht  mit  Hilfe  der  bekannten  Methoden  der  Variationsrech- 
nung^^-), dass  das  Verschwinden  von  d^  gleichbedeutend  ist  mit  dem 
Verschwinden  der  ersten  Variation  des  Integrales 

(21)  Jjjllli^x,...-  X,, ...,  ZJ  -f-  2||X,)  dadhdc, 

(Ko)  (xi/z;ahc) 

das  als  unbekannte  Funktionen  x,  y,  z  nebst  ihren  (linear  auftreten- 
den) Ableitungen  und  ausserdem  X^,  ..^Z^  ohne  Ableitungen  enthält. 
Daraus  ergiebt  sich  dann  die  neue  „kanonische"  Form  der  im  Innern 
geltenden  Gleichgewichtsbedinguugen: 

(22a)  gx^  ■  aXft  ■  aXg ^==, 0      ix,y,z\ 

^        ^  da    ~'~    db    ^    de  ex  \  x,y,z  ) ' 

(22  b)  ^  +  1^=0         (^^'^'^;«,&,c). 

^        ^  dX^    '    da  \  x,y,z  ^     '    ■    J 

Die  Gleichungen  (22  b)  spielen  dadurch,  dass  sie  als  Auflösung  von 
(19)  den  expliziten  Ausdruck  der  Deformation  durch  die  Spannungs- 
komponenten geben,  in  der  Elastizitätstheorie  eine  wesentliche  Rolle. 

110)  Nach  mündlicher  Mitteilung  von  A.  Haar.  Haar  hat  jedoch  bewiesen, 
dass  ein  analoger  Satz  wieder  gilt  sowie  hinreichend  höbe  Ableitungen  im 
Integranden  des  Variationsproblemes  auftreten  (vgl.  den  Bericht  über  einen  Vor- 
trag i.  d.  math.  Ges.  Göttingen,  Jahresber.  d.  d.  Math.-Yer.  19  (1910),  p.  254. 

111)  Vgl.  IV  12,  F.  Stäckel  sowie  etwa  die  Darstellung  der  Jacobi- Hamilton - 
.sehen  Theorie  in  II  A  5,  Nr.  31,  is".  v.  Weber.  Eine  Ausdehnung  auf  mehrere  un- 
abhängige Veränderliche  giebt  M.  Born  '°*i,  Anhang. 

112)  Vgl.  M.  Born,  1.  c.  >"^),  p.  91  tf. 
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Das  Charakteristische  dieses  neuen  Variationsprinzips,  dass  in  ihm 
niclit  soivohl  die  Drformationsf/rössen,  als  vielmehr  die  Spannung skom- 
poncnten  iiervortreteti,  komuit  noch  deutlicher  in  dem  speziellen  Fall 
zum  Ausdruck,  dass  die  Energiedichte  tp  von  den  Werten  der  Defor- 
mationen X,  y,  z  seihst  unabhängig  ist,  also  nur  von  der  Formänderung 
(im  weitesten  Sinne)  abhängt.  Dann  enthält  also  H  nur  die  Spannungs- 
komponenten, und  man  kann  (21)  durch  das  folgende  Variationsprinzip 
mit  Nebenbedingungen  ersetzen,  das  dem  in  der  Theorie  der  Fachwerke 
als  Prinzip  von  L.F.Menabrea  und  A.  Castigliano^'^^)  bekannten  analog 
ist:  Es  soll  die  erste  Variation  des  Integrales 

(23)  fff^i^a,  ^ö,  ...,Z,)da db de 

verschivinden,  tvobei  zum  Vergleich  alle  Sijsteme  von  FunMionen  X^, ...,Z^ 
zugelassen  iverden,  die  den  3  Bedingungsgleiclnmgen 

(23a)  '-f^  +  ^^  +  ^^'  =  0         (X,  Y,  X) 

genügen'^  bezeichnet  man  mit  x,  y,  z  drei  diesen  Nebenbedingungen 
zugeordnete  Lagrangesche  Faktoren,  so  ergeben  sich  hieraus  in  der 
Tat  die  Gleichungen  (22  b).  Durch  Elimination  dieser  Lagrangeschen 
Faktoren  aus  (22  b)  folgen  für  die  9  unbekannten  Funktionen  allein 
die  G  Gleichungen: 

(2*)      UIB  -  Ä(fD    (»'  *■  -'  -^'  ^'  ^' 

das  sind  die  sog.  Komptabilitätsbedingungen^^^)  der  Elastizitätstheorie, 
die  ausdrücken,  dass  ein  den  Bedingungen  (23  a)  genügendes  Span- 
nungssystem tatsächlich  Gleichgewichtssystem  in  einem  Kontinuum  mit 
der  Energiedichte  (p  bzw.  H  sein  kann.  —  Dies  Castiglianosche  Prinzip 
wird  besonders  in  solchen  Fällen  bedeutsam,  wo  in  einem  Medium 
nur  Spannungen  gewisser  Art  stattfinden  können;  die  diese  Ein- 
schränkungen darstellenden  Bedingungen  können  ihm  ohne  weiteres 
als  Nebenbedingungen  hinzugefügt  werden.  •^^^) 

7  f.  Die  entsprechenden  Ansätze  für  die  Kinetik.  Auch  bei 
bewegten   Medien    kommen    in    erster    Linie    die    bisher    betrachteten 


113)  L.  F.  Menabrea,  Torino  Mem.  (2)  25  (1871),  p.  141  und  A.  Castiglano, 
Theorie  d'equilibre  des  systemes  elastiques  (Turin  1879);  vgl.  IV  29  a,  Nr.  7  ff., 
M.  Gräning.  Vgl.  auch  E.  und  F.  Cosserat,  Corps  deform.,  p.  26  ff.  für  den  Fall 
des  eindimensionalen  Kontinuums. 

114)  S.  IV  24,  Nr.  7  a,  Tedone;  vgl.  auch  A.  Haar  u.  Th.  v.  Kärmän,  Gott. 
Nachr.,  math.-phys.  Kl.  1909,  p.  204ff. 

115)  Haar  u.  Kärmän,  1.  c.  "^),  p.  212. 
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Wiikunsen  in  Betracht,  in  die  nur  t  als  Parameter  eini^eht.  Fasst 
man  zunächst  den  Ansatz  von  Nr.  7  a  mit  dem  Ausdruck  des  Hamil- 
tonschen  Prinzips  Nr.  5,  (5),  (6)  zusammen,  so  ergiebt  sich  der  der  For- 
mulierung von  7d  analoge  Satz:  Für  die  wirkliche  Bewegung  des  Kon- 
tinuums  Vq  im  Zeitintervall  t^-^t  ^t^  hat  das  vierfache  Integral 
h 

(25)  f^ifff^  ^0 1  i  Co(^''  +  y'  +  ^')  -  ^ ) 

*o  (  I  o) 

einen  Extremwert  gegenüber  seinen  Werten  für  alle  henachharten,  den  etica 
stattfindenden  Nehenhedingungen  genügenden  Bewegungen,  die  zu  den  Zeiten 
Iq  und  t^  das  Kontinuum  in  derselben  Lage  belassen. 

Diesen  Ansatz  kann  man,  wie  man  es  im  Falle  endlich  vieler 
Freiheitsgi-ade  tut,  sofort  wesentlich  ausdehnen,  indem  man  von  der 
speziellen  Abhängigkeit  des  Integranden  von  den  zeitlichen  Ableitungen 
abgeht.  Man  braucht  dazu,  um  sogleich  auch  den  Fall  orientierter 
Teilchen  mit  zu  umfassen,  nur  an  die  Formeln  (10),  (12)  von  Nr.  od 
anznschliessen  und  analog  wie  im  Anfang  von  Nr.  7a  zu  fordern:  Die 
virtuelle  Arbeit  des  beilegten  Kontimmms  im  Zeitintervall  i^,  i^  soll  für 
jede  virtuelle  Verrückung  gleich  sein  der  Variation  eines  einzigen  nur  vm 
dem  jeweiligen  Beivegungszustande  abhängigen  Ausdruckes,  der  speziell 
ein  vierfaches  Integral  über  eine  bekannte  Funktion  der  Bewegungs- 
funktionen und  ihrer  zeitlichen  und  räumlichen  Ableitungen  sei: 

(26)  ^  =JdtjjJ  'd  Vr^cpia,  b,  c,  t-x,.. .,  v;  x^, ...,  r^;  x',...,  v  •  x'^,...,  rj, 

to  (  >'o) 

und  Wirkungsintegral  (action)  heisse.  ^^®)  Dann  bleiben  die  Formeln 
für  Kraft-,  Spannungs-  und  Momentkomponenten  im  wesentlichen  um- 
geändert, nur  für  die  Impulskomponenten  treten  die  Gleichungen  hinzu 

(27)  X,  =  _  f  ^  Z,  =  _  1^  /,  _  l^-^  l  -  If, ?3      U  y,  z-  ^:  ^'  ^)  . 

E.  und  F.Cosserat^^'')  haben  auch  hier  die  Annahme  eines  „eukli- 
dischen Potentiales"  verfolgt,  das  sich  bei  einer  jeden  Bewegung  des 
samt  seinen  Dreikanten  erstarrt  gedachten  Kontinuums  nicht  ändert; 
es  wird  ausser  den  Grössen  (161  noch  die  (niclitholonomen)  Gesc-hwindig- 
keitsküordinaten  in  bezug  auf  das  bewegliche  Koordinatensystem 

/  E-  n.  ä  . 

(28)  l  =  a^x'+ß,y  -{-y.z,    p  =  c<,c<^' -j- ß^ß,' -^  y,y^'  p,q.r 

Vi, 2,  3/ 


116)  Vgl.  E.  und  F.  Cosserat,  Corp?  deform.,  p.  4. 

117)  „Corps  deformables'',  p.  156  ff. 


'■:-'^-2^i:-2^ 
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enthalteu,  und  hiernach  lassen  sich  die  in  die  Bewegungsgleichungen 
eingehenden  Komponenten  analog  (18j  unmittelbar  hestimraen. 

Auch  hier  lässt  sich  analog  />u  Nr.  7  e  die  kanonische  Trausl'ormation 
durchführen;  transformiert  man  nur  in  Hinblick  auf  die  zeitlichen 
Ableitungen,  so  entsteht,  falls  cp  von  t  unabhängig  ist,  in 

cp 

(K  n  i)  (P  q  t) 

die  Energiediehte  des  hewcgten  Systems.^^^) 

Nehen  dieser  weittragenden  Verallgemeinerung  ist  noch  eine  spe- 
ziellere Art  des  Eingehens  der  zeitlichen  Ableitungen  der  Bewegungs- 
funktioaen  in  die  Wirkungskomponenten  hervorzuheben,  wie  sie  bei 
B,eil)ungswirTmngen  u.  dgl.  auftritt  und  bei  der  ein  dem  Potentialansatz 
in  gewisser  Weise  analoger  Ansatz  auftritt.  Beschränken  wir  uns  darauf, 
dass  die  Spannungsdyade  einen  von  den  zeitlichen  Ableitungen  der 
9  Deformationsgrössen  xj,...,z^  abhängigen  Teil  enthält,  so  handelt 
es  sich  um  die  Besonderheit,  dass  die  Spannungskomponenten  gerade 
die  Ableitungen  einer  bekannten  Funktion  F{x'^,x^,...,z^)  nach 
<»  ...,<  sind: 
(29)  X.=  l^^     X,=  ^J,,...,    Z,=  |^. 

Zu  der  während  der  wirklichen  Bewegung  geleisteten  Arbeit  liefert 
diese  Spannungsdyade  den  Beitrag  (auf  die  Zeiteinheit  berechnet): 

(30)    -2'x.t=-2'l|-<--^«--.<)- 

{xy::abc)  .  c y  :  :  a  l  cj 

Ist  D  eine  positiv  definite  Funktion  seiner  9  Argumente,  so  wird 
während  der  Bewegung  durch  die  Spannungen  X^,  . . .  stets  Arbeit 
verzehrt,  und  zwar  in  einem  durch  die  Funktion  D  oremessenen  Be- 
trage;  D  heisst  die  zu  der  Spannung  gehörige  DissipationsfunMion.^^^ ) 
Tatsächlich  wird  übrigens  lediglich  der  Fall  benutzt,  dass  F  eine  qua- 
dratische Funktion  der  ^„',  .  •  •  ist;  dann  ist  auch 

In  ganz  ähnlicher  Weise  kann  man  auch  die  Abhängigkeit  von 
höheren  zeitlichen  Ableitungen  in  Betracht  ziehen  und  die  zugehörigen 
Dissipationsfunktionen  bestimmen;  für  lineare  Abhängigkeit  der  X^,  ... 
von  den  Ableitungen  hat  das   W.  Voigf^^^)  durchgeführt. 

118)  M.  Born,  1.  c.  p.  94 f.;  E.  und  F.  Cosserat,  Corps  deform.,  p.  171,  219. 

119)  Lord  Baijleigh  (J".  W.  Strutt),  Lond.  Math.  Soc.  Proc.  4  (1873),  p.  357. 

120)  W.  Voigt,  Kompendium  I,  p.  4.59  ff. ;  Lehrbuch  der  Krystallphysik, 
Leipzig  1910,  p.  792  ff. 
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8.  Grenzfälle  des  gewöhnlichen  dreidimensionalen  Kontinuums. 

Endlich  bleibt  noch  zu  erörtern,  wie  man  durch  gewisse  typische 
Grenzübergänge  aus  der  Theorie  des  freien  dreidimensionalen  Kon- 
tinuums die  bisher  ohne  direkten  Zusammenhang  mit  ihr  in  rein 
formaler  Analogie  aufgestellten  Ansätze  für  Kontinua  anderer  Art  ge- 
winnen kann;  dabei  genüge  es,  alles  auf  den  Fall  der  Existenz  eines 
Potentials  der  einfachsten  Art  (Nr.  7  a,  Anfang)  zu  beziehen. 

8  a.  Unendlichdünne  Platten  und  Drähte,  In  erster  Linie  handelt 
es  sich  um  die  Theorie  der  Medien,  deren  Ausdehnung  nach  einer 
oder  zwei  Dimensionen  hin  als  unendlichklein  angesehen  werden  kann 
(Platten  und  Drähte).  In  Wahrheit  liegt  hier  jedesmal  ein  dreidimen- 
sional ausgedehntes  Gebiet  3S  vor,  das  von  einem  jene  sehr  kleinen 
Ausdehnungen  messenden  Parameter  £  abhängt;  die  abstrakten  Grenz- 
fälle unendliclildeiner  Ausdehnung  werden  wir  darstellen,  wenn  wir 
eine  ganze  Schar  von  Gebieten  SS  betrachten,  die  sich  im  Limes 
£  =  0  dem  bei  der  direkten  Behandlung  (s.  Nr.  2  c)  zugrunde  gelegten 
Flächen-  oder  Linienstück  —  wir  dürfen  noch  annehmen:  gleichmässig 
—  annähern.  Auf  Grund  dieser  Vorstellung  kann  man  die  Theorie  der 
Platten  und  Drähte  an  die  Theorie  der  dreidimensionalen  Kontinua 
anschliessen,  und  tatsächlich  hat  bereits  S.  D.  Poisson  in  einem  Falle  ^-^) 
konsequent  diesen  Weg  eingeschlagen:  Man  wird  die  charakteristischen 
Grössen  für  das  Gebiet  SS  als  Funktion  von  s  darstellen  und  dann 
durch  ebenjenen  Prozess  lim  £  =  0  bzw.  durch  Beschränkung  auf  die 
ersten  Glieder  der  Reihenentwicklung  nach  £  zu  den  für  den  Greuz- 
fall  geltenden  Gesetzen  gelangen.  Axiomatisch  gesprochen  würde 
dieses  Verfahren  die  Konsequenz  eines  allgemeinen  Stetigl'eitsposhdates 
sein,  das  man  so  formulieren  kann:  In  einem  Medium,  dessen  Gestalt 
oder  physikalisches  Verhalten  von  einem  kontinuierlich  variablen 
Parameter  abhängt,  ändern  sich  die  Zustandsgieichungen  ausnahmslos 
stetig  mit  diesem  Parameter. 

Die  Ausführung  dieses  Verfahrens  möge  an  das  Variatiousprinzip 
angeschlossen  werden  ^^^).     Als  typisches   Beispiel  werde  ein  Medium 

121)  Bei  der  Behandlung  des  Problems  der  elastischen  Platte;  Meni.  de 
l'Acad.,  Paris  8  (1829),  p.  523  ff. 

122)  Solche  Reihenentwicklungen  und  Grenzbetrachtungen  liegen  mehr  oder 
Aveniger  ausgesprochen  allen  Theorien  der  Platten  und  Driihte  seit  Poisson  zu- 
grunde (s.  IV  25,  Nr.  18  ff.,  Teilone-Timpe);  nur  wird  die  Übersicht  dadurch  er- 
schwert, daß  man  sich  von  vornherein  auf  unendlichkleiue  Deformationen  in 
kleinen  Teilgebieten  beschränkt  und  erst  hinterher  unter  Heranziehung  von  Hilfg- 
hypothcsen  zu  der  endlichen  Deformation  des  Ganzen  übergeht.  Der  Text  folgt 
der  Darstellung,  die  C.  Carathcodory  in  einer  Göttinger  Vorlesung  im  W.-S.  lltOG  7 
für  die  elastischen  Linie  vorgetragen  hat. 
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betrachtet,  das  im  Anfangszustande  das  über  einem  Flächenstück  Sq 
der  a-&-Ebene  gelegene  Gebiet  —  £  ^  c  ^  +  £  erfüllt;  sein  Potential  sei: 

+  f 

(1)  0  =JJ'dadbfdccp(a,  b,  c-x,  .  .  .;  x^,  ...). 

Die  Gleiehgewichtsfunktionen  x  =  x{a,  h,  c),  .  .  .,  die  unter  gewissen 
Randbedingungen  O  zum  Minimum  machen,  werden  nun  von  s  ab- 
hängen: sie  mögen  in  eine  Potenzreihe  in  s  und  c  entwickelbar  sein: 

(2)  a;=a;W(a,  h)-i-cx,^''\a,h)-\-sx^'\a,  b)-\-6Cx}'\a,  6)  +  •  •  •       (x,  y,  s). 

Führt  man  diese  Ausdrücke  in  tp  ein  und  entwickelt  danach  9  selbst 
nach  Potenzen  von  €  und  c,  so  ergiebt  sich  für  (J>  eine  Reihe 

(3)  0  =  elf  (pQiladh  +  e^Jj  cp^dadb  +  •  •  •, 

(So)  (-So) 

wo 


9'o 


=  2<p(«,&,0;:r(«)...;^^^-,    ^,x}^\..) 


lediglich  von  den  Funktionen  x^^\  .  . .,  ihren  ersten  partiellen  Ablei- 
tungen nach  a,  b  und  den  P^'uuktionen  x^^'^'>,  .  .  .  abhängt,  während  in 
qpj,  .  .  .  immer  mehr  der  als  Entwicklungskoeffizienten  der  Reihen  (2) 
auftretenden  Funktionen  von  a,  b  eingehen  können.  Die  eigentliche 
Aufgabe  ist  nun,  die  durch  die  Grenzfunktionen 

lim  X  {a,  b,  0)  =  x^^^  {a,  b)         {x,  y,  z) 

t  =  0 

bestimmte  Gleichgewichtslage  der  „unendlichdünnen'*  Platte  (bzw. 
ihrer  Mittelebene  c  =  0)  zu  ermitteln.  Daneben  kann  aber  auch  die 
Bestimmung  weiterer  Glieder  der  Reihen  (2)  wichtig  werden,  z.  B. 
der  Funktionen  x^^^\a,  b),  die  die  neue  Lage  der  ursprünglichen  Nor- 
malen der  Platte  d.  h.  die  Verbiegung  ihres  Materials  gegen  die  geome- 
trische Gestalt  der  Mittelebeue  bestimmen.  Diese  Funktionen  gehören 
tatsächlich  zu  den  Bestimmungsstücken  der  Deformation,  eben  weil  es 
sich  in  Wahrheit  nicht  um  ein  streng  ein-  bzw.  zweidimensionales  Me- 
dium handelt;  bei  der  direkten  Theorie  werden  sie  durch  das  Cosseratsche 
Dreikant  geliefert. 

Da  nun  ^  für  jedes  s  unter  den  angenommeneu  Randbedingungen 
ein  Minimum  werden  soll,  so  muss  nach  (3)  in  erster  Linie  auch 
/  /  cp^dadb  ein  Minimum  werden;    dies   ist  aber  gerade   eine  Bedin- 

gung  für  jene  Funktionen  x^^\a,h),  .  .  .,  x}^\a,b),  .  .  .,  wobei  zum 
Vergleich  alle  die  Funktionen  zuzulassen  sind,  welche  die  aus  den 
gegebenen  Randbedingungen  mittels  (2)  für  x^^\  .  .  .,  xj'^^  folgenden 
Randbedingungen  erfüllen. 
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Es  ist  nun  möglich,  dass  hierdurch  die  Funktionen  x^^\  .  .  .  noch 
nicht  völlig  bestimmt  werden,  sondern  dass  sich  nur  gewisse  Rela- 
tionen zwischen  ihnen  ergeben.  Beschränkt  man  sich  alsdann  auf  Funk- 
tionen, die  diesen  Relationen  genügen,  so  folgt  zweitens,  dass  x^(a,h), . . . 
und  die  weiterhin  noch  in  (p^  eingehenden  Funktionen  auch  das  zweite 
Glied  der  Reihe  (3),  j  j(p^dadh,   zum  Minimum  machen,  wobei    sich 

die  Randbedingungen  analog  wie  vorhin  ergeben;  lassen  jene  Relationen 
etwa  die  Elimination  von  x}^\  .  .  .  zu,  so  kann  dies  neue  Variations- 
prinzip höhere  Ableitungen  der  Funktionen  x'^^\  .  .  .  enthalten.  Fährt 
man  ev.  mit  dieser  Schlussweise  fort,  so  bekommt  man  für  die 
Funktionen  x^,  .  .  .  eine  Heihe  zueidimensionaJer  VariafionsprohJeme, 
die  höhere  Ableitungen  enthalten  und  zu  denen  Nehenbedingungen  hin- 
zutreten können. 

Bei  der  Durchführung  dieses  Ansatzes  entsteht  jedoch  eine  wesent- 
liche Schwierigkeit:  es  wird  hierbei  für  die  Lösung  des  dreidimensio- 
nalen Problems  Entwickelbarkeit  in  eine  Reihe  der  Form  (2)  voraus- 
gesetzt, d.  h.  es  wird  ein  bestimmtes  reguläres  Verhalten  dieser  Lösungen 
als  Funktionen  eines  in  der  Randgleichung  des  Kontinuums  enthaltenen 
Parameters  s  gefordert.  Nun  braucht  der  Wert  «  =  0  für  Probleme 
dieser  Art  nicht  nur  keine  reguläre  Stelle  zu  sein,  sondern  er  könnte 
sogar  eine  wesentlich  singulare  Stelle  sein^^^):  die  Möglichkeit  einer 
Entwicklung  (2)  bleibt  also  zunächst  durchaus  problematisch.  Solange 
daher  nicht  die  Abhängigkeit  der  Lösungen  von  Parametern  in  den 
Randbedingungen  eingehend  erforscht  ist,  ist  auf  diesem  Wege  eine 
völlig  befriedigende,  über  die  Aufdeckung  des  formalen  Zusammen- 
hanges mit  den  Eigenschaften  der  dreidimensionalen  Medien  hinaus- 
gehende Theorie  der  Platten  und  Drähte  nicht  zu  erzielen,  und  die 
direkten  Ansätze,  wie  sie  besonders  E.  und  F.  Cossnat  ausgebildet  haben 
(s.  Nr.  3e,  Tc)  bleiben  vorläufig  das  einzige  Auskunftsmittel. 

8  b,  Medien  mit  einer  kinematischen  Nebenbedingung.  Prinzipiell 
gleichwertige  Betrachtungen  kann  man  anstellen,  um  aus  der  Theorie  des 
frei  deformierbaren  Kontinuums  die  Gesetze  solcher  Medien  abzuleiten, 
die  Neben bedingungen  unterworfen  sind,  und  für  die  der  direkte  An- 
satz in  Nr.  4c  gegeben  wurde.  Es  handele  sich,  um  wieder  nur  einen 
typischen  einfachen  Fall  zu  erörtern,  um  ein  Medium  9??,  zwischen 
dessen  Deformationsgrössen  die  Nebenbedingung 

(4)  (oix,...\x^,x„..^  =  0 

besteht,    die    übrigens    ev.    auch    a,  .  .  .    explizit   enthalten    kann.     In 


123)  E.  und  F.  Cosf^erat,  Paris  C.  K.  14.".  J907),  p.  1139:  U6  (1908).  p.  169. 
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Wahrheit  wird  iiuu  ein  solches  Medium  in  der  Natur  niemals  streng 
realisiert  sein,  vielmehr  liegt  hier  wiederum  nur  eine  Abstraktion  aus 
der  Betnii-htung  solcher  Medien  9JZ,  vor,  die  die  Relation  (4)  nahezu 
erfüllen.  3Ji,  mag  durch  ein  Potential  von  der  Gestalt  Nr.  7,  (1)  mit 
der  Energiedichte  9?,  charakterisiert  sein,  und  es  soU  von  einem  Pa- 
rameter £  derart  abhängen,  dass  für  jede  Gleichgewichtslage  durchweg 

(5)  co{x,...]X^,...,2;)\<s 

bleibt.  Solche  Medien  95?^  betrachten  wir  nun  für  eine  Schar  gegen  0 
konvergierender  Werte  des  Parameters  £;  nach  dem  oben  ausge- 
sprochenen allgemeinen  Stetigkeitspostulat  (S.  658)  werden  dann  in  der 
Grenze  e  =  0  die  Gesetze  des  Verhaltens  von  9JJ  folgen  ^^). 

(f^  ist  folgendermasseu  charakterisiert:  es  hänge  ausser  von  den 
Deformationsfunktionen  und  ihren  Ableitungen  auch  noch  von  dem 
Ausdruck  co  explizit  ab: 

(6aj  cp^  =  (fXx, .  .  .5  a;„,  .  .  .;  co{x, .  .  .:  x^,  .  .  ..)• 

Betrachtet  man  g?^  speziell  als  Funktion  des  letzten  Argumentes  co,  so 

soU  -7^  mit   wachsendem   a   stets   wachsen,    für  oj  ^^  0  identisch    in 

allen  andern  Argumenten  verschwinden  und  in  jedem  U  nicht  ent- 
haltenden Intervall  für  lim  £  =  0  gleichmässig  den  Grenzwert  +  00 
(je  nachdem  w  ^  Ü)  haben;  ferner  soU  für  den  Wert  w  ^  0  qp,  gleich- 
mässig in  dem  in  Betracht  kommenden  Yariabilitätsbereich  einen 
Limes  haben: 

(6b)  lim  (p^(x,  .  .  .;  x^,  .  .  .;  0)  =  (p^{x,  .  .  .:  x^,  .  .  .). 

f  =  0 

Ein  Beispiel  einer  derartigen  Funktion  wäre  cp^  =  (pQ  -\-  —  • 

Die  Gleichgewichtsdeformation  von  ^Jl^  wird  nun,  unter  den  betr. 

Randbedingungen,  durch  das  Variationsprinzip 

C^)         ^Jff^^^^'  •  •  •:  ^a;  •  •  •;  «»(^j  •  •  •;  ^a>  •  •  ■))äaäldc  =  0 

bestimmt.    Zur  Vorbereitung  des  Grenzüberganges  dient  eine  der  kauo- 


124)  Ein  solcher  Grenzübergang  hat  offenbar  Lagrange  vorgeschwebt,  als  er 
in  seiner  analytischen  Mechanik  den  zu  ca  ^=  0  gehörigen  Multiplikator  als  „BJraft" 
bezeichnet,  die  die  Funktion  co  zu  ändern  bestrebt  ist;  man  vergleiche  insbe- 
sondere die  Sect.  H,  Nr.  9,  Sect.  IV,  Nr.  6,  18,  Sect.  Y,  Nr.  53.  Sect.  YH,  Nr.  21 
des  ersten  Teiles,  sowie  die  Noten  von  /.  Bertrand  hierzu  —  näher  ausgeführt 
ist  der  Übergang  indessen  nicht.  Die  Darstellung  des  Textes  ist  nach  Hinweisen 
ausgestaltet,  die  D.  Hubert  in  einer  Göttinger  Vorlesung  im  W.-S.  1906/7  für 
die  Behandlung  der  inkompressiblen  Flüssigkeiten  gegeben  hat. 
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nischen  Transformation  der  Mechanik  analoge  Transformation^^^):  aus 
(8a)  ccp,(x,..^x,,...;co>  _  ^ 

^        ^  0(0 

wird  03  als  Funktion  von  X  sowie  x,  .  .  .]  x^,  .  .  .  ausgedrückt: 

(8b)  oj  =  wX^;---;  ^a;---5  ^) 

und  damit  der  Ausdruck 

(9)  (fXx,  .  .  .:  x^,  .  .  .;  o)  —  ra,  •  X  =  H^x,  .  .  .:  x^,  .  .  .:  X) 

als  Funktion  von  /,  x,  .  .  .,  x^,  .  .  .  gebildet.  Dann  folgt  aus  bekannten 
Methoden  der  Variationsrechnung"'),  dass  (7)   dem  Variationsprinzip 

(10)  öfff{  H^ix,  ...xx^,...;\)-\-\  -(oix,  ...:x^,..?)]  dadhdc  =  0 

Co) 

für  die  vier  unbekannten  Funktionen  x^  y,  z,  X  äquivalent  ist. 

Hierin   kann    nun    der    Grenzübergang   leicht   vollzogen    werden; 
nach  den  Annahmen  über  9?,  konvergiert  aj^x,  ,  .  .;  ^i;^,  .  .  .;  X)  mit  ab- 
nehmendem £  gleichmässig  gegen  0,  und  da  aus  (9) 
oH.  {x, . .  .\x  , . . . ; X) 

äx  — -ö 

folgt,  ergiebt  sich  unter  Berücksichtigung  von  (6  b)  leicht  die  gleich- 
massige  Existenz  des  Limes 

(11)  lim  H^[x,  ...:x^,..  .;  X)  =  (p^{x,  .  .  .]  x^,  .  .  .), 

f  =  0 

der  unabhängig  von  X  ist.  Also  erhält  man  schliesslich  als  Grenzfall 
von  (10)  das  Variationsprinzip 

(12)  öj  f  f  {(Pq(x,  .  .  .{  x^,  .  .  .)  -\-  \  ■  03  (x,  . .  .]  x^,  .  .  .)} dadhdc  =  0; 

hierin  aber  kann  mau  endlich  X  als  Lagrangeschen  Faktor  ansehen 
und  hat  damit  tatsächlich  genau  den  Ansatz  von  Nr.  Ic  für  ein 
Medium  mit  der  Euergiedichte  q)Q  und  der  Nebenbedingung  (4)  ge- 
wonnen. Obendrein  kann  man  dieser  Überlegung  noch  die  Bedeutung 
des  Lagrangeschen  Faktors  entnehmen:  nach  (8a)  steht  X  zu  der  Ver- 
bindung CO  der  Deformationsgrössen  in  der  gleichen  Beziehung,  wie  die 
Spannungskomponente  X^  zu  der  Deformati onsgrösse  x^  (s.  Nr.  7,  (4)); 
es  ist  also  gewissermassen  die  dieser  Verbindung  a  zugehörige  Span- 
nungskomponente, genauer:  der  Faktor  von  öco  im  Ausdi-uck  der  vir- 
tuellen Arbeit  bei  einem  „nahezu"  der  Bedingung  w  =  0  genügenden 
Medium. ^^*)  So  sind  die  aus  dem  Stattfinden  von  Nebenbedingungen 
entspringenden  Rcaktionsicirhnnficn  als  GrenzfäUe  den  bisher  durch- 
gehends  betrachteten  ein<ieprägten  Wirk-Hiipen  eingeordnet.^'^) 


125)  Vgl.  obeu  Xr.  7e,  S.  654  sowie  Aum. '"). 
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B.  Individualisierung  für  einzelne  Gebiete. 

9.  Eigentliche  Elastizitätstheorie.  Es  handelt  sich  nun  darum 
aufzuweisen,  an  welchen  Steilen  der  in  Teil  A  entwickelten  allge- 
meinen Schemata  sich  die  für  die  Behandlung  der  einzelnen  Disziplinen 
der  Mechanik  der  Kontinua  bisher  hauptsächlich  verwendeten  Ansätze 
einordnen;  beginnen  wir  mit  der  Elastizitätslehre  im  engeren  Sinne, 
die  ja  dieser  ganzen  Entwicklung  den  Weg  gewiesen  hat. 

Ein  voin;ommeu  elastisches  Medium  ist  dadurch  charakterisiert, 
dass  der  Spannungszustand  in  ihm  jeweils  lediglich  abhängt  von  den- 
jenigen Verbindungen  der  ersten  Ableitungen  der  Deformationsfunk- 
tionen, die  die  reine  Formänderung  der  kleinsten  Teile  gegenüber  der 
Ausgangslage  bestimmen : 

diese  Grössen  bleiben  bei  rechtwinkligen  Transformationen  des  x-y-z- 
Koordinatensystems,  auf  das  die  deformierte  Lage  bezogen  ist,  einzeln 
ungeäiulert,  während  sie  sich  bei  Transformationen  der  Anfangskoordi- 
naten a,  h,  c  wie  Komponenten  einer  symmetrischen  Dyade  verhalten '^^j. 
Bezieht  man  sich,  wie  man  es  in  der  Regel  tut,  auf  den  Fall  der 
Existenz  eines  Potentiales  ^  der  einfachsten  Form  von  Nr.  7  a,  so 
leiten  sich  also  die  inneren  Spannungen  aus  einer  Energiedichten- 
funktion (p  her,  die  lediglich  von  den  6  Deformationskoniponenten  (1) 
abhängt  127^. 

(2)  (p  =  (pie^,  e„  e„  y,,„  g,^,  g^,); 

dabei  ist  es  irrelevant,  ob  man  die  Dichte  pro  Volumelement  des  de- 
formierten oder  undeformierten  Znstandes  rechnet,  da  die  event.  als 
Faktor  hinzutretende  Volumdilatation  A  selbst  lediglich  von  den 
Grössen  (1)  abhängt.  Aus  den  Formeln  (4),  (5)  von  Nr.  7  entnimmt 
man   nun   unmittelbar   die   verschiedenen   Ausdrücke    der  Spannungs- 


126)  Vgl.  IV  14,  Nr.  17,  18,  M.  Abraham. 

127)  G.  Green  hat  diesen  Ansatz  zuerst  für  unendüchkleine  Deformationen 
entwickelt  (Trans.  Cambr.  Phil.  Soc.  1838  =  Math.  Pap.,  London  1871,  p.  248  ff.); 
später  Trans.  Cambr.  Phil.  Soc.  1839  =  Math.  Pap  ,  p.  295  ff.)  hat  er  ihn  auch 
für  endliche  Deformationen  ausgesprochen,  ohne  ihn  indessen  bis  zur  Aufstellung 
der  Gleichgewichtsbedingungen  durchzuführen.  Das  hat  zuerst  G.  Kirchhoff' 
(Sitzungsber.  Wien,  math.-phys.  Kl.  9  (1852),  p.  762)  getan,  allerdings  nur  im 
Hinblick  auf  isotrope  Körper,  und  später  allgemein  W.  Thomson  (Phil.  Trans. 
Royal  Soc.  153  (1863)  =  Math.  Phys.  Pap  ,  London  1910,  vol.  III,  p.  386  =  Appen- 
dix C.  zu  Vol.  I,  2  des  Treat.  on  natnr.  philos.  von  Tlwmson  und  Tait). 

Encyklop.  d.  math.  Wissenach.     IV  2,  n.  44 
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komponenten,  insbesondere  wird^^®) 


(3) 


'ab 


jiLi  de      «     '       jiLJ  cg 

(abc)        "  (abc) 

{ahc)        "  [abc) 


ab 


und  hieraus  oder  aus  der  Bemerkung,  dass  bei  jeder  starren  Rotation 
des  Mediums   sieb  die  e^,  .  .  .  niebt  ändern,  also  aucb  ö  ^  und  damit 
die  virtuelle  Arbeit  der  Spannungsdyade  verschwindet,  folgen  die  wich- 
tigen Relationen 
(3')  ^y=y.,     y.=  Z^,    Z^=X, 

Es  ist  nun  die  Aufgabe  der  speziellen  Elastizitätstheorie  zu  unter- 
suchen, welche  Form  die  Funktion  (2)  von  sechs  Veränderlichen  für 
die  einzelnen  Medien  besitzt;  indessen  ist  dieser  allgemeine  Fall  end- 
licher Deformationen  zugunsten  der  unendlichkleinen  Deformationen 
in  der  Elastizitätslehre  sehr  zurückgetreten  ^^^).  Speziell  herrorgehoben 
sei  hier  nur  der  Fall  des  isotropen  elastischen  Mediums;  wegen  der 
Gleichwertigkeit  der  Richtungen  im  Medium  können  dann  die  6  Form- 
änderungskomponenten nur  durch  Vermittlung  ihrer  3  Orthogonal- 
invarianten gegenüber  Transformationen  des  Koordinatensystems  a,  &,  c 
in  (2)  eingehen,  d.  h.  es  wird 
(4)  cp  =  cp{A,B,C), 

wo  A,  B,  C  die  Koeffizienten  der  Fundamentalgleichung 

(4a)         1^5-,,,      e,-A,     y^^    \:ee:  -  A' +  AA' -  BA  +  C 

sind,  an  deren  Stellen  natürlich  auch  die  Wurzeln  dieser  Gleichung 
(Axenlängen  des  DeformationseUipsoides)  treten  können  ^'^V  Diese 
Formeln  umfassen  ohne  weiteres  auch  den  Fall,  dass  das  Medium  im 


128)  J.  Boussincsq,  Mem.  pres.  par  div.  sav.,  Paris  20  (1872),  p.  094;  die 
in  127)  zitierten  Autoren  haben  nur  die  Ausdrücke  für  die  auf  die  Anfangspara- 
meter bezogenen  Spannungskomponenten  A'^ , .  . . .  Vgl.  auch  Chap.  III  der  zu- 
sammenfassenden Daretclluug  von  E.  u.  F.  Cosserat,  Ann.  de  Toul.  10  (1896), 
p.  J.  59. 

129)  qp  als  homogene  quadratische  Funktion  der  G  Argumente  hat  }]'.  Thom- 
son, a.  a.  0.^"),  p.  390,  andere  für  bestimmte  Arten  der  Wellenfortpflanzung 
charakteristische  Gestalten  /.  Hamadard,  Le9ons  eur  la  propagation  des  oudes 
(Paris  1903),  p.  257  tf.  betrachtet. 

130)  Konkrete  Ansätze  für  den  isotropen  Körper  finden  sich  bei  G.  Kirch- 
hoff, a.  a.  0.'*'),  p.  773  und   .V.  Jlrilloui»,  C.  K.  Paris  112  ^1891),  p.  1500. 
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undeformierten  Anfangszustand  „Selbstspannungen"  aufweist;  andern- 
falls müssen  die  Spannungskomponenten  (3)  für  verschwindende  e,  g 
verschwinden,  d.  h.  es  muss  die  Potenzentwicklung  von  (p  nach  seinen 
6  Argumenten  mit  quadratischen   Gliedern  beginnen  *'^^). 

Es  sei  noch  erwähnt,  dass  P.  Duhem  seinen  Potentialansatz 
(Nr.  7,  (7)),  der  eine  direkte  Einwirkung  der  Deformationszustände  an 
je  zwei  verschiedenen  Stellen  aufeinander  annimmt,  speziell  auf  iso- 
trope elastische  Medien  angewandt  hat.  ^^-)  Dabei  sind  die  Variablen, 
die  in  (p  eingehen,  neben  der  Entfernung  der  beiden  betrachteten 
Stellen  die  2  •  3  Invarianten  der  Formänderung  an  ihnen  sowie  die 
Bestimmungsstücke  der  Orientierung  der  Deformationsellipsoide  an 
beiden  Stellen  gegeneinander  und  gegen  die  Verbindungsstrecke. 

Die  grösste  Rolle  in  der  Elastizitätstheorie  spielt  die  Betrachtung 
unendlichJdeiner  Deformationen.  Die  ersten,  in  6  linearen  Glieder  der 
Formänderungskomponenten  (1)  sind  alsdann  in  den  früheren  Bezeich- 
nungen (Nr.  6,  (6))  vom  Faktor  abgesehen  :^^^) 

^p.s  du  dv  _,    dw  /ci)i,  c\ 

^^^  ^<'~Yä'      '^^^~"dc^dh  \u, v,io)  ' 

die  Funktion  q)  aber,  aus  der  sich  gemäss  Nr.  7  a,  (9)  die  Spannungs- 
komponenten 
(6)  Z„=lf^,... 

^   ^  '^         a  du    ' 

a 

als  lineare  Funktionen  der  Verrückungskomponenten  ergeben,  wird 

/M*  +  ^a  +  W^ä  \ 

(6a)  q)  =  0(Pii£a>y,c)  +  ^^^i[ 2 ;^6«c+«^6^c+«^*«^cj+^V2(fa;nc); 

wo  9?!  bzw.  g)g  die  linearen  bzw.  quadratischen  Terme  der  Potenz- 
entwicklung von  q)  nach  seinen  6  Argumenten  bedeutet,  und  der  Kürze 
halber  immer  nur  eines  von  je  3  Argumenten  hingeschrieben  ist^^^). 
Treten  keine  Anfangsspannungen  auf,  so  wird  q  eine  quadra- 
tische Form  der  6  Komponenten  der  unendlichkleinen  Formänderung, 
und  das  ist  der  Fall,  der  den  Ausgangspunkt  der  gewöhnlichen  Elasti- 
zitätstheorie bildet  (vgl.  IV  24,  Nr.  1,  (1),  0.  Tedone):^  dort  wird  dann 
insbesondere  untersucht,  welche  Gestalten  diese  Funktion  je  nach  den 
Symmetrieeigenschaften,  die  das  Medium  in  bezug  auf  die  Richtungen 


131)  Auch  für  endliche  Deformationen  bereits  angedeutet  bei  G.  Green,  a. 
a.  0.1"),  p.  298.    Vgl.  auch  E.  und  F.  Cosserat,  a.  a.  0."»),  p.  J.  70. 

132)  P.  Duhem,  Ann.  te.  Norm.,  (3)  21  (1904),  p.  117 ff. 

133)  Eine  solche  Entwicklung  benutzte  schon  G.  Green,  a.  a.  0.^*^,  p.  299. 
Vgl.  auch  H.  Poincare,  Le^ons  sur  la  theorie  de  l'elasticite,  Paris  1892,  p.  47  ff. 
sowie  E.  und  F.  Cosserat,  a.  a.  0."^),  p.  J.  73  f 

44* 
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durcli  einen  Punkt  etwa  besitzt,  von  der  allgemeinen  Form  mit  21  Kon- 
stanten (den  Elasüzitätskoeffbzierden)  bis  hin  zu  der  speziellsten  mit 
2  Konstanten  (beim  isotropen  Medium)  annehmen  kann  (vgl.  IV  24, 
Nr.  2  b,  2cj.  In  diesem  Falle  nimmt  das  transformierte  Variations- 
prinzip (23)  von  Nr.  7e  eine  besonders  einfache  Form  an,  indem  H 
bis  aufs  Vorzeichen  gleich  der  Energiedichte  wird;  seine  Koeffizienten 
sind  die  Elastizitätsmoduln  des  Mediums. 

Alter  als  dieser  Gedankengang  ist  eine  etwas  andere  Betrach- 
tungsweise, die  die  Annahme,  dass  alle  möglichen  Deformationen  des 
Mediums  unendlichklein  seien,  mehr  in  den  Vordergrund  bringt.  Das 
elastische  Medium  erscheint  hier  dadurch  charakterisiert,  dass  sein  Po- 
tential (p  lediglich  von  den  Formänderungkomponenten  a.  y  der  un- 
endlichkleinen Deformation  abhängt:  ^^) 

(7)  (P  =  fp{^a>  ^b,  ^07  Töcy  Tcay  rat), 

während  sich  die  Spannungskomponenten  daraus  als  Ableitungen 
nach  M^,  .  .  .  ergeben.  Im  einfachsten  Fall  des  Mediums  ohne  Selbst- 
spannungen macht  das  freilich  keinen  Unterschied,  sofern  man  sich 
wieder  auf  quadratische  Glieder  beschränkt.  Man  hat  aber  diesen  An- 
satz auch  zur  Behandlung  von  Selbstspannungen^^^)  und  auch  zur 
Erzielung  einer  über  das  Hookesche  Gesetz  hinausgehenden  Annähe- 
rung an  die  Naturvorgänge  durch  Berücksichtigung  von  Gliedern  dritter 
und  höherer  Dimension ^^^)  verwendet;  natürlich  treffen  diese  Ansätze 
dann  für  andersartige  Medien  zu  als  die  früheren. 

Von  einem  ein  wenig  abweichenden  Gesichtspunkte  aus  hat  noch 
J.  Finger'^^'^)  die  Grundformeln  der  Elastizitätstheorie  endlicher  De- 
formationen auszubauen  versucht;  er  zieht  nicht  nur  die  Formänderungs- 
komponenten (1)  in  Betracht,  sondern  lässt  (p  von  allen  9  Ableitungen 
x^j  .  .  .,  z^  abhängen,  wobei  er  —  für  ein  isotropes  Medium  —  lediglich 
symmetrisches  Auftreten  der  drei  Koordinatenrichtungen  sowie  Be- 
stehen der  Relationen  (3')  voraussetzt  und  Glieder  bis  zur  dritten 
Ordnung  berücksichtigt. 

Auch  die  Elastizitätslehre  der  Körper  mit  einer  oder  zwei  uumdlich- 
Meinen  Dimensionen  ordnet  sich  dem  Potentialsatz  [für  zwei  bzw.  eine 


134)  Dies  ist  der  ursprüngliche  Ansatz  von  G.  Green,  a.  a,  0."^,  p.  249;  vgl. 
auch  IV  23,  Nr.  5b,  Müller- Timpe. 

135)  Vgl.  z.  B.  H.  von  Heimholte,  Dynamik  kontinuierlich  verbreiteter  Massen 
(Leipzig  1902),  p.  93. 

136)  W.  Voigt  (Gott.  Nachr.,  1893,  p.  534,  math.-phys.  Kl.  1894,  p.  33;  Adu. 
d.  Phys.  (3)  52  (1894),  p.  536;  Kompend.  I,  p.  339)  zieht  für  isotrope  Körper  auch 
die  Orthogonalinvariante  dritter  Ordnung  der  f.  y  heran. 

137)  ,A.Fwflffr,Sitzungsber.  Wien  103 11»  (1894).  p.  163,231;  s.  speziell  p.  175ff. 
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Dimension;  Nr.  7c)  unter;  gegenüber  den  dreidimensionalen  elastischen 
Medien  ist  dabei  neu  das  Auftreten  höherer  Ableitungen  der  Deforma- 
tionsfunktioiu'ii  in  der  Energiedichte,  wie  es  durch  den  Grenzübergang 
von  Nr.  8  a  erklärt  ist.    Dies  Charakteristikum   zeigt   sich  bereits  bei 

dem  Ausdruck  des  Potentiales 

i 

(8)  0  =f^  ^^^ 

0 

der  ebenen  Elnstika,  d.  h.  eines  an  eine  Ebene  ^  =  0  gebunden  ge- 
dachten elastischen  Drahtes;  es  wird  nämlich  cp  eine  Funktion  des 
Krümmungsradius  q  der  Kurve  ^^^) 

(9)  ^  =  Y-,«=2lU0+(^W)' 

wofern  als  Nebeubedingung  noch  Unausdehnbarkeit  der  Kurve  (s  =  a) 

zu    der  Bedingung    des  Potentialmiuimums    hinzutritt   —    andernfalls 

ds 
erhält  (p  noch  ein  von  der  Längsdilatation  -r-  abhängiges  Glied.  Durch 

den  Grenzübergang  von  Nr.  8  b  kann  man  die  hier  auftretenden  Kon- 
stanten mit  den  Elastizitätskonstanten  des  dreidimensional  ausgedehnten 
Mediums  in  Zusammenhang  bringen. 

Bei  der  räumlichen  Elastika  kommt  die  oben  (S.  659)  bereits  an- 
gedeutete Tatsache  hinzu,  dass  auch  die  Verschiebung  des  Materiales 
des  Drahtes  gegen  die  Lage  seiner  Zentralkurve  die  Energie  beein- 
flusst.  Die  nähere  Beschreibung  geschieht  am  bequemsten  mit  Hilfe 
des  Cosseratschen  Dreikants.  Man  denke  das  jedem  Teilchen  der  Kurve 
angeheftete  rechtwinklige  Dreikant  in  der  Ruhelage  so  orientiert,  dass 
die  dritte  Axe  in  die  Kurventangente  fällt,  während  die  andern  beiden 
die  Grenzlagen  der  Hauptträgheitsaxen  des  Normalschnittes  durch  den 
betr.  Punkt  bei  abnehmender  Dicke  des  Drahtes  markieren;  fügt  man 
dann  noch  die  Nebenhedingung  hinzu,  dass  die  letzte  Axe  des  Drei- 
kants bei  jeder  Deformation  die  Kurve  tangiert: 

die  von  der  in  Nr.  4  c  betrachteten  Form  ist,  so  hat  man  ein 
Cosseratsches  Medium,  das  genau  die  Elastika  darstellt.  Der  Eigen- 
schaft elastischer  Medien,  ein  nur  von  den  Formänderungskomponenten 
abhängiges  Potential  zu  besitzen,  entspricht  hier  offenbar  die  Annahme 
eines  euklidischen  Potentials  im  Cosseratschen  Sinne  (Nr.  7  b,  (17)),  und 

138)  D.  Bernoulli  in  einem  Brief  an  Euler;  P.  H.  Fuss,  Corresp.  mathem. 
et  phys.,  T.n,  St.  Petersbourg  1843,  p.  507.  Vgl.  auch  L.  Euler,  Methodus  inveniendi 
lineas  masimi  minimive  proprietate  gaudentes,  Lausannae  1744,  im  Anhang  „de 
curvis  elasticis". 
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da  aus  (10)  und  Nr.  7,  (16  b)  j^  =  t)„  =  0  folgt,  kann  die  Energie- 
dichte  nur  noch  abhängen  von  5^,  das  die  Dehnung  des  Drahtes  be- 
stimmt, und  den  Winkelgeschwindigkeitskomponenten  p^,  q^,  r^,  die 
die  geometrische  Krümmung  des  deformierten  Drahtes  und  den  Drall 
{twist)   des  Materiales   messen  (vgl.  IV  25,  Nr.  17,  Tedone-TimpeY^^): 

(11)  ^  =  9'(8a.  P^^i^a^O- 

Der  spezielle  Ansatz,  der  die  Theorie  der  Elastika  liefert,  ist  wiederum 
der  einer  quadratischen  Form,  und  zwar  —  wenn  wie  oben  noch  die 
Nebenbedingung  der  Unausdehnbarkeit  hinzugenommen  wird  — ^^): 

hierbei  sind  E,  J^,  J^,  C  Materialkonstanten;  ist  speziell  Jj  =  «7,  (was 
einem  kreisförmigen  Querschnitt  des  Drahtes  entspricht),  so  tritt  wie 
in  (9)  die  Krümmung  ^  =  p^  -f~  ^1^  der  Kurve  auf.  —  Durch  Annahmen 
ähnlicher  Art  über  die  Verknüpfung  der  Lage  des  Dreikants  mit  der 
Kurve  kann  man  von  dem  gleichen  Ansatz  aus  auch  alle  übrigen  in 
der  Elastizitätstheorie  behandelten  Typen  von  Stäben,  Drähten,  Fäden 
darstellen,  wie  das  E.  und  F.  Cosserat^^^)  ausführlich  entwickelt  haben. 
Ganz  analoge  Betrachtungen  gelten  für  die  Theorie  der  Platte)}; 
sie  seien  hier  nur  kurz  angedeutet.  Man  kann  die  Platte  ansehen  als 
ein  zweidimensionales  Medium  mit  orientierten  Teilchen,  deren  Drei- 
kante mit  der  dritten  Axe  stets  normal  zu  der  vom  Medium  jeweils 
erfüllten  Fläche  stehen  sollen  ^*^);  dann  ist  §^=§6=0  und 

hängt  von  der  Dehnung  und  Krümmung  der  deformierten  Fläche  und 
der  inneren  Verwindung  der  Materie  auf  ihr  in  orthogonal  invarianter 
Weise  ab.  Auch  hier  haben  E.  and  F.  Cosserat^^^)  im  einzelnen  aus- 
geführt, wie  man  daraus  den  Energieansatz  für  die  übliche  Xäherungs- 
theorie  der  elastischen  Platte^^)  sowie  überliaupt  für  alle  behandelten 
Typen  elastischer  Platten,  Membrane  und  Schalen ^^^)  herleiten  kann. 
10.  Dynamik  idealer  Flüssigkeiten.  Die  idealen  Flüssigkeiten 
ordnen  sich  ohne  weiteres  als  Sonderfall  denjenigen  elastischen  Medien 


139)  E.  und  F.  Gosserat,  Corps  döfomiablcs,  p.  37  tf. 

140)  Thomson-Tait,  natural  philos.,  new  ed.  I  2,  p.  13311'.;  dort  wird  auch  ein 
allgemeinerer  quadratischer  Ansatz  in  Betracht  gezogen.   Vgl.  auch  IV  25,  Nr.  17. 

141)  E.  und  F.  Cosserat,  Corps  deform..  Xr.  15— -28. 

142)  Vgl.  F.  u.  F.  Cosserat,  Corp.^  deform.,  p.  105  flf. 

143)  E.  und  F.  Cosserat,  Corps  deform.,  Nr.  41—46. 

144)  Thomson-Tait,  a.  a.  0.>")  12,  p.  184flF. 

145)  Vgl.  insbesondere  die  Angaben  in  IV  26,  Nr.  5,  H.  Lamb. 


10.  Dynamik  idealer  Flüssigkeiten.  (j69 

unter,  die  beliebige  endliche  Deformationen  gestatten;  sie  sind  dadurch 
charakterisiert,  dass  Arbeit  nur  für  solche  Deformationen  aufgewendet 
werden  muss,  die  mit  einer  Volumeudilatation  oder  Kompression  der 
kleinsten  Teilchen  verbunden  sind^^^J,  und  dass  also  die  Energiedichte 
(p  allein  von  der  durch  die  Funktionaldeterminante  A  gemessenen 
momentanen   Volumdilatation  an  jeder  Stelle  abhängt  ^*^l: 

(1)  (iP=<]p(A). 

Da  A  als  Orthogonalinvariante  der  Deformation  eine  Funktion  der 
Grössen  Ä,  B,  C  (Nr.  9,  (4a))  ist  (A^  =  1  +  2yi  +  45  -f-  80),  so 
ist  (1)  tatsächlich  nur  ein  spezieller  Fall  des  Ansatzes  (4)  von  Nr.  9. 
Aus  Nr.  7,  [b)  ergeben  sich  leicht  als  Komponenten  der  zu  diesem 
Potential  gehörigen  inneren  Spannung: 

(2)  |x.=  ^.  =  2."ll  =  i'. 

U,  =  r,  =  r,  =  z„  =  2.  =  X,  =  0, 

d.  h.  die  Spannungsdyade  bestimmt  einen  in  jeder  Richtung  gleich- 
massig  wirkenden  „Flüssigkeitsdnick"  p.  Man  erhält  dasselbe  Resultat 
auch   direkter ^*'^),  wenn   man   mit  Hilfe  der  Relation  (vgl.  Nr.  2,  (8')) 


^A-A.f^^  +  ^  +  ^) 


dy 

die  Variation  des  Gesamtpotentiales  /  /  /  q:>dVQ  bestimmt  und  sie  dem 
Ausdruck  Nr.  3,  (1)  der  virtuellen  Arbeit  gleich  setzt.  —  Diese  Über- 
legungen gelten  sowohl  für  die  Hydrostatik  als  für  die  Hydrodyna- 
mik; durch  Einsetzen  von  (2)  in  die  Gleichungen  von  Nr.  3  c  bzw. 
Nr.  5  a  ergeben  sich  die  bekannten  Grundgleichungen. 

Die  Gleichung  ( 1)  erscheint  in  der  Hydrodynamik  gewöhnlich  in 
einer  etwas  anderen  Gestalt.  Da  nämlich  A  umgekehrt  proportional 
der  Dichte  q  des  Mediums  ist  (Nr.  2,  (7)),  so  kann  man  sagen,  dass 
sie  (p  als  Funktion  von  o  giebt,  und  damit  ist  nach  (2)  auch  der 
Druck  als  Funktion  von  q  gegeben: 

(3)  P  =  j^=p{q)] 

umgekehrt  ist  durch  (3)  auch  die  Relation  (1)  im  wesentlichen  be- 
stimmt. In  der  Form  (3)  wird  die  „Zustandsgieichung"  der  Hydro- 
dynamik gewöhnlich  gegeben  ^*^). 


146)  Lagrange,  Mec.  anal.,  1.  pait.^  sect.  VIII,  Nr.  1. 

147)  J.  Hadamard,  Le90ns  sur  la  propagation  des  ondes  (Paris  1903),  p.  247  ff. 

148)  Dies   ist  im  wesentlichen   das  Verfahren  von  Lagrange^^^);    vgl.  auch 
sect.  VU,  Nr.  11. 

149)  Vgl.  die  näheren  Angaben  in  IV  15,  Xr.  5,  Love. 
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Eine  grosse  Rolle  spielt  bekanntlich  der  Fall  der  inhompressiblen 
Flüssigkeit,  die  durch  die  Nebenbedingung 

(4)  A  =  1 

charakterisiert  ist.  Für  ein  solches  Medium  verliert  die  Zustands- 
gieichung (1)  ihre  Bedeutung;  approximiert  man  es  aber  nach  Nr.  8b 
durch  ein  „nahezu  inkompressibles"  Medium,  so  wird  der  Dinick 
2)  =  ~r^  in  der  Grenze  zum  Lagrangeschen  Faktor  der  Gleichung  (4), 
wenn  mau  sie  direkt  als  Nebenbedingung  dem  Prinzip  der  virtuellen 
Arbeit  oder  dem  d'Alembertschen  Prinzip  hinzufügt,  in  das  dann  frei- 
lich nur  noch  äussere  bzw.  Trägheitskräfte,  keine  inneren  Spannungen 
mehr  eingehen  ^^"). 

Die  üblichen  Darstellungen  der  Hydrodynamik  gehen  meist  nicht 
von  dieser  Auffassung  der  Flüssigkeitsbewegung  als  einer  der  Elasti- 
zitätslehre einzuordnenden  endlichen  Deformation  aus,  sondern  stellen 
die  sog.  Eidersche  Auffassung  in  den  Vordergrund,  d.  h.  die  Betrach- 
tung des  Gesehwindigkeitsvektors  x',  y ,  z  an  jeder  Stelle.  Der  Flüssig- 
keitsdruck wird  dann  direkt  gemäss  den  Gleichungen  (2)  zwischen  den 
Spannungskomponenten  definiert  ^■''^)  und  die  Bewegungsgleichungen 
aus  dem   d'Alembertschen    oder  aus  dem  Gaussschen  Prinzip  ^^^) 

(K)  {x,y,z)  (V)  {x,</,z) 

gewonnen  —  bei  Inkompressibilität  wird  2?  Lagrangescher  Faktor. 

Auch  speziell  der  Hydrodynamik  hat  P.  Buhem^'"^)  seinen  ver- 
allgemeinerten Potentialansatz  Xr.  7,  (7)  angepasst,  indem  er  die 
Energiedichte  qp  von  den  Dichtigkeiten  an  beiden  betrachteten  Stellen 
und  deren  Entfernung  abhängen  lässt;  damit  umfasst  und  verallge- 
meinert er  Kräfte,  die  E.  A.  E.  Faye^^^)  zur  Erklärung  der  Kometen- 
schweife in  Betracht  gezogen  hat,  nämlich  Attraktionskräfte,  deren  In- 
tensität von  der  Dichte  der  wirkenden  Teilchen  abhängt. 

11.  Innere  Reibung  und  elastische  Nachwirkung.  Bei  bewegten 
elastischen  Medien  und  Flüssigkeiten  treten  neben  den  bisher  er- 
örterten Spannungen   und   Drucken   noch  Zusatzspannungen    auf.    die 


150)  In  Lagranges  Darstellung  ist  die  inkompressible  Flüssigkeit  das  pri- 
märe; man  vgl.  jedoch  die  Bemerkung  in  124)  (Nr.  8). 

151)  Das  eutspiicht  der  Auffassung  von  Euler;  vgl.  IV  16,  Nr.  2,  S,  Love. 

152)  Vgl.   die   ausführliche   Darstellung   von    A.  Brilf ,    Mechanik    launiorf. 
Massen"*),  p.  84 tt'. 

153)  P.  Duhem,  Ann.  £c.  Norm.  (3)  10  (18'.t3),  p.  183. 

154)  H.  Ä.  E.  Farjc,  Paris  C.  R.  47  (1858),  p.  939.  1043. 
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durch  innere  Reibuiiofii  hervorgerufen  werden,  die  also  von  den  zeit- 
lichen Ableitungen  der  Deformationsgrößen  abhängen ^''^).  Verwendet 
man  zur  Darstellnuo-  der  Bewegung  nach  der  sog.  Eulerschen  Manier 
die  Geschwindigkeitskoniponenten  als  Funktionen  des  augenblicklichen 
Ortes  jedes  Teilchens 
(1)  yx  =  x=xx{x,y,z;t)         i^^l'J^, 

so  können  die  9  Ableitungen  x^ ,  .  .  .,  z^,  die  oben  (Nr.  (>,  S.  640  und 
Nr.  7f,  S.  657)  verwendet  wurden,  auch  ersetzt  werden  durch  die  9  Ab- 
leitungen Uj.,  u  ,  .  .  .,  ir>,,  die  lineare  Funktionen  von  ihnen  sind.  Die 
Funktionen  (1)  bestimmen  die  unendlichkleine  Deformation,  die  das 
Medium  vermöge  der  Bewegung  in  einem  Zeitelement  erleidet:  die 
Komponenten  der  zugehörigen  reinen  Formänderung  (vgl.  Nr.  9,  (5))  sind: 

^  ^  -^       cx^     ^y^       cij  ^^  dz         Vu,  0,  W 

und  von  diesen  Grössen  wird  daher  die  innere  Reibung  allein  ab- 
hängen, sofern  man  analog  zu  den  Verhältnissen  bei  elastischen  Me- 
dien annimmt,  dass  durch  Drehgeschwindigkeiten  der  Teilchen  keine 
Reibungswiderstände  entstehen  können  ^^^).  Man  erkennt  übrigens  leicht, 
dass  die  Komponenten  der  durch  (2)  bestimmten  symmetrischen  Djade 
in  Bezug  auf  das  a-&-c-Koordinatensystem  gerade  die  zeitlichen  Ab- 
leitungen der  Formänderungskomponenten  Nr.  9,  (1),  sind. 

Die  Theorie  der  Reibungskräfte  bei  endlichen  Deformationen  ist 
bisher  nur  in  der  Hydrodynamik  vollständig  ausgebildet;  die  Grund- 
annahme dabei  ist  die  der  Existenz  einer  Dissipationsfunktion  I),  die 
eine  homogene  quadratische  Funktion  der  Grössen  (2)  ist,  und  die 
obendrein  —  entsprechend  der  isotropen  Konstitution  der  Flüssigkeit 
—  nur  von  deinen  Orthogonalinvarianten  abhängt  ^■''^): 

(3)    D  =  a,(e,  +  e^  -f-  e,^^  +  a.M  +  e^  +  ef  +  ¥^y  +  9p.  +  öf.))- 
Nach  Nr.  7f,  (29')  und  nach  Nr.  3  c,  ('8)  werden  die  zugehörigen,  auf 
den  deformierten  Zustand  bezogenen  Spannungskomponenten 


(4) 


(a  b  c) 
-v-  (1)  -^     "^"I  o -iJ  J-    V  -u    J- 


{ahc) 


155)  Vgl.  die  historischen  Angaben  zu  Nr.  12  von  IV  15,  Love. 

156)  G.  G.  Stokes,  Cambr.  Phil.  Soc.  Trans.  8  (1845)  =  Math.  Phys.  Papers 
I,  p.  80. 

157)  W.  Voigt,  Kompendium  I,  p.  462  ff. ;  einen  allgemeineren  Ansatz  giebt 
P.  Buhem,  Anm.  £c.  Norm.  (3)  21  (1904),  p.  130  ff. 
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Diese  Spannungen  treten  also  als  Einfluss  der  inneren  Reibung  zu 
dem  riüssigkeitsdruck  hinzu;  häufig  spezialisiert  man  die  beiden  Kon- 
stanten noch  durch  die  Annahme,  dass  das  arithmetische  Mittel  der 
drei  resultierenden  Normaldrucke  j)  +  ^x^^\  P  +  ^,}^\  V  +  ^1^^  gleich 
p  ist,  was  a^  =  —  ^  ergiebt  '^^). 

In  der  eigentlichen  Elastizitätslehre  hat  man  die  innere  Reibung 
nur  erst  für  unendlichkleine  Deformationen  in  Betracht  gezogen.    In 

diesem   Falle   unterscheiden   sich    die   Grössen   u,  ...;^,...;   e^.  •  •  •; 

g  ^,  .  .  .  nur  durch  den  Faktor  6  von  m',  .  .  .;  «ä,  ■  .  .*,  «a,  •  •  •;  7t'c,  •  •  • 
(in  der  Bezeichnung  von  Nr.  6,  (6)  und  Nr.  9,  (5)),  und  demgemäss 
wird  die  Dissipationsfunktion  eine  quadratische,  die  Spannungskompo- 
nenten also  lineare  Formen  der  zeitlichen  Ableitungen  der  Form- 
änderungskomponenten der  unendlichkleinen  Deformation.  W^oigf^^^) 
hat  die  Abhängigkeiten,  die  hier  auftreten  können,  eingehend  untersucht. 
In  naher  Beziehung  zu  diesen  Ansätzen  stehen  die  Versuche,  die 
Erscheinungen  der  elastischen  Nachicirlung  im  Rahmen  der  Mechanik 
der  Kontinua  theoretisch  zu  fassen,  die  freilich  bisher  an  den  grossen 
Komplex  der  hier  zu  umspannenden  Tatsachen  noch  nicht  vollständig 
herangekommen  sind^®°).  Typisch  ist  hier  in  erster  Linie  der  Ansatz 
L.  BoUzmamis^^^) ,  der  den  elastischen  Spannungskomponenten  ein 
Zeitintegral  von  der  in  Nr.  6,  (5)  erörterten  Form  hinzufügt;  er  nimmt 
dabei  —  was  natürlich  nur  für  unendlichkleine  Deformationen  gilt  — 
den  Integranden  als  lineare  Funktion  der  Formänderungskomponenten 
Nr.  9,  (5)  an  von  analoger  Form,  wie  sie  die  Spannungskomponenten 
im  isotropen  Medium  haben: 


(5) 


—  00 

t 
X,=fa,{t-T)y^,{t)dr. 

E.  Wiechert^^^)  hat  diese  Formeln  durch  spezielle  Annahmen  über  die 

168)  Stokes,  a.  a.  0.»*^.    Vgl.   auch  IV  15,  Love,  Nr.  12—14    und    für  jene 
Relationen  H.  Lamb,  Hydrodynamik  (deutsche  Ausg.  Leipzig  1907),  §  314. 

159)  Abhandl.  Ges.  d.  Wiss.  Göttingen  36  (1889);  Kompendium  I,  p.  456 ff., 
467  ff  ;  Lehrbuch  der  Krystallphysik,  Leipzig  1910,  p.  792  ff. 

160)  Vgl.  IV  31,  Nr.  13  u.  19  (r.  Kdmui»). 

161)  Ann.  d.  Phys.  u.  Chem.,  Ergänzungsb.  7  (1876),  p.  630. 

162)  Ann.  d.  Phys.  i^i"^  50  (189.3),  p.  335. 
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Funktioneu  u^,  a,,  von  /  —  r  ausgestaltet.  Eine  Reihe  hierin  gehöriger 
Probleme  hat  neuerdings   V.  VoUerra  behandelt ^^^)  (vgl.  S.  641). 

Für  den  Fall  bleibender  Formänderungen,  für  plastische  Medien 
also,  haben  Ä.  Haar  und  Th.  v.Kdrmün^^'^)  aus  ganz  andern  Gesichts- 
punkten Ansätze  abgeleitet.  Sie  gehen  aus  von  dem  Variationsprinzip 
Nr.  7,  (23),  in  dem  (vgl.  S.  G55)  für  isotrope  Medien  H  die  Energie- 
dichte und  gleich  einer  homogenen  quadratischen  Funktion  der  ersten 
beiden  Orthogonalinvarianten  der  (symmetiischen)  Spannungsdyade 
wird: 

(6)    25=«,(x,4-r,+^.)H«2(x/+r/+z/-x,r^-r^z,-z,xj. 

Zu  diesem  Variationsproblem  mit  seinen  drei  Nebenbedingimgen  (23a), 
Nr.  7  tritt  nun  als  die  für  plastische  Medien  charakteristische  Eigen- 
schaft die  Bedingung  hinzu,  dass  die  grösste  irgendwo  auftretende 
Schubspannung  einen  festen  Wert  K  nicht  überschreitet,  d.  h.  dass 
die  Differenzen  je  zweier  Wurzeln  der  Gleichung 

X^ —  ^,        Xy,  Xj 

y  Y A  Y       =0 

absolut  genommen  unterhalb  K.  bleiben: 

(7)  A^-A.^^K,      A,—  A^<K,      A,-A,\<K. 

Eine  Lösung  dieses  Variationsproblemes  mit  drei  Gleichungs-  und  drei 
Ungleichungsnebenbedingungen  wird  in  verschiedenen  Teilgebieten  ver- 
schiedene Eigenschaften  haben,  je  nachdem  für  sie  in  den  Bedingungen 
(7)  das  Gleiehheits-  oder  Ungleichheitszeichen  gilt.  Gelten  alle  drei 
Ungleichheitszeichen,  so  kommt  man  auf  die  Gleichgewichtsbedin- 
gungen der  gewöhnlichen  Elastizitätstheorie  zurück,  andernfalls  kommt 
man  auf  neue  charakteristische  „halbplastische"  oder  „vollplastische" 
Zustände. 

Prinzipiell  wäre  es  ein  leichtes,  diesen  Ansatz  auf  sandartige 
Massen  (Erddruclstheorie)  zu  übertragen;  an  Stelle  von  (7)  treten  als 
Nebenbedingungen  andere  Ungleichungen,  die  ausdrücken,  dass  die 
Richtung  der  Spannung  auf  jedes  Flächen element  nicht  ausserhalb 
eines  gewissen  „Reibungskegels"  fällt.  Indessen  fehlt  es  hier  an 
sicherer  Kenntnis  eines  Ausdruckes  (6)  der  Verzerrungsenergie,  so 
dass  dieser  Ansatz  zunächst  nur  in  dem  extremen  Fall  brauchbar  ist. 


163)  Rom.  Acc.  Line.  Rend.  (5)  18,  2  (1909),  p.  295,  577;  [^19)  1  (1910),  p.  107, 
239;  (22)  1  (,1913),  p.  529.    Acta  math.  35  (1912),  p.  295. 

164)  Gott.  Nachr.,  math.-phys.  Kl.,  1909,  p.  212. 
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wo  zwei  der  Ungleiehheitsnebenbedinguiigen  als  Gleichungen  erfüllt 
sind;  dann  resultieren  nämlich  Differentialgleichungen,  die  von  der 
speziellen  Form  des  Energieausdruckes  unabhängig  sind^^^j. 

12.  Kapillarität.  Die  Phänomene  der  Kapillarität  enthalten  den 
zuletzt  betrachteten  Erscheinungen  gegenüber  insofern  ein  wesentlich 
neues  Moment,  als  sie  an  das  Auftreten  von  Grenzflächen  rerschieden- 
artiger  Medien  gegeneinander  geknüpft  sind.  Demgemäss  wird  man, 
sofern  man  an  der  Existenz  eines  Potentiales  festhält,  die  Kapillari- 
tätswirkungen aus  einem  Potentialbestaudteil  der  Gestalt  (6)  von  Xr.  7  a, 
nämlich  einem  Integral  über  jene  Grenzflächen  herleiten : 

(1)  0=lJ^dS=lj^dS^. 

Der  Ansatz  für  p,  den  Gauss^^^)  durch  den  oben  (S.  647)^^)  angedeuteten 
Grenzübergang  hergeleitet  hat,  ist,  dass  ^  nur  von  der  Beschaffenheit 
der  aneinandergrenzenden  Medien,  nicht  von  den  Deformationsfunktionen 
abhängt;  dann  wird,  falls  nur  homogene  Medien  auftreten,  O  gleich 
einem  linearen  Aggregat  der  Inhalte  S^,  S^,  ...  der  verschiedenen 
Grenzflächen  (im  deformierten  Zustande)  ^^^): 

(2)  0  =  C,S,+  C\S,+  ---. 

Die  Umformung  von  6  0  auf  die  Gestalt  Nr.  3e,  (15)  ergibt  die  fol- 
genden Wirkungen:  eine  innerhalb  der  Fläche  S^  senkrecht  zu  jedem 
Linienelement  ds  wirkende  Spannung  C-ds,  die  nur  an  den  Grenz- 
kurven der  Flächenteile  S^  zur  Geltung  kommt,  und  eine  normal  zu 
jedem  inneren  Flächenelement  gerichtete  und  bis  auf  den  Faktor  2C\ 
seiner  mittleren  Krümmung  gleiche  Druckkraft.  ^^^) 

Will  man  den  Ansatz  (1)  enger  mit  der  sonst  im  Vordergrunde 
stehenden  Vorstellung  räumlicher  Verteilung  der  Energie  verknüpfen, 
als  es  durch  die  S.  646  erwähnte  rechnerische  Transformation  des  Flä- 
chenintegrales  in  ein  Raumintegral   geschehen   kann,    so    gelingt  das 


165)  Haar  u.  v.  Kärmdn,  a.  a.  0.^®*),  S.  217.  Über  die  Erdilrucktheoiie  vgl. 
IV  27  {Reissner),  im  übrigen  ausser  der  dort  gegebenen  Litteratur  auch  J.  Sylvester 
Phil.  Mag.  (4)  20  (1860),  p.  489  =  Collected  Papers,  vol.  2,  Cambridge  1908, 
p.  215  und  J.  3Iassati,  Memoire  sur  Tintegration  graphique  des  t'quations  aus 
d^rivt^es  partielles,  fasc.  2  et  S.  Mons  1902  und  1904.  (Extrait  des  Annales 
des  Ingenieurs  sortis  des  Ecoles  speciales  de  Gand.) 

166)  C.  F.  Gauss,  Princ.  generalia  theoriae  figurae  fluidorum  Commeut.  soc. 
reg.  scient.  Gotting.  recent.  7  (1830)  =  Werke  V,  p,  29. 

167)  A.  a.  0.  Nr.  18. 

168)  Vgl.  die  ausführliche  Darstellung  dieser  Entwicklung  in  V  9,  Nr.  2  fi". 
{3Iinkotis!:t). 
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mit  Hilfe  eiues  Grenzüberganges,  der  dem  in  Nr.  8  zu  verwandten 
Zwecken  benutzten  analog  ist.^^")  Beschränkt  man  sich  der  Einfach- 
heit halber  auf  ein  System  von  zwei  durch  die  Fläche  S  getrennten 
Medien,  die  die  Raumteile  F^,  V^  erfüllen,  so  kann  man  an  seine 
Stelle  setzen  den  den  tatsächlichen  Verhältnissen  näher  kommenden 
Fall  eines  Kontinuums,  dessen  Zustand  sich  stetig,  aber  in  der  Nähe 
von  S  ausserordentlich  rasch  ändert  und  das  als  abstrakten  Grenzfall 
jenes  System  aus  zwei  Medien  einschließt.  Die  Energiedichte  cp  eines 
solchen  Mediums  wird  (vgl.  Nr.  7  a,  S.  645)  auch  von  den  lokalen  Ab- 
leitungen der  DeformationsgTÖssen,  d.  h.  von  den  zweiten  Ablei- 
tungen der  Funktionen  x{a,  h,  c),  .  .  .  abhängen;  man  wird  diese  Ab- 
hängigkeit nur  in  einem  kleinen  S  umschliessenden  Gebiete  P^*^  zu 
berücksichtigen  brauchen,  während  in  den  Restgebieten  F^^')  und  F^/'^ 
die  Betrachtung  der  Abhängigkeit  von  den  Deformationsgrössen  erster 
Ordnung  genügt.  Approximiert  man  nun  mit  dem  so  beschriebenen 
Kontinuum  das  ursprüngliche  System,  indem  man  F*)  sich  unbegrenzt 
um  S  zusammenziehen  und  gleichzeitig  F/*^,  Fo^*)  gegen  ^n  ^2  kon- 
vergieren lässt,  so  wird  in  der  Grenze  bei  passender  Verfügung  über  (p 
im  Gesamtpotential  neben  dem  räumlichen  Potential  von  F^  und  F, 
gerade  ein  Flächenintegral  vom  Typus  (1)  auftreten.  Lässt  man  spe- 
ziell, was  von  dem  Ansatz  Nr.  10,  (1)  der  Hydrodynamik  aus  nahe- 
liegt, cp  innerhalb  F^*)  von  der  Ableitung  -^  der  Dichte  normal  zu 
einem  F^*)  erfüllenden  System  von  Parallelflächen  zu  S  abhängen,  setzt 
also  etwa  w  =  C  -  ^ ,   so  tritt  im  Limes 


C-fßQ,-Q,)dS 


zum  Potential  hinzu,  wobei  9^,  q^  ^^^  Randwerte  der  Dichte  in  Fj,  Fj 
sind  —  d.  i.  bei  konstanten  Dichten  gerade  die  Form  (2).  Für  die 
genaue  Durchführung  dieses  Ansatzes  ist  natürlich  wieder  (vgl.  S.  660) 
Vorbedingung,  dass  die  Gleichgewichtslage  des  approximierenden 
Systems   in   ihrer  Abhängigkeit   von  dem  Parameter  e  untersucht  ist. 

13.  Optik.  Um  die  optischen  Erscheinungen  dem  Schema  der 
allgemeinen  Mechanik  der  Kontinua  einzufügen,  sieht  man  bekannt- 
lich die  Komponenten  ii,  v,  w  des  LicJitveJctors  als  Verschiebungs- 
komponenten der  Teilchen  eines    deformierbaren  raumerfüllenden  Me- 


169)  Für  die  folgende  Darstellung  vgl.  eine  Bemerkung  am  Anfang  der 
Nr.  5  in  H.  3Ii)ikowskis  Referat  Y9;  den  gleichen  Weg  hat  D.  Hilhert  in  einer 
Göttinger  Vorlesung  im  W.-S.  190607  eingeschlagen. 
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diums  {Lichtäther)  an;  es  genügt  für  die  Zwecke  der  Optik,  wenn  man 
sich  dabei  auf  unendliclikleine  Deformation  beschränkt.-^'*')  Bei  dieser 
Auffassung  ist  es  aber  keinesfalls  erforderlich,  dem  Lichtäther  —  wie 
in  der  eigentlichen  elastischen  Lichttheorie  —  die  Eigenschaften  eines 
elastischen  Mediums  im  engeren  Sinne  zuzuschreiben;  vielmehr  erhält 
man  die  richtigen  Formeln  der  Optik  gerade  dann  in  einfachster  Weise, 
wenn  man  nicht  den  Komponenten  der  reinen  Formänderung  (Nr.  9, 
(5)),  sondern  denen  der  Rotation  der  Volumelemente 

,^.       1  j.  1  /^^v         dv\       1      \  fcu        dw\       1  ,  \  /dv         cu\ 

V-)      2  ^  ~  2  Va&  ~  ^/ '     2^  ~  2\dc~  da}'     2  ^  ~  2  Vä^  ~  äfcj 

die  bestimmende  Rolle  für  den  Wert  der  Deformationsenergie  zu- 
schreibt. Diesen  Gedanken  hat  zuerst  J.  Mac  Cullagh^''^)  durchgeführt, 
und  es  gelang  ihm  auf  diese  Weise  nicht  nur,  die  Differentialglei- 
chungen, sondern  auch  —  über  die  elastische  Lichttheorie  hinaus  — 
die  richtigen  Grenzbedingungen  der  Optik  zu  gewinnen. 

Für  isotrope  durchsichtige  Medien  besteht  Max  Cullaglis  Ansatz 
darin,  im  Lichtäther  eine  Energiedichte  proportional  dem  Quadrate 
des  Betrages  des  Rotationsvektors  (1)  anzunehmend'^): 

(2)  ^  =  1  ^  (|2  +  ^2  ^  ^.^  _  ^  Ä^iiv,  -  v,y. 

/  abc  \ 
\  uvtv  J 

Dann  folgt  aus  Nr.  9,  (6)  für  die  Spannungskomponenten 

Z,=  -Y,^Al,X=-Z^^An,     Y^=-X,=  A%, 
und  die  Gleichungen  Nr.  5,  (2)  für  den  Bewegungszustand  lauten  daher 

das  sind,  wenn  man  noch  die  Bedingung  u^  -\-  r^  -}-  et'^  ^  0  der 
Inkompressibilität  hinzufügt,  genau  die  Schwingungsgleichungen  der 
Optik.  Ebenso  aber  sind  die  Randbedingungen  der  Optik  in  den  Rand- 
bedingungen enthalten,  die  sich  analog  Nr.  3  c,  (5b^  ergeben  und  die 
z.  B.  für  die  Grenzfläche  zweier  Medien  mit  verschiedenen  Konstanten  A 


170)  Von  der  Hinzufügung  des  unendlichkleinen  Faktors  o  wird  im  fol- 
genden der  Kürze  halber  abgesehen. 

171)  Mac  Cullagh,  An  essay  towards  a  dyuam.  theory  of  ciyst.  reflexiou 
and  refraction,  Trans.  Roy.  Irish  Acad.,  21  (1839)  =  Coli.  Works  (Dublin  1S80), 
p.  146.  —  Vgl.  auch  V  21,  Nr.  24  {Wangerin)  und  V  22,  Nr.  1  {W.  Wien). 

172)  Vgl.  auch  die  Darstellung  von  W.  Voicit.  Kompendium  II,  p.  563 
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aussagen,  dass  die  für  beide  gebildeten  Ausdrücke 

(3b)  A{r](iosnc  —  tcosnb)  (i' ^' c) 

übereinstimmen. 

Das  Integral  der  Energiedichte  (2)  gestattet  eine  Transformation, 
der  zufolge  es  bis  auf  Randintegrale  mit  dem  Raumintegral  von 

/   UBIV  \ 

\  abc  J 

übereinstimmt,  d.  i,  aber  die  Energiedichte  eines  rein  elastischen  iso- 
tropen Mediums,  dessen  Lamesche  Konstauten  X,  (i  in  der  Beziehung 
A  =  —  2[i  ^  —  2Ä  stehen.  Ein  Medium  dieser  Konstitution  gerade 
hat  W.  Thomson  (Lord  Kelvin)  zur  Erklärung  der  optischen  Phäno- 
mene herangezogen  ^^^) 

Mac  Cullagh  hat  seinen  Ansatz  insbesondere  für  die  Optik  Jcristal- 
linischcr  Medien  durchgeführt,  indem  er  (p  gleich   einer  quadratischen 
Form  von  |,  rj,  ^  (mit  konstanten  Koeffizienten)^''^)  setzt: 
(4)  2cp  =  J[,J2_|_  2A,,lr}  +  •  •  •  +  '^AzVt  +  As^'- 

Ganz  analog  wie  oben  folgen  dann  als  Differentialgleichungen 

(4a)  QU    =  ^  —  ^,  wo   -  =  ^^  :      ,       , 

während  in  den  Randbedingungen  die  Ausdrücke  auftreten: 

(4b)  H  coswc  —  Z  cos  «6.         ("'  , '     ) 

E.  und  F.  Cosseraf  haben  darauf  hingewiesen^''^),  daß  ihr  „Eu- 
klidisches  Potential"   auch   diese   3Iac  Cullagkschen   Ansätze   umfaßt. 

Man  kann  auf  dieser  Grundlage  versuchen,  durch  Erweiterung 
des  Potentialansatzes  nach  einer  der  in  Nr.  7  erörtei-ten  Richtungen 
die  sämtlichen  für  die  verschiedenen  optischen  Probleme  notwendigen 
Gleichungen  zu  umfassen;  in  dieser  Weise  ist  W.  Voigt  in  seinem 
Kompendium  ^''^)  systematisch  vorgegangen. 

In  erster  Linie  gewinnt  er  den  Übergang  zu  der  ÄhhängigJieit  der 
optischen  Erscheinungen  von  der  Farbe  (Schwingungsdauer  t),  indem 

173)  W.  Thomson,  Phil.  Mag.  (5)  26  (1888),  p.  414fi.  Vgl.  auch  V  21,  Nr.  31 
( Wanger  in). 

174)  Vgl.  3Iac  Cullagh,  works  *'^),  p.  156,  wo  (4)  sogleich  auf  eine  Summe 
von  Quadraten  transformiert  erscheint.  Siehe  auch  die  Darstellung  in  P.  Volkmanriy 
Voiles,  über  die  Theorie  des  Lichtes,  Leipzig  1891,  p.  260,  294. 

175)  E.  u.  F.  Cosserat,  Corps  deform.,  p.  161. 

176)  S.  namentlich  V.  Teil  (Optik),  §  7  (Bd.  11,  p.  563  ff.)  sowie  Kap.  ü,  HI 
dieses  Teiles  und  vgl.  auch  II.  Teil,  §  34  (Band  I,  p.  486  ff.),  wo  die  Kraftwirkungen 
direkt  ohne  Vermittlung  eines  Potentiales  angesetzt  werden. 
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er  den  Gliedern  von  (4)  ebenso  gebildete  quadratische  Formen  der 
zeitlichen  Ableitungen  |',  »/,  ^'  oder  |",  if,  ^"  usw.  hinzufügt,  freilich 
unter  gleichzeitiger  Beschränkung  darauf,  dass  der  Lichtvektor  durch- 
weg Sinusschwingungen  mit  der  Periode  r  ausführt.  Er  verwendet 
nun  das  Hamiltonsche  Prinzip  in  der  Form  Nr.  7,  {2b),  und  kann 
durch  partielle  Integration  nach  der  Zeit  diese  Zusatzglieder  derart 
umformen  ^^'^),  dass  schliesslich  wiederum  eine  quadratische  Form  von 
I,  7^,  ^  genau  wie  (4)  die  Stelle  der  Energiedichte  einnimmt,  nur  daß 
ihre  Koeffizienten  A  nun  Funltionen  von  x  sind;  die  Art  dieser  Funk- 
tionen hängt  von  dem  Medium  ab  und  bestimmt  sein  Verhalten 
gegenüber  den  verschiedenen  Farben. 

In  ähnlicher  Weise  zieht  Voigt  auch  quadratische  mit  zeitlichen 
Ableitungen  verschiedener  Ordnung  der  |,  tj,  ^  gebildete  Terme  heran 
und  zeigt,  dass  man  sie  auf  einen  wesentlich  neuen  charakteristischen 
Bestandteil   der  Energiedichte   zurückführen  kann: 

(5)  B,{^r,  -  ri'O  +  BS'i  -  r^)  +  ^sO/'l  -  r>/); 

dabei  sind  Bj^,  B^,  B^  gegebene  Konstanten  oder  Funktionen  von  r.^'®) 
Die  Zusatzglieder,  die  hiernach  zu  den  Differentialgleichungen  und 
Randbedingungen  zu  treten  haben,  sind  den  allgemeinen  Formeln 
leicht  zu  entnehmen;  sie  beschreiben  die  Veränderung,  die  die  Licht- 
bewegung durch  ein  magnetisches  Feld  erleidet  {macjnetisclie  Aktivität), 
und  zwar  hängen  die  Grössen  B,  die  sich  wie  Komponenten  eines 
axialen  Vektors  transformieren,  von  der  Lage  der  magnetischen  Axe 
an  der  betrachteten  Stelle  und  der  magnetischen  Feldstärke  ab.^'^) 

An  dritter  Stelle  zieht  Voigt  endlich  noch  Aggregate  von  Pro- 
dukten aus  je  einer  zeitlichen  Ableitung  von  u,  v,  iv  selbst  und  einer 
von  i>,  ri,t,  in  Betracht.  Auch  sie  haben,  wie  durch  ähnliche  Umfor- 
mungen gezeigt  wird^^°),  das  Auftreten  einfacherer  Glieder  im  Aus- 
druck der  virtuellen  Arbeit  zur  Folge,  für  die  typisch  ist 

(6)  C{udl-\-v8ri  +  wöl). 

Die  Differentialgleichungen  hierzu  sind  leicht  herzustellen;  sie  liefern 
die  Phänomene  in  den  natürlich  aldiven  JSIcdienP'^) 

Mac  Cullagli  selbst  hatte  diese  Medien  gleichfalls  in  seine  Be- 
trachtungen einbezogen,  indem  er  der  Energiedichte   ein  Ableitungen 

IT-J)  A.  a.  0.1'«),  p.  509. 

178)  A.  a.  0.  p.  568  ff. 

179)  A.  a.  0.  p.  572,  679  ff. 

180)  A.  a.  0.  p.  572  ff. 

181)  A.  a.  0.  p.  574,  637  ff. 
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zweiter  Ordnung  enthaltendes  Zusatzglied  gab 

(v,  V  u>\ 

Dann  erhalten  die  Dififerentialgleichungen  Ableitungen  dritter  statt  wie 
bei   Voigt  erster  Ordnung  als  Zusatzglieder.^^^) 

Den  Übergang  zu  ahsorhierendcn  Medien  gewinnt  Voifjt,  indem  er 
unter  Heranziehung  einer  als  quadratische  Form  der  Ableitungen  |', 
ri,  ^  gegebenen  Dissipationsfunktion  (Nr.  7f,  S.  657,  Nr.  11,  S.  671) 

(7)  21)  =  m,,r  +  2m,,t,\'  +  ■  •  •  +  m,,^' 

der  virtuellen  Arbeit  das  Aggregat 

(7a)  -i^si+^H  +  ^S^ 

7)  T) 
hinzufügt;  das  bewirkt  einfach  ein  Hinzutreten  der  Komplexe  ^,,  •  •  • 

zu  den  =.,...  in  den  Formeln  (4a),  (4b).^^^) 

Während  alle  diese  Betrachtungen  den  Ausdruck  der  potentiellen 
Energie  betreffen,  kann  man  ebenso  auch  versuchen,  Verallgemeine- 
rungen des  einfachsten  Ausdruckes  \q{u^-\-  v' -\-  tv"^)  der  kinetischen 
Energie,  wie  sie  in  Nr.  5d  diskutiert  sind,  in  der  Optik  zu  benutzen. 
In  dieser  Richtung  liegt  der  bereits  erwähnte  Ansatz  von  J.  W.  Strutt 
{Lord  JRayleigli)^^),  die  kinetische  Energie  pro  Yolumelement  des 
Lichtäthers  als  allgemeine  quadratische  Form  der  Geschwindigkeiten 
u,  v\  w'  anzunehmen;  dabei  treten  dann  auf  den  linken  Seiten  der 
optischen   Gleichungen    lineare   Kombinationen   der  Beschleunigungen 

rr         it  n  p 

u  ,  V  ,  'W    aui. 

14.  Beziehungen  zur  Elektrodynamik.  Die  Grundgleichungen  der 
Elektrodynamik  sind  ihrer  Form  nach  bekanntlich  im  wesentlichen  in 
den  optischen  Grundgleichuugen  und  damit  in  dem  allgemeinen  Schema 
der  Mechanik  der  Kontinua  enthalten.  Deutet  man  nämlich,  um  nur 
vom  isotropen  Medium  zu  reden,  die  zeitlichen  Ableitungen  der  Kom- 
ponenten u,  V,  IV  des  soeben  betrachteten  Lichtvektors  bis  auf  einen 
konstanten  Faktor  als  Vektor  der  elektrischen  Feldstärke  (S: 

und  ebenso   die  Komponenten  der  Rotation  eines  Volumelements  als 


182)  Mac   Culla(jh,    Proc.  R.    Irish  Ac.  II  (1841),   p.  96  =  Works,    p.  187 
Vgl.  auch  P.  Volhnann,  Theorie  des  Lichtes,  p.  414  flF. 

183)  A.  a.  0.  p.  575  f.,  708  ff. 

184)  J.W.  StmU,  Phil.  Mag.  (4)  41—43  (1871,  1S72).    Vgl.  auch  V  21,  Nr.  29 
( Wangerin). 

Encyklop.  d.  math.  Wiasenach.     IV  2,  il.  45 
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Komponenten  der  magnetischen  Feldstärke  §: 

SO    gehen    die   Gleichungen   (3  a)   und   (1)   von  Nr.  13    bei   passender 
Wahl  der  Konstanten  7^,  y^,  A,  p  über  in 

.     l?»'-7o=-c§.  <«'*'^)' 

und  das  sind  gerade  die  Maxtvellschen  Grundgleiclmmjen  im  freien 
Äther.^^^)  Ein  weiteres,  äusseren  Kräften  entsprechendes  Glied,  das 
die  Gleichungen  (3  a)  noch  enthalten  können,  findet  im  ersten  Tripel 
(1)  seine  Deutung  als  elektrischer  Strom.  Ahnlich  kann  man  auch  die 
elektromagnetischen  Gleichungen  für  nichtisotrope  Medien  gewinnen. 
Bei  den  Darstellungen,  die  die  allgemeinen  Ansätze  der  Elektro- 
dynamik jetzt  meist  finden,  geht  man  indessen  in  der  Regel  nicht 
von  dieser  Auffassung  aus,  die  die  elektrischen  und  magnetischen 
Grössen  mit  den  Verschiebungen  eines  Mediums  in  so  direkte  Ver- 
bindung bringt-,  man  sieht  vielmehr  diese  Grössen  als  „physikalische 
Parameter"  im  Sinne  von  Nr.  2b  an,  die  den  Stellen  des  Kontinuums 
als  Ortsfunktionen  zugeordnet  sind,  und  von  denen  man  allenfalls 
einige  als  abhängig  von  den  Bewegungsfunktiouen  eines  immateriellen 
Mediums  —  der  Elektrizität  —  deutet.  Daneben  können  dann  noch 
die  Beweguugsfunktionen  des  materiellen  Mediums,  in  dem  der  Vorgang 
sich  abspielt,  in  Betracht  kommen.  Die  Gleichungen  der  Elektrody- 
namik verknüpfen  nun  aUe  diese  Größen  direkt  mit  den  Kräften, 
Spannungen,  Energiedichten.  Die  Variationsprinzipe,  in  die  man  sie 
nach  dem  Vorgange  von  H.  A.  Lorentz'^^^)  und  H.  v.  HelnihoUz^^') 
vielfach  zusammengefaßt  hat,  sind  dann  in  gewisser  Weise  den 
mechanischen  analog,  nur  daß  sie  durch  die  größere  Anzahl  der  in 
sie  eingehenden  Größen  sehr  viel  komplizierter  sind,  t/ber  diese 
Probleme  der  speziellen  Elektrodynamik  vergleiche  man  die  Referate 
von  H.  A.  Lorentz,  insbesondere  V  13,  Nr.  35—39  und  V  14,  Nr.  S,  9. 
Nur   ein  besonderer  Fall  sei  noch  hervorgehoben,   als   typisch   dafür. 

185)  Vgl.  W.  Thomson,  Math.  phys.  pap.  3  (London  1890\  p.  436 ff.  Man 
kann  auch  die  Rolle  von  elektrischer  und  magnetischer  Feldstärke  gerade  ver- 
tauschen; vgl.  über  die  verschiedenen  möglichen  Deutungen  V  13,  Nr.  42,  H.  A. 
Lorentz. 

186)  H.  A.  Lorentz,  La  theorie  electromagn.  de  Maxwell   Leideu  1892),  §  55  ff. 

187)  H.  V.  Helmholtz,  Das  Prinzip  der  kleinsten  Wirkung  in  der  Elektro- 
dynamik.   Ann.  d.  Phys.  47  ^892}  p.  1  =  Wissensch.  Abh.  lU  (Leipzig  1895),  p.  476. 
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wie  solche  physikalischen  Parameter  in  die  Stoffgleichungen  eines 
materiellen  Mediums  im  früheren  Sinne  eingehen  köimen. 

In  einem  elastischen  Medium  sei  ein  elektrisches  Feld  (£  erregt; 
die  Verallfjemeinerung  des  früheren  Ansatzes  ist  dann  die,  dass  die 
Energiedichte  q)  ausser  von  den  Deform ationsgrössen  e^,  .  .  .,  g^^^,  .  .  . 
noch  von  den  Komponenten  der  Feldstärke  abhängt '^^): 

(2)  9^  =  (p(ea,--;9a>>,---,®a,®ö,®c)- 

Aus  den  früheren  Formeln  Nr.  7,  (4)  ergeben  sich  unverändert  die 
Spannungskomponenten,  die  also  von  den  elektrischen  Feldstärken  ab- 
hängig werden;  andererseits  aber  ist  das  Potential  auch  gegenüber 
Variationen  der  Feldstärke  (£  zum  Minimum  zu  machen,  und  daraus 
ergeben  sich  Gleichungen  für  die  „elektrischen  Momente" 

^  *«  =  at'    *'=';>   ^'-ll' 

die  eine  Abhängigkeit  des  elektrischen  Zustandes  von  der  Deformation 
zeigen.  In  beiden  Formelsystemen  bzw.  in  den  aus  ihnen  folgenden 
Relationen  vom  Typus 

sind  die  sog.  Beziprozitätssätze'^^^)  enthalten,  die  in  allen  diesen  ver- 
schiedenartige Gebiete  verknüpfenden  Erscheinungen  eine  wesentliche 
RoUe  spielen;  hat  eine  Änderung  des  einen  physikalischen  Parameters 
eine  Änderung  der  einem  anderen  zugeordneten  Spannungskomponente 
zur  Folge,  so  bewirkt  auch  eine  Variation  dieses  Parameters  eine  be- 
stimmte Änderung  der  jenem  ersten  zugehörigen  Spannungskompo- 
nente. In  diesen  Formeln  sind  die  Erscheinungen  der  Piezoelektrizität 
enthalten,  die  mit  Hilfe  einf{^cher  Ansätze  für  cp  entsprechend  den 
Symmetrieverhältnissen  der  kristallinischen  Medien  genau  untersucht 
worden  sind.^^*^) 


188)  Nachdem  W.  Voigt  zuerst  die  Theorie  auf  Grund  direkt  angesetzter 
Abhängigkeit  der  Spannungs-  und  Momentkomponenten  von  Deformation  und 
Feldstärke  behandelt  hatte  (Abhandl.  Ges.  d.  Wiss.  Göttingen,  36,  1890),  haben 
P.  Duhem,  Le9ons  sur  Telectricite  2  (1892),  p.  467,  E.  Rieche  (Nachr.  Gea.  d. 
Wiss.  Göttingen  1893,  p.  19)  und  W.  Voigt  (ebenda,  math.-phys.  Kl.  1894,  p.  343) 
den  Potentialansatz  vei-wendet;  näheres  siehe  in  V  16,  Nr.  8,  F.  Pockels. 

189)  Vgl.  hierzu  Voigts  Kompendium  II,  p.  106.  —  Man  kann  diese  Rezi- 
pvozitätssätze,  die  meist  nur  für  den  Fall  endlich  vieler  Freiheitsgrade  behandelt 
werden  (vgl.  /.  J.  Thomson,  Anwendungen  der  Dynamik  auf  Physik  und  Chemie 
[Leipzig  1890]  und  H.  von  Helmholtz,  Journ.  f.  Math.  100  (1887),  p.  137  =  Wiss. 
Abh.  III,  p.  203  ff.)  in  weitem  Umfang  auf  Kontinua  übertragen. 

190)  Vgl.  die  ausführliche  Darstellung  in  V  16,  Nr.  8—10,  F.  Pockels. 

45* 
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15.  Einfügung  der  thermodynamischen  Ansätze.  Es  giebt  zwei 
Wege,  von  den  bisher  entwickelten  Grundformeln  der  Mechanik  der 
Kontinua  zu  den  umfassenderen  Ansätzen  der  Thermodynamik  aufzu- 
steigen, die  im  Rahmen  dieses  Artikels  nur  in  aller  Kürze  zu  skiz- 
zieren sind.  Der  eine  schliesst  an  die  Gleichungen  der  Kinetik,  etwa 
an  das  Hamiltonsche  Prinzip  in  der  verallgemeinei-ten  Gestalt  Xr.  7. 
(2Q)  an  und  geht  von  der  Annahme  aus,  dass  irgendeine  Verbindung  o 
der  Bewegungsfunktionen  und  ihrer  räumlichen  Ableitungen  selbst  nicht 
explizit  im  Integranden  q)  auftritt,  vielmehr  lediglich  ihre  zeitliche  Ab- 
leitung. Eine  solche  „verborgene  Koordinate",  die  man  an  Stelle  einer 
der  Beweguugsfuuktionen  als  bewegungsbestimmend  ansehen  kann,  kann 
man  dann  gerade  so  behandeln,  wie  man  es  in  der  Hehnholtsschen 
Theorie ^^^)  der  zyklischen  Systeme  in  der  Mechanik  der  Systeme  mit 
endlichvielen  Freiheitsgraden  tut:  Mit  Hilfe  der  Eliminationsmethoden 
der  Variationsrechnung,  wie  sie  in  der  Theorie  der  kanonischen  Trans- 
formation der  Dynamik  gehandhabt  werden  ^^^),  führt  man  im  Variations- 

prinzip  statt  o'  die  Ableitung  itt  =  ^  ,  ein  und    erhält  dann  für  den 

Grenzfall  solcher  Zustandsänderungen,  bei  denen  Geschwindigkeiten  und 
Beschleunigungen  der  übrigen  Koordinaten  (ausser  C3)  unendlichklein 
sind,  ein  Variationsprinzip,  das  sich  von  dem  Prinzip  der  virtuellen 
Verrückungen  nur  durch  das  Hinzutreten  eines  Termes  ra'  •  dn  unter- 
scheidet. Das  RauminteOTal  dieses  Termes  findet  nun  seine  Deutung 
als  die  bei  der  virtuellen  Verrückuno^  zugeführte  ^Yärmemenge,  wäh- 
rend  cj'  und  ti  Temperatur  und  Entropie  des  Systems  darstellen.  Die 
analogen  Betrachtungen  finden  in  der  Thermodynamik  der  Systeme  mit 
endlich  vielen  Freiheitsgraden  stets  ausführlich  Platz ^^^);  übrigens 
scheint  aber  eine  explizite  Anwendung  innerhalb  der  Mechanik  der 
Kontinua  nicht  vorzuliegen. 

Der  zweite  Weg  ist  wesentlich  mehr  formaler  Xatur  und  schliesst 
sich  den  bisher  zum  Ausdruck  gebrachten  formalen  Auffassungen  aufs 
nächste  an.  Den  Deformationsfunktionen  wird  —  wir  beschränken 
uns  der  Einfachheit  halber  auf  die  Statik  —  ein  ,, physikalischer'* 
Parameter  im  Sinne  von  Nr.  2  b 

s  =  s(a,h,  c) 
hinzugefügt,  dessen  Wert  an  jeder  Stelle  den  „thermischen  Zustand" 

191)  H.  r.  Helmholtz,  J.  f.  Math.  97  (1884),  p.  111  =  Wiss.  Abhandl.  III, 
p.  119ff.    Vgl.  IV  11,  Nr.  23,  Heun. 

192)  Vgl.  die  Anwendungen  derselben  Methoden  oben  in  Nr.  7e,  S.  654  und 
Nr.  8  b,  S.  662  sowie  Anm."'). 

198)  Siehe  die  Referate  V  3,  Xr.  28  if.  iBryan\  und  IV  l,  Xr.  48  ,  Voss). 
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des  Mediums  beschreibt;  man  bezeichnet  ihn  als  Entropie  des  Mediums 
an  dieser  Stelle,  berechnet  auf  die  Masseneinheit,  indem  man  Entro- 
pie eines  Quantums    Vq  des  Mediums  das  Integral: 

JJ  I s{a,  h,  c) Q^ d Ko  =JJJs{a:,  y,  z)QdV 

(  f  o)  (  V) 

nennt.  Bei  einer  virtuellen  Verrückung  des  Kontinuums  wird  auch  s 
eine  unendliehkleine  virtuelle  Änderung  ös  zu  erfahren  haben.  Man 
kann  dann,  entsprechend  dem  ziveiten  Hauptsatz  der  Thermodynamik, 
das  Prinzip  der  virtuellen  Verrückungen  in  folgender  Weise  erweitern  ^^*): 
Zu  der  virtuellen  Arbeit  öA  der  gesamten  Kraftrichtungen  tritt 
gleichberechtigt  die  „Wärmezufuhr^'  bei   einer   virtuellen  Verrückung: 

(1)  dQ=fjJ&dsQdV; 

(V) 

dabei  bedeutet  die  „Temperatur"  @  einen  den  Spannungskomponenten 
gleichberechtigten  Faktor,  der  für  jedes  Medium  in  charakteristischer 
Weise  in  seiner  Abhängigkeit  von  den  Deformationsfunktionen  und 
der  Entropie  sowie  von  deren  Ableitungen  gegeben  ist.  Thei'modyna- 
misches  GleicJigetvicht  wird  bedingt  durch  die  Variationsgleichung 

(2)  dQ-{-dÄ  =  0, 

die  genau  im  alten  Sinne  zu  verstehen  ist:  dabei  können  Nebenbe- 
dingungen auch  das  thermische  Verhalten  des  Mediums,  d.  h.  die 
Funktion  s  betrejffen. 

Die  volle  Bedeutung  der  Thermodynamik  kommt  indessen  erst 
zum  Vorschein,  wenn  man  in  diesem  Ansatz  den  sog.  ersten  Hauptsatz 
zur  Geltung  bringt,  der  einen  allgemeingültigen  Zusammenhang  der  sämt- 
lichen Wirkungskomponenten  einschliesslich  der  Temperatur  mit  einer 
einzigen  Funktion  der  Zustandsgrösseu  statuiert,  von  der  Art  wie  er 
in  Nr.  7  für  einzelne  Fälle  diskutiert  wurde.^^^)  Zieht  man  nämlich 
in  dÄ  nur  die  inneren  ^Virknngen  innerhalb  des  Mediums  in  Be- 
tracht, so  soll  d  Q  -\-  öÄ  für  jede  virtuelle  Verrückung  his  aufs  Vorzeichen 
gleich  der  Variation  eines  in  bestimmter ,  für  jedes  Medium  charakte- 
ristischer  Weise  nur  von  den  jeiveiligmi  Deformation sfunTäionen  und  der 
Entropie  abhängigen  Ausdruckes,  der  potentiellen  Energie  0,  sein.  Was 
die  Gestalt  von   0  angeht,  so  ist  der  einfachste  Fall  der,  dass  0  ein 


194)  Für  die  Ansätze  der  gewöhnlichen  Thermodynamik,  die  sich  im  fol- 
genden genau  wiederholen,  vgl.  das  Referat  V  3  {Bryan). 

195)  Für  kontinuierliche  Medien  hat  namentlich  P.  Dtihem  diese  Ajisätze 
nach  den  verschiedensten  Richtungen  hin  angewendet;  man  vergleiche  die  zu- 
sammenfassende Darstellung  in  seinem  Traite  d'Energetique,  T.  II  (Paris  1911), 
Chap.  XIV. 
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Raumintegral  über  eine  Funktion  (p  von  x,  y,  s,   ihren  ersten  Ablei- 
tungen uud  s  ist^^^): 


(3)  ÖQ-\-  öA  =  —  ÖjJJ  (p{x,  .  .  .:  x^,  .  .  .:  s)  da  dh dc: 
dann  folgt  speziell  für  die  Temperatur 

(4)  ®  =  -'% 

was  den  im  wesentlichen  unverändert  bleibenden  Gleichungen  (4)  von 
Nr.  7  a  zur  Seite  tritt.  Aus  diesen  Gleichungen  folgen  wieder  rezi- 
proke Relationen  der  Art 

(5)  —  Qo  .  '  =  ~jf 

zwischen  je  einem  Paare  thermischer  und  elastischer  Parameter  —  in 
analoger  Bedeutung,  wie  oben  in  einem  anderen  Fall  erörtert  (Nr.  14-,  (4)) 
wurde. 

Es  ist  häufig  zweckmässig,  au  Stelle  von  s  die  Temperatur  @ 
als  bestimmenden  Parameter  einzuführen:  das  ist  wiederum  der  Form 
nach  die  in  Nr.  7e  (S.  654)  augewandte  kanonische  Transformation: 
Berechnet  man  aus  (4)  5  als  Funktion  von  &  und  bestimmt  damit 

^  =  (jp  +  Q^&s  =  ^(x,  .  .  .-  x„,  .  .  .;  &), 

so  erhält  man  statt  (3)  für  alle  willkürlichen  Variationen  dx,  öy,  dz 
und  ö&  die  Identität: 

(3')  —  iyfsd&QdV-\-  dÄ  =  —  d  fffrl^dadb dc. 

Man  nennt  tjj  das  „thermodynamische  Potential  bei  gegebenem  Defor- 
mationszustand^*;  zieht  man  gleichzeitig  noch  die  Transformation  von 
Nr.  7e  heran,  die  die  Deformationsgrössen  durch  die  Spannungskom- 
ponenten ersetzt,  so  erhält  man  die  anderen  Arten  thermodynamischer 
Potentiale  in  völliger  Analogie  zu  den  üblichen  Betrachtungen  der 
Thermodynamik  der  Systeme  mit  endlichvielen  Freiheitsgraden.^^^) 

Indem  man  rechter  Hand  in  (3)  das  Auftreten  der  Deformations- 
grössen in  geeigneter  Weise  spezialisiert,  erhält  man  die  thermody- 
namischen  Ansätze  für  die  einzehien  im  vorigen  behandelten  Gebiete; 
dabei  bedingt  die  Art,  wie  s  in  qp  (oder  &  in  ^)  mit  den  einzelnen 
Deformationsgrössen   verknüpft  ist,  natürlich    den  thermischen  Effekt 


196)  Dieser  Ansatz  hat  für  den  speziellen  Fall  der  reinen  Elastizitätstheorie 
zuerst  W.  lliomson,  Quart.  Journ  of  Math.  1  (^1857)  ausgebildet;  vgl.  V  8,  Nr.  21, 
Bryan. 

197)  S.  V  3,  Nr.  16  (Bryan). 
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der  einzelnen  Arten  der  Detormationen  bzw.  die  Art  der  Deforma- 
tionen, die  durch  thermische  Wirkungen  hervorgerufen  werden.  Für 
die  Elastzitätsthcorie  und  die  Hydrodynamil:  sind  diese  Zusamenhänge 
vielfach  untersucht  worden. ^^^) 

Man  hat  in  (3)  für  die  potentielle  Energie  O  auch  andere  der  in 
Nr.  7  untersuchten  Ansätze  verwendet,  wobei  zu  den  früheren  Formeln 
nur  die  Berücksichtigung  der  Abhängigkeit  von  6"  neu  hinzukommt. 
Neben  den  Integralen  vom  Typus  Nr.  7,  (7),  die  P.  Duhem^^^)  in 
dieser  Richtung  vielfach  verwendet  hat,  sei  hier  nur  der  Fall  hervor- 
gehoben, dass  0  als  Summanden  ein  Flächeninter/ral  etwa  über  die 
Trennuugstiäche  verschiedener  in  1'  enthaltenen  Medien  besitzt;  ent- 
sprechend wird  man  dann  auf  dieser  Fläche  auch  eine  Flächendichte 
der  Entropie  und  demgemäss  ein  Flächen  integral  als  Beitrag  zur  Wärme- 
zufuhr anzunehmen  haben.  Diese  Ansätze  steilen  die  thermischen  Wir- 
liungen  der  Kapillarität^^^)  dar. 

Die  weitere  Ausbildung  dieser  thermodynamischen  Ausätze  erfolgt 
dann  so,  dass  man  in  der  Fundamentalgleichung  neue  die  Konsti- 
tution des  betrachteten  Mediums  beschreibende  physikalische  Para- 
meter auftreten  lässt,  also  etwa  cp  von  ihnen  abhängen  lässt.  Es  ge- 
nüge, als  Beispiel  hier  zu  erwähnen,  dass  man  so  durch  Aufnahme 
der  elektrischen  Feldstärke  wie  in  Nr.  14,  (2)  zu  den  Erscheinungen 
der  Fyroelehtrizität,  der  Wechselwirkung  von  Wärme,  Druck  und  elek- 
trischer Erregimg,  in  Kristallen  geführt  wird.^°^) 

Endlich  sind  hier  noch  die  an  J.  W.  Gihhs-^')  anknüpfenden  tltermo- 
chemiscJien  Untersuchungen  zu  erwähnen,  die  auf  der  Vorstellung  meh- 
rerer denselben  Raum  simultan  ausfüllender  Medien  beruhen,  deren 
Zustandsparameter  gleichzeitig  in  cp  eingehen;  man  hat  hier  freilich 
sich  bisher  durchweg  auf  den  Fall  von  endlich  vielen  Freiheitsgraden 
beschränkt:  man  nimmt  die  einzelnen  Medien  (Phasen)  homogen  an, 
so  dass  ihr  Zustand  durch  eine  Reihe  nicht  mehr  vom  Ort  abhängiger 
Variabler  charakterisiert  wird."*'^) 

16.  Beziehungen  zur  Relativitätstheorie.  Es  soll  zum  Schluss 
noch  die  Frage  aufgenommen  werden,  die  schon  wiederholt  gelegent- 

198)  Vgl.  z.B.  Voigt,  Kompendium  I,  p.  523  ff.;  Voigt,  Lehrbuch  der  Kristall- 
physik, Leipzig  1910,  p.  276 ff.,  p.  763 ff.;  Duhem,  Traite  d'energetique  II,  Paris 
1911,  p.  115 ff.;  G.  Hamel,  Elementare  Mechanik,  Leipzig  1912,  p.  571  ff. 

199)  S.  insbes.  Ann.  Ec.  Norm.  (3)  10  (1893),  p.  183ff.  und  21  ;i904),  p.  99ff. 
und  Traite,  a.  a.  O.^^^) 

200)  Vgl.  V  9,  Nr.  18  {Minlouskij. 

201)  Siehe  V  16,  Nr.  11,  F.  Pockels. 

202)  Trans.  Connect.  Acad.  III  (1876—1878)  =  Scient.  Paperä  I  (1906),  p.  55. 

203)  Vgl.  V3,  Nr.  26  {Bryan)  und  IV  11,  Nr.  22—24:  (A'.  Heim). 
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lieh  gestreift  wurde,  wie  sicli  die  verschiedenen  Ansätze  der  Mechanik 
der  Kontinua  hei  Transformationen  des  verwendeten  Koordinatensystems 
verhalten-^  von  hier  aus  wird  auch  die  Verbindung  zu  den  Ansätzen 
der  modernen  Relativitätstheorie  hergestellt  werden. 

Unsere  Vorstellung  von  der  Homogenität  und  Isotropie  des  ge- 
wöhnlichen Raumes  verlangt  zunächst,  dass  die  Gesetze  jedes  physi- 
kalischen Vorganges  ungeändert  bleiben,  wenn  man  sie  auf  irgendein 
anderes  rechtwinkliges  Koordinatensystem  bezieht  und  gleichzeitig  alle 
in  den  Vorgang  eingreifenden  Grössen  der  entsprechenden  Transfor- 
mation unterwirft;  man  sagt  kurz,  dass  die  gesamte  Physik  invariant 
ist  gegenüber  der  Gruppe  der  sämtlichen  rechtwinkligen  Koordinaten- 
transformationen der  gewöhnlichen  Geometrie,  der  sog.  „Hauptgru2Jpe" 
oder  „EuklidiscJien  Gruppe'^.  Hieraus  folgt  speziell,  dass  die  virtuelle 
Arbeit  der  sämtlichen  inneren  Wirkungen  in  einem  kontinuierlichen 
System  bei  der  einer  unendlichkleinen  Abänderung  des  Koordinaten- 
systems entsprechenden  virtuellen  Verrückung  notwendig  verschwindet, 
oder  dass  das  gesamte  Potential  dieser  Wirkungen  bei  jeder  solchen 
Verrückuug  des  Kontinuums  ungeändert  bleibt,  d.  h.  im  Sinne  von  E. 
und  F.  Cosserat  ein  Euklidisches  Potential  ist  (vgl.  Nr.  7  b,  S.  650). 

In  analoger  W^eise  kann  man  nun  in  der  Kinetik  fragen,  ob  es 
auch  Transformationen  der  Zeitvariablen  t  oder  gar  simultane  Trans- 
formationen der  Zeit-  und  Raumvariablen  gibt,  die  die  physikalischen 
Gesetze  ungeändert  lassen.  Legt  man  die  kinetischen  Grundansätze 
in  ihrer  ursprünglichen  Gestalt  (Nr.  5,  (1),  (5),  (4),  (6))  zugrunde,  so  er- 
giebt  sich,  dass  eine  Verschiebung  des  Nullpunktes  der  Zeitrechnung 

(1)  t=^t-\-ß 

sowie  eine  gleichförmige  Bewegung  des  rechtwinkligen  Koordinaten- 
systemes  parallel  mit  sich 

(2)  X  =  x-\-  cij.,     y  ^y  -\-  aj,     z  =  z  ^  a-^t 

die  kinetischen  Glieder  im  wesentlichen  nicht  ändert:  nur  die  zeit- 
lichen Ableitungen  1.  Ordnung,  beispielsweise  die  kinetische  Energie  T, 
werden  bei  der  Substitution  (2)  zunächst  modifiziert,  aber  man  sieht 
leicht,  dass  die  Zusatzglieder  bei  der  Variation  fortfallen  und  daher  die 
Bewegungsgesetze  ungeändert  bleiben.  Also  sind  die  Tltcorvme  der 
MecJianik  der  Kontinua  in  geivissem  Umfange  invariant  gegenüber  einer 
zehnparamctrigen  Gruppe  linearer  Transformationen  der  Baum-  und  Zeif- 
koordinaten^^^) ,  die  sich  aus  den  rechtwinkligen  Koonlinateutransforma- 


204)  Vgl.  hierzu  die  Darlegungen  in  lY  1,  Nr.  13—17,   Voss. 
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tionen,  aus  den  Parallelverschiebungen  des  Axensystems  mit  kon- 
stanter Geschwindigkeit  sowie  den  Änderungen  des  Nullpunktes  der 
Zeitrechnung  zusammensetzt;  die  allgemeine  Substitution  dieser  sog. 
Galileischeu  oder  N('wto)ischen  Gruppe  lautet: 


(3) 


y  =  «21^"  +  «22^  +   «23^  +   «2^  +  ^'2 

z  =  a^^x  +  «321/  +  c^33^  -f-  a^t  +  ß^ 

t=  t  +  ß, 


wo  die  9  Grössen  a^-^  ein  orthogonales  Koeffizientensystem  bilden.  Die 
Substitutionen  (3)  haben  die  charakteristische  Eigenschaft,  dass  sie 
das  Differential  dt  ungeändert  lassen,  wenn  aber  dt  =  0  ist,  auch  das 
Quadrat  der  Linienelemente  dx^  -\-  dy'^  -f-  dz^.  Eine  besondere  Bedeu- 
tung in  der  Mechanik  hat  auch  die  durch  Hinzunahme  aller  Ähn- 
licJikeitstransformationen  des  Raumes  einerseits  und  der  Zeitaxe  anderer- 
seits erweiterte  zivolfgliedrige  Gruppe-^  ihre  Anwendung  lässt  die  physi- 
kalischen Grössen  nicht  mehr  absolut  invariant,  sondern  setzt  ihre 
Dimensionen  in  bezug  auf  Längen-  und  Zeiteinheit  in  Evidenz.^^^j 

In  der  moderneu  Entwicklung  der  Optik  und  Elektrodynamik  hat 
die  Tatsache  besondere  Wichtigkeit  gewonnen,  dass  durchaus  nicht 
alle  Gesetze  der  Physik  diese  Livarianz  gegenüber  der  GalileischBn  Gruppe 
aufweisen.  Das  kam  einmal  so  zustande  kommen,  dass  gemäss  den  all- 
gemeinen Ansätzen  von  Nr.  5  d  und  7  f  ganz  andersartige  kinetische 
Glieder,  als  die  der  klassischen  Mechanik  den  Vorgang  bestimmen, 
andererseits  aber  auch  dadurch,  dass  bei  sonst  unverändertem  Ansatz 
durch  den  physikalischen  Sachverhalt  für  gewisse  Grössen  eine  andere 
Deutung  und  damit  auch  eine  andere  Behandlung  bei  der  Transfor- 
mation nahegelegt  wird.  So  müssen  z.  B.  die  optischen  Grundglei- 
chungen (3  a)  von  Nr.  13,  da  sie  genau  aus  dem  normalen  Ansatz  des 
d' AlembertsckQXi  Prinzips  entstehen,  gegenüber  der  (raZi/e^transformation 
(2)  invariant  seien,  wenn  man  nur  den  x-y-z-^BMm  transformiert  und 
a,  h,  c  als  die  jedes  substantielle  Teilchen  charakterisierenden  Para- 
meter ungeändert  lässt.  Dem  entgegen  giebt  die  Optik  Anlass,  den 
Lichtvektor  u,  v,  iv  als  Funktion  der  Stelle  a,  h,  c  zu  betrachten 
und  demgemäss  diese  Variablen  a,  h,  c  der  (raZi?e/transformation  (2) 
zu  unterwerfen-,  alsdann  ist  nach  der  Transformation  die  zeitliche  Dif- 
ferentiation bei  konstantem  ä  =  a  -\-  a^t ,  .  .  .  zu  vollziehen,  und  in 
diesem  Sinne   sind   die  Gleichungen   der  Optik   nicht  mehr  invariant. 


205)  Vgl.  hierüber  IV  1,  Nr.  10,   Voss. 
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Bestimmt  man  nun  aber  diejenigen  ganzen  linearen  Transforma- 
tionen der  Variablen  a,  h,  c,  t,  bei  denen  die  Grundgleichungen  der  Optik 
in  diesem  Sinne  invariant  bleiben  ^°^),  so  ergeben  sich  die  nach  H.  Poin- 
cares^^'')  Vorschlag  als  Lorent^- Transformationen  bezeichneten  Trans- 
formationen, deren  fundamentale  Bedeutung  für  die  Elektrodynamik  und 
die  Physik  die  Untersuchungen  von  H.  A.  Lorentz'^^^),  A.  Einstein'^^^), 
H.  Poincare^^"^),  H.  Minkowshi^^^)  erwiesen  haben.  Es  sind  diejenigen 
„Affinitäten"  des  vierdimensionalen  aj-?/-^f-^-Raumes,  der  Minlwwski- 
schen  „Welt": 

X  =  a^^x  +  «12^  4-  «130  +  a^^t  +  «15 

U\  y   =  ^21^  +  ^22^  +  «23^  +  «24^  +  «25 

f  =  «31^;  +  «32^  +  «33^  -f  «34^  +  «35 

t  =  a^^x  -f  a^y  +  a^g^  +  aj:  +  «45, 

welche  die  Differentialform  dx^  +  dy^  +  dz^  —  c^dt^  (in  der  c  die 
LicJdgeschu'indigkeit  bedeutet)  in  sich  selbst  transformieren: 

(5)        dx^  4-  dy'  +  dt^  —  c'^dP  =  dx^  +  dy'  -^  dz^  —  c'dt' 

und  für  die  obendrein  gilt: 

sie  bilden  wiederum  eine  zeJmgliedrige  Gruppe,  die  Lorentzgruppe.  Be- 
merkt man,  dass  wegen  (5)  die  Transformation  (4)  eine  orthogonale 
Substitution  im  Räume  der  Koordinaten  x,y,z,cty —  1  darstellt,  so 
kann  man  die  Relationen  für  die  Koeffizienten  von  (4)  und  die  In- 
varianten der  Gruppe  leicht  angeben.^^^)  Übrigens  kann  eine  etwas 
umfassendere  „erweiterte  iorew^^gruppe"  geometrisch  dadurch  cliarakte- 
risieren,    dass   sie  die  quadratische  Fläche  x^ -\-  y- -\-  s- —  c-f- =  U  in 


206)  W.  Voigt,  Nachr.  Ges.  d.  W.  Göttingen  1887,  p.  41. 

207)  H.  Poincare,  lieudic.  Circ.  mat.  Palermo  21  (1906),  p.  129. 

208)  Versuch  einer  Theorie  der  elektrischen  und  optischen  Erscheinungen 
in  bewegten  Körpern,  §  89—92  (Leiden  1896).  Amsterdam  Acad.  Sc.  Proc.  6  (1904), 
p.  809.  Abgedr.  im  Heft  2  der  „Fortschr.  d.  math.  Wissenschaften"  (^Leipzig  1913; 
hrsg.  V.  0.  BlumcnthaT). 

209)  A.  Einstein,  A.nu.  d.  Phys.  (4)  17  (1905),  p.  891.  Abgedruckt  am  selben  Orte. 

210)  JET.  Minlowski ,  a)  Die  Grundgleichuugen  für  die  elektrodynamischen 
Vorgänge  in  bewegten  Körpern,  Nachr.  Ges.  d.  W.  Göttingen,  math.-phys.  Kl., 
1908,  p.  63  =  Math.  Ann.  68  (1910),  p.  472;  auch  abgedr.  in  Fortschr.  d.  math. 
Wiss.  (Leipzig  1910),  Heft  1.  b)  Raum  und  Zeit,  Jahresber.  d.  D.  :M.  V.  18  (1909), 
p.  75  =  Phys.  Z.  10  (1909),  p.  104;  auch  separat  Leipzig  1909  und  in  dem  in  208) 
genannten  Heft. 

211)  H.  Minl-oivski,*^°)  a)  §  6;  vgl.  auch  A.  SovimcrfvM ,  Ann.  d.  Phys.  (4) 
32  (1910),  p,  749;  33  (1910),  p.  649. 
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dem  (Ireidiinensionalen  unendlichfernen  Gebilde  des  vierdimensionalen 
x-y-0-t-Ra,umes  in  sich  transformiert,  und  man  kann  daher  ihre 
Theorie  aus  bekannten  Untersuchungen  der  projektiven  bzw.  affinen 
Geometrie  entnehmen. ^'^)  Diese  erweiterte  Gruppe  enthält  elf  Para- 
meter statt  zehn,  und  ihre  Transformationen  erfüllen  die  Identität  (5) 
nur  bis  auf  einen  konstanten  Faktor;  bestimmt  man  diesen  etwa  durch 
die  Determinantenbedingung 

«,,;  =  !  (i,  k=l,2,  3,  4;, 

so  zerfällt  sie  noch  in  zwei  getrennte  Kontinua,  von  denen  das  eine 
mit  der  durch  (6)  charakterisierten  Lorentzgruppe  identisch  ist.  Der 
elfte  Parameter  der  erweiterten  Gruppe  entspricht  einer  Änderung 
der  Masseinheit  im  x-y-z-t-R&nm-,  in  ihm  ist  tatsächlich  nur  eine 
Masseinheit  verfügbar,  da  Raum-  und  Zeitkoordinaten  durch  die  For- 
derung der  Invarianz  der  Form  (5),  d.  h.  durch  die  P'estlegung  der 
Lichtgeschwindigkeit  verknüpft  sind,  während  bei  der  Galüeigrup-pe 
durch  Erweiterung  um  zwei  Parameter  über  Zeit-  und  Raumeinheit 
getrennt  verfügt  werden  konnte.^^^) 

Lässt  man  nun  c  gegen  oo  konvergieren,  so  geht  die  erweiterte 
Lore)d;sgT\npTpe  über  in  die  Gesamtheit  der  linearen  Transformationen, 
welche  die  durch  die  beiden  Gleichungen  x^  -{-  y^  -\-  z^  =  0,  ^  =  0  im 
Unendlichfernen  des  x-y-2-t-Ra,nmes  bestimmte  quadratische  Kurve 
(d,  i.  der  imaginäre  Kugelkreis  der  Räume  t  =  konst.)  in  sich  über- 
führen; das  ist  aber  gerade  die  erweiterte  GuUleigru-p^e'^^),  und  es 
ist  sonach  die  Galüeigruj^e  der  Grenzfall  der  Lorentzgruppe  hei  un- 
endlich ivaclisender  Konstante  c.  Dies  hat  Minkowski  veranlasst,  dem 
sog.  Edativitätsprinzip,  das  als  Forderung  der  Invarianz  gegenüber 
der  Lorentzgruppe  zunächst  für  die  Gesetze  der  Elektrodynamik  aus- 
gesprochen wurde,  als  „Postulat  der  absoluten  Welt"  einen  weiteren 
Gültigkeitsbereich  zu  geben  ^^^):  Was  zunächst  als  Invarianz  gegen- 
über  der  Galileigr\xp])e  erscheint,  ist  in  Wahrheit  nur  eine  empirische 
Approximation  an  die  exakte  Invarianz  gegenüber  der  Lorew^^^gruppe 
mit  einem  im  Vergleich  zu  den  gewöhnlich  auftretenden  Geschwindig- 
keiten sehr  grossen  c. 

Die  Ansätze  für  die  Dynamik  eines  Kontinuums,  das  diesem  Re- 
lativitätspostulat unterliegt,  sind  in  den  früher  aufgestellten  allgemeinen 


212)  F.  Klein,  Die  geometr.  Grundlagen  der  Lorentzgruppe,  Jahresber.  d.  D. 
M.  V.  19  (1910),  p.  281. 

213)  Vgl.  F.  Klein,  a.  a.  0.,  p.  295f. 

214)  F.  Klein,  a.  a.  0.,  p.  291  ff. 

215)  H.  3Imkowski,^^^')  a)  Anhang;  b)  Cap.  I,  IL 
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Formen  enthalten;  es  sind  nur  alle  eingehenden  Zustandsfunktionen 
als  Invarianten  hzw.  Kovarianten  der  Lorent2gru-p])e  zu  wählen.  Ist 
die  Bewegung  des  Kontinuums  wieder  wie  in  Nr.  2,  (5)  gegeben,  so 
gestalten  sich  die  Formeln  homogener,  wenn  man  für  jed&s  Teilchen 
a,  h,  c  als  Funktion  von  t  eine  „Ortszeit" 

X  =  r{a,  h,  c\  t) 

einführt;  setzt  man  noch  der  Symmetrie  halber 

X  ^  X■^^,     y  =  x^,     z  =  x.^,     t  =  x^, 

so  schreiben  sich  die  Bewegungsgleichungeu 

(7)  oc,  =  x,i^,,  I2,  ^3,  1,1  (i  =  1,  2,  3,  4); 

sie  stellen  bei  variablem  |,  ein  den  vierdimensionalen  Raum  einfach 
überdeckendes  System  von  Kurven  {Weltlinien)  dar,  deren  Gesamt- 
verlauf ein  vollständiges  Bild  der  Bewegung  giebt.-^^) 

Eine  wesentliche  Ergänzung  des  Relativitätspostulates  bildet  die 
Forderung,  dass  alle  überhaupt  möglichen  GescMvindigleiten  unterlwlb 
der  Liclitgeschwindigheit  c  liegen,  d.  h.  wenn  Avir  allgemein: 

(7  a)  l|  =  ^'-^-  0-,A-=l,  2,  3,4) 

setzen,  dass 

"^XA   ~l      '^24  ~t~  "^"34  "^  ^"«^il» 

oder  —  geometrisch  gesprochen  —  dass  jede  Tangente  einer  Welt- 
linie innerhalb  des  Kegels  der  Richtungen  dx'^  -j-  dif  -\-  dz^  =  c-dt- 
liegt.  Äquivalent  damit  ist  die  Tatsache,  dass  man  jedes  Teilchen  zu 
jeder  Zeit  durch  eine  passende  Zore>«^i'transforraation  (4)  ,.auf  Ruhe 
transformieren"  kann,  d.  h.  dass  man  zu  einem  solchen  neuen  Ko- 
ordinatensystem Xf  übergehen  kann,  in  dem  bei  analoger  Bezeichnung 
wie  in  (7  a)  für  den  betrachteten  Wertekomplex  S^ , . . .  i, 

wird.  Alle  möglichen  „Ruhtransformationen"  unterscheiden  sich  von- 
einander, abgesehen  von  den  willkürlich  bleibenden  Größen  a^,  .  .  .  a^r,, 
nur  durch  eine  gewöhnliche  orthogonale  Transfornuition  der  drei  Ko- 
ordinaten ^1,^2,^3;  in  den  verschiedenen  .,Ruhkoordinatensystemen"' 
werden  also   die  Deformationsgrössen    erster   Ordnung  x.f.  wohl   von- 


216)  H.  Mhikoicski,""}  b). 
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einander  verschieden  sein  können,  hingegen  werden  die  den  ortho- 
gonalen Koordinatentransforniationen  gegenüber  invarianten  eigent- 
lichen „Pormänderungskomponenten'*  (Nr.  9,  (1)) 

(8)  ___,__,__  («,  k  =  1,  2, 3) 

unabhängig  von  der  speziell  gewählten  liuhtransformation  sein.  Denkt 
man  die  x^J^  durch  ihre  Ausdrücke  in  den  ursprünglichen  Bewegungs- 
fuuktionen  ersetzt,  so  sind  diese  Ftuhdefonnationen  die  einzigen  In- 
varianten erster  Ordnung,  die  das  System  der  Weltlinien  (7)  gegen- 
über der  ZwT>?^£^gruppe  aufweist;  sie  sind  zugleich  auch  von  der  will- 
kürlichen Wahl  des  Parameters  ^^  =  t  unabhängig.-^^) 

Eine  virtuelle  Variation  der  Bewegung  des  Kontinuums  stellt 
sich  nun  durch  vier  Funktionen  da;,.  (^  =  1,  . . .  4)  dar;  da  die  Variable 
1^  =  T  willkürlich  ist,  bedeutet  das  für  die  Bewegung  des  Kontinuums 
selbst,  d.  h.  für  das  System  der  Weltlinien  nur  wieder  drei  willkür- 
liche Funktionen.  Die  virtuelle  Arbeit  irgendwelcher  am  Kontinuum  an- 
greifender Volumkräfte  im  Intervall  i^i  ^  t  ^  Tg  erhält  dann  den  Ausdruck 

rj  i 

(9)  dÄ  =  fdrfff'^X,dx,Q,d^,dl,dl, . 

Dabei  bedeuten  X^,  X«,  Xg  analog  zu  Nr.  3a,  S.  613,  wenn  man  ihnen 

dt         1 
noch  den  B^aktor  ^^  =  —  hinzufügt,    die    auf  die  Masseneinheit  des 
dt       x^^  "=  ' 

undeformierten  Mediums  im  |, -Sg-bs-R^^ume  berechneten  Kraftkompo- 
nenten; bemerkt  man  ferner,  dass  eine  Variation,  für  die  an  jeder  Stelle 

(10)  öx^  :  8x^  :  dx^  :  dx^  =  x^^  :  x^^  :  x^^  :  x^ 

ist,  nur  eine  Verschiebung  der  Weltliuieu  in  sich,  also  eine  Änderung 
des  Parameters  r  bedeutet,  und  dass  für  sie  also  ÖA  identisch  ver- 
schwinden muss,  so  folgt,  dass 

(9  a)         _X,  =  ^2'-..^.=  ^.'^  +  X^'^  +  ^3^ 

**   i  =  l 

—  wiederum  bis  auf  den  Faktor  —  —  die  in  der  Zeiteinheit  an  der 
Masseneinheit  des  undeformierten  Mediums  geleistete  Arbeit  bedeutet.^^^) 


217)  M.  Born,  Ann.  d.  Phys.  (4)  30  (1909),  p.  1;  speziell  %  2.  —  G.  Herglotz, 
Ann.  d.  Phys.  (4)  36  (1911),  p.  493;  speziell  §  1,  2. 

218)  H.  Minkowski,-'^'^)  a)  Anhang;  G.  Herglotz,  a.  a.  0.,  p.  506. 
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Analog  wird  (vgl.  Nr.  5,  (10))  als  Arbeit  irgendwelcher  am  Kon- 
tinuum  angreifenden  Spannungen  bei  einer  virtuellen  Verrückung  das 
Integral 

(11)        dÄ,  =  -ßifJJ^  xj^^^  di,di,cn„ 

die  „Spannungswirkuny"  von  H.  MinkoU'ShP^^),  angesetzt;  da  für  die 
virtuelle  Verrückung  (10)  auch  ÖÄ^  identisch  verschwinden  muss,  er- 
geben sich  die  Identitäten 

(IIa)  ii^^i^if-o 

1  =  1  k  =  l         *** 

im  Innern  des  Bereiches   Vq  und 

(IIb)         i'^uiifx„=o 

am  Rande,  wofern  dessen  Gleichung 

"(^1.  k,  h^)  =  0 
ist.^^*')    Die  schon  mehrfach  angewandten  Umformungen  gestatten  aus 
dem  verallgemeinerten  Hamiltonschen  Prinzip,  das  das  Verschwinden  von 

(12)  dÄ  +  ÖÄ^  =  0 

für  aUe  willkürlichen  nur  für  r  =  t^  und  tr  =  rg  identisch  verschwin- 
denden virtuellen  Verrückungen  dx^  fordert,  die  Bewegungsgleichungen 
zu  entnehmen: 

4 

(12a)  9oX.-^y^?J'-0     innerhalb    V,, 

'J  (i=l,  ...4, 

(12  b)  ^^  ^  X-^  =  0     auf  dem  Rande  von  Vq. 

Vermöge  der  Identitäten  (IIa),  (IIb)  ist  je  eine  dieser  vier  Gleichungen 
von  den  drei  anderen  abhängig.  Analog  wie  früher  (Nr.  3  c,  S.  61 7 f.^ 
kann  man  in  (11)  statt  der  |,.  die  x-  als  unabhängige  A'^ariable  ein- 
führen, und  man  erhält  dann  eine  den  Gleichungen  (5)  von  Nr.  3  ent- 
sprechende Form  der  Bewegungsgleichungen,  wie  sie  von  Mviloivski 
angegeben  wurde.^^^) 


219)  H.  Minkowski,-^")  a)  Anhang,  Formel  (17). 

220)  Cr.  Herglotz,  a.  a.  0.,  p.  506  f. 

■221)  H.  Minkowski, *^'^)  a)  Anhang,  Formel  (20).   Die  Gleichnngen  erscheinen 
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Über   die  Art  der  Abhängigkeit  der  Spannungskomponenten  von 

den  Bewegungst'unktionen  (7)  kann  zunächst  ganz  frei  verfügt  werden, 

wenn  nur  die  Delationen  (Ha),  (Hb)  erfüllt  sind;  es  sei  hier  nur  auf 

den  Poteiitialtinsatz  Nr,  7,  (26)  eingegangen,  der  auf  die  von  G.  Her- 

glotz^^^)  angegebene  Übertragung  der  Formeln  der  gewöhnlichen  Ela- 

stizitätslelire  (Nr.  9,  (2),  (3))  in  die  Relativitätstheorie  der  Lorentzgxw^^e 

führt.    Es  sei  also 

'■» 

(13)  -dA,^  +  ÖO  =  dfdtfffg>(x,,)d^,dyn„ 

wo  (p  nur  von  den  ersten  Ableitungen  der  Bewegungsfunktionen  ab- 
hängen möge;  dann  bleibt  0  bei  allen  Zorew^^rtransformationen  nur 
dann  ungeäudert,  wenn  q)  bis  auf  den  Faktor  x^  lediglich  von  den 
sechs  Ruhdeformationen  (8)  abhängt: 

(l'^a)  (p  =  (po{e^,   C^,   ^3,    ^12;  i/23J   fJzx)  •  ^'44- 

Durch  Vergleich  von  (13)  und  (11)  folgt  nun 

(13.b)  ^-=1^,' 

und  die  Substitution  dieser  Werte  in  (12  a),  (12  b)  liefert  die  von  Her- 
glotz angegebenen  Grundgleichungen.^^^) 

Miiikowski  hat  die  Analogie  mit  dem  klassischen  Hamilto tischen 
Prinzip  noch  weiter  getrieben,  indem  er  von  den  Arbeitsausdrücken, 
in  die  hier  von  vornherein  die  kinetischen  Glieder  mit  eingehen,  all- 
gemein einen  rein  kinetischen  Teil  abtrennt.-^)  Betrachtet  man  die 
Umgebung  einer  bestimmten  Stelle  x^  in  einem  dieser  Stelle  zugehörigen 
Ruhkoordinatensystem  x^,  und  misst  Volumen  und  Masse  des  Mediums 
in  dem  :fj- ,^2-^3- Räume,  so  heißt  die  für  den  Punkt  x^  sich  ergebende 
Massendichte  q  die  Ruhdichte  dieser  Stelle.  Minkoicski  lässt  alsdann 
die  Variation  des  als  Massenwirhung  bezeichneten,  über  den  betrach- 
teten vierdimensionalen  Raum  ersti-eckten  Integrales 

(14)  P=ffjyQdxdydzdt 

iu  ein  wenig  modifizierter  Form,  da  bei  ihm  der  Parameter  t  stets  die  nur  durch 

(15)  definierte  ,, Eigenzeit"  ist  imd  alHO  bei  der  Variation  stets  eine  Nebenbedin- 
gung  und  ein  Lagrangescber  Faktor  auftritt. 

222)  G.  HergJotz,  a.  a.  0.,  p.  503  fi".  —  Vgl.  auch  für  den  speziellen  Fall 
der  Hydrodynamik  —  analog  Nr.  10  —  die  Ansätze  von  E.  Lamla,  Ann.  d.  Phys. 
(4)  37  (1912),  p.  772. 

223)  a.  a.  0.,  p.  505  f. 

224)  H.  Minkowski,'^")  a)  Anhang,  Formel    7)  bis  (14). 
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additiv  zu  (12)  hinzutreten,  wobei  während  der  Variation  die  Masse 
konstant  zu  halten  ist.  Verwendet  man  nun  eine  spezielle  Ortszeit  r, 
nämlich  eine  solche,  die  der  Relation 

genügt,  so  wird  dP  bis  auf  Randglieder  gleich 

jjjjQ  (ir'i'  "^ ^'i  +  0  ^^2  +  T? ^^s  —  ^2 f ^^^  ^^4) dxdydzdt, 

und  die  Faktoren  der  dx^  treten  —  in  völliger  Analogie  zu  den  Grund- 
gleichungen der  NeivtonsQ^i&a.  Mechanik  —  zu  den  Gleichungen  (12) 
hinzu.  M.  Born^-^)  hat  gezeigt,  wie  man  den  Massenfaktor  auch  als 
Lagrange  sehen.  Faktor  der  Nebenbedingung  (15)  einführen  kann. 


225';  Ann.  d.  Phys.  iii  28  (1909),  p.  571. 


(Abgeschlossen  im  August  1913.) 
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Einleitung.  Der  vorliegende  Artikel  will  zunächst  eine  Übersicht 
über  die  Grundtatsachen  und  Anschauungen  bezüglich  des  Verhaltens 
fester  Körper  gegen  mechanische  Beanspruchung  liefern.  Trotz  des  sehr 
ausgedehnten  Beobachtungsmaterials  kann  man  heutzutage  noch  kaum 
zu  einer  systematischen  Übersicht  und  zu  einem  klaren  Verständnis 
der  Erscheinungen  gelangen.  Es  stehen  viele  Erfahrungstatsachen 
vereinzelt  da,  so  dass  es  nicht  immer  möglich  ist,  die  gesetzmässigen 
Zusammenhänge  der  einzelnen  Grössen  auch  nur  in  der  Form  von 
empirischen  Gesetzen  mit  der  nötigen  Klarheit  festzulegen.  Der  Grund 
liegt  offenbar  darin,  dass  die  Festigkeitslehre  ebenso  wie  die  übrigen 
technischen  Wissenschaften  nicht  den  Weg  einschlagen  konnte,  sich 
zuerst  auf  die  Substanzen  einfachster  Struktur  und  auf  die  Vorgänge 
einfachster  Art  zu  beschränken,  vielmehr  entscheiden  die  Bedürfnisse 
der  Praxis  darüber,  welche  Stoffe  und  welche  Vorgänge  untersucht 
werden  sollen.  So  hat  man  im  Laufe  der  Zeiten  eine  grosse  Menge 
für  die  Praxis  nützlicher  Beobachtungen  gesammelt,  mit  deren  wissen- 
schaftlicher Bearbeitung  jedoch  erst  in  den  letzten  Jahrzehnten  be- 
gonnen werden  konnte. 

Der  erste  Teil  (A)  des  Artikels  bietet  eine  Zusammenstellung  der 
wichtigsten  Erfahrungstatsachen  über  Deformations-  und  Bruchvor- 
gänge. Dabei  spielt  das  Beobachtungsmaterial,  welches  in  den  grossen 
technischen  Laboratorien  und  Materialprüfungsanstalten  gewonnen 
wurde,  eine  hervorragende  Rolle.  Es  konnte  dabei  keine  Vollständig- 
keit erstrebt  werden-,  ein  grosser  Teil  der  experimentellen  Untersu- 
chungen dient  hauptsächlich  dem  Zwecke,  die  Methoden  der  prak- 
tischen Materialprüfung^)    zu    rechtfertigen    und  zu   vervollkommnen. 


1)  Über  die  Fortschritte  der  Methoden  der  praktischen  Materialprüfung 
findet  man  vornehmlich  in  den  Berichten  der  internationalen  Kongresse  Auf- 
schluss:  z.  B.  in  den  Communications  presentees  devant  le  congres  international 
des  methodes  d'essai  des  materiaux  de  construction,  Paris  1901,  und  den  Be- 
richten des  Internationalen  Verbandes  für  die  Materialprüfungen  der  Technik. 
Ein  wertvolles  Material  —  auch  viel  Bibliographisches  —  ist  niedergelegt  in  dem 
Bericht  der  1891  eingesetzten  „Commission   des   methodes  d'essai  des  materiaux 
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Dieser  Gesichtspunkt  musste  in  unserer  Darstellung  zurücktreten;  es 
wurde  mehr  das  Gewicht  auf  die  Arbeiten  gelegt,  die  über  das  physi- 
kalische Verhalten  der  Körper  neue  Aufschlüsse  geliefert  haben. 

Um  das  weit  ausgedehnte  Beobacbtungsmaterial  zu  ordnen,  unter- 
scheiden wir  drei  Stufen  der  Approximation,  die  die  Vorgänge  immer 
mehr  in  den  Einzelheiten  verfolgen:  in  erster  Annäherung  erscheint 
die  Deformation  eines  festen  Körpers  durch  gegebene  Kräfte  als  ein 
Gleichgewichtszustand,  wobei  Deformation  und  Spannungszustand  ein- 
ander eindeutig  zugeordnet  werden.  In  zweiter  Annäherung  beschränken 
wir  uns  zwar  noch  immer  auf  Gleichgewichtszustände,  berücksichtigen 
jedoch  die  Tatsache,  daß  für  jeden  Zustand  auch  die  Folge  der  durch- 
laufenen Gleichgewichtszustände  (die  „Vorgeschichte'^  massgebend  ist. 
Schliesslich  wird  in  dritter  Annäherung  auch  der  zeitliche  Verlauf  der 
Vorgänge  in  Betracht  gezogen.  Die  Erscheinungen,  durch  die  die  ein- 
fache Vorstellung  der  ersten  Annäherung  mit  der  zweiten  bzw.  dritten 
Approximation  modifiziert  wird,  bezeichnet  man  als  „Hysteresis-"  und 
„Xachwirkungserscheinungen".  Man  sieht  gleichzeitig,  dass  die  drei 
Annäherungen  den  praktischen  Fällen  der  langsam  fortschreitenden, 
langsam  wecliselnden  und  schwingungsartigen  Beanspruchung  entsprechen. 

Der  ztveits  Teil  (B)  des  Referates  giebt  dann  eine  Darlegung  der 
theoretischen  Ansätze,  die  bisher  für  die  durch  die  Beobachtung  und 
das  Experiment  gelieferten  Erfahrungen  gemacht  sind. 

A.  Empirische  Tatsjichen. 

I.  Deformations-  und  Bruchvorgänge  bei  langsam  fortschreitender 
Belastung  ('erste  Näherung). 
1.  Das  Hookesche  Gesetz.  Die  Grundlage  zur  Berechnung  der 
Deformation  fester  Körper  innerlialh  der  Elastizitätsgrenze  bildet  im 
allgemeinen  die  Annahme  der  FropoHionalität  zivischen  Spannungs- 
komponenten  und  Deforniationsgrössen.  Die  Proportionalität  zwischen 
Kraft  und  federnder  Formänderung  ist  zuerst  bekanntlich  in  einer 
ziemlich  allgemeinen  Form  von  B.  Hoolce^)  ausgesprochen  worden;  in 
exakter  Fassung  konnte  jedoch  das  Proportionalitätsgesetz  —  .,ver- 
allgemeinertes  HooJcesch.es  Gesetz"  —  erst  nach  der  Entwicklung  der 
allgemeinen  Prinzipe  der  Mechanik  der  Kontinua^)  an  der  Wende  des 

de  construction".  Vgl.  die  Litteraturübersicht  oben.  Siehe  auch  .-1.  Leo».  Die 
Materialprüfungsmethoden,  Mitteilungen  des  k.  k.  technischen  Versuchsamts,  Wien 
1  (1912),  Heft  1. 

2)  R.  Hooke,  Lectures  de  potentia  restitutiva  of  Springs,  London  1686. 

3)  Über  die  historische  Entwickelung  der  Elastizitäts-  und  Festigkeitslehre 
vgl.  etwa  die  historische  Einleitung  zu  L.  Xavier ,   Rösume  des   le9ons  sur  l'ap- 
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18.  Jahrhunderts  formuliert  werden.  Die  diesbezüglichen  mathema- 
tischen Untersuchungen  sind  in  Art.  IV,  23  (C.  H.  Müller- A.  Timpe) 
dargelegt;  au  dieser  Stelle  möge  über  die  Berechtigung  der  Fropor- 
üonalitätsannahme  als  gute  Annäherung  und  über  die  Abweichungen 
vom  Proportionalitätsgesetz  (Nr.  2)  kurz  berichtet  werden. 

Für  die  in  der  Technik  in  erster  Linie  in  Betracht  kommenden 
isotropen  Stoffe  enthält  der  allgemeinste  Ansatz  für  die  Proportionalität 
zwischen  den  sechs  Spannungskomponenten  und  den  sechs  Deformations- 
grössen  zwei  Elastizitätskonstanten,  die  etwa  durch  Angabe  des  sogen. 
Elastizitätsmoduls  (  YoM/?^scher^)  Modul)  und  des  Gleitmoduls,  oder  aber 
durch  den  Elastizitätsmodul  und  durch  die  sogen.  Foissonsche  Ver- 
hältniszahl (Verhältnis  der  Querkontraktion  zu  der  Längsdehnung  bei 
einfachem  Zug)  festgelegt  werden  können.^)  Der  Elastizitätsmodul 
lässt  sich  durch  den  einfachen  Zug  und  Druck  unmittelbar  bestimmen. 
Unter  Zugi'undelegung  der  Biegungstheorie  dünner  Stäbe  können 
ausserdem  Biegungsversuche  dazu  benützt  werden.  Ausser  statischen 
Belastungsversuchen  kommen  auch  dynamische  Methoden  (Beobachtung 
von  Schwingungszeiten)  in  Betracht.®)  Die  Poissonsche  Verhältniszahl 
kann  man  ebenfalls  unmittelbar  durch  Zug-  und  Druckversuch  be- 
stimmen oder  mittels  des  Biegungsversuches  durch  Vergleich  der 
Krümmungen  in  der  Biegungsebene  und  senkrecht  dazu  (antiklastische 
Krümmung).  Den  Gleitmodul  bestimmt  man  am  besten  durch  statische 
oder  dynamische  Torsionsversuche. 

Man  findet  zunächst,  dass  —  sobald  nur  genügend  genaue  Mess- 
instrumente angewendet  werden  —  die  elastische  (rückgängige)  Defor- 
mation streng  genommen  stets  von  einer,  wenn  auch  oft  sehr  gering- 
fügigen bleibenden  Formänderung  begleitet  wird,  ferner  dass  der  Vor- 
o;anor  im  alla;emeinen  von  der  Belastungsgeschwindigkeit  und  von  der 
Einschaltung  von  Ruhepausen  nicht  unabhängig  ist.  Eine  Gleichge- 
wichtslage kann  eigentlich  nur  durch  Extrapolation  auf  die  Belastungs- 


plication  de  la  mecanique  ä  retablissement  des  constructions  et  des  machines, 
3,  ed.,  Paris  1864,  von  B.  de  St.  Venant.  Ein  historisciier  Rückblick  auf  die 
ersten  Versuche  über  Elastizität  und  Festigkeit  findet  sich  in  dem  in  Fussnote  1) 
erwähnten  Bericht  über  den  Pariser  Kongress  (1900)  von  Ch.  Fremmit. 

4)  Th.  Young,  A  course  of  lectures  on  natural  philosophy,  London  1807. 
T.  2,  p.  46.  —  Young  war  der  erste,  der  eine  exakte  Definition  des  Elastizitäts- 
moduls gab. 

5)  Über  die  Beziehungen  dieser  Konstanten  zu  den  in  der  mathematischen 
Elastizitätstheorie  üblichen  vgl.  Art.  IV  27  {Th.  von  Kärmän),  Einleitung. 

6)  Über  die  verschiedenen  Methoden  zur  Bestimmung  der  Elastizitäts- 
konstanten vgl.  z.  B.  F.  Auerbach  in  A.  Winkelmann,  Handbuch  der  Physik, 
Leipzig  1908,  2.  Aufl  ,  ßd.  1. 
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geschwindigkeit  Null  bzw.  unendlich  lange  Wartezeit  bestimmt  werden. 
Ausserdem  findet  oft  auch  in  den  Ruhepausen  eine  langsame  Wan- 
derung der  durch  Extrapolation  gewonnenne  Gleichgewichtslagen  statt. 
Sieht  man  aber  von  diesen,  bei  kleinen  Belastungen  geringfügigen, 
zeitlichen  Einflüssen  in  erster  Näherung  ab,  so  findet  man,  dass  hei 
einer  Heike  von  Stoffen  die  Proportionalität  in  einem  ziemlich  weiten 
Bereiche  mit  grosser,  für  die  praktischen  Berechnungen  durchaus  hin- 
reichenden, Genauigkeit  erfüllt  ist,  hei  anderen  Siihstamen  dagegen 
systematische  Abweichungen  auftreten.  Gleichzeitig  beobachtet  man, 
dass  gerade  bei  jenen  Stofi"en,  die  erhebliche  Abweichungen  vom 
Hookeschen  Gesetze  zeigen,  die  Hysteresis  stärker  hervortritt  (vgl.  Nr.  11). 

Zu  den  Stoifen,  die  eine  ziemlich  vollkommene  elastische  Iso- 
tropie zeigen  und  dem  Hookeschen  Gesetze  gehorchen,  gehört  vor 
allem  schmiedbares  Eisen  und  Stahl,  während  Gusseisen  erhebliche  Ab- 
weichung vom  Proportionalitätsgesetz  und  ausgesprochene  Hysteresis- 
erscheinungen  zeigt.  Die  meisten  ira  Maschinenbau  benutzten  ander- 
weitigen Metalle  gehorchen  dem  Hookeschen  Gesetze  nur  mit  massiger 
Annäherung,  doch  nehmen  die  Abweichungen  durch  wiederholte  Be- 
lastung und  Entlastung  wesentlich  ab'^),  so  dass  das  Material  sich 
scheinbar  einem  sog.  normalen  Zustande  nähert,  für  welchen  das 
Hookesche  Gesetz  strenger  gültig  ist. 

Im  Auschluss  an  den  Ausbau  der  Grundlagen  der  Elastizitäts- 
theorie wurde  viel  darüber  gestritten,  ob  die  bei  isotropen  Stoifen  ge- 
messenen zwei  Elastizitätskonstanten  voneinander  unabhängio-  sind  oder 
nicht  (vgl.  Art.  IV,  23  MüUer-Timpe,  Nr.  4  c).  Vom  theoretischen  Stand- 
punkt aus  bietet  nämlich  der  Umstand  Schwierigkeit,  dass  die  mole- 
kulartheoretische Ableitung  des  Hookeschen  Gesetzes  für  isotrope 
Medien  zu  einer  universellen  Beziehung  zwischen  Elastizitätsmodul 
und  Gleitmodul  führt;  namentlich  sollte  die  Poissonsche  Verhältuiszahl 
für  alle  isotrope  Körper  den  gemeinsamen  Wert  14  haben.  Die  Be- 
obachtungen zeigen  indessen,  dass  dies  nicht  zutrifi"t.  W.  Voigt^)  und 
W.  Thomson^)  haben  darauf  hingewiesen,  dass  die  meisten  sogenannten 
isotropen  Stofi"e  und  insbesondere  die  Metalle  und  Gesteine  eigentlich 
nicht  als  isotrope  Körper,  sondern  nur  als  isotrope  Konglomerate  aus 
anisotropen    Fragmenten    anzusehen    sind    (vgl.  Nr.  22).     In    der    Tat 


7)  Vgl.  etwa  C.  Bach,  Elastizität  und  Festigkeit,  6.  Aufl.,  Berlin  1911, 
p.  54tf.  Mitteilungen  über  Forschungsarbeiten  1  (^1902)  und  ibid.  4  (1902V  — 
A.  Miller,  München,  Akad.  Berichte  1  (1885)  und  München,  Akad.  Abhandlungen 
15  (1886),  p.  705  u.  16  (1888),  p.  569;  Annal.  d.  Phys.  45  U^-'^),  p.  191. 

8)  W.  Voigt,  Annalen  d.  Physik  38  (1889),  p.  573. 

9)  W.  Thomson,  Edinb.  Roy.  Soc.  Proc.  16  (1890),  p.  693. 
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konnte  W.  Vo'uß  nachweisen,  dass  man  für  einen  solchen  „quasiiso- 
tropen" Körper  durch  Mittelwertbildung  über  die  kristallinischen  Bau- 
steine zwei  voneinander  unabhängige  Elastizitätskonstanten  erhält. 

In  der  Technik  spielen  viele  Substanzen  eine  Rolle,  die  infolge 
ihrer  komplizierten,  meist  organischen  Struktur  sehr  komplizierte 
Eigenschaften  hinsichtlich  ihrer  Elastizität  und  Festigkeit  besitzen.  So 
ergeben  sich  z.  B.  bei  Holz^^),  Letler^^)  usw.  nach  verschiedenen  Rich- 
tungen sehr  verschiedene  elastische  Konstanten  und  Festigkeitszahlen. 
Bei  vielen  Holzarten  ist  übrigens  das  Proportionalitätsgesetz  ziemlich 
gut  erfüllt,  bei  Leder  dagegen  wächst  im  Gegensatz  zu  den  meisten 
anderen  Stoffen  die  Formänderung  erheblich  langsamer  als  die  Span- 
nung. Beobachtungen  über  Elastizitätsverhältnisse  dieser  und  ähn- 
licher organischen  Substanzen  sind  zwar  für  praktische  Festigkeits- 
berechnungen wohl  von  Interesse,  einer  theoretischen  Einsicht  sind  sie 
jedoch  infolge  ihrer  komplizierten  Struktur  kaum  zugänglich. 

2.  Abweichungen  vom  Hookeschen  Gesetz.  Systematische  Ab- 
weichungen vom  Soo/ißschen  Gesetz  sind  hauptsächlich  bei  Gusseisen, 
bei  Gesteinen  (Marmor,  Granit,  Saudstein  usw.),  ferner  bei  hydrau- 
lischen Bindemitteln  (Zement,  Beton)  untersucht  worden. 

Die  Äbiveichung  von  Gusseisen  wurde  bereits  von  jE.  Hodgkinson^^) 
beobachtet.  Er  schlug  für  reinen  Zug  bzw.  Druck  die  Formel  (soge- 
nanntes ,^arabolisches  Gesetz") 

6  =  as  —  hs' 

vor  ((?  Spannung,  s  Dehnung,  a  und  b  zwei  im  allgemeinen  für  Zug 
und  Druck  verschiedene  Konstanten).  Hoynerslimn  Cox^^)  fand  bessere 
Annäherung  durch  die  Formel  {„hi/jjerholisches  Gesetz'^) 

as 

Später  wurden  noch  die  verschiedensten  Formeln  zur  Darstellung 
der  Beziehung  zwischen  Spannung  und  Dehnung  benutzt.    In  neuerer 


10)  über  elastische  Eigenschaften  der  Hölzer  -wurden  hauptsächlich  früher 
sehr  viele  Versuche  gemacht,  z.  B,  G.  H.  L.  Hagen,  Berliner  Berichte  1842, 
p.  316 ;  L.  Padnotti  u.  G.  Peri,  II  cimento  4  (1845),  p.  241 ;  E.  Lamarle,  Annales  des 
trav.  publics  de  Belgique  3  (1845),  p.  1  u.  4  (1846),  p.  1 ;  E.  Wertheim  u.  E.  Che- 
vandier ,  Memoire  sur  les  proprietes  mecaniques  du  bois,  Paris  1848;  F.  Foicke, 
Reports  on  the  Paris  Universal  Exhibition  I  (1856),  p.  402. 

11)  C.  Bach,  Abhandlungen  und  Berichte,  Stuttgart  1897,  p.  5;  auch  Z.  d. 
Ver.  d.  Ing.  31  (1887),  p.  221, 

12)  Report  of  the  Commissioners  appointed  to  inquire  into  the  application 
of  iron  to  railway  structures,  London  1849,  p.  47  ff. 

13)  Homersham  Cox,  Cambridge  Phil.  Soc.  Trans.  9  (1850),  p.  177. 
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Zeit  haben  C.  Bach^*)  und  W.  Schüle^^")  das  schon  von  G.  B.  Bülfßiger^^) 
nnd  E.  Hodgldnson'^^)  benutzte  „Potenzgesetz'' 

als  allgemeine  Interpolationsformel  vorgeschlagen.  Diese  Formel  kann 
aber  für  kleine  Werte  von  s  bzw.  6  keine  richtigen  Werte  liefern,  da 
-V-  ie  nachdem  w  >  1  ist,  für  £  =  0  unendlich  gross  oder  Null  wird. 
In  der  Tat  haben  E.  Grmieisen^''),  ferner  F.  Kohlrausch  und  E.  Grün- 
eisen^^)  nachgewiesen,  dass  auch  bei  Stoffen,  bei  welchen  für  grössere 
Dehnungen  das  Potenzgesetz  die  Versuchsresultate  gut  darstellt,  bei 
ganz  kleinen  Deformationen  eine  lineare  Beziehung  zwischen  Spannung 
und  Formänderung  besteht.  Daraus  folgt,  dass  nur  solche  Funktionen 
als  Interpolationsformeln  Berechtigung  haben,  die  für  die  Ableitung 
y-  stetigen  Übergang  durch  den  Punkt  £  :=  0  liefern.  E.  Grüneisen 
findet  bei  einer  Reihe  von  Metallen,  dass  der  jeweilige  Elastizitäts- 
modul -r-  angenähert  linear  mit  6  abnimmt: 
di        ° 


woraus  die  Beziehung 


da         ^ 


--^(1  — e--*) 


folgen  würde.  ^^)  Im  allgemeinen  kann  man  wohl  sagen,  dass  allen 
diesen  Formeln  nur  die  Bedeutung  von  Interpolationsformeln  für  ge- 
wisse Gruppen  von  Substanzen  zukommt,  und  dass  bisher  nicht  von 
einem  allgemeinen  Gesetz  bei  elastischen  Dehnimgen  gesprochen 
werden  kann.-^j 

Die  Poissonsche  Verhältniszahl  ist  für  Stoffe,  die  von  dem  Hooke- 
Bchen  Gesetze  erheblich  abweichen,  wenig  untersucht  worden.  J.Morroiv'^) 

14)  C.  Bach,  Z.  d.  Yer.  d.  Ing.  32  (1888),  p.  193,  221,  1098,  ibid.  39  (1895\ 
p.  489,  ibid.  40  (1896),  p.  1381,  ibid.  41  (1897),  p.  248.  —  Mitteilungen  über 
Forschungsarbeiten  1  (1901)  auch  Abhandlungen  und  Berichte,  Stuttgart  1897, 
p.  289. 

14»)   W.  Schule,  Dinglers  polytechn.  Journal  317  (1902),  p.  149. 

15)  G.  B.  Bülffinger,  Comm.  Acad.  Petrop.  4  (1729),  p.  164. 

16)  E.  Hodghinson,  Manch.  Phil.  Soc.  Mem.  4  (1824)  [1822],  p.  225. 

17)  E.  Grüneisen,  Verhandl.  phvs.  Ges.  4  (1906),  p.  469. 

18)  F.  Kohlrmtsch  u.  E.  Gn'imisen,  Berlin.  Ber.  1901,  p.  1086. 

19)  Dieselbe  Beziehung  findet  sich  bei  E.  Hartig,  Zivilingenieur  39  (1893), 
p.  113. 

20)  Eine  vollständige  Zusammenstellung  der  verschiedenen  Interpolationa- 
formeln  findet  man  bei  R.  Mehmle,  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  42  (1897),  p.  327. 

21)  J.  Morrou;  London  Roy.  Soc.  Proc.  73  (1904\  p.  13. 
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fand  z.  B.,  dass  bei  Abweichung  vom  Hookeschen  Gesetz  das  Verhältnis 
der  Längs-  und  Querdehnung  sich  im  allgemeinen  auch  mit  der  Span- 
nung ändert. 

3,  Proportionalitätsgrenze,  Elastizitätsgrenze,  Fliessgrenze.  Wenn 
man  auch  keine  Spannung  als  ausgeprägte  obere  Grenze  für  das  rein 
elastische  Verhalten  des  Materials  angeben  kann,  so  ist  es  doch  ge- 
wissermassen  berechtigt,  die  beiden  Spannungsbereiche,  in  denen  die 
federnden  bzw.  die  bleibenden  Formänderungen  vorherrschen,  zu 
trennen.^*)  Man  nennt  jene  Spannung,  bei  welcher  bei  steigender 
Zug-  oder  Druckbelastung  zuerst  erhebliche  bleibende  Formänderung 
beobachtet  wird,  schlechthin  Elastizitätsgrenze.  Bei  vielen  Steifen  und 
insbesondere  bei  denen,  die  dem  Hookeschen  Gesetze  trut  gehorchen, 
fällt  das  Auftreten  bleibender  Änderungen  mit  den  ersten  wesentlichen 
Abweichungen  vom  Proportionalitätsgesetz  nahezu  zusammen;  dagegen 
kann  man  bei  anderen  Stoffen  vor  der  Überschreitung  der  Elastizitäts- 
grenze zuerst  eine  Proportionalitätsgrenze  erkennen,  als  obere  Grenze 
für  die  angenäherte  Gültigkeit  der  linearen  Spannung-Dehnungsbe- 
ziehung. 

Beide  Grenzen  sind  zunächst  für  einfachen  Zug  bzw.  Druck  de- 
liniert. Spricht  man  schlechthin  von  Biegungs-  und  Torsionselastizitäts- 
grenze, so  versteht  man  darunter  jenen  Spannungsznstand,  der  bei  den 
betreffenden  Belastungsarten  zuerst  zu  erheblichen  Abweichungen  von 
der  Proportionalität  bzw.  zu  erheblichen  bleibenden  Formänderungen 
führt.  Über  den  Zusammenhang  dieser  Grenzzustände  mit  der  Zug-  bzw. 
Druckelastizitätsgrenze  vgl.  Nr.  11. 

Keine  der  erwähnten  beiden  Grenzen  ist  scharf  zu  bestimmen, 
da  beide  davon  abhängen,  welche  Abweichungen  vom  Hookeschen 
Gesetz  bzw.  von  der  exakten  Reversibilität  der  Deformation  als  erheb- 
lich erachtet  werden.-^)    Eine  scharf  ausgeprägte  Grenze  wird  dagegen 


22)  Die  Ansichten  über  die  BegrifFsbestimmung  der  Elastizitätsgrenze  haben 
eich  durch  Verfeinerung  der  Messinstrumente  wesentlich  geändert.  Während  man 
vor  Einführung  der  Spiegelablesung  bei  technischen  Versuchen  Längenänderungen 
etwa  bis  0,01  mm  messen  konnte,  ist  diese  Grenze  durch  die  Spiegelapparate  auf 
0,0005  mm  und  durch  Interferenzmethoden  etwa  auf  0,00001  mm  heruntergedrückt 
worden. 

23)  Die  in  Paris  1891  eingesetzte  Commission  des  methodes  d'essai  hat  drei 
Grenzspannungen  festgelegt : 

et)  „Proportionalitätsgrenze"  heißt  die  Spannung,  bei  welcher  die  Abweichung 
vom  Hookeschen  Gesetz  auf  20  cm  Messlänge  0,001  mm  übertriflFt. 

P)  „Elastizitätsgrenze"'  ist  die  Spannung,  bei  welcher  15  Minuten  nach  der 
Entlastung  ein  Dehnungsrest  vom  gleichen  Betrag  vorhanden  ist. 
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bei  vielen  Substanzen  durch  die  sogenannte  Fliessgrenze  (Streck-  oder 
Quetschgrenze)  dargestellt.  Bei  vielen  Stoffen  setzt  nämlich  die  blei- 
bende Formänderung  plötzlich  mit  einer  im  Verhältnis  zu  der  vor- 
angegangenen elastischen  Deformation  sehr  erheblichen  Streckung  bzvr. 
Verkürzung  unter  fast  konstanter  oder  abnehmender  Last  ein,  wäh- 
rend die  weitere  Streckung  wieder  Kraftsteigerung  erfordert.  Die 
diesem  Zustande  entsprechende  Spannung  wird  als  Fliessgrenze  be- 
zeichnet. Nimmt  während  der  Fliessperiode  die  Last  ab,  so  unter- 
scheidet man  nach  dem  Vorschlag  von  C.  BacJi^^)  eine  „obere"  und 
eine  „untere  Fliessgrenze",  entsprechend  dem  Maximalwert  der  Span- 
nung vor  der  Streckung  und  dem  darauffolgenden  Minimalwert  vor 
der  weiteren  Kraftsteigerung. 

Von  genaueren  Beobachtungen  über  die  Fliessgrenze  seien  hier 
diejenigen  W.  C.  Umvin^'^)  und  C.  BacJi^^)  erwähnt.  Univin  bemerkte, 
dass  der  Rückfall  der  Belastung  vornehmlich  bei  Metallen  auftritt,  die 
im  plastischen  Zustand  (warm)  gewalzt  oder  gehämmert  wurden,  und 
zwar  lediglich  bei  der  ersten  Belastung.  Bei  wiederholter  Belastung 
tritt  keine  getrennte  obere  und  untere  Fliessgrenze  mehr  auf,  doch 
kehrt  die  Erscheinung  zurück,  falls  das  Material  auscreglüht  wird. 

Die  Ansichten  über  die  Entstehung  der  iliessgrenze  sind  bisher 
nicht  völlig  geklärt.  Nach  F.  Osmond  und  H.  Werth'^^)  ist  die  Streckung 
bei  Eisen  von  einem  Übergang  in  eine  allotrope  Modifikation  be- 
gleitet (vgl.  Nr.  21),  sie  erfolgt  daher  im  Prinzip  unter  konstanter 
Last.  Nimmt  man  jedoch  an,  dass  der  Übergang  in  die  stabile  Modi- 
fikation, wie  dies  bei  thermodynamischen  Vorgängen  oft  vorkommt, 
verzögert  wird,  so  kann  dadurch  die  Steigerung  der  Last  über  den  Gleich- 
gewichtszustand hinaus  zwanglos  erklärt  werden.  Nach  der  Auffassung 
von  anderen  Autoren  ist  die  Irregularität  bei  dem  Übergang  vom 
elastischen  und  unelastischen  Gebiet  nur  der  elastischen  Nachwirkung 
zuzuschreiben.    H.  Hort^'')   weist   auf   das   Analogen   mit  der  Reibung 

y)  „Sichtbare  Elastizitätsgrenze"  wird  jene  Spannung  genannt,  bei  der  die 
bleibende  Dehnung  ohne  Präzisionsinstrumente  festgestellt  werden  kann. 
In  neuerer  Zeit  bezeichnen  einige  Werke  (Friedr.  Krupp  u.  a.)  als  Elastizitäts- 
grenze jene  Spannung,  die  eine   bleibende  Dehnung  von  0,03  "^  hervorruft. 

24)  C.  Bach,  Mitteilungen  über  Forschungsarbeiten,  Heft  29,  Berlin  1905, 
p.  Gl,  Z.  d.  Ver.  d.  Ing.  48  (1904),  p.  1040. 

25)  C.  Unicin,  Lond.  Soc.  Proc.  ö7  (,1895),  p.  178. 

26)  F.  Osmond  und  H.  Werth,  Ann.  des  mines  (8)  8  (1885),  p.  19.  Vgl.  auch 
P.  Charbonnier  und  Gh.  Galy-Ache,  Congres  international  des  methodes  d'essai, 
Paris  1901,  Bd.  1,  p.  235;  ferner  Gfi.  A.  Carus- Wilson,  Phil.  Mag.  [b)  29  (1890), 
p.  603. 

27)  H.Hort,  Zeitschr.  d.  Ver.  d.  Ing.  50  (1906),  p.  2110. 
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fester  Körper  hin;  wie  die  Reibung  der  Uulie  die  Reibung  der  Be- 
wegung im  allgemeinen  übertrifft,  so  soll  ein  Material  der  ersten  blei- 
benden Änderung  grösseren  Widerstand  leisten  wie  der  weiteren  De- 
formation. Nach  dieser  V^orstellung  würde  man  die  wahre  Elastizitäts- 
grenze finden,  indem  man  die  Kurve  der  unelastischen  Dehnungen  bis 
zu  der  geraden  Linie  der  elastischen  Formänderungen  fortsetzt.  Da- 
gegen würde  nach  der  Auffassung  von  Osmond  die  untere  Fliessgrenze 
die  eigentliche  Elastizitätsgrenze  darstellen  (d.  h.  den  Spannungszu- 
stand, der  der  Koexistenz  der  beiden  ätiotropen  Modifikationen  ent- 
spricht). Für  diese  Auffassung  spricht  die  Beobachtung  von  C.  JJach^^), 
dass  die  obere  Fliessgrenze  von  der  Querschnittsform  und  anderen 
Nebenumständen  abhängt,  dass  dagegen  die  untere  Fliessgrenze  von 
ähnlichen  Einflüssen  unabhängig  ist. 

H.  Bouasse-^)  hält  jede  Abweichung  von  einem  sanften  Übergang 
von  der  Hookeschen  Geraden  in  die  Kurve  der  bleibenden  Form- 
änderungen für  eine  Folge  voi-angegangener  Beanspruchungen.  Nach 
seiner  Auffassung  dürfte  man  überhaupt  nicht  von  Elastizitätsgrenze 
sprechen,  da  der  unsanfte  Übergang  nur  durch  unsere  Beobachtung.s- 
methoden  bedingt  ist  (vgl.  Nr.  11). 

Auf  die  an  der  Fliessgrenze  auftretenden  Labilitätserscheinungen 
kehren  wir  in  Nr.  7  zurück. 

4.  Allgemeines  über  Formändeningskurve ,  Sprödigkeit  und 
Zähigkeit.  Die  Beziehung  zwischen  Formänderung  und  Belastung  ist 
jenseits  der  Elastizitätsgrenze  in  viel  grösserem  Masse  abhängig  von  der 
Belastungsgeschwindigkeit  und  von  der  Ruhezeit  als  im  elastischen  Be- 
reich, so  dass  die  Gleichgewichtskurve  (Kurve  der  unendlich  lang- 
samen Dehnungen)  stets  mit  gewisser  Unsicherheit  behaftet  ist.  Zu- 
meist verfährt  man  in  der  Weise,  dass  man  den  Versuch  nach  ge- 
wissen Belastungsstufen  unterbricht  und  den  Probestab  unter  Last 
sich  weiter  dehnen  lässt.  Infolge  der  elastischen  Entlastung  der  Festig- 
keitsmaschine selbst  wird  dann  die  Belastung  sinken,  und  nach  einiger 
Zeit  stellt  sich  ein  Zustand  ein,  welcher  praktisch  von  dem  gesuchten 
Gleichgewichtszustand  wenig  verschieden  ist.  Die  zu  diesem  Zustande 
zugehörigen  Werte  der  Belastung  und  Deformation  trägt  man  als 
Punkte  der  Kurve  der  unendlich  langsamen  Dehnungen  (Formänderungs- 
kurve) auf.  Verfügt  man  über  sehr  gleichmässiges  Material,  so  ist  es 
auch  möglieh,  eine  Reihe  von  Versuchen  an  identischen  Probekörpern 
mit  verschiedener  Belastungsgeschwindigkeit  auszuführen  und  die  zur 


28)  H.  Bouasse,  Essais  des  materiaux,  Grenoble  1905,  p.  42. 
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Geschwindigkeit  Null  zugehörende  Kurve  durch  Extrapolation  zu  er- 
mitteln. 

Die  gesamte  zu  einer  bestimmten  Last  gehörende  Formänderung 
wird  zumeist  in  rücl:gängige  (federnde,  elastische)  und  hleihende  ge- 
trennt. Die  letztere  wird  durch  Rückgang  auf  die  Belastung  Null  er- 
mittelt und  wird  auch  als  Dehnungsrest  (set)  bezeichnet.  Man  war 
früher  bemüht,  einfache  Formeln  zu  finden,  die  die  Abhängigkeit  des 
Dehnungsrestes  von  der  Gesamtdehnung  oder  auch  von  der  Belastung 
wiedergeben  sollten  ^^ )  Diese  Interpolationsformeln  wurden  später  zu- 
meist aufgegeben,  und  heutzutage  begnügt  man  sich  wohl  allgemein 
mit  einer  graphischen  Darstellung  der  Formänderungskurve. 

In  erster  Annäherung  mit  Vernachlässigung  der  Hysteresis  und 
des  zeitlichen  Verlaufs  findet  man  das  Verhalten  der  meisten  hier  in 
Betracht  kommenden  Stofi'e  jenseits  der  Elastizitätsgrenze  durch  fol- 
gende beide  Regeln  charakterisiert: 

a)  Die  rüclcgängige  Änderung  ist  auch  nach  bleibenden  Formände- 
rungen proportional  der  jeueiligen  Belastung,  und  zwar  ist  der  Elasti- 
zitätsmodul nahezu  gleich  dem  ursprünglichen  Werte. 

b)  Bei  Wiederbelastung  setzt  eine  weitere  bleibende  Formänderung 
erst  etwa  bei  der  vor  der  Entlastung  erreichten  Maximallast  ein. 

Die  erste  Regel  wurde  von  Ch.  A.  Coulomb^^)  bei  Torsionsversuchen 
und  später  von  F.  G.  v.  Gerstner^^)  allgemein  erkannt  („Gerstner sches 
Gesetz").  Nach  dieser  Auffassung  ist  ein  über  die  Elastizitätsgrenze 
hinaus  in  Anspinich  genommener  Körper  als  ein  elastischer  Körper 
mit  erhöhter  Elastizitätsgrenze  anzusehen.  B.  de  St.  Venant^^)  war  der 
Ansicht,  dass  die  Erhöhung  der  Elastizitätsgrenze  einen  Übergang  in 
eine  stabilere  Konfiguration  der  Moleküle  bedeutet,  und  nannte  diesen 
Vorgang  „ecrouissage".  Nach  dem  deutschen  Sprachgebrauch  spricht 
man  von  einer  „Härtung"  des  Materials  (Härtung  durch  Beanspruchung, 
durch  Kaltbearbeitung). 

29)  F.  E.  Neumann  hat  eine  der  Elastizitätstheorie  nachgebildete  Theorie 
der  bleibenden  Formänderungen  aufgestellt  (Abhandl.  Akad.  Berlin  U841)  [1843], 
p.  1),  seine  Annahmen  sind  jedoch  ziemlich  willkürlich;  F.  J.  v.  Gerstner  (Mechanik 
fester   Körper,  Prag   1833,  p.  265  ff.)   giebt  für   die  Gesamtdehnung  die  Formel 

=  --  (2  —       I,  wobei  P„  die  maximale  Last  und  il„  die  zugehörige  Dehnung 

bedeutet.  E.  Hodgkin^on  stellt  die  Resultate  seiner  Versuche  mit  Gusseisen, 
British  Assoc.  2  (1843),  p  26  und  Iron  Commissioner  Report,  London  1849,  p.  CO, 
ebenfalls  durch  eine  quadratische  Interpolationstbrmel  dar. 

30)  Ch.A.  Couloinb,  Histoire  de  TAcad.  Paris  1784  [1787],  p.  229. 

31)  F.  G.  V.  Gerstner,  Mechanik  fester  Körper,  Prag  1833,  Ann.  d.  Physik 
26  (1832),  p.  269. 

32)  B.  de  St.  Venant  in  L.  Xavier,  Resume  des  le^ons,  Paris  1864,  I  1.  p.  22. 
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Es  besteht  keine  Übereinstimmung  darüber,  wie  man  die  Stotfe 
nach  den  Typen  des  Formänderungsgesetzes  klassifizieren  soll.  Man 
nennt  schlechthin  alle  Stofi'e,  die  erhebliche  bleibende  Änderungen  ohne 
Bruch  zeigen,  „bildsam"  (duktil)  im  Gegensatz  zu  den  „spröden"  Kör- 
pern, bei  denen  der  Bruch  bald  nach  Überschreitung  der  Elastizitäts- 
grenze erfolgt.  Unter  den  bildsamen  StoflFen  unterscheiden  einige 
Autoren  plastische  und  zähe  Stoffe,  je  nachdem  die  bleibende  Dehnung 
unter  konstanter  Last  vor  sich  geht,  oder  aber  das  Material  eine 
Härtung  erfährt.  Andere  Autoren  benutzen  den  Ausdruck  Zähigkeit 
statt  Bildsamkeit  (Duktilität)  für  alle  Stoffe,  die  erhebliche  bleibende 
Formänderung  ohne  Bruch  erfahren.  In  vorliegendem  Referate  soll 
unter  Zähigkeit  Härtungsfähigkeit  verstanden  werden,  Körper  dagegen, 
die  sich  bei  konstanter  Belastung  deformieren  lassen,  sollen  als  voll- 
kommen plastisch  oder  kurzweg  plastisch  bezeichnet  werden.  Nach 
diesem  Sprachgebrauch  kann  man  mit  Ä.  Considere^^)  das  Verhältnis 
der  Maximalbelastung  zu  der  Streckgrenze  als  Mass  für  die  Zähigkeit, 
den  reziproken  Wert  dieser  Yerhältniszahl  als  Mass  für  die  Sprödigkeit 
betrachten.  ^^) 

Versuche  unter  allseitigem  Druck  zeigen  übrigens,  dass  Zähigkeit 
und  Sprödigkeit  gewissermassen  vom  Spannungszustand  abhängen.  So 
werden  Gesteine,  die  beim  gewöhnlichen  Druckversuch  sich  nahezu 
vollkommen  spröde  verhalten,  unter  grossem  allseitigen  Druck  bildsam, 
wenigstens  soweit  Trennungsbruch  nicht  in  Betracht  kommt  (vgl.  Nr.  8). 
Die  Bedeutung  dieser  Tatsache,  die  von  F.  Kick^^)  F.  D.  Adams  und 
J.  T.  Nicolson^^  ^  nachgewiesen  wurde,  spielt  eine  grosse  Rolle  für  den 
Mechanismus  der  Gebirgsbildung.^'')  Die  Formänderungskurve  kann, 
wie  Th.  von  Kdrmdn  an  Marmor-  und  Saudsteinköi-pern  gezeigt  hat, 
durch  Variation  des  allseitigen  Druckes  von  der  typischen  Form  der 
spröden  Körper  stetig  in  die  Fliesskurve  der  zähen  Körper  übergeführt 
werden.  ^) 


33)  A.  CoMSjrfere,  Commission  des  methodes  d'essai,  Paris  1889;  F.  Auerbach, 
Ann.  d.  Physik  45  (1892i,  p.  277  definiert  die  Differenz  der  beiden  Werte,  divi- 
diert durch  ben  Maximalwert  als  Mass  der  ,, Plastizität". 

34)  Eine  Zusammenstellung  der  Terminologie  und  der  Vorschläge  znr  Mass- 
bestimmung der  Zähigkeit  findet  man  bei  P.  Ludicik,  Z.  für  Werkzeugmaschinen 
12  (1908),  p.  327,  ferner  A.  Martens,  Materialienkunde,  Berlin  1890,  p.  244  ff.; 
F.  Osmond,  Commission  des  methodes  d'essai,  Paris  1893. 

35)  F.  Kiel;  Z.  d.  Ver.  d.  Ing.  36  (1892),  p.  278  u.  919,  Z.  des  österr.  Ing. 
u.  Aich.  Ver.  43  (1891),  p.  60. 

36)  F.  B.  Adams  u.  J.  T.  Nicohon,  Lond.  Philos.  Trans.  195  (1901),  p.  363. 

37)  Vgl.  etwa  A.  Heim,  Mechanismus  der  Gebirgsbildung,  Basel  1878. 

38)  Th.  V.  Kdrmdn,  Zeitschr.  d,  Ver.  d.  Ing.  55  (1911),  p.  1749. 
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5.  Beziehungen  zwischen  Formänderungskurven  bei  verschie- 
dener Beanspruchung.  Unter  „Formänderungsgesetz"  eines  Materials 
versteht  man  in  der  Praxis  zumeist  die  Beziehung  zivischen  Spannung 
und  linearer  Formänderung  hei  einfachem  Zug-  und  Druckversuch.  Um 
aus  der  unmittelbar  beobachteten  Kraftdehnungskui've  die  Kurve  der 
effektiven  Spannungen  zu  ermitteln,  muss  man  die  Änderung  des  Stab- 
querschnittes während  der  Deformation  berücksichtigen.  Man  hat  im 
allgemeinen  gefunden,  dass  die  bleibende  Änderung  ohne  nennens- 
werte Änderung  der  Dichte  vor  sich  geht;  solange  daher  die  Defor- 
mation sich  gleichmässig  über  den  Stab  verteilt,  erhält  man  die 
effektive  Spannung  aus  der  Kraft  P,  dem  ursprünglichen  Querschnitt  /" 
und  der  linearen  Dehnung  A  durch  die  Formel 

P(i4-^) 
f 

Die  auf  den  ursprünglichen  Querschnitt  bezogenen  Spannungen  werden 
bei  Zug  vergrössert,  bei  Druck  vermindert. 

In  einfachem  Zusammenhang  mit  der  Formänderungskurve  für  Zug 
und  Druck  steht  die  Formändermigslcurve  für  Biegungsheanspruchung, 
sobald  man  annimmt  —  wie  es  für  Biegung  durch  reine  Biegungs- 
momente streng  richtig  ist  — ,  dass  die  Querschnitte  auch  bei  nicht- 
linearem Spannungsgesetz  eben  bleiben  und  die  Querspannungen  ver- 
nachlässigt werden  können.  Alsdann  besteht  zwischen  den  Spannungen 
in  den  einzelnen  Fasern  und  den  zugehörigen  Dehnungen  dieselbe 
Beziehung  wie  bei  einfachem  Zug-  bzw.  Druckversuch:  da  die  Dehnungen 
bei  eben  bleibenden  Querschnitten  mit  der  Schwerpunktsentfemung 
proportional  sind,  so  liefert  die  Zug-Druckkurve  unmittelbar  die  Spau- 
nungs  Verteilung. 

Erfährt  ein  gerader  Stab  die  Krümmungsänderung  x,  so  hat  man 
zwei  Bedingungen:  zuerst  müssen  die  Dehnungen  der  äussersten  Fasern 
fj  und  £2  der  Gleichung 

fj  —  £0^  hx 

genügen  {Ji  der  Abstand  der  äussersten  Fasern),  alsdann  muss  die 
Resultierende  der  Spannungen  bei  reiner  Biegung  gleich  Null,  bei 
exzentrischer  Druckbeanspruchung  gleich  der  Normalkraft  sein.  Man 
sieht  leicht  ein,  dass  diese  beiden  Bedingungen  die  Spannungsverteilung 
und  somit  das  zu  einer  vorgegebenen  Krümmung  gehörende  Biegungs- 
moment bestimmen.  Fugen  Meyer^^)  zeigte  durch  ein  graphisches  Ver- 
fahren, dass   die   aus   der  Zug-Druckkurve   abgeleitete   Biegungskurve 

39)  E.  Meyer,  Zeitschr.  d.  Ver.  d.  Ing.  ^2  (,1908),  p.  167,  Fhys.  Z.  8  (1907'. 
p.  827. 
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bei  Flusseisen  bis  zu  ganz  erheblichen  Deformationen  mit  der  Beob- 
achtung gut  übereinstimmt. 

Verhält  sich  das  Material  gegen  Zug  und  Druck  verschieden,  so 
ist  dieses  Verfahren  insoweit  nur  angenähert,  als  infolge  der  Ver- 
rückung der  neutralen  Axe  die  naheliegenden  Fasern  zuerst  auf  Druck, 
dann  auf  Zug  beansprucht  werden;  es  müsste  somit  berücksichtigt 
werden,  dass  durch  die  vorangegangene  Druckbeanspruchung  ihre 
Streckgrenze  gegen  Zug  verändert  wurde. 

Umgekehrt  kann  man  aus  der  Beziehung  zwischen  Biegungsmo- 
ment und  Krümmung  die  Formänderungskurve  für  Zug  imd  Druck 
ableiten,  sobald  man  noch  die  Dehnung  fj,  s^  der  äussersten  Faser 
misst.  Bei  einem  Stab  von  viereckigem  Querschnitt  (Breite  6,  Höhe  h) 
lassen  sich  die  Formänderungsgesetze  für  Zug  und  Druck  aus  der 
empirisch  festgestellten  Abhängigkeit  des  Biegungsmomentes  M^^  von 
der  Krümmung  x  mit  Hilfe  der  Formeln 

<y(0  = J, — ' 

„  ,  -    ,      d  Mfy 

ax 
berechnen. 

Diese  Formeln  wurden  von  H.  HerheH^^)  zur  Ermittlung  der  Zug- 
und  Druckkurve  des  Gusseisens  aus  Biegungsversuchen  angewendet. 
Es  zeigten  sich  zwar  nicht  unerhebliche  Abweichungen  gegenüber  den 
beobachteten  Formänderungskurven,  sie  lassen  sich  jedoch  wahrschein- 
lich durch  Vorhandensein  von  Gusspannuugen  erklären.  Über  weitere 
Untersuchungen  in  dieser  Richtung  vgl.  IV  21   {v.  Kdrmän),  Nr.  2d. 

Ganz    ähnlich    kann    man  aus  Torsionsversuchen    die   Beziehung 

zivischen  Schubspannung  und  WinJceländerung  ableiten.  Für  einen  runden 

Stab    vom    Halbmesser   R   erhält  man    (y  Winkeländerung,   t    Sehub- 

spannung) 

dMt 


r 


0')  = 


'  '        da 
2nW 


wobei  M,  und  a  entsprechende  Werte  von  Verdrehung  und  Torsion s- 
moment  bezeichnen. 


40)  H.  Herbert,  Diss  Gott.  1909  auch  Mitteilungen  über  Forschungsarbeiten 
1909,  Heft  89.  p.  39. 
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Beim  Vergleich  von  verschiedenen  Beanspruchungen  liegt  der 
Kernpunkt  der  Frage  darin,  die  Beziehung  ztvischen  den  Zug-,  Druck- 
imd  Schuhspannungskurven  zu  ermitteln.  Offenbar  ist  dies  identisch 
mit  der  Frage,  von  welchen  Parametern  die  Härtung  abhängt,  oder 
welche  Punkte  der  verschiedenen  Formändenmgskurven  identischen 
inneren  Zuständen  des  Materials  entsprechen. 

Wir  beschränken  uns  auf  sogen,  bildsame  Materiale,  da  spröde 
Stoffe  schon  bei  kleinen  elastischen  Deformationen  zumeist  verschieden 
gegen  Zug  und  Druck  sich  verhalten  und  so  kaum  zu  erwarten  ist, 
dass  bei  grösseren  Deformationen  zwischen  Zug-  und  Druckkurve  ein- 
fache Beziehungen  bestehen.  Die  einfachste  Annahme  ist  die,  dass  die 
Härtung  eine  Funktion  der  grössten  Längenänderung  sei,  doch  dürfte 
dies  kaum  zutreffen.  A.  Mesnager^^)  geht  von  der  Vorstellung  aus,  dass 
bleibende  Deformationen  durch  Verschiebung  längs  gewisser  „Gleit- 
flächen" entstehen,  und  leitet  aus  dieser  Annahme  ab,  dass  man  als 
Zustandsparameter  die  Summe  der  nacheinander  folgenden  infinitesi- 
malen Längenänderungen,  d.  h.  das  Integral  I  ^-jjy  zu  betrachten  hat: 
die  infinitesimale  Dehnung  dl  ist  dabei  stets  nach  der  Richtung  der 
grössten  Längenänderung  zu  nehmen.  Für  eine  nach  demselben  Sinn 
fortschreitende  Deformation  würde  als  Mass  log  ( 1  -f-  A)  sich  ergeben. 
Zu  ähnlichen  Resultaten  gelangt  P.  Ludivik^^),  der  als  Parameter  die 
Summe  der  infinitesimalen  Schiebungen  (Winkeländerungen  der  Gleit- 
flächen) einführt.  Für  bildsame  Metalle  fallen  die  Gleitflächen  mit  den 
Flächen  grösster  Schubspannung  zusammen,  und  so  wird  die  Schiebung 
durch  die  grösste  Winkeländerung  ausgedrückt.  Mit  dieser  Annahme 
erhält  Liidwik  als  Parameter  für  Zug  und  Druck  }  log  (1  -|-  A),  für 
Torsion  die  gemessene  Winkeländerung  y  selbst,  und  er  zeigt,  dass  die 
Kurven  der  Zug-,  Druck-  und  Torsionsspannungen  durch  Reduktion 
auf  diese  Parameter  zur  Deckung  gebracht  werden  und  somit  auf  eine 
einzige,  dem  Material  eigentümliche  „Fliesskurve"  zurückgeführt  werden 
können. 

6.  Härte.  Mass  der  Härtung.  Es  ist  versucht  worden,  die  Höhe 
der  Streckgrenze  und  die  Erhöhung  derselben  durch  Beanspruchung 
mit  der  Härte  des  Materials  in  Beziehung  zu  bringen.  Über  eine  ge- 
naue Definition  der  Härte  ist  bisher  keine  Übereinstimmung  erzielt 
worden.  Die  mineralische  Härteskala  liefert  bekanntlich  nur  eine 
Methode,  mit  deren  Hilfe  entschieden  werden  kann,  welcher  von  zwei 


41)  A.  Meanager,   Cüngies   international   des   methodes   d'essai,   Paris  lltOl, 
vgl.  auch  Paris  C.  R.  126  (1898),  p.  516. 

42)  P.  Ludwik,  Elemente  der  technolog.  Mechanik,  Berlin   1909. 
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Körpern  liärter  ist,  sie  liefert  kein  quantitatives  Mass  für  die  Härte 
sell)st.  Das  zur  mineralogischen  Härtemessung  dienende  Ritz  verfahren 
wurde  zwar  (zuerst  von  A.  SeehecJc^^))  mit  Hilfe  des  sog.  Skierometers 
zu  einem  quantitativen  Messverfahren  ausgebildet,  doch  blieb  das 
Mass  der  Härte  dabei  vollkommen  willkürlich.  Ein  absolutes  Mass 
suchte  H.  Hertz^*^)  im  Anschluss  an  seine  bekannten  Untersuchungen 
über  die  Berührung  elastischer  Körper  (vgl.  Art.  27,  Nr.  10,  Th.v.Kdrmän) 
dadurch  zu  finden,  dass  er  als  „Härte''  den  mittleren  Normaldruck  p 
auf  eine  kreisförmige  Druckfläche  einführte,  der  beim  Zusammen- 
pressen zweier  Stücke  des  betreifenden  Materials  die  Überschreitung 
der  Elastizitätsgrenze  zur  Folge  hat.  Hierbei  hatte  Hertz  insbesondere 
spröde  Körper,  z.  B.  Glas,  vor  Augen,  bei  denen  sich  die  Überschrei- 
tung der  Elastizitätsgrenze  durch  einen  Riss  bemerkbar  macht.  Der 
mittlere  Normaldruck,  der  eine  gegebene  grösste  Zugspannung  zur 
Folge  hat,  sollte  nach  der  Theorie  unabhängig  sein  von  der  Krüm- 
mung der  gegeneinander  gedrückten  Körper.  F.  AuerhacJi^^)  fand  je- 
doch, dass  dies  nicht  allgemein  zutrifft.  Er  fand  vielmehr,  dass  z.  B. 
bei  Berührung  einer  Kugelfläche  und  einer  ebenen  Fläche  aus  dem- 
selben  Material  der  Normaldruck,  bei  dem  die  Elastizitätsgrenze 
überschritten  wird,  umgekehrt  proportional  ist  zu  Y B.  (Ji  der  Halb- 
messer der  Kugelfläche).  Amrbach  schlug  deshalb  den  Ausdruck 
yRp  als  absolutes  Härtemass  vor.  Bei  bildsamen  Materialien  ist 
das  Überschreiten  der  Elastizitätsgrenze  schwer  festzustellen,  da  dies 
bereits  bei  sehr  kleinen  Belastungen  erfolgt;  nach  Überschreitung  der 
Elastizitätsgrenze  wächst  jedoch  der  spezifische  Normaldruck  (Last- 
Druckfläche)  nur  bis  zu  einer  gewissen  Grenze.  Anerbach^^)  fand, 
dass  dieser  Höchstwert  ebenfalls  ^r-^^  proportional  ist,  so  dass  er  mul- 

.3,-  y^ . 

tipliziei"t  in  y  R  als  Mass  der  Härte  dienen  kann. 

Weitere  Versuche   lieferten   voneinander    abweichende    Resultate. 
F.M.Schwerd^'^)  fand  Auerbaclis  Resultate  bestätigt.    Dagegen  fanden 


43)  A.  Seebeck,  Programm  des  Köbier  Realgymnasiums  (1833),  vgl.  auch 
W.  F.  Grailich  und  F.Pekarek,  Berichte  Akad.  Wien  13  (1854),  p.  410,  femer 
A.  Martens,  Handbuch  der  Materialienkunde  Bd.  I. 

44)  H.  Hertz,  Journal  f.  Math.  92  (1882),  p.  156,  ferner  Verhandlungen  des 
Vereins  zur  Förderung  des  Gewerbefleisses  in  Preussen  61  (1882),  p.  449;  Ges. 
Werke,  Bd.  1,  Leipzig  1895,  p.  155  u.  174. 

45)  F.  Auerbach,  Gott.  Nachr.  1890,  Ann.  d.  Phys.  43  (1891),  p.  61;  ibid.  58 
(1896),  p.  357. 

46)  F.  Auerbach,  Ann.  d.  Phys.  45  (1892;,  p.  262;  ibid.  3  (1900)  p.  108. 

47)  F.  M.  Schuerd,  Mitteilungen  Lab.  München  25  (1897),  p.  37.  —  Bau- 
materialienkunde 2  (1897/8),  p.  327. 

Encyklop.  li.  math.  Wiasensch.     rv  2,  ii.  47 
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JR.  Stribeck^^)  und  W.  Schivinning^^ )  den  Höchstwert  des  Druckes  vom 
Kugeldurchmesser  nahezu  unabhängig. 

Das  Auerhachsche  Verfahren  wurde  von  A.  F'öppl  und  J.  ScJienJ:^^) 
insofern  modifiziert,  als  sie  aus  praktischen  Rücksichten  keine  Kugel- 
fläche und  Ebene,  sondern  zwei  gekreuzte  Kreiszylinder  von  gleichem 
Halbmesser  gegeneinander  benutzten. 

In  neuerer  Zeit  wurde  wesentlich  von  praktischen  Gesichtspunkten 
aus  die  Härteprüfung  dadurch  abgeändert,  dass  man  nicht  zwei  Stücke 
desselben  Materials  gegeneinander  presst,  sondern  das  Eindringen  eines 
im  Verhältnis  zu  den  untersuchten  Materialien  sehr  harten  Körpers 
in  das  betreffende  Material  beobachtet.  Bei  dem  sogenannten  Brinell- 
schen  Kugeldruchverfahren'^^)  („Kugelprohe")  wird  eine  harte  Stahlkugel 
in  die  ebene  Oberfläche  des  Materials  eingedrückt.  J.  A.  Brinell  hat  die 
auf  die  Flächeneinheit  der  beim  Eindruck  gebildeten  Kugelkalotte  be- 
zogene Druckkraft  als  „Härtezahl"  vorgeschlagen.  Die  weiteren  experi- 
mentellen Untersuchungen  zeigten  jedoch,  dass  diese  Zahl  von  dem 
Verhältnis  der  Eiudrucktiefe  (oder  Durchmesser  der  Eindruckfiäche)  zum 
Kugeldurchmesser  abhängt. ^^)  Um  eine  von  den  Abmessungen  unab- 
hängige Härtezahl  für  die  Praxis  zu  erhalten,  hat  P.  L/udwik^^)  statt 
der  „Kugelprobe"  eine  „Kegelprobe"  vorgeschlagen,  bei  der  eine  harte 
Kegelspitze  von  gegebenem  Ofihungswinkel  in  das  Material  eingedrückt 
wird.    Bei  dieser  Anordnung    strebt   der    auf  die   Flächeneinheit   des 

48)  R.StribecJc,  Zeitschr.  d.  Ver.  d.  Ing.  45  (1901),  p.  73;  Annalen  für  Ge- 
werbe- und  Bauwesen  49  (1901),  p.  2. 

49)  W.  Schn-inning,  Zeitschr.  d.  Yer.  d.  Ing.  45  (1901),  p.  332. 

50)  A.  Frqipl  u.  J.  Schenk,  Mittl.  Lab.  München  28  (1902),  p.  34. 

51  J.  .1.  Brinell,  Communications  presentees  devant  le  congres  international 
des  m(5thodes  d'essai,  Paris  1901,  3,  p.  83,  Baumaterialienkunde  5  (1900\  p.  276; 
6  (1901)  p.  2G8;  8  (1903),  p.  7;  9  (1904),  p.  318;  10  (1905),  p.  54;  11  (1906),  p.  6. 
Dinglers  polyt.  Journ.  317  (1902),  p.  419,  318  (1903),  p.  188;  Internationaler  Ter- 
band  für  die  Materialprüfungen  der  Technik,  Brüsseler  Kongress  1906.  Bericht 
über  Aufgabe  27. 

52)  C.  Benedicks,  Recherches  physiques  et  physico-chimiques  sur  lacier  au 
carbone,  Upsala  1904;  W.Ast,  Internationaler  Verband  für  die  ^faterialprüfungen 
der  Technik,  Brüsseler  Kongress  1906,  Aufgabe  2,  p.  18;  M.  Bnuil  ibid.  rapport 
non  officiel;  JS.  Le  Chatelier,  Revue  de  metallurgie  3  (1906\  p.  527;  J.  A.  Brinell 
und  G.  Dillner,  Internationaler  Verband  für  die  Materialprüfungen  der  Technik, 
Brüsseler  Kongress  1900,  Aufgabe  27;  A.  Leon,  Stahl  und  Eisen  27  (1907),  p.  1820; 
B.  Malmström,  Dingler,  polyt.  .Tourn.  322  (1907),  d.  34;  E.  Meijer,  Zeitschr.  d. 
Ver.  d.  Ing.  62  (1908),  p.  167;  ferner  Phys.  Zeitschr,  9  (1908),  p.  66;  A.  Bejtö, 
Baumaterialienkunde  2  (1907),  p.  257. 

53)  P.  LudwiJc,  Zeitschr.  d.  öst.  Arch.-  u.  Ing.-Ver.  59  (1907),  p.  191,  Inter- 
nationaler Verband  für  die  Materialprüfungen  der  Technik,  V.  Kongress,  Kopen- 
hagen 1909. 
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Eindruckkreises  bezogene  mittlere  Druck  einem  von  den  Abmessungen 
und  Eindruckstiefe  unabbilngigen  Grenzwert  zu,  der  dann  als  für  das 
Material  charakteristische  Härtezahl  betrachtet  werden  kann. 

Wenn  aucli  die  direkte  Proportionalität  zwischen  Härte  und  Zer- 
reissfestigkeit  oder  Härte  und  Streckgrenze,  wie  sie  von  Brinell  ver- 
mutet wurde,  im  allgemeinen  sich  nicht  bestätigt  hat,  so  ist  man  doch 
in  der  Lage,  aus  den  Härtebeobachtungen  gewisse  Schlüsse  auf  die 
Festigkeitseigenschaften  und  hauptsächlich  auf  die  vorangegangenen 
Beanspruchungen  (Härtung)  zu  schliessen.  Dies  ist  von  praktischen 
Gesichtspunkten  aus  deshalb  wichtig,  weil  die  Härteprobe  an  den  be- 
treffenden Körpern  selbst  in  einfacher  Weise  vorgenommen  werden 
kann,  während  alle  übrigen  Versuche  Herstellung  besonderer  Probe- 
stäbe erfordern.  Eine  genauere  Einsicht  erhält  man  in  diese  ziemlich 
verwickelten  Verhältnisse  durch  die  Untersuchxmgen  von  Eugen  Meyer^^) 
und  A.  Kürih^^).  Diese  Autoren  verzichten  darauf,  die  Härte  des 
Materials  durch  eine  einzige  Zahl  zu  bestimmen,  und  betrachten  die 
„HärteJiurve"  (Beziehung  zwischen  Belastung  und  Eindruckdurchmesser 
d)  in  ihrer  Gesamtheit  als  charakteristisch  für  den  Härtezustand  des 
Materials.  E.  Meyer  fand,  dass  die  Härtekurve  für  denselben  Kugel- 
durchmesser sehr  genau  durch  die  Interpolationsformel 

P  =  ad" 
dargestellt  wird.    Die  Härtezahl  ist  dann  gleich 

H=  ^^  =  -ad»-^ 


oder 

KD) 


n       \j 


WO  a  und  n  nur  vom  Material  bzw.  vom  Zustand  desselben  abhängen 
und  D  den  Kugeldurchmesser  bedeutet.  Nach  den  Beobachtungen  von 
A.  Kürth  wächst  bei  Härtung  des  Materials  die  Härtezahl  für  den- 
selben Wert  von  ^  sehr  genau  propm'tional  mit  der  Streckgrenze  für  Zug. 
Es  ist  auch  interessant,  dass  der  Exponent  n,  der  für  den  ausgeglühten 
Zustand  einen  maximalen  Wert  hat,  mit  zunehmender  Härtung  ab- 
nimmt und  für  die  maximale  Härtung  —  unmittelbar  vor  dem  Bruch  — 
dem  Werte  n  =  2  zustrebt,  so  dass  H  von  -j,  unabhängig  wird. 


54)  E.  Meyer,  Zeitschr.   d.  Ver.  d.  Ing.  52  (1908),  p.  645,  Phys.  Zeitschr.  9 
(1908),  p.  66. 

55)  A.  Kürth,  Zeitschr.  d.  Ver.  d.  Ing.  52  (1908),  p.  1560  u.  1608. 
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Aus  diesen  Versuchen  kann  man  schliessen,  dass  die  Zunahme  der 
Streckgrenze  für  den  Zugversuch  gewissermassen  als  Mass  für  den 
inneren  Zustand  des  Materials  dienen  kann.  Kürth  hält  für  das  wesent- 
liche Merkmal  der  Härtung  eine  Zunahme  der  inneren  Energie,  die  — 
wie  auch  aus  Beobachtungen  über  das  thermische  und  magnetische 
Verhalten  der  Körper  bei  Streckung  zu  schliessen  ist  —  wahrschein- 
lich proportional  der  Zunahme  der  Streckgrenze  erfolgt.  ^^) 

7,  Labilitätserecheinungen.  Bruch.  Sind  bei  fortschreitender 
Beanspruchung  verschiedene  Möglichkeiten  für  die  Verteilung  der  De- 
formation an  dem  beanspruchten  Körper  vorhanden,  so  wird  —  wie 
man  wohl  auch  mit  Hilfe  allgemeiner  Stabilitätsbetrachtungeu  nach- 
weisen kann^'^)  —  jener  Deformationszustand  eintreten,  bei  dem  die- 
selbe resultierende  Deformation  (z.  B.  gleiche  Gestamtdehnung,  ge- 
messen zwischen  den  Einspannköpfen  i  mit  möglichst  geringer  Be- 
lastung erreicht  wird.  So  wird  z.  B.  der  gleichförmige  Deformations- 
zustand eines  zylindrischen,  auf  Zug  beanspruchten  Stabes  labil,  so- 
bald man  dieselbe  Gesamtdehuung  durch  ungleichförmige  Verteilung 
der  Dehnung  mit  einer  geringeren  Belastung  erzielen  kann.  In  solchen 
Fällen  treten  im  allgemeinen  lokale  Deformationen,  eventuell  Risse 
oder  ein  vollständiges  Zerfallen  des  Körpers  ein.  Betrachtet  mau  den 
Probekörper  und  die  Festigkeitsmaschine  (oder  bei  Baukonstruktioneu 
das  gesamte  elastische  BauAverk)  als  ein  einziges  mechanisches  System, 
so   können   wir  drei  Fälle  unterscheiden: 

a)  stetige  Folge  labiler  Gleichgeivichtslagen; 

b)  sprungweiser  Übergang  in  eine  stabile  Lage; 

c)  Bruch  im  Falle  des  FeJdens  einer  stabilen  Lage,  bei  ic elcher  der 
Zusammenhang  des  Körpers  bewahrt  bleiben  könnte. 

In  folgendem  führen  wir  für  jeden  dieser  Fälle  einige  typische 
Beispiele  au. 

a)  Der  erste  Fall  tritt  z  B.  beim  einfachen  Zugversuch  an  einem 
zylindrischen  Brobehörper  ein.  Hier  ist  die  —  abgeseheu  von  dem  EinÜuss 

56)  Bezüglich  energetischer  und  thermodynamischer  Betrachtungen  über 
die  Vorgänge  beim  Kaltrecken  vgl.  H.  Hort,  Diss.  Göttingen  1906,  auch  Mit- 
teilungen über  Forschungsarbeiten  1907,  Heft  41,  ferner  B.  Flank,  Z.  d.  Ver.  d. 
Ing.  54  (1910),  p.  1854. 

57)  Allgemeine  Untersuchungen  über  die  Stabilität  von  Gleichgewichts- 
zuständen jenseits  der  Klastizitätsgrenze  fehlen  bisher;  man  findet  in  der  Litteratur 
nur  vereinzelte  Ansätze  und  Bemerkungen  (s.  weiter  unten).  Es  wäre  aber  wohl 
möglich,  den  unter  Wärmeentwicklung  dauernd  deformierten  Köi-per  einschliess- 
lich der  äusseren  Kräfte  als  thermodynainischcs  System  aufzufassen  und  sowohl 
die  Gleichgewichts-  als  die  Stabilitätsbedinguugen  aus  allgemeinen  Minimal- 
prinzipien abzuleiten. 
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der  Stabenden''**)  —  gleichförmige  Deformationsverteilung  so  lange  stabil, 
als  im  Last-Dehnungsdiagramm  einer  gegebenen  Zugkraft  P  nur  ein 
einziger  Wert  der  Dehnung  A  entspricht.  Giebt  es  jedoch  zwei  Dehnungs- 
werte, die  zu  derselben  Last  gehören,  z.  B.  Aj  und  Ag,  so  ist  ein  Gleich- 
gewichtszustand mit  derselben  Gesamtdehnung  auch  dadurch  möglich, 
dass  ein  Teil  des  Körpers  die  Delinung  Aj,  ein  anderer  Teil  dagegen  die 
Dehnung  Ag  erleidet.  Da  nun  zwischen  Aj  und  A,  ein  Maximalwert  von 
P  liegt,  so  wird  für  die  ungleichförmige  Deformation  P  offenbar  kleiner 
ausfallen  als  für  die  derselben  Gesamtdehnung  entsprechende  gleich- 
förmige; folglich  Avird  die  gleichförmige  Deformationsverteilung  labil. 
Man  kann  daraus  schliessen,  dass  der  Stab  nur  so  lange  gleichförmig 
deformiert  wird,  bis  die  Last  einen  Maximalwert  erreicht. 

Diese  einfache  Betrachtung  wurde  von  Ä.  Considere^^)  zur  Er- 
klärung der  Einschnürung  plastischer  Körper  bei  Zugbeanspruchung 
herangezogen.  Sobald  die  ungleichförmige  Deformation  einsetzt,  darf 
man  natürlich  keine  gleichförmige  Verteilung  mehr  über  den  Quer- 
schnitt voraussetzen,  man  hat  dann  im  allgemeinen  eine  sehr  kompli- 
zierte Spannungsverteilung,  die  vielleicht  mit  Hilfe  der  Ansätze  der 
Plastizitätstheorie  (vgl.  Nr.  16)  ermittelt  werden  könnte.  Qualitative 
Betrachtungen  über  die  Spannungsverteilung  in  der  Umgebung  der 
eingeschnürten  Stelle  hat  J.  Barha^^)  angestellt. 

Aus  der  Co«s/(?ereschen  Betrachtung  geht  hervor,  dass  die  maxi- 
male Spannung,  die  während  des  Zugversuches  auftritt,  nicht  mit  der 
maximalen  Last  zusammenfällt.  Der  Maximalwert  der  Belastung  be- 
deutet nur  die  Grenze  der  gleichförmigen  Deformation.  Bedeutet  (?(A) 
die  effektive  Spannung  als  Funktion  der  Dehnung,  f  den  ursprüng- 
lichen Querschnitt,  so  ist  die  Last  angenähert 

der  Höchstwert  der  Last,  d.  h.  die  Grenze  der  gleichförmigen  Defor- 
mation, ist  alsdann  durch 

dX\l-\-x}        ^ 


58)  Für  die  praktische  Materialprüfung  ist  natürlich  eine  wichtige  Frage, 
wie  weit  der  Einfluss  der  Stabenden  bzw.  der  Einspannköpfe  die  Spannungs- 
verteilung modifiziert.  Versuche  darüber  haben  angestellt:  A.  Considere,  An- 
nales des  ponts  et  chause'es  (6)  9  (1885);  /.  Barba,  Paris,  Mem.  soc.  civ.  ing. 
1880  (I),  p.  682;  /.  Barba  und  Duplaix,  Commission  des  methodes  d'essai,  Paris 
1895.    Vgl.  auch  A.  Martens,  Handbuch  der  Materialienkunde,  Berlin  1898,  p.  60. 

59)  A.  Considere,  Ann.  des  ponts  et  chaussees  (6)  9  (1885). 

60)  Vgl.  Fussnote  58. 
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oder 

dl 


(i  +  A)^  =  «a) 


gegeben.  Die  effektive  Spannung  steigt  während  der  Eini^chnürung 
weiter,  nur  nimmt  der  Querschnitt  stärker  ab,  als  die  Spannung  zu- 
nimmt. Die  Fortsetzung  der  Kurve  der  effektiven  Spannung  kann 
man  angenähert  dadurch  bestimmen,  dass  man  über  dem  kleinsten 
Querschnitt  an  der  Einschnürungsstelle  einen  Mittelwert  der  Spannung 
rechnet**^)  und  den  zugehörigen  Wert  der  Dehnung  aus  der  ange- 
näherten Konstanz  der  Dichte  durch  die  Formel  /"(l  -|-  >l)  = /"  er- 
mittelt, wobei  f  die  an  der  Einschnürungsstelle  gemessene  Quer- 
schnittsfläche bedeutet.  P.  Ludwih^^)  zeigte,  dass  bei  Stoffen,  die  sich 
gegen  Zug  und  Druck  ähnlich  verhalten,  die  so  gewonnene  Fort- 
setzung der  Zugspannungskurve  auf  dieselbe  „Fliesskurve"  führt  (vgl. 
Nr.  5),  wie  die  den  Druckversuchen  unmittelbar  entnommene  Druck- 
spannungskurve. 

Man  betrachtet  zumeist  als  3Iass  der  Dehnharlieit  die  socj.  „Bruch- 
dehnung",  d.  h.  die  unmittelbar  vor  dem  Bruch  erreichte  maximale 
Dehnung.  Infolge  der  ungleichförmigen  Verteilung  der  Deformation  ist 
diese  Grösse  abhängig  vom  Verhältnis  der  Messlänge  zu  den  Quer- 
schnittsabmessungen. Eher  unabhängig  von  den  Nebenumständen  ist 
vielleicht  die  maximale  Einschnürung,  die  ebenfalls  als  Mass  für  die 
Dehnbarkeit  vorgeschlagen  wurde.^^) 

Die  Beobachtung  des  Kraftdehnungsverlaufs  während  der  Ein- 
schnürungsperiode gestaltet  sich  zumeist  unsicher,  weil  der  Vorgang 
rasch  vor  sich  geht.     Dies  liegt  jedoch   nur  an   der  Einrichtung  der 

61)  Man  hat  auch  eine  unmittelbare  Bestimmung  der  maximalen  Spannung 
vorgeschlagen,  und  zwar  in  der  Weise,  dass  man  die  Einschnürung  künstlich 
hindert.  In  der  Tat  liefern  Zugstäbe,  die  mit  Einkerbung  versehen  sind,  grössere 
Festigkeit  als  zylindrische  Stäbe.  Vgl.  /.  Barha  I.e.  (Fussnote  58),  A.  B:jtü, 
Baumaterialienkunde  6  (l'JOl),  p.  111,  A.  Martens,  Handbuch  der  Materialien- 
kunde, Berlin  1898,  W.  C.  Unwin,  Inst.  Mech.  Eng.  Proc.  (1881),  p.  319,  A.B.W. 
Kennedy,  Results  of  of  experiments  on  riveted  joints  (Memorandum  of  the  Board 
of  Trade)  1881,  p.  18,  auch  Inst  Mech.  Eng.  Proc.  (1881),  p.  215,  C.  E.  Stroh- 
meyer, Inst.  Civ.  Eng.  Min.  of  Proc.  (1884).  Es  stellte  sich  jedoch  heraus,  dass 
die  Ergebnisse  von  Versuchen  dieser  Art  sehr  von  Abmessungen  und  Form  der 
Einkerbung  abhängig  sind;  vgl.  A.  Martens,  Z.  d.  Ter.  d.  lug.  45  il901).  p.  805. 
Baker,  Inst.  Civ.  Ing.  Min.  of  Proc.  84,  p.  165. 

62)  Vgl.  A.  Martens,  Handbuch  der  Materialienkunde,  Berlin  1898,  p.  244. 
Einige  Autoren  betrachten  als  Mass  der  Dehnbarkeit  Tlastizitätl  das  Produkt 
von  Bruchdehnung  und  Höchstspannung,  andere  den  Flächeninhalt  des  Spanuung- 
Dehnungsdiagramms  (Arbeitsmenge).  Eine  Zu.samnienstellung  der  Vorschläge  bei 
P.  Ludwik,  Z.  für  Werkzeugmaschinen  12  (1908),  p.  327. 
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Materiiilprüfuugsmascliine;  der  Zustand  des  Stabes  wäre  bei  festen  Ein- 
spannköpfen an  und  für  sich  stabil;  falls  aljer  die  Belastung  nicht 
entsprechend  der  Dehnung  vermindert  wird,  so  ist  infolge  des  vor- 
handenen Kraftiiberschusscs  das  sich  selbst  überlassene  System  labil 
und  durcliläuft  eine  Folge  der  Gleichgewichtslagen  mit  wachsender  Ge- 
schwindigkeit. Dies  gilt  jedoch  nur  so  lange,  bis  die  Abnahme  der  Kraft- 
dehnungskurve laiigsamer  erfolgt  wie  die  Helbstentlastung  der  Festig- 
keitsniaschine;  trifi't  dies  nicht  zu,  so  kann  das  System  keine  stetige 
Reihe  von  Gleichgewichtslagen  durchlaufen,  und  es  erfolgt  entweder 
der  Übergang  sprungweise  in  eine  entfernt  gelegene  stabile  Lage, 
oder  aber  der  Körper  muss  seinen  Zusammenhang  einbüßen. 

b)  Den  zweiten  Fall  kann  man  bei  der  Strechmg  von  plastischen 
Stoffen  beobachten,  die  eine  obere  und  untere  Fliessgi-enze  besitzen. 
Nach  Überschreitung  der  oberen  Fliessgrenze  fällt  infolge  der  Labili- 
tät die  Belastung  zumeist  plötzlich  auf  die  untere  Fliessgrenze  herunter. 
Genauere  Betrachtungen  über  den  Vorgang  haben  C.  Bach^^)  und  IT. 
Sort^)  angestellt. 

Die  Labilität  in  der  ersten  Phase  der  Streckung  liefert  wahrschein- 
lich die  Veranlassung  zu  den  sog.  „Fliessfiguren"^'")  (auch  „Lüders- 
sche"  oder  Hartmannsche  Linien"  genannt.)  Ein  Beweis  für  diese 
Vermutung  liegt  zwar  bisher  nicht  vor,  doch  stimmen  viele  Beob- 
achter darin  überein,  dass  gerade  jene  Stoffe  ausgeprägte  Fliessfiguren 
zeigen,  bei  denen  obere  und  untere  Fliessgrenze  scharf  zum  Ausdruck 
kommen.  Die  Fliessfiguren  würden  dann  lediglich  den  Spuren  jener 
Gleitflächen  entsprechen,  die  Ch.  A.  Coidomb,  CJi.  Dugiiet,  A.  Mesnager 
und  0.  Mohr  (vgl.  Nr.  10)  mit  Hilfe  der  Vorstellung  der  inneren  Rei- 
bung abgeleitet  haben.  Dass  dann  gewisse  der  im  allgemeinen  gleich- 
mässisT  und  überall  dicht  verteilten  Gleitlinien  in  bestimmten  Abständen 
sichtbar  werden,  kann  man  durch  die  Labilität  der  gleichförmigen 
Dehnung  erklären,  indem  die  Deformation  —  wie  man  auch  mit  Hilfe 
der  Plastizitätstheorie  genauer  zeigen  kann —  von  schwächeren  Stellen 
längs  der  Gleitlinien  ausgeht.    Da  die  Last  nach  der  Streckung  wieder 


63)  C.  Bach,  Z.  d.  Yer.  d.  Ing.  48  (1904),  p.  1040. 

64)  H.  Hort,  Z.  d.  Ver.  d.  Ing.  50  (1906),  p.  2110. 

65)  L.  Hartmann,  Distribution  des  deformations  dans  ies  metaux  soumis  ä 
des  efforts,  Paris  1896,  auch  Congres  international  d'essai  des  methodes,  Paris 
1901,  p.  95,  ferner  Paris  C.  R.  118  (1894),  p.  520  u.  738;  A.  Mesnager,  Paris  C.  R. 
126  (1898),  p.  515;  G.  Faiirie,  Paris  C.  R.  126  (1898),  p.  400;  A.  Bejtö,  Bau- 
materialienkunde  4  (1899),  p.  52;  W.  Mason,  Lond.  Phys.  Soc.  Proc.  23  (19111, 
p.  305;  B.  Kirsch,  Mitteilungen  aus  den  tecbn.  Versuchganstalten  in  Berlin  5 
(1887),  p.  64;  6  (1888),  p.  37;  6  (1888),  p.  9. 
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ansteigt,  so  treten  keine  gröberen  Risse  auf,  und  die  weitere  Defor- 
mation geht  wieder  gleichförmig  vor  sich.^*") 

Ähnliche  Labilitätserscheinungen  können  bei  anderer  Art  der  Be- 
anspruchung ebenfalls  vorkommen.  Die  Beobachtung  der  Fliessfiguren 
kann  als  Merkmal  für  eine  lokale  Überschreitung  der  Elastizitätsgrenze 
bei  komplizierteren  Spannverteilungen  gute  Dienste  leisten. ^'j 

c)  Es  liegt  nahe,  als  dritten  Fall  den  Bruch  in  diese  Klasse  der 
Labilitätserscheinungen  durch  die  Annahme  einzureihen,  daß  der 
Körper  zerfällt,  sobald  kein  stabiler  Gleichgewichtszustand  vorhanden 
ist,  der  mit  dem  Zusammenhang  des  Körpers  verträglich  wäre.  In 
der  Tat  wird  unmittelbar  vor  dem  Bruch  stets  eine  rapide  Abnahme 
der  Belastung  beobachtet,  die  auf  Labilität  hindeutet,  nur  ist  es  leicht 
möglich,  dass  dies  bereits  eine  Folge  der  lokalen  Trennung  der  Teil- 
chen ist.  Die  allgemeinen  Bedingungen  des  Bruches  sind  eben  schwer 
zu  erkennen,  da  wir  über  die  Natur  der  Kohäsionskräfte  im  festen 
Körper  wenig  unterrichtet  sind;  man  muss  sich  daher  zumeist  auf 
eine  äusserliche  Beschreibung  des  Vorganges  beschränken. 

Man  kann  im  allgemeinen  zwei  Haupttypen  des  Bruchs  unter- 
scheiden, die  wir  nach  einem  Vorschlage  von  L.  PrandtP^)  als  Tren- 
nungshruch  und  Verscliiehimgshruch  bezeichnen  wollen.  Beim  Tren- 
nungsbruch spaltet  sich  der  Körper  längs  einer  nahezu  ebenen  Bruch- 
fläche senkrecht  zur  Richtung  der  grössten  Zugspannung;  die  Bruch- 
fläche ist  hart  und  körnig.  Beim  Verschiebungsbruch  dagegen  ent- 
steht die  Trennung  durch  Verschiebung  der  beiden  Teile  längs  Flächen, 
die  mit  den  Hauptspannungsebenen  einen  im  allgemeinen  vom  Span- 
nungszustand abhängigen  schiefen  Winkel  einschliessen:  die  Bruch- 
fläche ist  oft  bedeckt  mit  einem  feinen  Mehl,  das  ofi'enbar  durch 
Zerreiben  des  Materials  bei  der  Verschiebung  entsteht. 

Die  beiden  Typen  des  Bruchs  erscheinen  selten  ganz  rein  abge- 
sondert. So  ist  z.  B.  der  Verschiebungsbruch  beim  Druckversuch  an 
Gesteinen  zumeist  durch  sekundäre  Trennungsbrüche  begleitet.  Ein 
charakteristisch  gemischter  Bruchvorgang  ist  das  Zerreissen  von  sich 
einschnürenden  Metallstäben.  Durch  die  Untersuchimgen  von  J.  Barha^'^) 

66)  Andere  Erklärung  für  die  Entstehung  der  Fliessfiguren  (durch  Betrach- 
tung von  Wellensystemen)  gaben  F.  Ormond,  Paris  C.  R.  118  (1894),  p.  650  und 
M.  Bethij,  Math.-naturw.  Berichte  aus  Ungarn  27  (1911),  p.  2-2. 

67)  Z.  B.  Ä.  Leon,  österr.  Wochenschrift  f.  d.  öfiFeutl.  Baudienst  16  ^1910), 
p.  641  u.  ebd.  18  (1912),  p.  381,  S.  Timoschenko,  Annales  de  l'Institut  polyt.  Kiew 
1912  (russ.). 

68)  L.  Prandtl,  Verhandlungen  deutscher  Naturforscher  und  Ärzte,  Dresden 
1907,  vgl.  auch   W.  Thomsov,  Phil.  Mag.  (4)  38  (1869),  p.  71. 

69)  J.  Barht,  vgl.  Fussnote  58. 
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und  B.  Kirsch'''^)  ist  <'s  sicher  gestellt,  dass  die  primäre  Erscheinung 
ein  Trennungsbruch  ist,  der  von  der  Mittelfaser  ausgeht';  nachher  bilden 
sich  erst  die  sog.  Trichter,  d.  h.  kegelförmige  Verschiebungsflächen, 
längs  deren  das  Material  abgeschoben   wird. 

8.  Trennungsbruch,  a)  Annahme  der  griJssten  Zugspannung. 
Typische  Trennuugsbrüche  zeigen  die  Zug-,  Biegungs-  und  Torsions- 
versuche au  spröden  Körpern.  Die  Versuchsergebnisse  machen  es  sehr 
wahrscheinlich,  dass  dabei  der  Wert  der  Zugspannung  für  den  Bruch 
massgebend  ist,  so  dass  ein  gewisser  maximaler  Betrag  der  größten 
Zugspannung  unabhängig  von  der  Art  des  Spannungszustandes  zum 
Trennungsbruch  führt.  Dieser  Grenzwert  der  Zugspannung  wird 
schlechthin  als  Zugfestigleit  x,  des  Materials  bezeichnet. 

Vernachlässigt  man  den  Einrtuss  der  Abweichungen  vom  Hooke- 
.schen  Gesetz  in  der  bleibenden  Änderung  auf  die  Spannungsverteilung 
bis  zum  Bruch,  so  kann  man  in  erster  Näherung  die  Widerstands- 
fähigkeit eines  spröden  Körpers  gegen  Biegung  und  Torsion  in  der 
Weise  beurteilen,  dass  man  die  grösste  nach  den  Formeln  der  Elastizi- 
tätstheorie gerechnete  Zugspannung  mit  der  Zugfestigkeit  des  Materials 
vergleicht.  Man  bezeichnet  die  so  berechneten  maximalen  Zugspan- 
nungen als  BirgungsfestiglrM  %(,,  bzw.  Toisionsfestigleit  x^.  Bei  Stoffen, 
die  erhebliche  Abweichungen  vom  Hookeschen  Gesetz  und  keine  voll- 
kommene Sprödigkeit  zeigen,  weichen  diese  Werte  von  der  Zugfestig- 
keit K.  beträchtlich  ab. 

Für  die  Biegungsfestigkeit  findet  man  nach  C.  JBach"^^)  die  Regel, 

dass  das  Verhältnis     *  desto  grösser  ausfällt,  je  mehr  der  Querschnitt 

^^  .  . 

nach  der  Schwerpunktsaxe  hin  gedrängt  ist.  Dies  erklärt  auch  das 
sog.  Emersonsche  Paradoxon,  dass  ein  Stab  mit  dreieckigem  Quer- 
schnitt durch  scheinbare  Schwächung  des  Querschnittes  (Abhobeln  der 
Kante)  an  Gesamtwiderstand  gegen  Biegung  gewinnen  kann.  Bach 
findet,    dass    man    die    Verhältniszahl    —    angenähert  proportional  zu 


V 


-     setzen  darf,  wo  e  und  ^^  den  Abstand  der  äussersten  Faser  und 

der  Schwerpunktsfaser  der  auf  Zug  beanspruchten  Querschnittshälfte 
von  der  Schwerpunktsaxe  des  Gesamtquerschnittes  bezeichnet. 

Um    die  Beziehung   zwischen  Biegungs-    und  Zugfestigkeit   rech- 
nerisch  zu    ermitteln,   hat  St.  Venant"''^)  für  das  Formänderungsgesetz 

den  Ansatz 

0  =  a  (1  —  (1  _  ßsf) 

70)  B.  de  St.  Venant  in  den  Noten  zu  Kavier,  Resume  des  le9ons,  Paris  1864, 
I.  1,  p.  165. 
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eingeführt,  der  durch  Wahl  des  Exponenten  n  dem  Charakter  der 
Formänderungskurve  angepasst  werden  kann.  Variiert  n  zwischen  1 
und  oo,  so  liegt  ^  für  rechteckigen  Stabquerschnitt  zwischen  1  und  3. 

In  neuerer  Zeit  haben  C.  Bach"^^)  und  W.  Schule'^)  ähnliche  Be- 
rechnungen auf  Grund  des  Potenzgesetzes  (vgl.  Nr.  2)  angestellt.  Da 
aber  die  Potenzformel  sich  der  Kurve  der  bleibenden  Änderungen 
nicht  gut  anschliesst,  so  gelangt  man  zu  besseren  Resultaten  durch 
ein  graphisches  Verfahren,  welches  auf  die  in  Nr.  5  dargelegten  Über- 
legungen basiert  ist.  Nach  C.  Bachs"''^)  Berechnungen  ist  die  im  Mo- 
ment des  Bruchs  auftretende  effektive  Zugspannung  bis  auf  kleine  Ab- 
weichungen gleich  der  direkt  ermittelten  Zugfestigkeit.  W.  Pinegin'^^) 
findet  erheblichere  Abweichungen,  dagegen  fand  P.  Ludicik'^^)  auch 
bei  krummen  Stäben  das  Resultat  von  Bach  bestätigt. 

Wird  ein  Hohlring  durch  inneren  Druck  beansprucht,  so  kann 
die  Spannungsverteilung  ebenfalls  auf  Grund  der  Zug-  und  Druckkurve 
ermittelt  und  die  dem  Bruch  entsprechende  Zugspannung  mit  der  Zug- 
festigkeit verglichen  werden.  M.  Grübler''^)  fand  bei  Versuchen  dieser 
Art  an  Zementkörpern  die  grösste  Zugspannung  nahezu  gleich  der 
Zugfestigkeit. 

Drehungsversuche  an  spröden  Körpern,  z,  B.  an  Gusseisen,  liefern 
ebenfalls  einen  Trennungsbruch,  der  an  der  Neigung  der  Bruchflächeu 
(unter  45^  gegen  die  Stabaxe)  zu  erkennen  ist.  Die  dem  Bruch  ent- 
sprechende effektive  Zugspannung  wurde  bisher  mit  Berücksichtigung 
des  Formänderungsgesetzes  nicht  nachgerechnet.  Das  Verhältnis  der 
nach  der  Elastizitätslehre  gerechneten  Torsionsfestigkeit  hat  C.  Baclv^) 
für  eine  Reihe  von  Querschnittsformeu  bestimmt;  es  zeigt  sich,  wie 
man  auch  erwarten  kann,  dass  die  Fasern  in  der  Mitte  einen  grösseren 
Anteil  an  der  Tragfähigkeit  haben  als  bei  der  elastischen  Spannungs- 
verteilung. 

Gegen  die  Annahme,  dass  beim  Trennungsbruch  ein  bestimmter 
Wert  der  Zugspannung  den  Bruch  veranlasst,  sprechen  die  Zugver- 
suche von    W.  Voigt'''')   und   seinen  Schülern  unter  allseitigem  Druck. 


71)  C.  Bach,  Abhandlungen  und  Berichte.  Stuttgart  1897,  p.  60.  Z.  d.  Vor. 
d.  Ing.  82  (1888),  p.  198  und  p.  1089.  W.  Schule,  Dinglers  pol.  Journal  317  ^1902), 
p.  149. 

72)  C.  Bach,  Elastizität  und  Festigkeit,  Berlin  5.  AuH.  1911. 
78)   W.  Pinegin,  Z.  d.  Ver.  d.  Ing.  50  (1906),  p.  2029. 

74)  P.  Ludwik,  Technische  Blätter  37  (1905),  Heft  1  u.  2. 

75)  31.  Grübler,  Z.  d.  Ver.  d.  lug.  51  (1907),  p.  170. 

76)  C.  Bach,  Abhandluntreu  und  Berichte,  Stuttgart  1897. 

77)  W.  Voigt,  Anualeu  der  Physik  4  (1901),  p.  567,  ibid.  53  1,1894),  p.  43,  67 
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Es  wurden  Probek(»rper  aus  einem  sehr  spröden  Präparate  gleichzeitig 
durch  Federkraft  gezogen  und  einem  allseitig  gleichfönnigeu  Mantel- 
druck (erzeugt  durch  komprimierte  Kohlensäure)  unterworfen.  Es 
zeigte  sich,  dass  der  Bruch  bei  verschiedenen  Manteldrücken  nicht 
bei  einem  konstanten  Werte  der  Zugspannung,  sondern  bei  einer  kon- 
stanten Differenz  der  Zugspannung  und  des  Manteldruckes  erfolgt. 
Die  Foj^f^ sehen  Versuche  lassen  sich  bisher  mit  unseren  übrigen  Er- 
fahrungen über  Trennungsbruch  schwer  vereinigen.  Es  ist  nicht  un- 
möglich, dass  durch  das  Eindringen  des  Gases  in  die  Poren  des  Ma- 
terials (wodurch  in  den  Zwischenräumen  derselbe  Druck  herrscht  wie 
im  Aussenvanm)  die  Art  der  Beanspruchung  modifiziert  wii-d. 

b)  Annahme  der  grössten  Dehnung.  B.  de  St.  Venanf^)  hat  —  der 
molekulartheoretischeu  Vorstellung  von  J.  V.  Poncelei''^)  folgend,  — jeden 
Bruch  als  Trennungsbruch  gedeutet,  doch  als  Mass  der  Bruchgefahr  dazu 
nicht  die  Spannung,  sondern  einen  bestimmten  Wert  der  grössten  linearen 
Dehnung  angenommen.  So  ist  nach  seiner  Auffassung  für  die  Druck- 
festigkeit eines  spröden  Körpers  die  Querdehnung  massgebend;  der 
Bruch  erfolgt,  wenn  die  Querdehnung  den  beim  Zugversuch  der  Zug- 
festigkeit entsprechenden  Wert  der  Längsdehnung  erreicht.  Mit  dem 
Wert  1/4  für  die  Po^ssowsche  Zahl,  der  nach  der  von  St.  Venant  ver- 
tretenen unikonstanten  Theorie  für  alle  isotropen  Medien  gemeinsam 
ist,  beträgt  danach  die  Druckfestigkeit  das  Vierfache  der  Zugfestigkeit. 
Für  die  Torsionsfestisfkeit   erhält   man  nach  der  St.  VenantschQH  An- 

nähme  (w  die  Poissonsche  Verhältniszahl)  —  XT  ^j" 

In  der  Praxis  werden  —  namentlich  in  Deutschland  und  Frank- 
reich —  die  auf  Grund  der  Annahme  der  grössten  Dehnung  abgeleiteten 
Formeln  für  die  Festigkeitsberechnung  bei  zusammengesetzter  Bean- 
spruchung noch  heute  allgemein  benutzt,  allerdings  mit  dem  Zusatz, 
dass  ausser  der  grössten  positiven  Dehnung  ein  besonderer  Höchstwert 
der  negativen  Dehnung  eingeführt  wird. 

Es  ist  klar,  dass  in  allen  Fällen,  wo  ein  Verschiebungsbruch  klar 
zu  erkennen  ist,  die  St.  Fe^aji^sche  Annahme  physikalisch  keine  Be- 
rechtigung hat.  Dies  ist  z.  B.  im  allgemeinen  bei  Druckversuchen  an 
spröden  Körpern  der  Fall,  obwohl  ausserordentlich  spröde  Körper  sich 
oft  nach  der  Längsrichtung  spalten   und   scheinbar  einen  Trennungs- 


(1899),  p.  452.     Die  Versuche   wurden   mit  ganz  ähnlichem  Resultate  wiederholt 
von  W.  E.  Williams,  Phil.  Mag.  (6)  15  (1908),  p.  81. 

78)  B.  de  St.  Venant  bei  Navier,  R^sume   des  le9on8,  Paris  1864.     3.  Aufl., 
1.  1,  p.  6  und  22. 

79)  J.  V.  Poncelet,  Cours  de  mecanique  appliquee,  Paris  1839. 
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bruch  im  Sinne  der  St.  Venantschen  Annahme  liefern.  Solche  Tren- 
nungsbrüche haben  z.  B.  Ä.  WinJcdniami  und  0.  Schott^^)  bei  Glas  be- 
obachtet. Andererseits  ist  es  möglich,  dass  bei  diesen  Druckversuchen 
der  Bruch  eigentlich  durch  geringe  Zugspannungen  hervorgerufen  wird, 
welche  senkrecht  zur  Bruch richtung  durch  Unebenheit  der  Druckplatte 
oder  durch  verschiedene  Querdehnung  der  sich  berührenden  Flächen 
hervorgerufen  werden. 

Die  Auffassung  von  A.  Mesnager  nimmt  eine  Zwischenstellung 
zwischen  der  Annahme  der  grössten  Spannung  und  der  gi'össten  Deh- 
nung ein.  Mesnager  hält  für  den  Trennungsbruch  beim  Zugversuch 
die  Grösse  der  Zugspannung  massgebend,  dagegen  erfolgt  nach  seiner 
Auffassung  auch  beim  Druckversuch  ein  Trennung.sbruch,  wenn  die 
Querdehnung  so  gross  wird,  dass  jene  Zugspannung,  die  sie  durch 
radialen  Zug  in  der  Querrichtung  hervorrufen  würde,  der  Zugfestigkeit 
gleichkommt.  Er  erhält  somit  als  Verhältnis  der  Zug-  und  Druck- 
festigkeit für  sehr  spröde  Körper ,   statt  —  nach  der  St.  Venani- 

°  ^  ^      m  —  1  m 

sehen  Theorie. 

c)  Annahme  der  grössten  Formänderungsarheit.  B.  Girtler^^)  hat 
es  versucht  —  einer  Anregung  von  E.  Beltrami^^)  folgend  —  als  all- 
gemeingültiges Mass  für  die  Bruchgefahr  die  in  der  Volumeinheit 
aufgespeicherte  Formänderungsenergie  einzuführen  und  die  Druckfestig- 
keit spröder  Körper  von  dieser  Annahme  aus  abzuleiten.  Es  scheint 
aber,  dass  die  Berechnung  der  komplizierten  Spannungsverteilung  in 
der  Nähe  der  Einspannfläche  keine  sichere  Grundlage  für  den  Beweis 
der  Annahme  bietet. 

9.  Verschiebungsbruch.  Ein  typisches  Beispiel  für  den  Verschie- 
bungsbruch liefern  (wenigstens  soweit  keine  Spaltung  nach  der  Längs- 
richtung eintritt),  Druckversuche  an  spröden  Körpern  (Gusseisen. Gesteine). 
Allerdings  stösst  es  auf  Schwierigkeiten,  die  wahre  Druckfestigkeit  zu  be- 
stimmen, da  der  Einfiuss  der  Reibung  an  der  Druckfläche  die  Spannungs- 
verteilung gerade  an  jener  Stelle  stört,  von  welcher  die  Bruchfläche  aus- 
geht. Bei  spröden  Stoßen  führt  die  Reibung  an  den  Druckplatten  zur 
Ausbildung  der  sog.  „Druckkegel",  die  dann  bei  weiterer  Deformation 
auf  den  Probekörper  eine  Sprengwirkung  ausüben.®^*)     Dies  hat  zur 


80)  A.  Wiul-ehuaini  und   0.  Schott,  Ann.  d.  Phvsik  51  (1894),  p.  712. 

81)  A.  Mesnager,  Congrös  international   des  methodes  d'essai.     Paris  1901. 
L,  p.  14.3. 

82)  B.  Girtler,  Wien  Ber.  116  (1907),  p.  509. 

83)  F.  Beltrami,  Ist.   Lombordo,   Rendiconti    18   (1885)  p.  704   auch  Math. 
Ann.  57  (1903),  p.  94. 
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Folge,  diiss,  wie  J.  Lhinscltingcr^),  A.  Martens^'')  und  später  L.  Frandtl 
und  F.  Rinne^^)  festgestellt  haben,  die  Tragfähigkeit  eine  Funktion 
des  Verhältnisses:  Länge  zum  Querschnittsdurchmeser  ist,  und  zwar  be- 
sitzen kurze  Stücke  erheblich  grcissere  Tragfähigkeit  als  mittellange. 
Man  hat  es  versucht,  durch  Einführung  von  Schmiermitteln  und  elasti- 
schen Zwischenlagen  den  Einfluss  der  Druckplatten  zu  beseitigen,  doch 
scheint  es,  dass  das  Eindringen  des  Sclimiermittels  in  die  Poren,  ferner 
die  verschiedene  Ausdehnung  der  elastischen  Zwischenlage  störende  Ein- 
flüsse mit  sich  bringen.^'')  Man  erhält  die  sichersten  Werte,  wenn 
man  die  Probekörper  genügend  lang  wählt,  wobei  allerdings  durch  die 
Knickgefahr  bald  eine  obere  Grenze  gesetzt  wird.  Für  genaue  Unter- 
suchungen kann  man  eine  Reihe  Versuche  mit  verschieden  langen 
Probekörpern  vornehmen  und  so  den  richtigen  Wert  der  Druckfestig- 
keit durch  Extrapolation  ermitteln.  Den  Einfluss  der  Druckflächen 
theoretisch  zu  ermitteln,  ist  bisher  in  befriedigender  Weise  nicht  ge- 
lungen. ^^) 

An  dem  typischen  Beispiel  der  Druckfestigkeit  spröder  Körper 
hat  Ch.  A.  Coulomh^^)  die  Theorie  des  Verschiebungshruches  entwickelt. 
Nach  seiner  Vorstellung  setzt  der  Körper  der  Verschiebung  längs  jeder 
Ebene  einen  Widerstand  entgegen,  welcher  aus  einem  der  Kohäsion 
entsprechendem  Beitrage  Tq  und  einem  der  Normalspannung  auf  die 
Verschiebungsfläche  proportionalen  Anteile  f6  besteht.  Der  zweite 
Betrag  ist  nach  der  Analogie  der  Reibung  zwischen  festen  Körpern 
angesetzt,  /"  bedeutet  eine  Reibungsziffer.  Die  Gleichgewichtsbedingung 
lautet  für  ein  beliebiges  Flächenelement  (r  Schubspannung) 

Coulomb  sucht  nun  jene  Ebene  zu  bestimmen,  längs  welcher  die  Schub- 
spannung zuerst  dem  Ausdruck  an  der  rechten  Seite  gleich  wird.  Eine 
elementare  Rechnung    zeigt,    dass   die  erste  Verschiebung  längs  jener 

83»)  Vgl.  G.  Lang,  Armierter  Beton  5  (1^12),  p.  311  ff. ;  hier  auch  weitere 
Literaturnachweise. 

84)  J.  Bauschinger,  Mitteilungen  aus  d.  mech.  techn.  Labor.  München  6  (1876). 

85)  A.  Martens,  Mitteilungen  aus  den  techn.  Versuchsanstalten  in  Berlin  18, 
p.  133. 

86)  L.  Prandtl  und  F.  Rinne,  Neue  Jahrbücher  für  Mineralogie  2  (1909), 
p.  121. 

87)  Vgl.  z.B.  A.Föppl,  Mitteilungen  aus  dem  mech.  techn.  Labor.  München 
27  (1900).  F.Kick,  Baumaterialienkunde  5  (1900),  p.  177,  mit  Hinweis  auf  eigene 
ältere  Versuche. 

88)  Vgl.  G.  Filon,  London  Phil.  Trans.  (A)  198  (1902),  p.  147,  auch  R.  Girtler, 
Ber.  Wien  116  (1907),  p.  509. 

89)  Ch.  A.  Coulomb,  Mem.  pres.  par  div.  savants  Paris  7  (1776),  [1773],  p.  343. 
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Ebenen    erfolgt,    die    mit    der   Richtung   der  Druckkraft   den  Winkel 

— ^-  einschliessen,  wobei  tg  (>  =  /"  gesetzt  wurde.    Die  Druckkraft, 

die   zum  Versekiebungsbruch  führt,    ist   nach  dieser  Annahme  gleich 

Für  Q  =  0  ergiebt  sich  der  spezielle  Fall,  dass  der  Bruch  durch  eine 
bestimmte  Grösse  der  Schubspannung  bedingt  ist.  Dies  gilt  zumeist 
in  der  Literatur  als  Coulomlsclie  Begeh 

Die  Coulomhsche  Betrachtung  wurde  von  Ch.  Duguet^^)  auf 
plastische  Stoffe  übertragen,  indem  er  annahm,  dass  die  Elastizitäts- 
grenze bei  bildsamen  Körpern  ebenfalls  durch  Verschiebung  über- 
schritten wird,  wie  dies  durch  die  Fliessfiguren  z.  B.  nahegelegt  wird. 
Bugiiet  weist  zwar  darauf  hin,  dass  im  allgemeinen  der  Reibungs- 
koeffizient /'  von  dem  Wert  der  Normalspannuug  abhängen  kann;  für 
eine  angenäherte  Theorie  nimmt  er  jedoch  nicht  für  verschiedene 
Spannungszustände,  sondern  auch  für  sämtliche  Metalle  einen  Mittel- 
wert von  f  an.  Es  ergiebt  sich  dann  für  die  Elastizitätsgrenze  die 
allgemeine  Beziehung  zwischen  den  zwei  extremen  Hauptspanuungen 
6^  und  ^3 

10.  Elastizitätsgrenze  und  Bruchgefahr  beim  allgemeinen  Span- 
nungszustand. Auf  Grund  der  Vorstellung,  dass  die  Elastizitäts- 
grenze durch  Verschiebung  längs  Gleitflächen  überschritten  wird,  hat 
0.  Möhr^^)  eine  Theorie  des  allgemeinen  Spannungszustandes  aufge- 
stellt. Er  verzichtet  auf  eine  spezielle  Annahme  über  die  Natur  der 
inneren  Widerstände  und  setzt  nur  voraus,  dass  die  Möglichkeit  der 
Verschiebung  durch  eine  Beziehung  zwischen  der  Normalspannung 
und  Schubspannung  bedingt  ist,  die  in  der  betreffenden  Ebene  wirken. 
Er  nimmt  somit  eine  feste,    dem  Material  charakteristische  Funktion 

an,  so  dass  für  ein  rein  elastisches  Gleichgewicht  |  r  |  <if{p)  gelten 
muss.  Das  Problem  kann  zunächst  durch  den  Nachweis,  dass  nur  solche 


89)  Ch.  Diiguet,  Limite  d'elasticitö  et  rösistance  ä  la  rupture,  Paris  1885.  — 
Eine  etwas  modifizierte  Darstellung  der  Z)M(7Me/scbeu  Annahmen  findet  man  bei 
A.  Mesnager,  Paris  C.  R.  126  (1898),  p.  515,  ferner  Congres  internat.  des  m»^tho- 
des  d'essai,  Paris  1901,  L,  p.  143. 

90)  0.  Mohr,  Civiling.  28  (1882),  p.  112;  Z.  d.  Yer.  d.  Ing.  ^1900),  p.  1524. 
Abhandlungen  aus  dem  Gebiete  der  techu.  Mechanik,  Berlin  1906,  p.  167.  —  Vgl. 
auch  P.  I^oth,  Z.  f.  Matb.-Pbvs.  48  (1903),  p.  285.    Diss.  Techn.  Hocbseb.  Berlin  1902. 
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Ebenen  als  Gleitebeneii  in  Betracht  kommen  können,  die  durch  die  mitt- 
lere Axe  des  Spannunt^sellipsoids  gehen,  auf  ein  ebenes  zurückgeführt 
werden.  Demnach  ist  die  mittlere  Hauptspannung  belanglos  für  die 
Elastizitätsgrenze,  und  die  Beziehung  kann  auch  durch  eine  Beziehung 
der  beiden  extremen  Hauptspannungen  ersetzt  werden.  Ein  ebener 
Spannungszustand  kann  aber  nach  MoJtrs  Vrn-fahren  stets  durch  einen 
Kreis  in  der  Ebene  o,  x  dargestellt  werden,  so  dass  die  Beziehung 
T^  =  /*(<?)  eine  „Grenzkurve"  in  der  6,  r-Ebene  bestimmt  von  der  Be- 
schaffenheit, dass  alle  Spannuugszustände  innerhalb  der  Elastizitäts- 
grenze durch  solche  Kreise  dargestellt  werden,  die  vollständig  an  einer 
Seite  der  Grenzkurve  liegen.  Die  Grenzkurve  ist  die  Umhüllende  der 
Spannungskreise,  die  den  Grenzzuständen  entsprechen.  Auch  wird  die 
Orientierung  der  Gleitebene  gegen  die  Hauptspannungen  durch  die 
graphische  Darstellung  in  einfacher  Weise  geliefert:  der  Winkel  zwischen 
zwei  symmetrisch  gelegenen  Gleitebenen  wird  durch  den  Winkel  der 
Normalen  des  betreffenden  Spannungskreises  mit  der  (J-Axe  gegeben. 
Die  Zug-  und  Druckfestigkeit  (bzw.  Zug-  und  Druckelastizitätsgrenze) 
ergeben  sich  durch  Spannungskreise,  die  durch  den  Koordinatenursprung 
gehen  und  die  Grenzkurve  berühren.  Die  Torsionsfestigkeit  entspricht 
einem  Spannungskreise,  dessen  Mittelpunkt  im  Koordinatenursprung 
liegt;  die  Schubfestigkeit  ergiebt  sich  schliesslich  durch  den  Schnitt- 
punkt der  Grenzkurve  mit  der  Axe 
6  =  0.  Die  Coulomb  sehe  Theorie 
entspricht  dem  speziellen  Falle,  dass 
die  Grenzkurven  durch  zwei  gerade 
Linien  gegeben  sind  (Fig.  1);  sind 
die  beiden  Geraden  parallel  zur  6- 
Axe,  so  gelangt  man  zu  der  einfach- 
sten Annahme  der  grössten  Schub- 
spannung (grösste  Spannungsdiffe- 
renz). Nach  Mohrs  Vorstellung  geht 
die  Grenzkurve  bei  allen  Stoffen  für 

grosse  Werte  von  a  asymptotisch  in  zwei  parallele  Geraden  t  =  const. 
über.  Die  Annahme  der  grössten  Schubspannung  entspricht  danach 
dem  plastischen  Zustande,  wie  es  etwa  unter  hohem  allseitigen  Druck 
der  Fall  ist.  Diese  Auffassung  wurde  von  neueren  Versuchen  in  der 
Tat  bestätigt.91) 

Die  Mohrsche  Theorie   wurde  bisher  nur  an  bildsamen  Körpern 


Fig.  1. 


91)  TJi.  V.  Kdrmcin,   Z.  d.  Ver.  d.  Ing.  55   (1911),  p.  1749   und  Mitteilungen 
über  Forschungsarbeiten,  Heft  118  (1912). 
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vollständig  bestätigt  gefunden.  Allerdings  zeigen  die  Versuche,  die 
über  zusammengesetzte  Beanspruchung  von  Eisen,  Stahl  und  Kupfer, 
besonders  in  neuerer  Zeit  in  grosser  Anzahl  angestellt  wurden^-), 
dass  mau  bei  den  meisten  plastischen  oder  zähen  Stoffen  mit  der  ein- 
fachsten Annahme  der  grössten  Schubspannung  auskommt.  Sehr  klar 
zeigten  die  Versuche,  dass  die  mittlere  Hauptspannung  bei  diesen 
plastischen  Materialien  keinen  Einfluss  auf  die  Elastizitätsgrenze  hat- 
Entsprechend  der  Regel  der  grössten  Schubspannung  verhält  sich  die 
Torsionselastizitätsgrenze  zur  Zugfestigkeit  wie  1  :  2  statt  0,8  :  1  nach 
der  5^.  Venantschen  Theorie.  ^^)  Das  Resultat,  dass  die  grösste  Schub- 
spannung für  die  Elastizitätsgrenze  massgebend  ist,  wurde  schon  früher 
durch  die  Versuche  von  H.  Tresca^)  über  „Ausfluss"  von  Metallen 
nahegelegt. 

Wie  weit  die  3Io]ir sehe  Theorie  auch  für  spröde  Köi*per  aus- 
reicht, ist  bisher  nicht  sichergestellt.  Es  scheint  zunächst,  dass  alle 
Fälle,  wo  die  Zugspannung  einen  bestimmten  Wert  erreicht,  und  so- 
mit Treunungsbruch  erfolgt,  vom  Gültigkeitsbereich  der  llohrschen 
Theorie  auszuschliessen  sind.  So  kann  eine  Berechnung  der  Schub- 
festigkeit und  Torsionsfestigkeit  aus  Zug-  und  Druckfestigkeit  nicht 
als  richtig  anerkannt  werden,  da  die  Zugfestigkeit  eben  durch  Tren- 
nungsbruch bedingt  ist.  Dagegen  liefert  die  Theorie  mit  der  Wirk- 
lichkeit übereinstimmende  Resultate  bei  Druckversuchen.  Die  Span- 
nungskreise, die  man  bei  Druckversuchen  unter  allseitigem  Druck 
erhält ^^),  liefern  eine  Umhüllende,  die  bei  tJbergang  in  den  plastischen 
Zustand  in  der  Tat  asymptotisch  zwei  parallelen  Geraden  zustrebt. 
Auch  die  Neigungswinkel  der  Druckflächen  und  Fliessfiguren  ent- 
sprechen den  Werten,  die  man  aus  der  experimentell  bestimmten  Grenz- 
kurve ableitet.  Zweifelhafter  erscheint  es  jedoch,  dass  die  Annahme 
von  der  Belanglosigkeit  der  mittleren  Hauptspaunung  auch  für  spröde 
Körper  zutrifft.  Ä.  FöppP^)  hat  die  Annahme  unmittelbar-  dadurch 
geprüft,  dass  er  Zementkörper  gewöhnlichem  Druckversuch 

(:^i>0,  a,  =  a,  =  0) 

92)  /.  Guest,  Phil.  Mag.  (5)  50  (1900),  p.  690,  E.  L.  Hancock,  Phil.  Mag. 
(6)  12  (1906),  p.  418,  ibid.  (6)  15  (1908^  p.  214;  W.  Scoble,  Phil.  Mag.  (6)  12  (1906), 
p.  553;  W.  Mason,  Inst.  Mach.  Eng.  Proc.  (1909),  p.  1205;  C.  A.  M.  Smith,  Inst. 
Mech.  Eng.  Proc.  (r.)10),  p.  1237. 

93)  /.  Bauschinger ,  Mitteilungen  aus  dem  mech.  techn.  Labor.  München  3 
(1884);  Über  Scherfestigkeit  vgl.  E.  G.  Itzod,  Inst.  Mech.  Eng.  Proc.  1906,  I., 
p.  5;  Ch.  Fremont,  Revue  de  m<5tallurgie  3  (1906),  p.  205. 

94)  JS.  Tresca,  Mt5m.  pres.  par  div.  savants,  Paris  18  ^^1868^,  p.  756,  20  (1872), 
p.  169. 

95)  Ä.  Föppl,  Mitteilungen  aus  dem  mech.  techn.  Labor.  München  27  (1900). 
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und  einem  Unischlingungsversucli 

(6,  =  0,  0,  =  0,>  0) 

unterwarf.  Ist  die  mittlere  Hauptspannung  ohne  Belang,  so  muss  der 
Versuch  dieselbe  Druck-  und  Umschlingungsfestigkeit,  dieselbe  Differenz 
I  öj  —  ^3 1  ergeben.  Dies  traf  bei  den  Versuchen  nur  in  dem  Falle 
zu,  wenn  man  zwischen  den  Probekörpern  und  den  Druckflächen 
Schmiermittel  einführte.  Bei  trockenen  Druckflächen  dagegen  war 
die  Umschlingungsfestigkeit  bedeutend  höher.  Mit  Rücksicht  auf  die 
Unsicherheit  der  Spannungsverteilung  an  den  festen  Druckflächen  ist 
es  vorzuziehen,  dass  man  seitlichen  Druck  durch  gleichmäßigen  Flüssig- 
keitsdruck erzeugt.  Diesbezügliche  Versuche  von  B.  JBöler^^^)  zeigten, 
dass  die  Grenzkurven  der  Umschlingungsversuche  und  der  Druckver- 
suche nicht  zur  Deckung  gebracht  werden  können.  Ein  —  bisher 
allerdings  unaufgeklärter  —  Einfluss  der  dritten  Hauptspannung  ist 
somit  in  der  Tat  vorhanden. 

n.  Langsam  wechselnde  Belastnng  (zweite  Näherung). 
11.  Hysteresis.  Es  wurde  bisher  das  Material  in  erster  An- 
näherung bis  zu  gewissen  Grenzen  der  Beanspruchung,  die  wir  „Elasti- 
zitätsgrenze" nannten,  als  vollkommen  elastisch  betrachtet;  jenseits 
der  Elastizitätsgrenze  haben  wir  die  elastische  und  bleibende  Ände- 
rung getrermt,  in  dem  Sinne,  dass  weitere  bleibende  Deformation 
stets  nur  bei  Überschreitung  der  früher  bereits  erreichten  Höchstbe- 
lastung eintritt,  gegen  Entlastung  und  Wiederbelastung  dagegen  der 
Körper  sich  als  vollkommen  elastisch  verhält  (vgl.  Nr.  4).  Genauere 
Beobachtungen  zeigen  nun,  dass  der  Belastungs-  und  Entlastungs Vor- 
gang bereits  innerhalb  der  Elastizitätsgrenze  sich  nicht  decken,  sondern 
der  gleichen  Kraft  beim  Entlasten  stets  eine  grössere  Deformation  ent- 
spricht als  beim  Wiederbelasten.  Belastung  und  Deformation  stehen 
miteinander  in  ähnlicher  Beziehung  wie  magnetische  Feldstärke  und 
magnetische  Induktion  bei  magnetisierbaren  Körpern.  Man  nennt  da- 
her die  Erscheinung  nach  der  Analogie  mit  den  magnetischen  Er- 
scheinungen Hysteresis,  und  insbesondere  spricht  man  von  elastischer 
Hysteresis,  wenn  sie  schon  bei  Belastungen  innerlialb  der  Elastizitäts- 
grenze auftritt.  Im  allgemeinen  macht  sich  die  Hysteresis  schon  bei 
kleinen  Lasten  bei  jenen  Stoffen  geltend,  die  dem  Hookeschen  Gesetz 
unvollkommen  genügen  (z.  B.  Gusseisen).  Dagegen  treten  bei  Stoffen, 
die  bis  zu  einer  ausgeprägten  Grenze  dem  Hookeschen  Gesetz  gut  ge- 

95*)  B.  Böker,  Dies,  techn.  Hochsch.   Aachen  1913,   erscheint  auch  in  Mit- 
teilungen über  Forschungsarbeiten, 

Encyklop.  d.  math.  Wissensch.     PV  2,  iL  48 
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horclien,  deutlich  wahrnehmbare  Hysteresiserscheinungen  erst  bei  Be- 
lastungen oberhalb  dieser  Grenzen  auf.  Es  lässt  sich  jedoch  auch  bei 
diesen  Stoffen  durch  genügend  feine  Beobachtungen  schon  unter 
kleinen  Belastungen  Hysteresis  nachweisen.  Die  Wahrnehmung,  dass 
selbst  ganz  langsame,  innerhalb  der  Elastizitätsgrenze  verlaufende 
Zug-  und  Druckbeanspruchung  stets  durch  nicht  umkehrbare  magne- 
tische und  thermodynamische  Veränderungen  begleitet  ist,  liefert 
einen  Beweis  für  die  allgemeine  Gültigkeit  der  Hysteresis. 

Trägt  man  im  6,  «-Diagramm  {p  Belastung,  e  Deformation)  die 
Belastungs-  und  Entlastungskurven  auf,  so  erhält  man  die  sog. 
„HysteresisscJdeife",  und  die  dazwischen  eingeschlossene  Fläche  liefert 
unmittelbar  den  Arbeitsverlust,  der  mit  einem  Hin-  und  Rückgang  der 
Belastung  verbunden  ist.  Wir  beschäftigen  uns  zunächst  mit  den  bei 
langsam  verlaufender  Wechselbelastung  auftretenden  Hysteresiserschei- 
nungen, während  die  bei  schell  verlaufender  Wechselbelastung  (Schwin- 
gungen) auftretenden  Erscheinungen  später  (Nr.  13  u.  14)  behandelt 
werden  sollen,  wo  wir  den  zeitlichen  Verlauf  der  Deformation  mit- 
berücksichtigen. Praktisch  ist  die  Hysteresis,  d.  h.  der  sich  endgültig 
einstellende  Dehnungsrest,  nur  schwer  von  der  zeitlich  verzögerten  De- 
formation zu  trennen,  da  der  Gleichgewichtszustand  erst  nach  sehr 
langer  Zeit  erreicht  wird. 

Die  Hysteresisgesetze  wurden  erst  verhältnismässig  spät  entdeckt, 
wohl  hauptsächlich  deshalb,  weil  die  älteren  Festigkeitsmaschinen  eine 
allmähliche  Entlastung  der  Versuchskörper  nicht  zuliessen  und  so  nur 
die  Belastungskurven  und  der  Dehnungsrest  studiert  worden  sind.  Die 
Hysteresisschleifen  wurden  zuerst  von  M.  Cantone^^)  und  H. Bouasse^^) 
genauer  studiert.  Für  elastische  Vorgänge  gelten  nach  den  von  S.  Ber- 
linert'^) am  Gusseisen  durchgeführten  Versuchen  dieselben  Begehi,  wie 
sie  von  E.  Madelung^^)  für  magnetische  Hysteresis  aufgestellt  worden 
sind.    Sie  lauten  hier  wie  folgt: 

a)  Geht  man  von  einem  Punkte  des  Lastdehnungsdiagrammes 
(vgl.  Fig.  2)  aus,  in  welchem  der  Belastungssiun  gerade  umgekehrt 
wurde  z.  B.  (Ä)  (Umkehrpunkt),  so  ist  die  darauf  folgende  Lastdeh- 
nungskurve durch  den  Umkehrpunkt  eindeutig  bestimmt;  wird  der  Be- 

96)  JET.  Bouasse,  Ann.  phys.  cbim.  (7)  11  (1897),  p.  433.  Zusammenstellung 
der  Bouasseschen  Arbeiten  siebe  Ann.  pbys.  cbim.  (7)  24  (1903\  p.  384;  AI.  Can- 
tone,  Roma,  Acc.  dei  Lincei  Rend.  (3)  2,  1  (1893),  p.  24G,  253,  295,  339,  346,  385 
und  (4)  3,  1  (1894),  p.  26,  62. 

97)  S.  Berliner,  Diss.  Göttingen  1906,  auch  Auualen  der  Physik  20  (1906, 
p.  527. 

98)  E.  Madelung,  Diss.  Göttingen  1905. 
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lastimgssinn  in  einem  beliebigen  Punkte  (B)  nochmals  umgekehrt,  so 
gelangt  man  stets  zu  dem  ersten  Umkehrpunkt  zurück,  so  dass  man 
von   jedem    Umkehrpunkt    aus   durch    nochmalige   Umkehr   einen  ge- 


'"/ 
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-A 


Ficr.  2. 


Fig.  3. 


schlossenen  Zykel  erhält.  Nach  Durchschreitung  eines  Umkehrpunktes 
zeigt  die  Lastdehnungskurve  das  dem  vorangegangenen  Umkehrpunkt 
zugeordnete  Gesetz. 

b)  Führt  man  mit  dem  Probekörper  mehrere  Lastwechsel  aus, 
kehrt  aber  jedesmal  unmittelbar  vor  Erreichen  des  vorletzten  Umkehr- 
punktes den  Belastungssinn  um,  so  erhält  man  eine  spiralförmige 
Zackenlinie  (Fig.  3),  die  schliesslich  zu  einem  Punkt  führt.  Geht  man 
nun  von  diesem  Punkte  aus,  so  läuft  die  Spannungsdehnungskurve 
beim  Belasten  durch  sämtliche  Umkehrpunkte,  die  zu  g-rösseren  Lasten, 
beim  Entlasten  durch  sämtliche  Umkehrpunkte,  die  zu  kleineren  Lasten 
gehören.  Die  so  gewonnene  Kurve  ( — AÄ)  nejmtmsin  „Durchschreitungs- 
hirve". 

c)  Führt  man  einen  spiralförmigen  Zykel  um  den  Nullpunkt  des 
Lastdehnungsdiagrammes  aus,  so  erhält  man  als  Durchschreitungs- 
kurve  mit  guter  Annäherung  die  Kurve  der  allerersten  Belastung,  die 
sog.  yjungfräuliche  Kurve".  Die  jungfräuliche  Kurve  kann  also  als 
Durchschreitungskurve  vorangegangener  Deformationen  aufgefasst  wer- 
den. Andererseits  ist  der  spiralförmige  Zykel  geeignet,  das  Material 
in  seinen  ursprünglichen  (jungfräulichen)  Zustand  zurückzuführen,  na- 
mentlich verhält  sich  der  Körper  nach  solcher  Behandlung  für  kleine 
Belastungen  wieder  rein  elastisch. 

Bezüglich  der  Gestalt  der  Hysteresisschleifen  ist  zu  bemerken, 
dass  die  Anfangsneigung  der  Kurven  nach  einem  Umkehrpunkt  mit 
der  Anfangsneigung  der  Durchschreitungskurve  übereinstimmt;  der 
Körper  erleidet  nach  jeder  Umkehr  zunächst  rein  elastische  Deformation. 
In  erster  Annäherung  ist  die  Anfangsneigung  der  Durchschreitungs- 
kurve in  der  ganzen  Ebene  konstant,  durch  feinere  Beobachtung  findet 

48' 
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man  sie  als  abhängig  von  der  Belastung,  nicht  aber  von  der  Defor- 
mation. Sie  bestimmt  sozusagen  den  wahren  Wert  des  Elastizitäts- 
moduls als  Funktion  der  Spannung. 

S.  Berliner  fand  bei  Gusseisen,  dass  die  Durchschreitungskurve 
durch  ähnliche  Vergrösserung  auf  den  doppelten  Masstab  mit  der  Be- 
lastungs-  und  Entlastungskurve  zur  Deckung  gebracht  werden  kann; 
doch  gilt  diese  Regel  nur  für  enge  Hysteresisschleifen. 

Die  oben  angeführten  Regeln,  bilden  sozusagen  den  IdeaKall  der 
elastischen  Hysteresis,  dem  gegenüber  die  einzelnen  Stoffe  mehr  oder 
weniger  bedeutende  Äbiveichiingen  zeigen.  Wird  z.  B.  ein  Material  aus 
seinem  ursprünglichen  Zustand  heraus  zum  erstenmal  Lastwechseln 
unterworfen,  so  zeigen  die  ersten  Zykeln  ein  etwas  anderes  Ver- 
halten als  die  sjiäteren.  Die  Fläche  der  Hysteresisschleifen  nimmt 
mit  jedem  folgenden  Zykel  ab,  bis  sich  nach  einigen  Wiederholungen 
eine  für  alle  weiteren  zwischen  denselben  Grenzen  verlaufenden  Last- 
wechsel gültige  Hysteresisschleife  ausbildet.  Dieses  Verhalten  des 
Materials  wird  als  „Akliomodation'^  bezeichnete^).  C.  Bacli^^)  unter- 
wirft den  Probekörper  zwecks  experimenteller  Bestimmung  des  Elasti- 
zitätsmoduls erst  einigen  Belastungswechselo,  da  erst  danach  ein  kon- 
stanter Zustand  des  Materials  sich  einstellt.  Ebenso  machte  schon 
G.  Wiedemann^^^)  darauf  aufmerksam,  dass  der  Normalzustand  erst 
nach  einigen  Zykeln  erreicht  wird.  Ä.  Miller  ^°^)  unterscheidet  zwi- 
schen dem  primären  und  dem  sekundären  Elastizitätsmodul,  welch 
letzterer  nach  einigen  Zykeln  beobachtet  wird  und  sich  weit  gesetz- 
mässiger  verhält  als  der  primäre. 

Es  ist  bemerkenswert,  dass  die  Akkomodation  durch  Erwärmen, 
sowie  durch  Erschütterung  und  Überbelastung  wieder  aufgehoben  wird. 

Die  Ähhätigigleit  der  Hystercsis  von  der  Temperatur  wurde  von 
G.  Pizzatti^^'^)  näher  untersucht.  Er  fand,  dass  die  Hysteresisschleifen 
bei  höheren  Temperaturen  die  niedrigen  Temperaturen  entsprechenden 
in  sich  einschüessen.  Dies  steht  offenbar  in  Einklang  mit  der  soeben 
erwähnten  Beobachtung,  dass  Temperaturerhöhung  die  Akkomodation 
aufhebt. 


98)  H.  Bouasse,  Ann.  phys.  chim.  (7)  11  (1897),  p.  433. 

99)  C.  Bach,  Abhandlungen  und  Berichte,  Stuttgart  1897,  siehe  auch  0. 
Berner,  Diss.  Stuttgart  1903. 

100)  G.Wicdemann,  Ann.  d.  Phys.  u.  Chem.  103  (1858),  p.  563;  ferner  H. 
Streintz,  ebd.  153  (1874),  p.  387. 

101)  Ä.  Miller,  Münch.  Ber.  15  (1886),  p.  707;  ferner  J.  Batischinger,  Mit- 
teilungen aus  dem  mechanisch-technischen  Laboratorium  d.  techn.  Hochschule 
in  München  13  (1886)  u.  25  (1897). 

102)  G.  Pizzatti,  Gaz.  chim.  ital.  C  (1876);  7  (1877). 
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12.  Bruchgefalir  bei  wochsolnder  Belastung.  Die  Frage  nach 
der  Bruchgefiihr  bei  wechselnder  Belastung  entsprang  aus  den  Bedürf- 
nissen des  Eisenbahn-  und  insbesondere  des  Lokomotivbaues.  Grund- 
legend für  alle  weiteren  Versuche  dieser  Art  waren  die  sich  über 
mehrere  Jahre  hin  erstreckenden  Untersuchungen  von  Ä.  Wöhler^'^'^). 
Seine  Versuche  bezogen  sich  sowohl  auf  Zug-  und  Druck-  als  auch  auf 
Torsions-  und  Biegungsbeanspruchungen,  und  zwar  bis  zu  mehreren 
Millionen  Belastungswechseln.  Die  von  ihm  gefundenen  Regelmässig- 
keiten kann  man  in  folgenden  einfachen  Hegeln  zusammenfassen. 

a)  Bei  wiederholter  Belastung  zwischen  Null  und  einer  Maximal- 
belastung ist  die  Anzahl  der  Wiederholungen,  die  zum  Bruch  führt, 
eine  Funktion  der  Maximalbelastung,  und  zwar  nimmt  sie  mit  ab- 
nehmender Maximalbelastung  zu.  Es  giebt  aber  eine  Grenze  der 
Belastung,  unterhalb  welcher  praktisch  unendlich  viele  Wiederholungen 
ohne  Bruch  möglich  sind. 

b)  Wird  bei  konstanter  Maximalbelastung  die  untere  Belastungs- 
grenze variiert  oder  der  Probekörper  abwechselnd  nach  entgegenge- 
setzten Richtungen  beansprucht,  so  wird  die  Anzahl  der  zum  Bruch 
erforderlichen  Wiederholungen  grösser,  wenn  die  Grenzen  zusammen- 
rücken und  kleiner,  wenn  die  Grenzen  weiter  auseinander  liegen.  So 
erfolgt  der  Bruch  bei  Belastung  zwischen  gleichen  positiven  und  nega- 
tiven Grenzen  viel  eher  als  zwischen  Null  und  einer  Maximalbelastung. 
Auch  jene  Grenzbelastung,  die  unendlich  vielen  Wiederholungen  ent- 
spricht, wird  durch  wechselnde  Belastung  nach  zwei  Richtungen  etwa 
auf  die  Hafte  erniedrigt. 

Die  Wöhlerschen  Versuche  sind  von  L.  Spangenberg^^^)  fortge- 
setzt worden.  Ungefähr  gleichzeitig  hat  W.  Fairbairn^'^^)  Versuche 
unter  Wechselbelastung  bis  zum  Bruch  durchgeführt,  die  den  Zwecken 
des  Brückenbaues  dienten.  Von  späteren  Experimenten  seien  vor  allen 
Dingen  die  von  J.  Bauschinger^^^)  hervorgehoben;  eine  Fortsetzung 
der  BauscMngerschen  Experimente  hat  L.  Bairstoiv''-^'')  gegeben.  Heut- 
zutage sind  die  meisten  grösseren  Materialprüfungsanstalten  mit  be- 
sonderen Einrichtungen  für  Versuche  mit  Wechselbelastung  („Dauer- 
versuche") versehen. 

Brüche  an  Maschinenteilen  mit  schroffen  Übergänsren  veranlassten 


103)  A.  Wöhler,  Zeitschr.  f.  Bauwesen  8  (1858)  bis  20  (1870). 

104)  L.  Spangenberg,  Zeitschr.  f.  Bauwesen  24  (1874),  p.  473;  25  (1875),  p.  77. 

105)  W.  Fairbairn,  Lond.  Phil.  Trans.  154  (1864),  p.  311. 

106)  /.  Bauschinger ,  Mitteilungen   aus   dem  mech.  techn.  Labor.  München 
13  (1886);   25  (1897),  herausgeg.  v.  A.  Föppl 

107)  J.  Bairstoio,  Lond.  Phil.  Trans.  Serie  A.  210  (1911),  p.  35. 
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A.  FÖppP^^),  Dauerversuche  mit  eingekerbten  Stäben  anzustellen-,  die 
Versuche  führten  zu  dem  Ergebnis,  dass  solche  Stäbe  um  so  weniger 
Widerstandsfähigkeit  gegenüber  Wechselbelastungen  zeigen,  je  grösser 
die  Krümmung  an  der  Übergangsstelle  ist.  Dies  hängt  damit  zu- 
sammen, dass  an  solchen  Stellen  —  wie  auf  Grund  der  Elastizitäts- 
theorie nachgewiesen  werden  kann  —  grosse  lokale  Spannungen  ent- 
stehen. Bei  einmaliger  Belastung  sind  diese  Spannungen  bei  zähen 
Stoffen  ungefährlich,  weil  die  Elastizitätsgi-enze  nur  innerhalb  eines 
ganz  kleinen  Bereiches  überschritten  wird.  Bei  wechselnder  Belastung 
dagegen  tritt  allmählich  ein  Bruch  ein,  da  die  bei  der  Überan- 
strengung entstehenden  kristallinischen  Gleitfiächen  sich  durch  die 
unzählige  Wiederholung  der  Deformation  zu  mikroskopischen  Rissen 
herausarbeiten  und  schliesslich  zur  Zerstörung  des  Materials  führen. 
So  genügt  eine  lokale  Überschreitung  der  Wöhlerschen  Grenze,  um 
Bruch  an  der  betreffenden  Stelle  herbeizuführen.  Den  allmählichen 
Verlust  der  Widerstandsfähigkeit  durch  Wechselbelastung  bezeichnet 
man  auch  als  Ermüdimg.  J.  A.  Ewing  und  J.  C.  W.  Humphrey^^^^  yer- 
folgten  durch  mikroskopische  Untersuchungen  die  verschiedenen  Sta- 
dien der  Ermüdung  und  namentlich  die  Veränderung  der  Kristalle 
in  der  Umgebung  der  späteren  Bruchstelle.  Sie  zeigten,  dass  ausser- 
halb der  gefährlichen  Stelle  das  Gefüge  nicht  geändert  wird,  im  Ein- 
klang damit,  dass  der  Probekörper,  der  durch  viele  Belastungswechsel 
ermüdet  ist,  bei  Ausführung  eines  gewönlichen  Belastungsversuchs 
keine  Verminderung  seiner  Festigkeit  oder  Plastizität  aufweist.  Die 
ältere  Auffassung,  nach  welcher  der  Körper  infolge  der  Wechselbe- 
lastung seine  Zähigkeit  eingebüsst  hat  und  spröde  geworden  ist,  ent- 
spricht also  nicht  den  Tatsachen. 

III.  Einfluss  der  Zeit.   Rasch  wechselnde  Belastung  (dritte  Näherung). 

13.  Nach-wirkujagserscheinungen. 

Während  wir  bisher  die  Deformation  als  eine  Folge  von  Gleich- 
gewichtszuständen betrachtet  haben,  wollen  wir  nun  in  dritter  und 
letzter  Annähenmg  auch  den  zeitlichen  Verlauf  berücksichtigen.  Die 
auffallendste  und  wohl  auch  am  ehesten  beachtete  Tatsache,  die  auf 
einen  Einfluss  der  Befonnationsgeschuindiglieit  hinweist,  ist  die  Dämp- 
fung der  elastischen  Schwingungen.  Man  kann  sich  leicht  überzeugen, 
dass  der  Arbeitsverlust,  der  der  Hysteresis  entspricht,  im  allgemeinen 

108)  A.  Füppl,  Mitteilungen  aus  dem  mech.  techn.  Labor.  München  31  (1909). 

109)  J.  Ä.  Ewing  und  J.  W.  C.  Humphrey,  Lond.  Eot.  Soc.  Proc.  70  (1902), 
p.  462;  ferner  1.  Andrcirs,  Engeneering  Gl  (1S'.I6),  p.  91. 

110)  /.  A.  Eicing,  British  Assoc.  Report  (1889),  p.  602. 
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viel  zu  klein  ist,  um  das  rasche  Abklingen  der  Eigenschwingungen  zu 
erklären.  Die  einfachste  Vorstellung  wird  hierzu  durch  die  Annahme 
einer  „innere  TxeihiDKj"  ( „VisJcositätf'  nach  Lord  Kelvin)  der  festen 
Körper  geboten,  die  nach  Analogie  mit  der  Flüssigkeitsreibung  von 
der  Deformationsgeschwindigkeit  abhängt.  Man  hat  aber  eine  Grund- 
erscheinung, die  durch  Viskosität  nicht  erklärt  werden  kann;  dies  ist 
die  sog.  „Relaxation"^  d.  h.  die  zeitliche  Abnahme  der  Spannung  bei 
konstantem  Deformationszustand  (d.  h.  bei  der  Dcformatiousgeschwindig- 
keit  Null).  Die  weitergehenden  theoretischen  Ansätze  sollen  im  Ab- 
schnitt B  dargestellt  werden,  hier  wollen  wir  uns  auf  die  Erfahrungs- 
tatsachen beschränken. 

13  a.  Einfache  Nachwirkungserscheinungen.  Die  ersten  Be- 
obachtungen über  Nachwirkung,  z,  B.  der  Nachweis,  dass  die  einer 
gewissen  Belastung  entsprechende  Deformation  sich  nicht  sofort  ein- 
stellt, gehen  auf  W.  Weher^^^)  zurück,  der  einen  Kokonfaden  über  seine 
Elastizitätsgrenze  beanspruchte  und  nach  rascher  Entspannung  die 
Deformation  beobachtete.  In  diesem  Falle  ist  nach  einer  fast  momen- 
tanen Verkürzung  unmittelbar  nach  der  Entlastung  eine  weitere  lang- 
sam fortschreitende  Verkürzung  wahrzunehmen.  Seine  ursprüngliche 
Länge  erreicht  zwar  der  Faden,  auch  nach  beliebig  langer  Wartezeit, 
nicht,  aber  die  Länge  nähert  sich  langsam  einem  Endwert.  Die  zu- 
letzt bleibende  Dehnung  ist  der  wirkliche  Dehnungsrest  oder  die 
permanente  Deformation.  Die  Erscheinung  selbst  bezeichnen  wir  als 
„verzögerte  Deformation".  Ausgedehnte  experimentelle  Untersuchungen 
wurden  dann  von  F.  Kolilrausch^^^)  angestellt,  der  hauptsächlich  die 
Nachwirkung  bei  Torsion  studierte  und  dabei  als  erster  die  Erschei- 
nung der  „Belaxation"  erkannte.  Die  Zug-  und  Torsionsnachwirkung  be- 
folgen dabei  annähernd  dieselben  Gesetze,  wie  insbesondere  L.  Austin  ^^^) 
nachgewiesen  hat. 

Sowohl  die  verzögerte  Deformation  als  die  Relaxation  treten  be" 
reits  innerhalb  der  Elastizitätsgrenze  auf,  doch  erscheinen  beide  viel 
ausgeprägter  im  Bereiche  der  bleibenden  Deformationen,  Wir  können 
die  Nachivirhmg  im  Fliesshereich  als  ,^eitlichen  Verlauf  des  Fliessens" 
bezeichnen,  im  Gegensatz  zu  der  „elastischen  Naclnvirhung  im  engeren 
Sinne",  die  man  unterhalb  der  Elastizitätsgrenze  beobachtet. 

Vom  praktischen  Standpunkt  aus  ist  elastische  Naciiwirhing  im 
engeren  Sinne  hauptsächlich  wegen  der  verzögerten  Deformation  von 


111)  W.Weber,  Ann.  d.  Phys.  u.  Chem.  34  (1835),  p.  247. 

112)  F.  Kohlrausch,  Ann.  d.  Phys.  u.  Chem.  119  (1863),  p.  337. 

113)  L.  Austin,  Ann.  d.  Phys,  u.  Chem.  50  (1893),  p.  659. 
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Bedeutung,  die  bei  Messinstrumenten  und  Massstäben  die  Genauigkeit 
schädlich  beeinflussen  kann.  Die  Nachwirkung  bei  Baustoffen  der 
Maschinentechnik  hat  zuerst  J.  Bauschinger^^^ )  untersucht.  Sehr  ge- 
naue Versuche  wurden  dann  in  der  PhysiJcalisch-techniscJien  JReichs- 
anstalt^^^)  über  die  nachträglichen  Längenänderungen  von  gehärtetem 
Stahl  angestellt,  mit  Rücksicht  auf  die  in  der  Maschinentechnik  ge- 
brauchten Endmasskörper.  Die  Versuche  zeigten,  dass  nach  Jahren 
noch  Längenänderungen  beobachtbar  sind,  und  zwar  wahrscheinlich 
infolge  des  langsamen  Rückganges  der  beim  Härten  entstehenden 
Spannungen.  Andrerseits  ergab  sich,  dass  man  durch  eine  etwa  zehn- 
stündige Erwärmung  auf  ungefähr  150"  (^„Temperuntf')  die  Nachwirkung 
fast  völlig  beseitigt. 

Die  Physikalisch-technische  Reichsanstalt  hat  auch  vergleichende 
Versuche  über  die  elastische  Nachwirkung  von  reinen  Metallen  und 
Legierungen  vorgenommen.  Es  zeigte  sich,  dass  Legierungen  im  all- 
gemeinen geringere  Nachwirkung  besitzen  als  reine  Metalle,  und  dass 
man  gewisse  besonders  vorteilhafte  Zusammensetzungen  mit  möglichst 
geringer  Nachwirkung  bestimmen  kann.  Für  die  Thermometrie  ist 
von  besonderer  Wichtigkeit  die  Kenntnis  der  Nachwirkung  bei  ver- 
schiedenen Glassorten.  Diesbezüglich  wurden  in  der  Physikalisch- 
technischen Reichsanstalt  ^^*')  ebenfalls  systematische  Versuche  an- 
gestellt. 

Besonders  gering  ist  die  Nachwirkung  bei  homogenen  Körpern, 
z.  B.  bei  Kristallen.  W.  Voigt^^'')  hat  nur  bei  Steinsalz  bemerkens- 
werte Nachwirkung  beobachtet;  äusserst  geringe  Nachwirkung  zeigt 
Quarz,  der  sich  deshalb  für  Verwendung  in  wissenschaftliehen  Mess- 
apparaten eignet.  Kristallinische  Gemenge  (Gesteine)  haben  dagegen 
oft  sehr  erhebliche  Nachwirkung. 

Was  den  zeitlichen  Verlauf  des  Fliessens  anbelangt,  so  ist  die 
verzögerte  Deformation  unter  konstanter  Last  der  Beobachtung  am 
einfachsten  zugänglich.  Man  bezeichnet  den  Vorgang  auch  als  „Kach- 
fliessen'^  oder  „Nachstrecl:en". 

Dauer  und  Geschwindigkeit  des  Nachfliessens  ist  bei  verschie- 
denen Stoffen  von  sehr  verschiedener  Grössenordnung.  So  lässt  sich 
bei  Leder    nach   Jahren    noch    eine    verzögerte    Deformation   deutlich 


114)  J.  Bauscliinger ,  Mitteilungen  aus   dem  inech.  tecbn.  Labor.  München 
20  (1891);   ferner  H.  Fischer,  Civilingeuieur  30  (1S84\  p.  8i»l. 

115)  Bericht  über  die  25 jährige  Tätigkeit  der  Phys.  Techn.  Reichsanstalt, 
Berlin;  siehe  Die  Naturwissenschaften  1  (1913),  Heft  8. 

116)  Siehe  Fussnote  115. 

117)  W.  Voigt,  Ann.  d.  Phys.  u.  Chem.  Ergänzungsband  7  (1S76\  p.  1. 
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wahrnehmen,  während  sie  bei  hartem  Material  wie  Werkzeugstahl  nach 
verhältnismässig  kurzer  Zeit  unter  die  Grenze  der  Beobachtung  sinkt. 
Nach  unseren  früheren  Festsetzungen  müssen  wir  beim  Fliess- 
vorgang zähe  und  vollkommen  plastische  Stoffe  unterscheiden.  Bei  den 
zähen  Stoffen  (z.  B.  bei  Flusseisen  ^^'')  und  bei  verschiedenen  anderen 
Metallen),  ferner  bei  Kautschuk  und  Glas  fanden  die  Experimentatoren 
als  angenähertes  Gesetz  für  die  zeitliche  Zunahme  der  Dehnung  unter 
konstanter  Last 

f  =  «0  +  alog(l  +  ^t), 

wobei  Eq  die  anfängliche  Dehnung  bedeutet,  die  sich  beim  Aufbringen 
der  Last  ausgebildet  hat.    Die  Fliessgeschwindigkeit  ist  dann  gleich 

ds a-h 

^        Ji        l-\-ht 
und  daraus 

«  =  f  0  +  «  log  V 

{sq  und  Vq  sind  ein  zusammengehöriges  Wertepaar  von  Dehnung  und 
Geschwindigkeit).  Wenn  die  Dehnung  in  arithmetiscJier  Reihe  zunimmt, 
nimmt  die  GeschwindigJceit  in  geometrischer  Reihe  ab. 

Es  muss  dabei  bemerkt  werden,  dass  der  Anfang  des  Fliessvor- 
ganges dem  logarithmischen  Gesetz  nicht  gehorcht.  Es  dauert  eine 
gewisse  Zeit,  bis  sich  das  regelmässige  Fliessen  ausgebildet  hat;  dann 
hält  es  aber  lange  Zeit  hindurch  an.  Für  ganz  kleine  Werte  der  Ge- 
schwindigkeit ist  die  Formel  wieder  nicht  gültig,  da  danach  für  v  =  0 
£  logarithmisch  unendlich  würde,  während  die  Dehnung  in  der  Tat 
einem  endgültigen  Grenzwert  sich  nähert. 

Bei  vollkommen  plastischen  Stoffen  (z.  B.  beim  Blei)  bildet  sich 
statt  der  logarithmischeu  Abnahme  der  Geschwindigkeit  ein  Fliessen 
mit  konstanter  Dehnungsgeschwindigkeit  aus,  das  oft  tagelang  anhält 
und  schliesslich  infolge  der  Abnahme  des  Querschnittes  zum  Bruch 
führt.  Um  die  Veränderung  des  Querschnittes  zu  kompensieren,  hat 
E.  N.  da  C.  Ä7idrade^^^)  die  Drähte  durch  ein  in  Wasser  eintauchendes 
Gewicht  belastet,  dessen  äussere  Form  so  bestimmt  war,  dass  beim 
tieferen  Einsinken  die  Belastung  infolge  des  vermehrten  Auftriebes 
genau   proportional    dem    Querschnitte    abnahm.     Er    fand,    dass    die 


118)  Vgl.  z.B.  H.Cassebaum,  Diss.  Göttingen  1910,  Ann.  der  Physik  (4) 
34  (1911),  p.  107;  P.  Ludivik,  Phys.  Zcitschr.  10  (1909),  p.  411;  E.  N.  da  C.  An- 
drade,  Phys.  Zeitschr.  11  (1910),  p.  709;  F.  TJi.  Trouton  und  Ä.  0.  Eankine,  Phil. 
Mag.  (6)  8  (1904),  p.  538. 

119)  Vgl.  Fußnote  118). 
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Dehnimg  in  die  drei  folgenden  Bestandteile  zerlegt  werden  kann,  die 
teilweise  zeitlicli  übereinander  greifen: 

1.  eine  unmittelbare  Dehnung  bei  der  Belastung; 

2.  ein  Fliessen  mit  abnehmender  Geschwindigkeit,  das  allmählich 
aufhört; 

3.  ein  Fliessen   mit  konstanter   Geschwindigkeit,    das  lange  Zeit 
hindurch  anhält. 

Der  erste  Teil  ist  derjenige,  der  beim  Entlasten  des  Drahtes  un- 
mittelbar wieder  zurückgeht,  und  zwar  unabhängig  von  der  Dauer 
des  Versuches.  Der  zweite  Anteil  der  Dehnung,  der  zunächst  mit 
dem  dritten  gleichzeitig  nebeneinander  läuft,  klingt  nach  einiger  Zeit 
vollkommen  ab,  so  dass  z.  B.  Blei  etwa  nach  einer  Stunde  mit  kon- 
stanter Dehnungsgeschwindigkeit  weiter  fliesst. 

Die  Belaxation  (Abnahme  der  Spannung  bei  konstant  gehaltener 
Dehnung)  befolgt  bei  zähen  Stoffen  eine  ähnliche  logarithmische  Ge- 
setzmässigkeit wie  die  verzögerte  Deformation.  Die  zeitliche  Abnahme 
der  Last  lässt  sich  darstellen  durch  die  Formel 

P=Po-a'log(l  +  &'0. 

Die  Relaxation  kann  überhaupt  als  Folge  der  verzögerten  Deformation 
augesehen  werden:  Würde  die  Last  konstant  gehalten  und  der  Deh- 
nung Freiheit  gelassen,  so  würde  der  Stab  sich  spontan  weiter  strecken; 
wenn  daher  die  Dehnung  gehindert  wird,  so  muss  sozusagen  eine 
Gegenbelastung  ausgeübt  werden,  d.  h.  die  zur  Aufrechterhaltung  der 
Dehnung  notwendige  Last  vermindert  werden.  Umgekehrt  lässt  sich 
die  verzögerte  Deformation  als  Folge  der  Relaxation  auffassen. 

Verzögerte  Deformation  unter  konstanter  Last  und  Relaxation 
bei  konstanter  Dehnung  bilden  zwei  Grenzfälle.  Wird  sowohl  die 
Kraft  als  die  Dehnung  geändert,  so  gilt  als  einfachste  Annahme,  dass 
die  Dehnungsgeschwindigkeit  nur  von  der  Spannung  und  Dehnung, 
d.  h.  von  dem  Wertepaar  ß,  e  abhängt,  nicht  aber  von  der  Richtung, 
in  der  der  betreffende  Punkt  der  6,  «-Ebene  passiert  wird.  In  diesem 
Idealfalle,  der  aber  bei  den  meisten  untersuchten  Stoffen  durch  die  in 
13  b  geschilderten  Einflüsse  modifiziert  wird,  kann  man  jedem  Punkte 
eine  Geschwindigkeit  zuschreiben;  man  gelangt  dann  zu  einer  über- 
sichtlichen Darstellung  der  Verhältnisse,  wenn  mau  die  Kurven  kon- 
stanter Geschwindigkeit  zeichnet.  Jede  Kurve  konstanter  Geschwindig- 
keit entspricht  als  Formänderungskurve  einem  Versuch  mit  der  be- 
trefi'enden  konstanten  Streckgeschwindiffkcit. 

Sind  die  Kmwen  konstanter  Streckfreschwindii^keit  geseben,  so 
kann  man  den  zeitlichen  Verlauf  eines  beliebicjen  Versuches  bestimmen. 
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Dem  Nachfliessen  unter  konstanter  Last  entspricht  eine  Gerade,  par- 
allel zur  £-Achse,  und  der  zeitliche  Verlauf  wird  durch  die  Schnitt- 
punkte derselben  mit  den  Kurven  konstanter  Geschwindigkeit  be- 
stimmt. Es  lassen  sich  in  dieser  Darstellung  verschiedene  Erschei- 
nungen einfach  erklären.  So  muß  eine  Unterbrechung  der  Streckung 
zu  einer  Abweichung  von  der  Gerstner  sehen  Regel  führen  (vgl.  Nr.  4) 
in  dem  Sinne,  dass  eine  Weiterstreckung  erst  bei  grösseren  Lasten 
beginnt,  als  die  vorangegangene  ^-°),  und  zwar  in  desto  grösserem 
Masse,  je  länger  die  Pause  dauerte.  Dies  kann  folgendermassen  er- 
klärt werden:  wir  nehmen  an,  dass  dem  normalen  Betriebe  der 
Festigkeitsmaschine  eine  bestimmte  Geschwindigkeit  entspricht.  Die 
Belastung  erfolgt  daher  zunächst  längs  einer  Kurve  konstanter  Ge- 
schwindigkeit. Wird  eine  Ruhepause  unter  konstanter  Belastung  ein- 
geschaltet, so  erhält  man  einen  Fliessweg  parallel  der  £-Axe  mit 
abnehmender  Geschwindigkeit,  Wird  nach  der  Pause  weiter  belastet, 
so  steigt  die  Kurve  steil  bis  zu  der  Kurve  der  ursprünglichen  Ge- 
schwindigkeit, die  dem  Betriebe  der  Festigkeitsmaschine  entspricht; 
alsdann  fliesst  der  Probestab  wieder  mit  konstanter  Geschwindigkeit 
weiter.  Dieses  scheinbare  Erhöhen  der  Fliessgrenze  ist  jedoch  mit 
dem  in  13b  erwähnten  wirklichen  Erhöhen  durch  Ruhepause  nicht 
zu  verwechseln. 

Bezüglich  des  Bruclworganges  sieht  man  unmittelbar,  dass,  wenn 
man  die  grösste  Ordinate  der  Kurve  der  unendlich  langsamen  Dehnungen 
überschritten  hat,  das  Weiterfliessen  unter  konstanter  Last  zum  Bruche 
führen  muss.  Bei  massigen  Belastuno-sg^eschwindicrkeiten  kann  mau 
daher  keine  wesentliche  Änderung  der  Bruchgrenze  mit  der  Be- 
lastungsgeschwindigkeit erwarten.  Dagegen  hat  B.  Hopkinson^^^)  ge- 
zeigt, dass  z.  B.  bei  Eisen-  und  Kupferdrähten  für  ganz  kurze  Zeit 
(etwa  bis  Yjqqo  Sekunde)  die  Bruchgrenze  ganz  bedeutend  überschritten 
werden  kann.  Hopkinson  hat  auch  die  Abhängigkeit  der  bleibenden 
Dehnung  von  der  stossweisen  Belastung  untersucht. 

13  b.  Einfluss  von  Ruhepausen.  Versctdebung  des  Gesehwindig- 
keitsfeldes.  Ermüdung  und  Erliolung.  Die  obige  Darstellung  der 
Fliessvorgänge  bedarf  zunächst  einer  Berichtigung  bezüglich  des  An- 
fangsstadiums des  Fliessens  imter  konstanter  Last.  Nach  der  Lage  der 
Kurven  gleicher  Geschwindigkeit  müsste  man  eine  konstante  Abnahme 
der  Fliessgeschwindigkeit  erwarten^    tatsächlich    beobachtet   man  bei 


120)  J.  Bauschinger,  Mitteilungen  aus  dem  mech.  techn.  Labor.  München 
20  (1891). 

121)  B.  Hopkinson,  Proc.  Roy.  Soc.  74  (1905),  p.  498. 
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Neubelastung  anfangs  einen  Geschwindigkeitszuwachs  bis  zu  einem 
Höchstwert  und  nur  von  da  ab  eine  Abnahme  nach  dem  logarithmi- 
schen Gesetz.  Dieselben  Geschwindigkeiten  treten  also  zweimal  auf. 
Es  scheint  so,  als  ob  die  Kurven  gleicher  Geschwindigkeit,  während 
der  Stab  entlastet  und  belastet  wird,  eine  Verschiebung  erleiden  (vgL 
Fig.  4).    Diese  Beobachtung  wird  auch  als  „Inversion"'  bezeichnet.    Sie 


Fig.  4. 

entspricht  einer  Erhöhung  der  Streckgrenze,  d.  h.  einer  Verschiebung 
der  Kurve  der  unendlich  langsamen  Dehnungen  zu  grösseren  Lasten, 
womit  offenbar  die  Verschiebung  des  ganzen  Geschwindigkeitsfeldes 
verbunden  ist^^^). 

Den  Einfluss  von  BuJiepausen  hat  insbesondere  J.Muir'^'-)  unter- 
sucht (vgl.  Fig.  5,  Linie  a  nach  kurzer,  Linie  &  nach  längerer  Ruhe- 
pause). Er  zeigte  die  Möglichkeit,  dass  man  die  Fliessgrenze  vom  Stahl 
durch  eine  Folge  ganz  geringer  Überbelastungen, 
aber  durch  mehrfache  Einschaltung  von  Ruhepausen 
bis  auf  das  Doppelte  erhöhen  kann.  Die  Erhöhung 
der  Fliessgrenze  durch  Ruhepausen  unterscheidet  sich 
aber  darin  von  der  Erhöhung  durch  Überbelastung, 
dass  die  letztere  eine  gleiche  Erhöhung  der  Zug-  und 
Druckgrenze  zur  Folge  hat,  dagegen  ist  die  Er- 
höhung der  Streckgrenze  gegen  Zugbeanspruchung 
durch  Ruhepausen  mit  einer  gleich  gi-ossen  Ernie- 
drigung der  Fliessgrenze  gegen  Druckbeauspruchung 
verbunden. 

Es  sei  noch  bemerkt,  dass  die  Erhöhung  der 
Fliessgrenze  durch  Ruhepausen  und  die  damit  verbundene  Verschie- 
bung der  Kurven  gleicher  Geschwindigkeit  hauptsächlich  bei  jenen 
Stoffen  merklich  i.st,  die  ausgeprägte  obere  und  untere  Fliessgrenzeu 
zeigen.  Es  ist  daher  möglich,  dass  die  ausgeprägte  Fliessgrenze  als 
Folge  vorangegangener  Belastungen  und  darauf  folgender  Ruhepausen 
zu  erklären  ist. 


122)  J.  Muir,  Lond.  Phil.  Trans.  Serie  A  193  (1899),  p.  1;  198  (1902),  p.  1. 
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Die  Ruhepausen  haben  noch  eine  AVirkung,  die  man  als  „Ennür 
düng"  und  „Erholumf  bezeichnet  ^^^).  Wird  ein  Eisenstab  über  seine 
Elastizitätsgrenze  belastet  und  dann  entlastet,  so  tritt  bei  unmittelbar 
danach  vorgenommener  Neubelastung  die  Abweichung  vom  Hooke- 
schen Gesetz  viel  früher  und  in  erhöhtem  Masse  auf.  Man  bezeichnet 
diese  Erscheinung  als  „Ermüdung"  des  Materials  infolge  Überan- 
strengung. Lord  Kclvin^^^)  bemerkte,  dass  die  Ermüdung  eine  Ver- 
grösserung  der  Schwingungsdauer  und  des  logarithmischen  Dekrementes 
bei  Schwingungsversuchen  zur  Folge  hat,  so  dass  man  die  Ermüdung 
gewissermassen  in  dieser  Weise  messen  kann.  Merkwürdig  ist  es  nun, 
dass  die  Ermüdung  durch  Ruhepausen  rückgängig  gemacht  wird,  so  dass 
das  Material  sich  scheinbar  erholt;  dabei  ist  es  gleichgültig,  ob  der 
Stab  während  der  Ruhepause  belastet  oder  spannungslos  ist^^^).  Die  Er- 
holungszeit ist  für  verschiedene  Materialien  wesentlich  verschieden.  Der 
Prozess  der  Erholung  wird  durch  Temperaturerhöhung  beschleunigt, 
und  zwar  genügt  es,  den  Probekörper  auf  die  Temperatur  des  sieden- 
den Wassers  zu  bringen  (Temperung)  ^^'^).  Dabei  bleibt  man  also  weit 
unter  der  Temperatur,  die  das  Material  in  seinen  ursprünglichen  Zu- 
stand zurückführt.  Durch  die  leichte  Erwärmung  bis  auf  etwa  100° 
wird  die  sonstige  Wirkung  der  Überbelastung  (Erhöhung  der  Pliess- 
grenze)  keineswegs  rückgängig  gemacht,  sondern  bloss  die  Erholungs- 
zeit verkürzt  ^^^). 

13  c.  Superposition  von  Nachwirkungserscheinungen.  Das  Cha- 
rakteristische der  Nach  Wirkungserscheinungen  besteht  darin,  dass  der 
momentane  Vorgang  nicht  nur  durch  den  momentanen  Zustand,  son- 
dern auch  durch  die  Vorgeschichte  bestimmt  wird.  Dies  ist  nur  so 
zu  verstehen,  dass,  wie  bereits  F.  KoJdrausch  angenommen  hat,  zu 
einer  und  derselben  äusseren  Gestalt  verschiedene  Anordnungen  der 
Moleküle  und  damit  verschiedene  Möglichkeit  des  Verhaltens  gegen- 
über äusseren  Einwirkungen  gehören  können.  So  ist  jeder  momentane 
Deformationszustand  als  eine  Superposition  von  Einzelnachwirkungen 
vorangegangener  Deformationszustände  aufzufassen.  Dies  tritt  beson- 
ders klar  hervor,  wenn  man  entgegengesetzte  Belastungen  nacheinander 


123)  James  Thomson,  Dublin  math.  Journ.  Nov.  1848,  p.  252;  ferner  J.Bau- 
schinger,  Mitteüungen  aus  dem  mech.  techn.  Labor.  München  20  (1891);  J.  A. 
Eicing,  Lond.  Roy.  Sog.  Proc.  58  (1895),  p.  123. 

124)  Lora  Kelvin,  Math,  and  Phys.  Papers,  vol.  2,  London  1890,  p.  22. 

125)  /.  A.  Ewing,  Engeneering  87  (1899),  p.  122. 

126)  /.  Muir,  Lond.  Roy.  Soc.  Proc.  Serie  A  77  (1906),  p.  277. 

127)  Zur  Abhängigkeit  der  Nachwirkung  von  der  Temperatur  siehe  H 
Bouasse,  TouL  Ann.  (2)  1  (1899),  p.  331;  3  (1901),  p.  217. 
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anwendet,  aber  sie  mit  verschiedener  Zeitdauer  wirken  lässt.  Alsdann 
superponieren  sich  die  entgegengesetzten  Nachwirkungen  mit  ver- 
schiedener Intensität.  Wird  z.  B.  ein  Stab  zuerst  nach  rechts  verdreht 
und  längere  Zeit  in  diesem  Zustand  gehalten,  sodann  für  kurze  Zeit 
nach  links  gedreht,  so  kehrt  er  nach  der  Entlastung  zunächst  allmäh- 
lich von  links  nach  rechts  zurück.  Der  Rückgang  wird  aber  immer 
langsamer,  der  Drehungssinn  kann  sich  sogar  umkehren,  der  Stab 
dreht  sich  um  einen  kleinen  Betrag  wieder  nach  links  und  dann  erst 
zurück  gegen  die  ursprünliche  Gleichgewichtslage.  Dies  muss  man 
offenbar  so  deuten,  dass  die  Nachwirkung  der  früheren  lang  dauern- 
den Rechtsdrehung  zuerst  durch  die  rasch  abklingende  Nachwirkung 
der  kurzen  Linksdrehung  überdeckt  wird,  aber  nach  Abklingen  der 
letzteren  nochmals  hervortritt. 

Bemerkenswert  ist  auch  die  Überlagerung  verschiedenartiger  Be- 
anspruchungen, z.  B.  der  Dehnung  und  der  Verdrehung.  Wui-de  einem 
Draht  eine  permanente  Verdrehung  erteilt,  so  verliert  er  einen  Teil 
davon  durch  darauf  folgende  Längsdehnung.  Wiederholte  Dehnung 
und  Entlastung  vermindert  zunächst  auch  die  permanente  Verdrehung, 
doch  nur  bis  zu  einem  konstanten  Zustand.  Nachher  wird  der  Draht 
bei  Belastung  und  Entlastung  in  der  Längsrichtung  zwar  gleichzeitig 
elastisch  hin-  und  zurücktordiert,  doch  die  permanente  Verdrehung 
bleibt  unverändert. 

Ausgedehnte  Versuche  über  den  gegenseitigen  Einfluss  der  Ver- 
drehung und  Dehnung  hat  H.  Bouasse^^^)  angestellt.  Er  beobachtete 
bei  konstanter  Dehnung  eine  Abnahme  der  Zugspannung  durch  Ver- 
drehung und  umgekehrt  bei  konstanter  Verdrehung  eine  Abnahme 
des  Drehmoments  durch  die  Dehnung,  d.  h.  in  beiden  Fällen  eine  Be- 
schleunigung der  Relaxation  durch  die  anderweitige  Beanspruchung. 
Er  fand  weiterhin,  dass  der  Stab  durch  eine  konstante  Verdrehimg 
gegenüber  kleinen  Zuglasten  erhärtet,  gegen  stärkere  Belastung  aber 
nachgiebiger  wird. 

Als  Superposition  von  sehr  zahlreichen  entgegengesetzten  Nach- 
wirkungen kann  man  die  gedämpften  Scliivingungen  ansehen.  Es  giebt 
hier  zwei  hauptsächliche  Fragen,  die  vom  theoretischen  Standpunkte 
aus  wichtig  sind:  die  Abhang igJceit  des  Dehrc^nentes  von  der  Amplitude 
und  von  der  Schuingungsdauer.  Im  allgemeinen  zeigt  sich  eine  Zu- 
nahme des  Dekrementes  mit  der  Amplitude.  Allerdings  kann  bei 
Schwingungen  mit  grosser  Amplitude  der  Einfluss  von  Hysteresis  und 
Nachwirkung  schwer  getrennt  werden.    W^as  die  Ähhä)igigJicit  von  der 


128)  E.  Bouasse,  Toul.  Ann.  (2)  2  (1900),  p.  5;  4  (1902),  p.  357. 
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Periode  anbelangt,  so  ist  bei  vielen  Stoffen  das  logarithraisclie  Dekrement 
unabhängig  von  der  Periode,  bei  den  meisten  Stoffen  nimmt  es  aber 
mit  zunehmender  Schwingungsdauer  etwas  ab.  Ein  weiteres  Eingehen 
auf  das  experimentelle  Material  würde  jedoch  den  Rahmen  dieses 
Artikels  weit  überschreiten. 

Auch  bei  rasch  wechselnder  Schwingungsbelastung  kann  man 
von  Älikomodation  sprechen.  Trägt  man  z.  B.  bei  erzwimgenen  Schwin- 
gungen die  Belastung  (z.  B.  die  Trägheitskraft  des  mitschwingenden 
Gewichtes)  und  die  Deformation  in  einem  Diagramm  auf,  so  erhält 
man  Schleifen  wie  bei  der  langsamen  Wechselbelastung.  Man  kann  nun 
konstatieren,  dass  die  Schleifen  anfangs  eine  Verschiebung  erleiden,  bis 
eine  endgültige,  feste  Schleife  sich  ausbildet.  Bei  freien  Schwingungen 
ist  dies  an  einer  anfänglichen  Abnahme   des  Dekrements  bemerkbar. 

14.  Brueligefahr  bei  rascher  Belastung.  Stoss-  und  ScMag- 
proben.  Die  Gesetze  der  Abhängigkeit  der  Deformation  von  der  Be- 
lastungsgeschwindigkeit sind  nicht  so  genau  bekannt,  dass  wir  da- 
nach die  Bruchgefahr  bei  stossartiger  Belastung  beurteilen  könnten. 
So  zieht  man  in  der  Praxis  vor,  die  Baustoffe  direkten  „Stoss-"  oder 
„Schlagprohen"  zu  unterwerfen. 

Der  Einfluss  der  stossweisen  Belastung  kann  bei  verschiedenen 
Stoffen  sehr  verschieden  sein.  Glas  zeigt  z.  B.  gegen  langsame  Be- 
lastung ziemlich  erhebliche,  gegen  stossweise  Belastung  dagegen  sehr 
geringe  Widerstandsfähigkeit.  Als  ein  anderes  Extrem  kann  Pech  er- 
wähnt  werden,  das  bei  kleinen  Geschwindigkeiten  fast  wie  eine  zähe 
Flüssigkeit,  dagegen  bei  stossartiger  Beanspruchung  wie  ein  spröder 
Körper  mit  erheblicher  Festigkeit  sich  verhält. 

Die  ersten  Stossversuche  stammen  von  E.  Hodghinson^^^),  der  ein 
pendelnd  aufgehängtes  Gewicht  (den  Fallbär)  gegen  die  Mitte  eines 
an  den  Enden  gestützten  Probebalkens  schlagen  liess.  Heutzutage  hat 
man  an  den  meisten  Prüf ungs stellen  ständige  Vorrichtungen  für  Schlag- 
versuche. Nach  einer  Anordnung  lässt  man  ein  Gewicht  frei  aus  be- 
stimmter Höhe  auf  den  Probekörper  fallen,  wobei  dieser  entweder  auf 
Druck  oder  auf  Biegung  beansprucht  wird.  Nach  der  gebräuchlichsten 
Anordnung  wird  das  Gewicht  in  einer  Kreisbahn  geführt  („Pendel- 
schlagversuch") und  stösst  gegen  einen  quer  gelegten  Probestab,  der 
zumeist  an  einer  Stelle,  damit  der  Bruch  an  einem  bestimmten  Quer- 
schnitt erfolgen  kann,  mit  einer  Einkerbung  versehen  wird.  Die  Pendel- 
anordnung hat,  falls  der  Probekörper  bis  zum  Bruch  beansprucht 
wird,  den  Vorteil,  dass  die  aufgewandte  Arbeit  unmittelbar  durch  die 


129)  E.  Hodgkinson,  Brit.  Assoc.  Rep.  3  (1833),  p.  599;  5  (1835),  p.  534. 
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Differenz  der  ursprünglichen  und  der  nach  dem  Bruch  erreichten 
Höhe  des  Gewichtes  gemessen  werden  kann.  Die  Technik  des  Stoss- 
versuches  ist  in  der  technischen  Litteratur  Gegenstand  sehr  ausge- 
dehnter Untersuchungen  geworden,  auf  die  wir  hier  nicht  eingehen 
wollen.  Ebenfalls  sei  auf  die  artilleristischen  Untersuchungen,  z.  B. 
auf  die  Versuche  von  Cranz^^^),  nur  kurz  hingewiesen,  der  den  Vor- 
gang heim  Auftreffen  eines  Geschosses  auf  Widerstände  kinemato- 
graphisch  verfolgt  hat,  z.  B.  den  Durchgang  von  Pistolenkugeln  durch 
Thonmassen  oder  mit  Wasser  gefüllte  Blasen;  femer  die  Artillerie- 
wirkung auf  Panzerplatten. 

Die  physikalischen  Gesetze  des  Stoss Vorganges,  bei  Überschrei- 
tung der  Elastizitätsgrenze,  sind  bisher  nicht  geklärt:  Ä.  3Iari€ns^^^) 
und  Fr.  Kick^^^)  haben  an  gestauchten  Bleikörpern  gezeigt,  dass  die 
Deformation  innerhalb  weiter  Grenzen  nur  von  dem  Ai-beitsaufwaud 
abhängt,  bei  gleicher  Arbeit  also  unabhängig  von  der  Fallgeschwindig- 
keit ist.  Ahnliche  Resultate  erhält  man  bei  anderen  Metallen  für 
stossartige  Biegungsbelastung  bis  zum  Bruch.  Da  bei  geometrisch 
ähnlicher  Anordnung  die  zum  Bruch  nötige  Arbeit  proportional  ist 
dem  Volumen  des  Probekörpers  („Pritizip  der  proportimidlen  Wider- 
stände^'), so  kann  man  die  auf  die  Volumeinheit  bezogene  Arbeits- 
menge als  ein  Mass  für  die  dynamische  Widerstandsfähigkeit  des 
Materials  (j,JBruchfalcto/')  ansprechen. 

Ä.  Föppl^^^)  hat  wiederholte  Stossversuche  an  Sandstein-  und 
Zementwürfeln  ausgeführt  Ist  Ji  die  Fallhöhe  des  Bars,  ]}q  die  kleinste 
Fallhöhe,  die  nach  sehr  grosser  Anzahl  von  Schlägen  zum  Bruch  führt, 
so  lässt  sich  die  zum  Bruch  erforderliche  Zahl  n  von  Schlägen  mit 
guter  Annäherung  durch  die  Beziehung  Gn(Ji  —  /<(,)  =  const.  darstellen. 
Sieht  man  GQi  —  Iiq)  als  die  bei  dem  einzelnen  Schlag  wirksame 
Schlagarbeit  an,  so  ist  die  gesamte  wirksame  Schlagarbeit  unabhängig 
von  der  Anzahl  der  Schläge.  Gusseisen  zeigt  bei  wiederholten  Schlag- 
versuchen ähnliches  Verhalten  wie  die  Gesteine;  bei  plastischen  Mate- 
rialien dagegen  —  z.  B.  bei  Kupfer  —  erzeugen  wuchtige  Schläge 
bei  gleicher  Gesamtarbeit  eine  grössere  Deformation  als  eine  ent- 
sprechend grössere  Zahl  leichter  Schläge  ^^). 

130)  C.  Cranz  und  K.  B.  Koch,  Ann.  d.  Phys.  (4)  3  (1900),  p.  247;  femer 
C.  Cranz,  Lehrbuch  der  Ballistik,  3.  Teil,  Leipzig  1913. 

131)  A.  Martens,  Mitteilungen  aus  den  kgl.  techn.  Versuchsanstalten  zu 
Berlin  9  (1891),  p.  1  u.  50. 

132)  Fr.  Kick,  Das  Gesetz  der  proportionalen  "Widerstände,  Leipzig  1885. 

133)  A.  Föppl,  Mitteilungen  aus  dem  mech.  techn.  Labor.  München  30  (1906) 
u.  32  (1912). 

184)  Weitere  Litteratur  zu  Schlagversuchen:  Ehrensberger,  Zeitsch.  d.  Y.  d. 
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B.   Tlieoretische  Ansätze. 

I.   Phänomenologischer  Staudpunkt. 

15.  Einleitung.  Eine  llüchtige  Betnichtung  der  im  Abschnitt  A 
dieses  Referates  zusiiiumeuo;estelIten  Tatsachen  kann  uns  überzeucren, 
dass  die  gewöhnlichen  Ansätze  der  Elastizitätstheorie  nicht  zur  Er- 
klärung, ja  nicht  einmal  zur  phänomenologischen  Beschreibung  der 
Erfahrungstatsachen  ausreichen  können.  Die  Elastizitätstheorie  be- 
schränkt sich  zunächst  auf  reversible  Deformationen,  und  so  fallen  be- 
reits jene  Erfahrungstatsachen,  die  wir  als  erste  Annäherung  darge- 
stellt haben  (bleibende  Deformation  des  Körpers  bei  Weiterbelastung, 
elastisches  Verhalten  bei  Entlastung  und  Wiederbelastung),  ausserhalb 
des  Rahmens  der  Elastizitätstheorie.  F.  E.  Neumami^^^)  hat  zuerst  ver- 
sucht, die  Elastizitätstheorie  für  bleibende  Dehnungen  zu  erweitern; 
er  beschränkte  sich  aber  darauf,  Spannungsdehnungsbeziehungen  für 
die  Beanspruchung  jenseits  der  Elastizitätsgrenze  aufzustellen.  Seine 
Ansätze  bieten  nicht  die  Möglichkeit,  die  Spannungsverteilung  bei  ge- 
gebenem Belastungszustand  oberhalb  der  Elastizitätsgrenze  zu  be- 
rechnen, was  eine  brauchbare  Theorie  der  bleibenden  Deformation  vor 
allem  zu  leisten  hätte.  In  dieser  Richtung  kommt  nur  die  von  B.  de 
St.-Venant  aufgestellte  „Plastisitätstheorie"  in  Betracht,  die  wenigstens 
für  vollkommen  plastische  Medien  (d.  h.  für  solche,  die  bis  zu  der 
Fliessgjrenze  vollkommen  elastisch  sind  und  nachher  keine  Erhöhung 
der  Fliessgrenze  erleiden)  diese  Aufgabe  zu  lösen  versucht. 

Will  man  weitergehen  und  die  Hysteresis  und  den  zeitlichen  Verlauf 
der  Deformation  berücksichtigen,  so  ist  zunächst  der  von  P.  Duhem  ^^^) 
eingeschlagene  Weg  zu  erwähnen,  durch  formale  Ansätze  die  Vorgänge 
an  die  Elastizitätslehre  einerseits,  an  die  Thermodynamik  andrerseits 
anzuschliessen.  Natürlich  war  man  aber  stets  bestrebt,  sich  irgend- 
eine Vorstellung  von  dem  den  Erscheinungen  zugrunde  liegenden 
Mechanismus  zu  bilden.  Die  eiufachste  Vorstellung,  die  für  eine  Be- 
schreibung der  Vorgänge  in  Betracht  kommt,  ist  die  der  „imieren 
Beihung"  (Viskosität).   Man  kann  der  inneren  Reibung  Rechnung  tragen, 

Ing.  51  (1907),  p.  1974  u.  2065;  M.  Rudeloff,  Stahl  u.  Eisen  22  (1902),  p.  375, 
425;  E.  Leber,  Stahl  u.  Eisen  27  (1907),  p.  1121  u.  1160;  C.  J.  Snyders  u.  A.  M. 
Hackstroh,  Baumaterialienkunde  12  (1907),  p.  198;  E. Busch  -a.  J.Stummer,  Dinglers 
polyt.  Journ.  323  (1908),  p.  259^  277;  A.Leon  und  P.  Ludicik,  Mitteilungen  aus 
dem  mech.  techn.  Labor,  der  techn.  Hochschule  in  Wien  1909. 

135)  F.  E.  :Seumann,  Abhandl.  Akad.  Berlin  1841  [1843],  p.  1. 

136)  Es  genüge  hier  auf  die  folgenden  Arbeiten  P.  Dtihems  hinzuweisen: 
P.  Duhem,  Bruxelles,  Mem.  pres.  par  div.  savants  ä  l'Acad.  de  Belgique  54  (1896) 
Tl.  56  (1898),  sowie  Paris  C.  R.  118  (1894),  p.  974. 

Encyklop.  d.  math.  Wissensch     IV  2,  ii.  49 
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indem  man  in  die  Elastizitätsgleicliungen  Glieder  einfühlt,  die  von  den 
Deformationsgeschwindigkeiten  (von  den  zeitlichen  Differentialquo- 
tienten der  Deformationsgrössen)  abhängen  und  in  erster  Näherung 
diesen  proportional  gesetzt  werden.  Die  entsprechenden  Ansätze  für 
Kristalle  und  isotrope  Körper  hat  insbesondere  W.  Voigt  im  einzelnen 
ausgeführt.  Diese  Ansätze  sind  vielleicht  für  Berechnung  der  ge- 
dämpften Schwingungen  von  Nutzen,  können  aber  das  reichhaltige 
Material  der  Nachwirkungserscheinungen  nicht  einmal  qualitativ  wieder- 
geben. Namentlich  erhält  man  keine  Erklärung  für  die  spontane  Re- 
laxation bei  der  Deformationsgeschwindigkeit  Null.  Auch  die  Theorie 
M.  Brillouins,  der  sich  die  Metalle  aus  einem  zähflüssigen  Magma  und 
aus  elastisch  festen  Körnern  aufgebaut  denkt  und  die  Vorgänge  als 
Wechselwirkung  zwischen  Elastizität  der  festen  Kömer  und  Zähigkeit 
des  Magmas  deutet  (^„Theorie  des  Doppelmediums"),  kann,  obwohl  sie 
den  Erfahrungstatsachen  weit  besser  angepasst  werden  kanu.  kein  zu- 
treffendes Bild  von  der  Wirklichkeit  geben. 

Einen  von  dieser  Vorstellung  ganz  abweichenden  Weg  hat  J.  CI. 
Maxwell  eingeschlagen  dui-ch  die  „Annahme  der  spontanen  Relaxation" 
als  allgemeine  Eigenschaft  aller  Körper,  deren  Teilchen  in  irgend- 
welchen von  den  Gleichgewichtszuständen  abweichenden  Zwangslagen 
sich  befinden.  In  Maxweih  Vorstellung  erscheint  uns  der  Umstand 
als  wesentlich,  dass  Kraftveränderung  ohne  sichtbare  Bewegung  ent- 
stehen kann,  etwa  durch  Umlagerung  der  in  Zwangslage  befindlichen 
Teilchen.  Diese  Vorstellung  führt  eben  dazu,  dass  die  momentanen 
Werte  der  sichtbaren  Parameter  nicht  ausreichen,  den  weiteren  Ver- 
lauf zu  bestimmen.  L.  Boltzmann  ist  in  dieser  Hinsicht  so  weit  ge- 
gangen, dass  er  den  momentanen  Zustand  sozusagen  durch  Super- 
position  von  unendlich  vielen  Relaxationsvorgängen  ableitet,  die  von 
früheren  Deformationszuständen  ausgehen  und  unabhängig  voneinander 
verlaufen.  Er  berücksichtigt  also  die  gesamte  „Vorgeschichte"  (Heredität) 
des  Materials;  er  schreibt  gewissermassen  ein  Gedächtnis  dem  Material 
zu,  das  durch  eine  charakteristische  Funktion  der  seit  der  betreffenden 
Deformation  verflossenen  Zeit  angesetzt  wird.  Mathematisch  hat  dies 
zur  Folge,  dass  die  Vorgänge  statt  durch  Differentialgleichungen  durch 
Integrodiffcrentialglcichungen  geregelt  werden  ^'^'). 

In  den  folgenden  Nummern  sollen  die  hier  angedeuteten  Ansätze 
näher  dargestellt  werden.     Sie   bilden  eine  wenig  zusammenhängende 


137)  Vgl.  etwa  V.  Volteira,  Drei  Vorlesungen  über  neuere  Fortschritte  der 
math.  Physik,  deutsch  von  E.  Lamla.  Leipzig  1^14;  auch  Arch.  d.  Math.  u. 
Phys.  (3)  22  (1914),  p.  91ff. 
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Reihe  voneinaudor  zicmlirh  uuabhäiigigt'r  Theorien;  vielleicht  wird 
aber  durch  Nebeneinanderstelluiig  der  verschiedenen  Ansätze  ihre 
Leistungsfähigkeit  am  besten  beleuchtet. 

10.  Die  St.-Venantsche  Theorie  der  Plastizität.  Die  von  B.  de 
St.-Venant^^^)  aufgestellte  Theorie  der  Deformation  vollkommen  plasti- 
scher Medien  wurde  durch  die  Versuche  H.  Trescas^^^)  über  den  Aus- 
Huss  von  festen  Körpern  aus  Offnungen  und  über  den  Lochungsvor- 
gang bei  weichen  Metallen  veranlasst.  Tresca  schloss  aus  seinen  Ver- 
suchen, dass  für  die  Fliessgrenze  die  grösste  Schubspannung  oder,  was 
auf  dasselbe  hinausläuft,  die  Differenz  der  beiden  extremen  Haupt- 
spannungen massgebend  ist.  St.-Venant  nimmt  nun  an,  dass  bis  zu 
dieser  Grenze  der  Körper  vollkommen  elastisch  ist;  wird  sie  erreicht, 
so  fliesst  der  Körper  unter  konstanter  Last^*°). 

Beschränkt  man  sich  zunächst  auf  ziveidimensionale  Vorgänge,  so 
lauten  die  allgemeinen  Bewegungsgleichungen  eines  zweidimensionalen 
Kontinuums 

dx  '^  Ty   ~        ^\  Dt) ' 

ex 


,  CGy  (yr  DV\ 


(öj.,  6y  die  Xormalspannungen  parallel  der  x-  bzw.  ?/-Axe,  r  die  Tan- 
gentialspannung,  q  die  Dichte;  X,  Y  bezeichnen  die  Massenkräfte  pro 
Masseneinheit,  u,  v  die  Geschwindigkeiten,  y,  die  substantiellen  Diffe- 
rentialquotienten der  Euler  sehen  Gleichungen).  Zur  Bestimmung  der 
fünf  unbekannten  Grössen  6^,  6  ,  r,  n,  v  sind  drei  weitere  Gleichungen 
nötig.  St.-Venant?,  Annahmen  sind  wie  folgt: 
a)  Inkompressibilität  des  Mediums: 


1^  -f  |i^  =  0. 
ox    '    cy 


b)  Die  Fliessbedingung: 


(a  —ff  V 


138)  B.  de  St.-Venant,  J.  de  math.  (2)  16  (1871),  p.  308,  373  u.  verscliiedene 
Noten  in  Paris  C.  R.  66  (1868),  67  (1868),  68  (1869),  70  (1870),  81  (1875). 

139)  ff.  Tresca,  Paris  C.  R.  59  (1864),  p.  754;  64  (1867),  p.  442,  809,  1132; 
66  (1868),  p.  263,  1027,  1244,  1306;  68  (1869),  p.  1197;  70  (1870),  p.  27,  238,  288, 
368;  ff.  Tresca,  Paris,  Mem.  pres.  par  div.  sav.  18  (1868),  p   733;  20  (1872),  p.  75. 

140)  Es  hat  bereits  Tresea  versucht,  den  Ausflussvorgang  theoretisch  zu 
verfolgen;  doch  sowohl  seine  Arbeiten  -wie  die  ersten  diesbezüglichen  Arbeiten 
St.-Venants  liefern  nur  ein  Bild  der  kinematischen  Verhältnisse,  während  in 
einer  richtigen  Theorie  das  Kräftegleichgewicht  nicht  ausser  acht  gelassen 
werden  konnte. 

49* 
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(h  die  grösste  Schubspannung). 
c)  Schliesslich    wird    die    naheliegende  Voraussetzung    gemacht, 
dass  die  Fläche  der  grössten  Schubspannung  mit  der  Fläche 
grösster  Gleitgeschwindigkeit  zusammenfällt;    dies   liefert  die 
Gleichung 

'^x  —  '^y     r 

du      dv^  1  /du      dv\ 

d^^dy         'YXdy'^dxJ 

In  allen  jsraktischen  Fällen  kann  die  Trägheit  und  die  Schwere  ver- 
nachlässigt werden;  alsdann  sind  die  Gleichungen  erfüllt  durch  den 
Airy^ohen  Ansatz 


^x  = 

dy'' 

^  = 

d'F 
dx-  ' 

d^F 

T     = 

dxdy 

Die  Fliessbedingung  liefert  dann  die  Gleichung 

c^F\^  .    (c'F        c-F\ 


\cxdy)  "^  \dx^         dy')         ^^^^' 


die  mit  den  Randbedingungen  zur  Bestimmung  der  Funktion  F  aus- 
reicht, so  dass  der  Spannungszustand  von  dem  Deformationszustand 
unabhängig  ist. 

Bei  Erweiterung  der  Gleichungen  für  den  räumlichen  Spannungs- 
mstand  stösst  man  auf  die  Schwiei-igkeit,  dass  die  Anzahl  der  Be- 
dinffungen  für  die  Bestimmunor  der  Unbekannten  nicht  ausreicht.  Die 
Fliessbediugung  lautet  in  diesem  Falle 

wobei 

q  =  A^A,  +  A, A,  +  A, A^  _  r^^^  -  r;,  -  r]^  , 


r  =  A  T-    -I-  A  T^    4-  A  T-    —  A  A  A  —  2t    t 

'  X     <n      \      '—^uzx     T     "—^z    XU  x       ii       :  yz     zi 


T. 


'y    zx      I      ~~z    XU  — X       II       :  yz 

zwei  Invarianten  des  Spannungszustandes  bedeuten  und  A^,  A^,,  A. 
durch  die  Gleichungen 

(J_  +  <T,,  +  ff, 

bestimmt  werden.  Die  Bedingung  unter  c)  kann  auch  so  ausgesprochen 
werden,  dass  das  Spannungsellipsoid  und  das  Ellipsoid  der  Defor- 
mationsgeschwindigkeiten koaxial  gerichtet  sind.  Bezeichnen  wir  die 
Spannungskomponenten  mit  6^,  6^,  (?,,  r^^,  r^.,  t.^,  die  entsprechenden 
Deformationsgeschwindigkeiten    mit   e^,  b^,  €.,  y^^,  y^,,  y.^,    so    lautet 
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die  Bediii<^uug  der  Koaxial ität 


.K 

;/ 

xtj 

"*x- 

\ 

y.y 

'v- 

h 

^^ 

'y- 

f. 

'^V 

G,  — 

ö^ 

X,^ 

6  —  f  y 

Z  X  I  iX 

Um  eine  weitere  Gleichung  zu  erhalten,  fügt  M.  Levy^^^)  die  Be- 
dingung hinzu,  dass  das  Verhältnis  von  Schiebungsgeschwindigkeit 
(yxt/f  yyzi  Vzx^  "^^^  Sehubspannung  {t^y,  r^.,  r.J  in  jedem  Pimkt  von 
der  Richtung  unabhängig  sei.  Bei  isotropen  Flüssigkeiten  ist  dieser 
Wert  eine  absolute  Konstante  (Reibungskonstante),  bei  plastischen 
Medien  kann  sie  örtlich  veränderlich  sein,  aber  unabhängig  von  der 
Richtung. 

Eine  Weiterhilänng  der  Plastizitütstheorie,  namentlich  eine  befrie- 
digende Lösung  des  dreidimensionalen  Problems,  versuchten  Ä.  Haar 
und  Th.  V.  Kärmän^^^'')  auf  Grund  von  —  allerdings  auf  diesen  Fall 
hypothetisch  erweiterten  —  Yariationsprinzipen,  terner  B.v.3Iises^*^^). 
Der  letztere  macht  die  Annahme,  daß  die  zu  einem  bestimmten  er- 
forderliche Deformationszustand  Arbeit  unabhängig  vom  zeitlichen 
Verlauf  ist. 

Geht  man  von  dem  allgemeinen  Spannungszustand  zu  dem  ebenen 
Spannungszustand  über  und  ist  die  Bewegung  in  der  senkrechten 
Richtung  gehindert,  so  folgt  aus  der  letzten  Bedingung,  dass  die  dritte 
Hauptspannung  gleich  dem  arithmetischen  Mittelwert  der  beiden  an- 
deren Hauptspannungen  sei. 

Bei  axensymmetrischen  Spannungszuständen  muß  man  zwei  Fälle 
unterscheiden.  Ist  die  axiale  Hauptspannung  die  mittlere,  so  haben  wir 
lediglich  den  ebenen  Spannungszustand,  wobei  die  Grösse  der  axialen 
Hauptspannung  davon  abhängt,  ob  der  Körper  in  der  Axenrichtang 
sich  frei  dehnen  kann  oder  gehindert  wird.  Neues  bietet  dagegen  der 
Fall,  dass  die  „Ringspannung"  die  mittlere  Hauptspannnng  darstellt. 

St.-Venant  hat  auf  Grund  der  angegebenen  Gleichungen  mit  Ver- 
nachlässigung  der  Trägheit  folgende  Fälle  behandelt:  Torsion  kreis- 
runder Stäbe,  Biegung  viereckiger  Stäbe,  Beanspruchung  eines  Zylin- 
ders durch  inneren  Druck.    Ist  der  Zylinder  an  der  äusseren  Mantel- 

141)  M.  Levy,  J.  de  math.  (2)  16  (1871\  p.  369. 

141»)  A.Haar  und  Tli.v.  Kärmdn,  Gott.  Nachrichten,  math.  phys.  Klasse 
1909,  p.  112. 

141'»)  B.v.Mises,  Gott.  Nachrichten,  math.  phys.  Klasse  1913,  p.  582. 
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fläche  gehindert,  dagegen  in  der  Axenrichtung  frei,  so  entspricht  dies 
gewissermassen  dem  von  Tresca  untersuchten  Lochungsvorgang. 

17.  Theorie  der  inneren  Reibung  fester  Körper.  Die  Theorie 
der  Viskosität  oder  inneren  Reibung  fester  Körper  hat  insbesondere 
W.  Voigt^^^)  näher  ausgeführt.  Er  ergänzt  zunächst  die  stress-strain 
Relationen  des  allgemeinsten  i?boÄ'eschen  Gesetzes  durch  Glieder,  die 
die  Deformationsgeschwindigkeiten  enthalten.  Die  Spezialisierung  für 
isotrope  Körper  ^zeigt  dann,  dass  zwei  voneinander  unabhängige  Dämp- 
fungskonstanten auftreten  können,  die  der  Messung  durch  gedämpfte 
Biegungs-  bzw.  Torsionsversuche  zugänglich  sind. 

Die  Bewegungsgleichung  eines  tordierten  Drahtes,  an  welchem  ein 
Gewicht  mit  dem  Trägheitsmoment  6  hängt,  lautet  nach  diesem  Ansätze 


^'i§  +  ß{^  +  '''^)-0' 


wobei  a  die  Dämpfungskonstante  genannt  wird  und  charakteristisch 
für  das  Material  sein  soll.    Setzt  man  die  Lösung  in  der  Form 

/.t 

§■  =  0-^6       ^  cos     rp- 

an,  so  ist  das  logarithmische  Dekrement 

X  —  ^T 
Beachtet  man,  dass  angenähert  (für  geringe  Dämpfung) 

yj 

gilt,  so  wäre  das  logarithmische  Dekrement  proportional  dem  rezi- 
proken Wert  der  Schwingungsperiode.  Es  wurde  bereits  erwähnt, 
dass  dies  als  allgemeingültiges  Gesetz  durch  die  Erfahrungen  nicht 
bestätigt  wird. 

Eine  allgemeine,  allerdings  etwas  formelle  Begründung  des  An- 
satzes der  inneren  Reibung  lieferte  H.  Beissner^^^)  durch  Einführung 
verborgener,  zyklischer  Koordinaten  in  das  elastische  Potential.  Die 
Anwendung  der  Lagrangeschen  Bewegungsgieichungen  liefert  die  ela- 
stischen Grundgleichungen  mit  Reibungsgliedern. 

18.  Theorie  des  Doppelmediums.  Da  die  einfache  Vorstellung 
der  Viskosität    fester    Körper    den   Nachwirkungserscheinungeu    nicht 


142)  W.  Voigt,  Abb.  Gott.  Ges.  d.  Wiss.  36  (1890),  38  ^892),   sovrie  Ann.  d. 
Pbys.  47  (1892),  p.  671. 

143)  H.  Beissner,  Ann.  d.  Pbys.  9  (1902),  p.  44. 
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gerecht  wird,  hat  M.  Brillouin^'^^)  das  Verhalten  eines  festen  Mediums 
untersucht,  das  aus  elastisch  festen  Körnern  besteht,  die  in  eine  zähe 
Flüssigkeit  eingebettet  sind.  Die  Körner  werden  als  vollkommen  ela- 
stisch und  zunächst  ohne  Viskosität,  die  Flüssigkeit  als  vollkommen 
unelastisch  und  mit  Zähigkeit  behaftet  angenommen.  Die  Flüssifjkeit 
überträgt  die  Kräfte  zwischen  den  einzelnen  Körnern,  die  sich  nicht 
berühren,  und  gleicht  die  Druckunterschiede  aus,  indem  sie  von 
Stellen  höheren  zu  solchen  niederen  Druckes  fliesst.  Die  gesamte  De- 
formation setzt  sich  dann  aus  der  elastischen  Deformation  der  Körner 
und  aus  der  unelastischen  des  Zwischenmediums  zusammen.  Um  die 
Ideen  zu  fixieren,  wollen  wir  einen  Stab  von  der  Länge  l  betrachten, 
der  durch  die  KJraft  X  auf  die  Flächeneinheit  auf  Zug  beansprucht 
wird.    Für  die  elastische  Länffenänderunsf  können  wir  setzen 


'O 


Um  die  Längenänderung  infolge  der  Flüssigkeitsbewegung  zu  berechnen, 
bezeichnen  wir  die  Länge,  die  auf  das  flüssige  Medium  kommt,  mit  l^. 
Alsdann  dürfen  wir  ansetzen,  dass  die  Dehnungsgeschwindigkeit  pro- 
portional ist  der  Kraft,  umgekehrt  proportional  der  Reibuugskonstante 
und  ausserdem  abhängig  von  dem  Parameter  l^.   Wir  setzen  daher 

wobei  -F(?2)  eine  charakteristische  Funktion  des  Mediums  bedeutet. 
Fassen  wir  die  Gleichung  als  Diflferentialgleichung  für  l  auf,  so  lautet 
die  Lösung  mit 

z 

0 

t 

G(l^)  =  —  I  Xdt  -\-  Ä  (Ä  Integrationskonstante). 

0 

Denkt  man  sich  die  Gleichung  nach  Zg  formal  aufgelöst,  so  wird 

t 
1=  0[fxdt-\-  ä) 

0 

oder  die  Längenänderung  von  der  Zeit  ^  =  0  aus  gerechnet: 
1  —  1^=^  (^fx  dt  -i-Ä)  —  ^(Ä) . 


144)  M.  Brülouin,  Ann.  phys.  chim.  (7)  13  (1898),  p.  377;  14  (1898),  p.  311; 
15  (1898),  p.  447. 
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Auf  Grund  dieser  Überlegung  schlägt  Brilloiiin  als  allgemeine 
schematische  Gleichung  für  die  Beziehung  zwischen  der  Deformations- 
grösse  X  und  der  Kraftgrösse  X  folgenden  Ausdruck  vor: 

t 

x  =  l;X-\-^  [fx dt  -}-A)  —  0(Äj, 
6 

wobei  ^  eine  für  das  Material  charakteristische  Funktion  und  Ä  eine 

Konstante  ist,  die  von  dem  Anfangszustand  des  Materials  abhängt. 

Der  Bau  der  Gleichung  zeigt,  dass  Zustände,  für  die  der  Impuls 

t 

I  Xdt  denselben  Wert  hat,  auf  derselben  Geraden  x  —  IX  =  const. 

0 

der  X,  X-Ebene  liegen,  d.  h.  durch  rein  elastische  Änderung  inein- 
ander übergehen  können.  Nach  dieser  Theorie  ist  also  der  erteilte 
Impuls  massgebend  für  die  bleibende  Deformation  des  Materials. 
Man  kann  z.  B.  folgende  einfache  Fälle  diskutieren: 
1.  Ändert  man  die  Kraft  sehr  rasch,  aber  ohne  Stoss,  so  kann 
die  Impulsänderung  während  der  raschen  Be-  oder  Entlastung  ver- 
nachlässigt werden.  Beziehen  sich  die  Indizes  1  und  2  auf  Zustände 
unmittelbar  vor  und  nach  der  Änderung,  so  erhält  man 

X^  ~~~  w  >4.i   =   ^2  "^  -^^2  • 

Ändert  man  nur  die  Geschwindigkeit,  so  wird 

dXj^  n  dX^  dx^         7  dX^ 

'dt~'^  ~1Ü         ~dt  ~     ~dT ' 

Einige  einfache  Anwendungen  der  letzten  Gleichung  sind  folgende: 
a)  Wird    nach  Streckung   unter   konstanter  Geschwindigkeit    die 

Dehnung  konstant  gehalten  (-^^  ^  ^) '  ^^  ^^^  ^^^  zeitliche  Abnahme 

der  Kraft  nach  dem  Umkehrpunkt 


dX^ 
dt 


/dX^  1   dxj\  dx^  /dX^  1  \ 

~  \  dt  k    dt)  ~  dt  [dx^  ~  T)  ' 


d.  h.  proportional  der  Streckgeschwindigkeit  vor  dem  Umkehrpunkt. 
Dieses  Resultat  steht  mit  Beobachtungen  von  H.  JBouasse^^^)  im  Ein- 
klang. 

b)  Nach  genügender  Ruhepause  kann  man  setzen  -^  =     ,y  =  0, 

dx  d  X 

daraus  folgt    ^^^*  ==  7t     "^  - ,   d.  h.  nach  langer  Ruhepause  ist  jede  Be- 

oder  Entlastung,  die  sehr  rasch  vor  sich  geht,  rein  elastisch. 

2.  Die  Gleichung  einer  Belastungskurve  mit  der  konstanten  Streck- 
geschwindigkeit c  lautet,   falls  man  die  charakteristische  Funktion   d> 

145)  H.  Bouasse,  Ann.  Toul  (*2)  7  (1905),  p.  383. 
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entwickelt  denkt  in  der  Form  0  =  (p^  -\-  (piJ  -{-  (p.^J^  -\-  ■  •  •  und  sich 
auf  die  ersten  beiden  Glieder  beschränkt, 


a;  =  /.;iug(H-^'/) 


Die  Diskussion  der  lanffsamon  Wechselbelastung  mit  konstanter  Be- 
und  Entlastungsgeschwindigkeit  fühlt  zu  Zykeln,  die  den  Hysteresis- 
zykeln  so  weit  ähnlich  sind,  dass  sie  mit  rein  elastischer  Deformation 
beginnen.  Sie  gehorchen  aber  dem  Umkehrsatz  nicht,  sondern  werden 
nach  dem  Bereich  der  grösseren  Deformationen  verschoben.  Ist  die 
Funktion  ^  so  beschaffen,  dass  ihre  Ableitung  für  grosse  Werte  des 
Arguments  einem  endlichen  Grenzwert  sich  nähert,  so  nähern  sich  die 
Zykeln  einer  Grenzgestalt,  wie  es  der  Erfahrung  entspricht.  Ob  die 
Theorie  mit  der  Wirklichkeit  in  qualitative  Übereinstimmung  gebracht 
werden  kann,  hängt  demnach  davon  ab,  ob  die  charakteristische  Funk- 
tion eines  so  aufgebauten  Mediums   der  gestellten  Forderung  genügt. 

3.  Die  Diskussion  der  gedämpften  freien  Schwingungen  führt  zu 
dem  Resultat,  dass  das  logarithmische  Dekrement  der  Schwingungs- 
dauer proportional  ist.  Da  dies  der  Erfahrung  widerspricht,  schreibt 
M.  Brillouin  ausser  der  flüssigen  Masse  auch  den  elastischen  Körnern 
eine  Viskosität  zu.  Wird  nur  die  Viskosität  der  festen  Körner  berück- 
sichtigt, so  wird  das  logarithmische  Dekrement  umgekehrt  porpor- 
tional  der  Periode.  Durch  Vereinigung  der  beiden  Ansätze  erhält  man 
die  allgemeine  Formel: 

nimmt  also  zunächst  mit  T  ab,  erreicht  dann  ein  Minimum  und  nimmt 
schliesslich  proportional  mit  T  zu.  Die  bei  vielen  Metallen  beobach- 
tete Unabhängigkeit  des  Dekrements  von  der  Schwingungsdauer  er- 
klärt Brillouin  dadurch,  dass  die  betreffenden  Messungen  in  den  Be- 
reich des  Minimums  fallen.  Überwiegt  die  Viskosität  des  festen  oder 
des  flüssigen  Bestandteils,  so  erhält  man  Abnahme  oder  Zunahme  des 
Dekrements  mit  der  Periode. 

4.  Schliesslich  wollen  wir  den  Einfluss  von  freien  Schwingungen 
auf  die  Wirkung  vorangegangener  Belastungen  berechnen.  Erfahrungs- 
gemäss  kann  man  durch  Schwingungen  einen  Körper  in  den  jungfräu- 
lichen Zustand   zurückführen.    Nach   der  Brill(minsQh.&a.  Theorie   sind 

ti 

zwei  Zustände  zur  Zeit  t^  und  t^  gleichwertig,  wenn  j  Xdt  =  0  ist. 
Es  sei  der  Kraftverlauf  der  gedämpften  Schwingungen 

X=  X^e-"'  sinßt. 


752    IV  31.    Th.  V.  Kdrmän.    Physikalische  Grundlagen  der  FestigkeitsleLre. 

Die  bei  einer  Serie  von  freien  gedämpften  Schwingungen  erteilte  Im- 
pulsmenge beträgt  alsdann 

J  Xdt  =  ~^^i-^,  X, 

0 


oder  angenähert 


fxdt  =  ^;  =  ^^^-- 


Wurde  also  dem  Körper  vorher  eine  Überbelastung  durch  den  Im- 
puls 1  erteilt,  so  wird  diese  Wirkung  aufgehoben  durch  eine  Serie 
gedämpfter  Schwingungen  ausgehend  von  der  entgegengesetzten  An- 
fangsbelastung von  der  Grösse 

Wird  die  Anfangsamplitude  kleiner  gewählt,  so  müssen  entsprechend 
mehrere  Serien  ausgeführt  werden. 

In  einer  späteren  Arbeit  versucht  Brillouin^^^)  für  eine  einfache 
Anordnung  von  festen  Körnern  die  charakteristische  Funktion  Q  zu 
berechnen.  Um  den  Übelstand,  dass  bei  einer  zähen  Flüssigkeit  bei 
beliebig  kleiner  Belastung  beliebig  grosse  Deformationen  entstehen 
können,  zu  vermeiden,  berücksichtigt  er  die  Oberflächenspannung  der 
freien  Oberfläche  zwischen  den  Körnern,  die  dann  für  die  Elastizitäts- 
grenze massgebend  ist. 

19,  Theorie  der  Relaxation.  Maxwell  und  Boltzmann.  -/.  Cl. 
Maxivclh'^^'^)  Grundvorstellung  besteht  in  der  Annahme,  dass  das 
Material  sich  an  die  bestehende  Deformation  anpasst,  falls  diese  längere 
Zeit  anhält.  Diese  Anpassung  äussert  sich  in  einer  Abnahme  der  zur 
Aufrechterhaltung  des  Deformationszustandes  nötigen  Spannung.  Max- 
well setzt  die  Spannungsabnahme  proportional  der  jeweiligen  Spannung 
und  umgekehrt  proportional  einer  dem  Material  charakteristischen  Zeit- 
grösse  T,  die  er  „Belaxationszelt"  nannte.  Lautet  z.  B.  die  Beziehung 
zwischen  Spannung  und  Dehnung  nach  dem  IIooJcesch.en  Gesetz  a  =  Es 
{E  das  Elastizitätsmodul),  so  würde  für  die  zeitliche  Änderung  gelten 
ohne  Relaxation 

de  rp^^ 

dt  ~      dt' 


146)  M.  Brillouin,  Ann.  phjs.  chim.  (7)  15  ^;l898),  p.  447. 

147)  J.  Cl.  Maxwell,  Ency.  Brit.  9.  ed.   Vol.  VII,  p.  798  =  Scientific  Papers 
2,  Cambridge  1890,  p.  26. 
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mit  Berücksichtiffurifj  der  Relaxation 

dt  ^       dt~  T  ■ 

Als  lielaxationsgesetz  für  die  Spaimungsabiiahme  bei  konstanter  Deh- 

t 

nung  ergiebt  sich  <?  =  ö^e  '^ .  Danach  kann  man  die  Relaxationszeit 
als  jene  Zeit  definieren,  in  der  die  ursprüngliche  Spannung  6^  auf  den 
Wert  —  gesunken  ist.  Der  reziproke  Wert  -^  kann  als  Relaxations- 
geschwindigkeit bezeichnet  werden,  da  die  auf  die  Spannungseinheit  be- 
zogene Abnahme  mit  der  konstanten  Geschwindigkeit  -=7  vor  sich  geht. 


T 

(di 


Für  konstante  Deformationsgeschwindigkeit  (^  =  c)  erhält  man 
(5  =  EcT\\  —  (~^)  . 


die  Gleichung 


Die  verzögerte  Deformation  bei  konstanter  Spannung  würde  nach  dem 
Jbraa;?re/?schen  Ansatz  mit  konstanter  Geschwindigkeit  erfolgen. 

3Iaxu'ell^^^)  wollte  sowohl  die  Viskosität  der  Flüssigkeiten  als 
die  elastische  Nachwirkung  der  festen  Körper  aus  dem  Relaxations- 
gesetz ableiten.  Man  erhält  tatsächlich  ein  den  zähen  Flüssigkeiten 
ähnliches  Verhalten  durch  Annahme  einer  sehr  kleinen  Relaxations- 
zeit ^*^),  während  den  festen  Körpern  je  nach  dem  Grad  der  Nach- 
wirkung eine  Relaxationszeit  entsprechen  würde,  die  nach  Stunden 
oder  Tagen  zählt.  Allerdings  muss  der  Ansatz  so  modifiziert  werden, 
dass  die  Relaxation  sich  nicht  auf  die  gesamte  Spannung,  sondern  nur 
auf  den  Spannungsüberschuss  über  den  der  rein  elastischen  Defor- 
mation entsprechenden  Wert  bezieht,  damit  die  Abnahme  der  Spau- 
nuno-  bis  Null  bei  konstanter  Dehnung;  und  die  unbesci'enzte  Zunahme 
der  Dehnung  bei  konstanter  Spannimg  vermieden  wird. 

Von  der  MaxtveUschen  Vorstellung  aus  gelangt  man  zu  der 
Theorie  von  L.  Bolizmann^'^^),  wenn  man  den  momentanen  Zustand 
als  Superposition  von  unendlich  vielen  Relaxationsvorgängen  auffasst. 
Der  Verlauf  der  elementaren  Relaxationen  ist  dabei  bei  JBoltzmann 
nicht  an  die  Maxwelh(ih&  Gleichung  gebunden,  sondern  jeder  vorher- 

148)  J.  Cl.  Maxuell,  Phil.  Trans.  157  (1867),  p.  49  =  Scientific  Papers  2, 
Cambridge  1890,  p.  30. 

149)  Es  ist  besonders  untersucht  worden,  ob  Stoffe,  die  an  der  Grenze  der 
Fluidität  stellen,  den  Gleichungen  der  inneren  Reibung  von  Flüssigkeiten  oder 
den  Relaxationsgesetzen  gehorchen.  Vgl,  hierzu  B.  Beiger,  Dias.  Erlangen  1901, 
Phys.  Zeitschr.  4  (1901),  p.  541;  Ann.  Phys.  19  (1900),  p.  985;  31  (1910),  p.  51. 

150)  L.  Boltzmann,  Ann.  d.  Phys.  u.  Chemie,  Ergänz.-Bd.  7  (1876),  p.  624  = 
Gesammelte  Abhandlungen  Bd.  1,  Leipzig  1909,  p.  616. 
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gegangenen  Deformation  wird  in  ihrer  Wirkung  auf  den  momentanen 
Deformationszustand  ein  Gewicht  zugeschrieben,  das  eine  Funktion  der 
seit  der  betreffenden  Deformation  verstrichenen  Zeit  ist.  Voraussetzung 
der  Theorie  ist  daher  die  voneinander  unabhängige  Superposition  der 
Nachwirkungen,  d.  h.  die  Nachwirkung  zur  Zeit  t,  die  von  einem  Zu- 
stand zur  Zeit  r  herrührt,  ist  unabhängig  von  den  in  der  Zwischen- 
zeit herrschenden  Zuständen  und  nur  abhängig  von  der  verstrichenen 
Zeit  (o  ==  t  —  t. 

Boltzmann  modifiziert  —  um  die  Nachwirkung  zu  berücksich- 
tigen —  das  Hoolesche  Gesetz  durch  Hinzufügen  von  Integralen,  die 
die  Vorgeschichte  des  Materials  in  der  angedeuteten  Weise  berück- 
sichtigen: 

<?,=  AÖ  +  2^a^-f[cp{co)d{t-o3)  +  24>{cj)8,{t-to)]da}, 

0 

00 

0 

eo 

ß,  =  ^0  -\-2a  f,  —f[(p{(o)  e{t—a))  +  2ip{co)  s^  (t  —  «)]  do3, 

0 

eo 

^.ry  =  ^  7x,j  —J  t(p)  y^yit  —co)d(o, 

0 

00 

^2/.  =  ^  r,j.  —j  t  (ö)  Vy,  {t  —  cö)dco, 

0 

00 


(f^,  £y,  €.,  y^y,  Yy,,  y,^  die  Deformationsgrössen,  6  die  Dilatation,  A.  u 
die  Elastizitätskonstanten  in  der  Za)»eschen  Bezeichnung).  Die  Funk- 
tionen (p  und  jh  sind  für  das  Material  charakteristische  Funktionen, 
die  man  als  „Erinnerungsfunliioneyi"  bezeichnen  kann.^^^)  Sie  müssen 
mit  wachsendem  Argument  monoton  abnehmen;  ihr  Verlauf  soll  durch 
elementare  Versuche  bestimmt  werden.  Einige  Beispiele  wollen  wir 
näher  ausführen. 

151)  F.  Volterra  hat  sich  vom  mathematischen  Standpunkt  aus  mit  diesen 
lutegro-DifFerentialgleichungen  der  Elastizitätstheorie  beschäftigt:  Koma,  Acc.  dei 
Lincei  Rend.  (5)  18,  2  (1904),  p.  295,  423,  577;  siehe  vor  allem  T'.  Volterra,  Le^ons 
sur  les  ^quations  integrales  et  les  equations  integro-dilferentielles,  Paris  1913 ;  ferner 
Gr.  Giorgi,  Roma,  Acc.  dei  Lincei  Rend.  (5)  21  (1912),  p.  (S%'.^.  Die  Boltzmann- 
schen  Gleichungen  wurden  von  E.  liiccke  auf  anderem  Wege  abgeleitet,  Ann.  d. 
Phys.  u.  Chem.  20  (1883),  p.  484. 
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a)  lielaxation.  Ein  Dnilit  sei  bis  t  =  0  untordiert,  von  diesem 
Moment  an  sei  um  den  Winkel  -it  verdreht,  und  die  Verdrehung  wird 
konstant  gehalten.  Bei  kreisförmigem  Querschnitt  liefern  die  Grund- 
irleichun^en  für  den  zeitlichen  Verlauf  des  Drehmomentes 


3f^=  ^^  [,u— y ^(ß))rf(DJ 


(J  das  polare  Trägheitsmoment  des  Drahtquerschnittes,  l  die  Länge). 
Wird  der  Anfangswert  des  Drehmomentes  mit  3Iq  bezeichnet,  so  er- 
hält man  aus 

d.  h.  durch  Beobachtung  der  zeitlichen  Abnahme  des  Drehmoments 
lässt  sich  die  charakteristische  Funktion  4>  bestimmen.  Der  entspre- 
chende Zugversuch  liefert  q). 

Der  Grenzwert  der  Belastung  ist  in  dem  obigen  Beispiel 

0 
so 

d.h.   fi'=ft —  /  ip((o)d(o  ist  der  „Endwert  des  Elastizitätsmoduls". 

0 

b)  Verzöge^'te  Deformation.  Der  Draht  sei  bis  zur  Zeit  ^  =  0  un- 
tordiert. Von  nun  an  wirke  auf  ihn  ein  konstantes  Drehmoment  31. 
Wird  die  bei  plötzlicher  Belastung  eintretende  Deformation  mit  -O-q 
bezeichnet,  so  ist  der  zeitliche  Verlauf  der  Verdrehung  durch  folgende 
Integralgleichung  gegeben 
i 

f^{ci)ip(t  —(o)dco  =  ii{^  —  -9-0) 
0 

oder  mit  Anwendung  des  ersten  Mittelwertsatzes 

t 


^  0 


wobei  t'  einen  zwischen  0   und  t  liegenden  Zeitpunkt  bedeutet.    Mit 
genügender  Annäherung  kann  man  setzen 
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c;  Die  Gleichung  der  freien  Schwingungen  wird  (ö  das  Triigheits- 
moment  des  mitschwingenden  Gewichtes) 

^^+  { (^  ^  -  A  («)  ^(^  -  "^  ^")  =  ö  • 

Setzt  man  als  angenäherte  Lösung 
und  entwickelt  man  die  Gleichung  nach  a,  so  erhält  man 


a='      I  sin  (v(o)ip(c))  dl 


Die  angenäherte  Lösung  ist  also  richtig  für  grosse  Werte  von  t,  falls 
das  Integral  für  ^  =  oc  sich  einem  endlichen  Grenzwert  nähert. 
Also  kann  man  schreiben 


a  =  —  /  sin  vco  il^{(o)  di 


0 

und  daraus 


t(t)  =  '^f^smvtdv 


Wenn  daher  das  logarithmische  Dekrement  l  =  aT  als  Funktion  der 

27t 

Periode  T  experimentell  gegeben  ist,  so  ist  Avegen  v  =   „, 

00 

ip(t)  =  -'"^s    /  A(v)  dv  sin  (vi)  . 

0 

Boltzmann  schliesst  umgekehrt  für  einen  von  ihm  angenommenen 
wahrscheinlichen  Verlauf  der  Funktion  ^'(f),  dass  ).  konstant  sei.  Seine 
diesbezüglichen  Annäherungsrechnungen  sind  nicht  überzeugend  und 
müssten  wohl  mit  Hilfe  der  Theorie  der  Litegralgleichungen  genauer 
durchgeführt  Averden. 

Man  gelangt  von  den  B6ltzmanns,(i\ieTi  Gleichungen  unmittelbar 
zu  dem  MaxtvelhohQn.  Ansatz,  wenn  man  als  Erinnerungsfunktion  eine 
Exponentialfunktion   wählt.     Die    Grundgleichung  würde    dann    huiten 

für  Verdrehung  mit 

t 


T 
t 


ip(t)  =  ae 
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oder  nach  Differentiation 

'■  p 


^,(^-^"*)  +  — 2^  +  * 


Beachtet  man,  dass  für  plötzliche  Belastung 
für  t  =^  oc  dagegen  (bei  konstantem  %•) 

gilt,  so  erhält  man  das  allgemeine  Relaxationsgesetz  in  folgender  Form: 

dja  —  Es) 6  —  E's 

dt        ~        T       ' 

d.  h.  die  Abnahme  des  Spannungsüberschusses  über  den  Wert,  der 
einer  plötzlichen  Belastung  entsprechen  würde,  ist  proportional  dem 
Spannungsüberschuss  gegenüber  demjenigen  Wert,  der  sich  bei  Re- 
laxation mit  konstanter  Dehnung  einstellen  würde. 

Den  Zusammenhang  der  Maxwelhchen  und  BoltzmannschQn.  An- 
sätze hat  inshesondere  E.  Wiecliert^^'^)  gezeigt.  Er  geht  von  den 
Maxwellsf^QJi  Ansätzen  aus  und  sucht  den  experimentellen  Tatsachen 
dadurch  gerecht  zu  werden,  dass  er  den  Gesamtvorgang  als  Summe 
von  einigen  unabhängigen  Einzelrelaxationen  darstellt,  die  aber  alle 
für  sich  dem  einfachen  Exponentialgesetz  gehorchen.  Er  schreibt  ins- 
besondere den  einzelnen  Deformationsgrössen  voneinander  unabhängige 
und  verschiedene  Relaxationsgeschwindigkeit  zu. 

II.  Standpunkt  der  Strukturtheorie. 
20.  Allgemeines.  Die  grossen  Erfolge  der  molekularen  Theorie 
der  Gase  und  Lösungen,  ferner  des  thermischen  Verhaltens  fester  Körper 
berechtigen  zu  der  Annahme,  dass  das  Verständnis  der  Hysteresis  und 
Nachwirkungserscheinungen  auch  erst  auf  der  Grundlage  der  mole- 
kularen Vorstellungen  zu  erreichen  sein  wird.  Die  molekulare  Theorie 
der  Elastizität  selbst  ist  bereits  von  den  klassischen  Begründern  der 
Elastizitätslehre  entwickelt  worden  ^^^*),  sie  beschränkte  sich  jedoch  auf 
die  Ableitung  des  Soo/reschen  Gesetzes,  d.  h.  der  Beziehung  zwischen 
Spannungen  und  Dehnungen  bei  kleinen  Deformationen  vollkommen 
elastischer  Körper.  Darüber  hinaus  ist  auch  seitdem  nur  wenig  ge- 
leistet worden.    Die  molekulare  Theorie   der  Deformation  jenseits  der 


152)  E.  Wiechert,  Ann.  d.  Phys.  u.  Cham.  50  (1893),  p.  546. 
152»)  Vgl.  IV  23  (MüUer-Timpe). 
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Elastizitätsgrenze,  der  Hysteresis  und  der  Nacliwirkuiig  ist  über  die 
ersten  Ansätze  kaum  hinausgekommen;  in  dem  vorliegenden  Referate 
sollen  aber  wenigstens  die  Ziele  und  Methoden  einer  solchen  Theorie 
festgelegt  werden. 

Während  für  die  Kontinuumstheorie  der  isotrope  Körper  als  das 
einfachste  Gebilde  erseheint,  geht  die  Molekulartheorie  fester  Körper 
von  dem  Kristall  aus;  dies  ist  dadurch  begründet,  dass  wir  über  den 
Aufbau  kristallinischer  Körper  gewisse  bestimmte  Vorstellungen,  die 
sog.  „Rauragittertheorien%  besitzen,  andererseits  auch  dadurch,  dass  die 
meisten  Stoffe,  die  wir  bei  unseren  Elastizitätsversuchen  und  Festig- 
keitsberechnungen als  isotrope  Körper  betrachten,  bei  näherer  Unter- 
suchung als  aus  zahlreichen,  unregelmässig  verteilten  kristallinischen 
Bausteinen  aufgebaute  Konglomerate  („kristallinische  Haufwerke'*')  er- 
scheinen. Namentlich  sind  die  meisten  Metalle  und  Gesteine  als  solche 
„quasiisotrope"  Körper  anzusehen,  und  ihre  Deformationen  sind  ledig- 
lich durch  die  Möglichkeit  der  Deformation  der  einzelnen  Kristalle 
bedingt. 

Die  molekulare  Theorie  der  bleibenden  Deformation  der  Kristalle  führt 
auf  die  grundlegende,  jedoch  bisher  ungelöste  Frage  der  Stabilität  der 
Raumgitteranordnungen.  Die  Hauptschwierigkeit  besteht  in  unserer 
völligen  Unkenntnis  des  Kraftgesetzes  zwischen  den  molekularen  Bau- 
steinen. So  müssen  wir  zunächst  auf  eine  Theorie  dieser  Erscheinungen 
verzichten  und  uns  mit  der  Zusammenstellung  der  verschiedenen  Mos- 
lichkeiten  der  bleibenden  Deformation  begnügen,  die  hauptsächlich  von 
den  Mineralogen  beobachtet  wurden  (Nr.  21).  Diese  sind  für  die  Klä- 
rung der  physikalischen  "Grundlagen  der  Festigkeitslehre  nicht  ohne 
Einfluss  geblieben,  da  man  erst  durch  Übertragung  der  an  Einzel- 
kristallen gewonnenen  Beobachtungen  auf  die  quasiisotropen  Konglo- 
merate die  Vorgänge  in  diesen  letzteren  verstehen  konnte.  Heute  liegt 
ein  sehr  reichhaltiges  Beobachtungsmaterial  vor  über  die  bei  Metallen 
und  Gesteinen  durch  bleibende  Formänderungen  hervorgerufenen  Ge- 
fügeänderungen,  und  unsere  Vorstellungen  über  Plastizität  und  Sprö- 
digkeit,  Fliessen  und  Bruch  wurden  durch  diese  wesentlich  gefördert 
(Nr.  22).  Durch  Heranziehung  der  Gesetze  des  thermodynaniischen 
Gleicbgewichts  ist  ferner  die  früher  nur  empirisch  bekannte  Abhängig- 
keit der  Festigkeitseigenschaften  der  Metalle  und  der  Legierungen  von 
der  Wärmebehandlung  in  den  meisten  Fällen  geklärt  worden  (Nr.  23). 

Die  molehdare  Theorie  der  Hysteresis  und  der  elastischen  yach- 
ivirliung  stösst  zunächst  offenbar  auf  dieselben  Schwierigkeiten  wie  die 
Theorie  der  bleibenden  Deformation.  Ein  einfaches  Modell  für  die 
Hysteresis  in  homogenen  Kristallen  ist  von  J.  A.  Ewinq^^^)  aufgestellt 
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worden;  die  Nachwirkung  in  Kristallen  hängt  offenbar  mit  dorn  Pro- 
blem der  Wärmebcwegung  zusammen,  namentlicli  lässt  sich  vermuten, 
dass  zwischen  Nachwirkung  (Viskosität)  und  VVärmeleitung  ein  ähn- 
licher Zusammenhang  besteht,  wie  bei  Gasen  von  der  kinetischen 
Theorie  nachgewiesen  wurde.  Es  scheint  aber,  dass  die  Nachwirkungs- 
erscheinungen, wie  sie  bei  quasiisotropen  Medien  beobachtet  werden, 
nicht  so  sehr  von  den  Vorgängen  in  den  Kristallen  als  von  denen  an 
den  Trennungsflächen  derselben  bedingt  sind.  In  dieser  Richtung  bilden 
die  Ansätze  von  L.  Prandtl  den  Kern  einer  künftig  näher  zu  entwickeln- 
den Theorie.  Er  zeigt  namentlich  an  einfachen  Modellen,  dass  bei  rela- 
tiver Verschiebung  von  raumgitterartig  aufgebauten  Molekulargruppen 
notwendigerweise  Hjsteresis  und  mit  Berücksichtigung  der  thermischen 
Bewegung  Nachwirkung  sich  zeigen  muss.  Die  Prandtlschen  Ansätze 
sind  in  Nr.  24  dargestellt  und  bilden  den  Schluss  dieses  Referates. 

21.  Bleibende  Deformationen  in  Kristallen.  Es  ist  von  meh- 
reren Mineralogen^^*)  nachgewiesen  worden,  dass  Kristalle  endliche 
bleibende  Formänderungen  erfahren  können,  ohne  dass  der  Zusammen- 
hang der  Teile  gelockert  wird.  Das  Charakteristische  an  diesen  De- 
formationen besteht  darin,  dass  die  bleibende  Deformation  nicht  stetig 
vor  sich  geht,  sondern  in  einem  „Umschnappen  in  eine  andere  Gleich- 
gewichtskonfiguration" besteht.  Man  unterscheidet  insbesondere  zwei 
Arten  der  Formänderung,  je  nachdem  die  durch  die  Deformation  in 
Mitleidenschaft  gezogenen  Lamellen  ihre  optische  Orientierung  geändert 
haben  oder  nicht.  Die  erste  Art  der  Formänderung  ist  bei  Ki-istall- 
systemeu  möglich,  bei  denen  zwei  spiegelbildlich  symmetrische  Kri- 
stallformen möglich  sind  („Zwillingslage"),  man  bezeichnet  sie  als  „ein- 
fache Scldehung".  Man  kann  die  Erscheinung  z.  B.  in  ziemlich  grossen 
Dimensionen  an  Kalkspatrhomboedern  beobachten  ^^^).  Die  zweite  Art 
der  Formänderung  wird  „Translation'^  genannt;  man  kann  sie  in  der 
Weise  sich  vorstellen,  dass  die  Molekülreihen  aneinander  um  eine  oder 
mehrere  Stelleu  vorbeigeschoben  werden;  im  Innern  des  Kristalls  hat 
die  Anordnung  der  Moleküle  dadurch  gar  keine  Änderung  erfahren, 
nur  die  individuellen  Moleküle  haben  ihre  Plätze  gewechselt. 

Über  die  mechanischen  Bedingungen,  namentlich  über  den  Kraft- 
bedarf der  Schiebung  und  Translation,  ist  wenig  bekannt.    W.  Voigt^^^) 


153)  J.  A.  Eiving,  British  Assoc.  Rep.  1906,  p.  657. 

154)  Ygl.  z.  B.  Fortschritte  der  Mineralogie,  Kristallographie  und  Petro- 
graphie  2  (1911),  auch  den  Art.  V  7  über  Kristallographie  (C:  Prüfung  der  Struk- 
turtheorien, 0.  3Iügge). 

155)  E.  Beusch,  Ann.  d.Phys.  u.  Chem.  132  (1867),  p.  441;  147  (1872 1,  p.  307. 

156)  W.  Voigt,  Ann.  Phys.  u.  Chem.  67  (1899),  p.  201. 

Encyklop.  d.  math.  Wissensch.     IV  2,  ii.  50 
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hat  die  zur  einfachen  Schiebung  von  Kalkspatlamellen  erforderliche 
Schubspannung,  die  sozusagen  die  „Elastizitätsgrenze''  des  Kristalls 
darstellt,  experimentell  untersucht.  Theoretische  Betrachtungen,  die 
sich  auf  die  bleibende  Änderung  der  Kristalle  beziehen  oder  bezogen 
werden  können,  liegen  auch  nur  sehr  vereinzelt  vor.  Lord  Kelvin^^') 
giebt  eine  Betrachtung  über  die  möglichen  Gleichgewichtslagen  eines 
eindimensionalen  Modells  unter  Annahme  eines  periodischen  Kraft- 
gesetzes, wie  es  von  M.  J.  Boscovich  zuerst  angenommen  wurde.  Näher 
zu  unserem  Problem  steht  eine  Betrachtung  von  J.  A.  Eiving^^^),  die 
er  im  Anschluss  an  seine  experimentellen  Forschungen  über  die  Form- 
änderung der  Metalle  anstellt.  Nach  seinem  Modell  sollen  die  Moleküle 
Kugelgestalt  besitzen,  aber  an  den  Durchstosspunkten  der  drei  Axeu 
eines  durch  den  Kugelmittelpunkt  gehenden  rechtwinkligen  Koordi- 
natensystems Polaritäten  aufweisen,  derart,  dass  gegenüberliegende 
Pole  entgegengesetzt  sind.  Unter  dem  Einfluss  der  durch  die  polaren 
Wirkungen  hervorgerufenen  Drehmomente  lagern  sich  die  Moleküle 
bei  der  Kristallisation  regelmässig  in  Reihen  an,  so  dass  jeder  der 
sechs  Pole  des  Moleküls  an  ungleichnamige  Pole  seiner  Nachbarmole- 
küle angrenzt.  Diese  Anordnung  ist  die  stabilste.  Dreht  man  zwei 
Nachbarmoleküle  im  entgegengesetzten  Sinn  um  90^,  so  ist  die  An- 
ordnung weniger  stabil,  indem  von  den  sechs  Polen  jeder  der  beiden 
Moleküle  nur  noch  fünf  ungleichnamige  gegenüberstehen,  während  der 
sechste  an  einen  gleichnamigen  angrenzt.  Bei  genügend  starken  Er- 
schütterungen wird  diese  Gleichgewichtslage  in  die  ursprüngliche  sta- 
bile übergehen.  Eine  Deformation  des  Körpers  entspricht  der  gegen- 
seitigen Verrückung  von  Molekülreihen.  Ist  die  Deformation  nicht  zu 
gross,  so  werden  infolge  der  gegenseitigen  Verschiebung  der  Moleküle 
Kräfte  geweckt,  die  die  Moleküle  in  ihre  ursprüngliche  Lage  und 
Orientierung  zurückzutreiben  suchen.  Infolgedessen  werden  beim  Nach- 
lassen der  deformierenden  Belastung  des  Körpers  die  Moleküle  wieder 
ihre  alte  Lage  einnehmen,  d.  h.  die  Deformation  war  rein  elastisch. 
Durch  genügend  starke  Belastung  wird  dagegen  der  Zusammenhang 
der  Moleküle  zu  beiden  Seiten  der  Gleitfläche  gelockert,  wobei  eine 
Drehung  der  Moleküle  in  eine  andere  Gleichsfewichtslacre  erfolgen 
kann.  An  Hand  dieses  Modells  ist  das  Fliessen  sowie  die  Ermüdungs- 
und Erholungserscheinungen  zu  erklären. 

An  dieser  Stelle  sind  auch  die  flüssigen  Kristalle^^^)  zu  erwähnen, 

157)  Lord  Kelvin,  Baltimore  Lectures,   London   1004,   p.  643;   deutsch   von 
B.  Weinstein,  u.  d.  T,  Vorlesungen  über  Molekulardynamik,  Leipzig  1909,  p.  538. 

158)  /.  .1.  Einng,    British  Assoc.  Report   lüOC,    p.  ÜöT ;    Phil.  Mag.  (6)  12 
(1906\  p.  254. 


22.  Bleibende  Deformation  in  krißtallinischen  Haufwerken.  761 

die  von  den  festen  Kristallen  sich  oflenbar  dadurch  unterscheiden,  dass 
ihre  Elastizitiits'jfrenze  ausserordcutlich  iiirdri«;-  liegt,  so  dass  äusserst 
geringe  Kräfte  geuügeu,  um  in  dem  Kauragitter  Verschiebungen  oder 
Umlagerungen  hervorzurufen.  Dementsprechend  wird  die  Gestalt  des 
Kristalls  wie  bei  amorphen  Flüssigkeiten  lediglich  durch  die  Ober- 
flächenspannung bestimmt.  Die  mechanischen  Eigenschaften  der  flüs- 
sigen Kristalle  sind  noch  weniger  untersucht;  für  das  Problem  der 
Kohäsionskräfte  und  der  stabilen  Molekularanordnungen  wäre  dies 
aber  von  hervorragender  Wichtigkeit. 

22.  Bleibende  Deformation  in  kristallinischen  Haufwerken.  Der 
Ausgangspunkt  zur  Analyse  der  bleibenden  Formänderungen  in  kri- 
stallinischen Konglomeraten  (Haufwerken)  bildet  die  Unterscheidung 
zwischen  sog.  „hanaleti"  und  „JiristallimscJien^'  Formänderungen.^'"^)  Als 
banale  Formänderungen  bezeichnet  man  Deformationen,  bei  denen  die 
Körner  gegeneinander  verschoben  oder  vei'dreht  werden;  diese  haben 
mit  der  kristallinischen  Orientierung  der  Körner  nichts  zu  tun,  sondern 
hängen  lediglich  vom  Spannungszustand  ab;  die  kristallinischen  De- 
formationen setzen  sich  dagegen  aus  den  in  Nr.  21  behandelten  mole- 
kularen Umlagerungen  zusammen.  Die  bleibende  Deformation  eines 
quasiisotropen  Körpers  ist  im  allgemeinen  ein  Gemisch  dieser  beiden 
Deformationstypen,  doch  ist  die  eine  oder  andere  vorwiegend  bei  verr 
schiedenen  Stofi'en  und  auch  in  verschiedenen  Stadien  der  Deformation 
desselben  Stoffes.  Die  äusseren  Merkmale  der  beiden  Deformations- 
typen sind  die  Fliess-  und  GleitKnien,  die  wir  nach  der  Deformation 
an  der  Oberfläche  der  Probestücke  wahrnehmen,  oft  ohne  jede  weitere 
Präparation,  oft  aber  nur,  nachdem  sie  durch  „Atzung"  deutlich  ge- 
macht werden.  Jede  Zeichnung,  Liniensystem  oder  Fältung,  deren 
Orientierung  nur  von  dem  Spannungszustand  abhängt,  ist  ein  Zeichen 
der  banalen  Deformation,  dagegen  ist  die  Richtung  der  Linien  Systeme, 
die  durch  kristallinische  Deformation  entstehen,  lediglich  durch  die 
Orientierung  der  Einzelkristalle  bedingt.  Man  nennt  die  Linien  erster  Art 
f^iessfiguren"  (auch  Liiderssche  oder  Hartmannsche  Linien),  während 
die  Linien  zweiter  Art,  die  im  Gegensatz  zu  den  zumeist  mit  freiem 
Auge  wahrnehmbaren  Fliessfiguren  erst  durch  die  mikroskopische 
Untersuchung  polierter  und  zumeist  geätzter  Flächen  hervortreten,  als 
„Ghitlinien"  (sliphands  nach  J.  A.  Ewing'^^'^))  bezeichnet  werden. 

159)  Vgl.  etwa  0.  LeJimann,  Flüssige  Kristalle  sowie  Plastizität  von  Kri- 
stallen, Leipzig  1904  und  0.  Lehmann,  Die  neue  Welt  der  flüssigen  Kristalle, 
Leipzig  1911. 

160)  Vgl.  etwa  W.  v.  Moellendorff'  und  J.  Czochrcdski,  Z.  d.  Ver.  d.  Ing.  57 
(1913),  p.  931. 

50* 


762     IV  31.    Th.  V.  Kürmän.     Physikalische  Grundlagen  der  Festigkeitslehre. 

Die  banale  Deformation  (auch  „intergranulare^'  Deformation  ge- 
nannt) von  kristallinischen  Haufwerken  bestellt  in  relativer  Verschie- 
bung, Drehen  und  Rollen  der  kristallinischen  Körner  („Kristallite"  i  und 
tritt  zunächst  bei  den  Stoffen  auf,  die  wir  als  „spröde"  bezeichnen.  Die 
Sprödigkeit  bestellt  eben  darin,  dass  der  Widerstand  gegen  kristalli- 
nische oder  intragranulare  Deformation  (bleibende  Änderung  innerhalb 
der  Kristallkörnerj  grösser  ist  als  gegen  relative  Lagenänderungen  der 
ganzen  Kristalle.  •'^^)  Durch  die  banale  Deformation  wird  der  Zusam- 
menhang der  Kristallite  wenigstens  gelockert,  so  dass  der  Kraftbedarf 
zur  weiteren  Deformation  sinkt;  weitere  Fortsetzung  der  banalen  De- 
formation führt  dann  zum  Bruch.  Ausser  spröden  Stoffen  tritt  vor- 
nehmlich banale  Deformation  auf  bei  sämtlichen  zähen  Stoffen,  nach- 
dem das  gleichmässige  Fliessen,  welches  kristallinischer  Natur  ist, 
aufgehört  hat.  Diese  banale  Deformation  führt  allmählich  zur  Zer- 
störung der  ursprünglichen  Struktur  und  zum  Bruch.  Im  Gegensatz 
zu  der  banalen  Formänderung  spröder  Körper,  die  intragranular  gar 
keine  oder  äusserst  geringe  Deformationen  erleiden,  fordert  die  banale 
Formänderung  gereckter,  zäher  Stoffe  wachsenden  Kraftaufwand.  Bei 
einigen  Stoffen,  insbesondere  bei  Eisen-Kohlenlegierungen,  ist  noch  ein 
Stadium  banaler  Deformation  vorhanden  zwischen  der  elastischen  De- 
formation und  dem  kristallinischen  Fliessen.  Beim  Festigkeitsversuch 
äussert  sich  dies  in  der  Erscheinung  der  oberen  und  unteren  Fliess- 
grenze. Man  nimmt  an,  dass  diese  banale  Formänderung,  die  nach 
gewisser  Formänderung  wieder  aufhört,  nur  in  Haufwerken  auftritt, 
die  aus  verschiedenen  Arten  von  Kristalliten  bestehen.  Beim  Eisen 
wird  angenommen,  dass  der  sog.  Perlit  (eutektisches  Gemisch  von  Eisen- 
karbid und  a-Eisen)  ein  festes  Gerippe  bildet,  das  die  kristallinische 
Deformation  der  weicheren  Ferritkristalle  (a- Eisen)  hindert.  Au  der 
oberen  Fliessgrenze  bricht  das  Gerippe  durch  banale  Deformation  der 
Körner  zusammen,  und  alsdann  erfolgt  das  Fliessen  durch  kristallinische 
Formänderung  der  Ferritkörner. 

Die  kristallmische  Deforination'^^^)  von  quasiisotropen  Medien  be- 
steht der  Hauptsache  nach  in  Translationen  und  einfachen  Schie- 
bungen,  die   in   den  einzelnen  Kristalliten  auftreten.    Ausserdem  sind 

161)  J.  A.  Eicing  und  W.  Rosenhain,  Phil.  Trans.  193  (1900),  p.  353  u.  195 
(1901),  p.  279;  W.  Bosenhain,  Iron  and  Steel  Institute,  Journal  65  (1904),  p.  385 
u.  70  (1906),  p.  189:  vgl.  auch  E.  Heyn,  Zeitschr.  d.  Yer.  d.  Ing.  41  (1900),  p.  433; 
0.  Mügge,  Neues  Jahrbuch  der  Mineralogie  1  (189?<\  p.  71  u.  2  (1899\  p.  55. 

162)  Vgl.  Th.  V.  Kdrmdn,  'Mitteilungen  über  Forschungsarbeiten,  Heft  118 
(1912). 

163)  Vgl.  A.  Mar tens-E.  Heyn,  Materialienkunde  für  den  Maschinenbau, 
Bd.  HA,  Berlin  1912,  p.  219ff. 
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'/.war  auch  andere  plastische  Deformationen  der  Kri.sta]lite  (Jiiegung, 
Faltung)  zu  beobachten,  doch  sind  die  beiden  ersten  Arten  der  mole- 
kularen Uuilageruug  vorwiegend.  Als  äusseres  Zeichen  der  Umlage- 
riing  bemerkt  man  an  polierten  Fläch<  n  der  Metalle  die  sog.  „Gleit- 
linien" (slipbands),  die  wahrscheinlich  dadurch  zustande  kommen,  dass 
die  Kanten  der  geschobenen  Lamellen  sich  aus  der  glatten  Oberfläche 
hervorheben.  Die  Orientierung  der  Gleitlinien  ist  durch  die  Orientie- 
rung der  Kristallite  bestimmt,  es  hängt  jedoch  vom  Spannungszustand 
ab,  in  welcher  Reihenfolge  die  Kristallite  zur  Gleitlinienbildung  ge- 
langen. ^^*)  G.  Tammann  und  0.  Faust^*^^)  fanden,  dass  beim  einfachen 
Druckversuch  zwischen  dem  Winkel  a,  welchen  die  Gleitflächen  mit 
der  Druckrichtung  bilden,  und  derjenigen  Druckkraft  P,  bei  der  die 
betrefienden  Gleitflächen  auftreten,  bei  demselben  Frobekörper  die  Be- 
ziehung P  sin  a  =  const.  besteht.  In  der  Wirklichkeit  scheint  der 
Vorgang  ziemlich  verwickelter  Art  zu  sein.  Die  Möglichkeit  der  Glei- 
tung hängt  von  zwei  Faktoren  ab:  von  dem  Kraftbedarf  der  Trans- 
lation  bzw.  Schiebung  in  dem  isolierten  Einzelkristall  und  von  dem 
Widerstand,  den  die  benachbarten,  regellos  gelagerten  Kristallite  der 
Deformation  entgegensetzen.  Der  zweite  Betrag  ist  wesentlich  beein- 
flusst  durch  die  Korngrösse  der  einzelnen  Kristalle,  und  zwar  wirkt 
geringe  Korngrösse  hindernd  auf  die  Gleitlinienbildung  und  erhöht 
somit  die  Elastizitätsgrenze. 

Die  Abhängigkeit  der  Gleitlinienbildung  von  der  Grösse  und 
Richtung  der  Kraft  ist  offenbar  der  wichtigste  Punkt  der  Mechanik 
der  kristallinischen  Konglomerate  und  kann  allein  zur  theoretischen 
Ableitung  der  Formänderungsgesetze  solcher  quasiisotropen  Stoffe 
führen.  Bisher  ist  jedoch  durch  diese  Betrachtungen  nur  eine  quali- 
tative Erklärung  der  Verfestigung  von  Metallen  gewonnen,  indem 
man  leicht  einsieht,  dass  der  Kraftbedarf  zur  Deformation  zunehmen 
muss,  sobald  die  für  die  Gleitlinienbildung  mehr  und  mehr  ungünstig 
orientierten  Kristallite  herangezogen  werden  und  bei  Entlastung  und 
Wiederbelastung  die  weitere  Deformation  aus  demselben  Grunde  nur 
nach  Überschreitung  der  bereits  erreichten  Laststufe  beginnen  kann. 
Auch  die  verschiedenen  Arten  der  Elastität  und  der  Festigkeitsgreirzen 
gewinnen    eine    schärfei-e    Bedeutung.     Die  „Elastizitätsgrenze^^ '^^^)    er- 


164)  Vgl.  Th.v.Kärmän,  Fussnote  162. 

165)  G.  Tammann  u.  O.Faust,  Zeitschr.  f.  phys.  Chemie  75  (1910;,  p.TGü;  auch 
G.  Tammann,  Zeitschr.  f.  Elektrochemie  18  (1912),  p.  584  und  Göttinger  Nachr. 
1911,  p.  181;  vgl.  auch  G.  Tammann,  Lehrbuch  der  Metallographie,  Leipzig  1914. 

166)  W.  V.  3Ioellendorff  und  J.  Czochralski  unterscheiden  eine  „untere  Ela- 
stizitätsgrenze" als  Beginn  der   kristallinischen  Drehung  (entsprechende  Linien- 
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scheint  als  der  Beginn  der  kristallinischen  Deformation,  gekennzeichnet 
durch  das  erste  Auftreten  der  Gleitlinien,  die  „Festigkeitsgrenze"  (maxi- 
male Last)  ist  als  Grenze  der  gleichmässigen  Dehnung  und  als  Grenze 
zwischen  der  kristallinischen  und  der  darauffolgenden  banalen  Defor- 
mation anzusehen.  Die  ausgeprägte  „Fliessgrenze"  ist  schliesslich  ein 
Zeichen  einer  vorübergehenden  banalen  Deformation  kurz  nach  Ein- 
setzen der  kristallinischen  Gleitlinien. 

Es  ist  ein  wichtiges  Problem,  das  aber  bisher  auch  nicht  klar- 
gestellt worden  ist,  weshalb  gewisse  kristallinische  Haufwerke  vor- 
nehmlich banale  Deformationen  erleiden  und  sich  spröde  verb alten, 
während  bei  anderen  ähnlich  gebauten  Konglomeraten  der  Zusammen- 
hang der  Kristallite  stärker  ist  als  der  Widerstand  gegen  intragranu- 
lare  (kristallinische)  Formänderung.  Von  F.  Kicl:^^''),  ferner  von  F.  D. 
Adams  und  J.  T.  Nicholson^^^)  ist  festgestellt  worden,  dass  man  Gesteine 
durch  hohen  hydrostatischen  Druck  „plastizisieren"  kann;  wie  Th.  v. 
Kärmän'^^^)  zeigte,  liegt  dies  daran,  dass  man  durch  Zusammenpressen 
der  Kristallite  die  banale  Formänderung  hindern  und  die  kristallinische 
erzwingen  kann.  Es  zeigte  sich,  dass  z.  B.  im  Marmor  die  plastische 
Formänderung  und  Verfestigung  genau  in  derselben  Weise  vor  sich 
geht  wie  in  Metallen.  Weshalb  die  plastischen  Metalle  bei  atmosphä- 
rischem Druck  bereits  kristallinische  Formänderung  erleiden,  ist  nicht 
klargestellt.  Nach  W.  Rosenhain'^''^)  liegt  dies  daran,  dass  die  Kristal- 
lite der  Metalle  dentritisch  ineinander  verwachsen  sind.  W.  v.  Moellen- 
dorff  und  J.  CzocIiralsJci^''^)  nehmen  eine  „Verfestigung  der  Grenz- 
schichten" an,  die  die  kristallinische  Formänderung  einleitet. 

Ausser  der  banalen  und  kristallinischen  Deformation  der  Kristall- 
körner ist  noch  eine  Änderung  des  Gefüores  als  Folcje  der  bleibenden 
Deformation  beobachtet  worden:  die  „Unterteilung  der  Kristallite". 
Manche  Forscher  glaubten  überhaupt  darin  den  Grund  der  Verfesti- 
gung  gefunden    zu  haben.  ^''")     Nach   anderen  Beobachtungen   bleiben 


bildung:  „Kehrlinien")  und  die  „Streckgrenze"  als  Beginn  der  kristallinischen 
Gleiclmng  (entsprechende  Linien:  „Gleitlinien").  G.  Tarn  man  na  (s.  Fussnote  ICö) 
obere  und  untere  Elastizitätsgrenze  entsprechen  den  Grenzen,  die  wir  schlecht- 
hin als  Elastizitäts-  und  Festigkeitsgrenzen  bezeichnen. 

167)  F.Kick,  Vorle.';ungen  über  mechanische  Technologie,  "Wien  190S;  Zeit- 
schrift d.  Ost.  Ing.-  u.  Arch.-Ver.  43  (1891)  p.  60;  Zeitschr.  d.  Ver.  d.  Ing.  36  i;i892), 
p.  278  u.  919. 

168)  F.  B.  Adams  und  ./.  T.  Nicholson,  Pliil.  Trans.  l'Jö  (,1901),  p.  363. 

169)  Vgl.  Fussnote  162. 

170)  Vgl.  Fussnote  161. 

171)  Vgl.  Fussnote  160. 

172)  Vgl.  G.  Tamniiinn  und  0.  FaiU'tt,  Fussnote  165. 
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während  der  Verfestigungsperiode  (d.  li.  während  der  kristallinischen 
Deformation)  die  Kornverbüude  durchaus  bestehen,  und  die  Unter- 
teilung (Spaltung)  der  Kristalle  tritt  entweder  nur  nach  sehr  erheblichen, 
banalen  Üefoiinationen  auf,  nachdem  die  Raumgitterstruktur  schon 
stark  gestört  wurde,  oder  als  Folge  von  Erwärmung.  Die  Verfestigung 
wird  nach  diesen  Forschungen  durch  Unterteilung  der  kristallinisch 
deformierten  Körner  vielmehr  rückgängig  gemacht.  E.  Heijn^"'^)  zeigte 
durch  mikroskopische  Untersuchung  des  Gefüges  gezogener  Kupfer- 
und  Eisendrähte  während  der  bleibenden  Deformation  (Kaltreckung) 
und  des  darauffolgenden  Ausglühens,  dass  bei  der  Kaltreckung  die 
„gleichaxigen"  (nach  allen  Richtungen  gleichmässig  ausgedehnten) 
Kristallite  nach  der  Kraftrichtung  ausgezogen  werden,  im  grossen  und 
ganzen  aber  ihre  Verbände  aufrechterhalten.  Das  Ausglühen  verwan- 
delt  die  so  ausgezogenen  Körner  in  kleinere,  gleichaxige  Individuen, 
womit  gleichzeitig  die  Verfestigung  (Erhöhung  der  Elastizitätsgrenze) 
rückgängig  gemacht  wird  Erst  bei  weiterer  Erhitzung  beginnen  die 
Körner  zu  wachsen  und  erreichen  schliesslich  ihre  ursprüngliche  durch- 
schnittliche Grösse. 

23.  Eingreifen  der  Thermodynamik.  Da  die  mechanischen  Eigen- 
schaften eines  kristallinischen  Konglomerats  vom  Gefüge,  namentlich 
von  Korngrösse  und  Korngestalt  abhängig  sind,  so  wird  es  verständ- 
lich, dass  die  verschiedene  Wärmebehandlung  bei  derselben  chemischen 
Zusammensetzung  Stoffe  von  sehr  verschiedenen  Festigkeitseigenschaften 
hervorbringen  kann.  Grundlegend  ist  dabei  die  Wahrnehmung,  dass 
feste  Körper,  insbesondere  Legierungen,  bei  derselben  Temperatur  und 
bei  demselben  Druck  in  verschiedenen  Gleichgewichtszuständen  beständig 
sein  können.  Diese  Tatsache  findet  ihre  Erklärung  in  der  Beharrlich- 
keit der  sog.  „metastabilen  Gleichgewichtszustände^^ ,  d.  h.  Zustände,  die 
zwar  bei  den  gegebenen  Werten  von  Temperatur  und  Druck  nicht  die 
stabilsten  Konfigurationen  darstellen,  aber  gegen  kleine  Störungen 
stabil  sind.  Solche  metastabilen  Gleichgewichtszustände  sind  z,  B.  auch 
bei  Flüssigkeiten  möglich  (z.  B.  überhitzte  Flüssigkeit),  doch  gehen 
sie  im  allgemeinen  bereits  bei  massigen  Störungen  in  die  stabilste 
Konfiguration  über.  Dagegen  ist  der  Übergang  bei  festen  Phasen  und 
bei  nicht  allzu  hohen  Temperaturen  so  stark  gehemmt,  dass  die  meta- 
stabilen Gleichgewichte  praktisch  genau  so  beständig  sind  als  die  sta- 
bilsten. Dies  ermöglicht  es.  Zustände,  die  bei  hohen  Temperaturen 
stabil  sind,  durch  rasche  Abkühlung  auch  bei  niedrigen  Temperaturen 


173)  Ä.  Martern -E.  Heyn,  Materialkunde  für  den  Maschinenbau,   Bd.  IIA, 
Berlin  1912,  p.  225  flf. 
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aufrechtzuerhalten,  da  bei  der  raschen  Abkühlung  die  Umwandlung 
sozusagen  unterschlagen  wird,  im  Bereiche  der  niedrigen  Temperaturen 
aber  der  Übergang  dermassen  gehemmt  ist,  dass  die  Umwandlungs- 
geschwindigkeit praktisch  als  Null  angesehen  werden  kann. 

Das  wichtigste  Beispiel  in  diesem  Vorgang  bildet  das  „Härten"  und 
„Anlassen"  des  Eisens-,  ein  Verfahren,  das  seit  uralter  Zeit  bekannt, 
aber  erst  durch  Untersuchung  der  thermischen  Gleichgewichtszustände 
und  Umwandlungen  der  Eisen-Kohlenstofflegierungen   erklärt   wurde. 

Die  Wärmebehandlung  hat  ausser  der  Regelung  des  „Phasen- 
fjleichgewichts"  einen  wesentlichen  Einfluss  auf  die  mechanischen 
Eigenschaften  des  Konglomerats  durch  Regelung  der  „Korngrösse" 
(durchschnittliche  Grösse  der  Kristallite).  Die  Korngrösse  wird  zu- 
nächst durch  die  Zeitdauer  der  primären  Kristallbildung  bei  der  Er- 
starrung (bzw.  Umwandlung)  bestimmt,  kann  aber  weiterhin  durch 
Erhitzung  modifiziert  werden,  da  Temperaturerhöhung  im  allgemeinen 
ein  Zusammenwachsen  der  Kristalle  zur  Folge  hat.  Die  Grösse  der 
bei  der  Erstarrung  entstehenden  Kristalle  hängt  lediglich  von  der  Ge- 
schwindigkeit ab,  mit  w^elcher  bei  der  Abkühlung  die  Temperaturzone 
der  Erstarrung  durchschritten  wird,  und  zwar  werden  die  Kömer  desto 
grösser,  je  langsamer  die  Abkühlung  vor  sich  geht.  Für  die  Ver- 
grösserung  der  Korngrösse  durch  neuerliche  Erhitzung  im  erstarrten 
Zustande  besteht  im  allgemeinen  die  Regel,  dass  das  Wachstum  der 
Kristalle  bei  konstanter  Temperatur  mit  abnehmender  Geschwindigkeit 
vor  sich  geht,  so  dass  die  Korngrösse  einer  Grenze  zustrebt,  die  von 
der  Temperatur  abhängt  und  bei  gleicher  Aufangsgrösse  mit  dieser 
zunimmt.  Man  kann  also  in  derselben  Weise  wie  vom  Phasengleich- 
gewicht auch  von  einem  von  der  Temperatur  abhängigen  „Gefüge- 
gleicligewicht"  (Gleichgewicht  der  Korngrösse)  sprechen.  Das  Gefüge- 
gleichgewicht wird  aber  im  allgemeinen  ganz  langsam  angenähert,  bei 
niedrigen  Temperaturen  ist  die  Geschwindigkeit  der  Grössenänderung 
der  Kristalle  bei  festen  Metallen  praktisch  Null. 

Man  kann  noch  weiter  gehen  und  neben  dem  Gleichgewicht  der 
Korngrösse  ein  Streben  nach  dem  „Gleichgewicht  der  Korngrösse" 
feststellen.  Es  wurde  bereits  erwähnt,  dass  deformierte  Kristallite, 
deren  eine  Dimension  stark  vergrössert  wurde,  bei  Erhitzung  in  gleich- 
axige  sich  zurückwandeln.  Dies  erinnert  offenbar  an  die  Tendenz  der 
Flüssigkeiten,  die  Gestalt  von  minimaler  Oberflächenenergie  anzunehmen. 
In  der  Tat  stehen  die  Betrachtungen  über  Gefügegleichgewicht  i^Gleich- 
gewicht  der  Korngrösse  und  Korngestalt)  in  enger  Beziehung  mit  der 
Frage  nach  der  Abhängigkeit  des  Kristallwachstums  von  Oberflächen- 
energie und  Oberflächenspannung,  wie  sie  z.  B.  von  P.  Cnrie  angeregt 
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wurde.    Doch    würde   dies    im    liahmen   des    vorliegenden   Artikels    zu 
weit  führen. 

24.  Hystoresis  und  Nachwirkung  in  Kristallen  und  kristalli- 
nischen Haufwerken.  Die  Hauptschwierigkeit  einer  molekularen 
Theorie  der  Hysteresis  und  der  Nachwirkung  (Viskosität)  besteht 
darin,  einzusehen,  wie  man  aus  rein  konservativen  Kohäsionskräften  eine 
scheinbare  innere  Reibung  ableiten  kann.  Auch  wenn  man  die  Hy-stercsis 
dem  Bereiche  bleibender  Formänderungen  zuweist  und  sie  durch  Super- 
positiou  zahlreicher  Übergänge  zwischen  verschiedenen  stabilen  Kon- 
fitjurationen  erklären  will,  so  l)leibt  dennoch  .stets  die  SchwierijTkeit 
bestehen,  wie  die  Nachwirkung  oder  die  Viskosität,  die  bereits  bei  ganz 
fferin^en  elastischen  Deformationen  merklich  auftritt,  erklärt  werden 
soll.  Nach  unseren  modernen  Anschauungen  liegt  der  Kernpunkt  darin, 
dass  bei  jeder  elastischen  Deformation  ein  Anteil  der  fortschreitenden 
elastischen  Wellen  in  Wärmeschwingungen  zerstreut  wird.  Wie  dies  bei 
homogenen  Kristallen  vor  sich  geht,  hängt  mit  der  Art  der  Wärme- 
leitung zusammen  und  ist  bisher  nicht  näher  untersucht  worden. 
Frühere  Autoren  ^^^)  wollten  die  Schwierigkeit  dadurch  umgehen,  dass 
sie  die  Nachwirkung  als  Drehung  der  Moleküle  gedeutet  haben;  wäh- 
rend die  elastischen  Kräfte  unmittelbar  wirken,  sollte  auf  die  Ver- 
schiebung der  Moleküle  die  den  neuen  Lagen  entsprechende  Orientie- 
rung allmählich  erfolgen.  Die  Rückwirkung  der  allmählich  erfolgenden 
Drehungen  sollte  die  Relaxation  und  nachträgliche  Deformation  er- 
klären. Eine  wahre  Theorie  der  Nachwirkung  in  Kristallen  kann  in- 
dessen nur  in  Verbindung   mit   der  Wärmeleitung   gewonnen  werden. 

Handelt  es  sich  um  kristallinische  Haufwerke,  so  liegt  die  Sache 
etwas  anders.  Kristallinische  Haufwerke  zeigen  im  allgemeinen  unge- 
mein stärkere  Nachwirkung  als  die  idiomorphen  Einzelkristalle.  Dies 
deutet  darauf  hin,  dass  die  Vorgänge,  die  wir  als  Hysteresis  und  Nach- 
wirkung deuten,  sich  hauptsächlich  an  den  Grenzflächen  der  Kristallite 
abspielen.  In  der  Tat  zeigt  es  sich,  dass  bei  relativer  Verschiebung 
verschieden  orientierter  Kristallite  scheinbare  Reibungskräfte  entstehen 
müssen.    Man  kann  die  Verhältnisse  nach  L.  Prandtl  ^"^)  an  einem  ein- 


174)  F.  Braun,  Ami.  d.Phys.  u.  Chem.  159  (1876),  p.  337;  E.  Warburg,  Ann. 
d.  Phys.  u.  Chem.  4  (1878),  p.  233.  —  Die  Idee  der  Drehimg  als  Ursache  der 
Nachwirkung  ist  übrigens  noch  älter  und  ist  bereits  von  B.  CJausitis,  Ann.  d. 
Phys.  u.  Chem.  76  (1849),  p.  46,  später  von  F.  Kohlrausch,  W.  Weber  und  G.  Wiede- 
inann,  Ann.  d.  Phys.  u.  Chem.  6  (1879),  p.  505  erwähnt. 

175)  Da  die  Prandthche  Theorie  bisher  unveröflFentlicht  ist,  wollen  wir  sie 
auf  Grund  von  Mitteilungen  des  Verfassers  etwas  ausführlicher  darstellen.  Eine 
Veröffentlichun<?  Prandtls  in  den  Gott.  Nachr.  ist  in  Aussicht  genommen. 
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fachen  Modell  untersuchen:  an  zwei  Molekülreihen  mit  verschiedener 
Teilung,  die  durch  quasielastische  Kräfte  gehalten  werden,  während 
die  beiden  Reihen  durch  äussere  Kraft  aneinander  vorbeigeschoben 
werden.  Es  ist  ein  schöner  Erfolg  dieser  Betrachtung,  dass  trotz  der 
weitgehenden  Vereinfachung  des  Modells  nicht  nur  die  Grundgesetze 
der  Hysteresis  verständlich  gemacht  werden,  sondern  durch  Berück- 
sichtigung der  Wärmebewegung  der  Moleküle  Beziehungen  zwischen 
Spannung  und  Dehnung  abgeleitet  werden  können,  die  den  empiri- 
schen Gesetzen  der  Relaxation  und  verzögerter  Deformation  ähnlich 
gebaut  sind. 

Wir  denken  uns  eine  Reihe  von  Molekülen  in  gleichen  Abständen 
auf  einer  geraden  Linie  angeordnet;  wir  nehmen  an,  dass  sie  durch 
eine  dem  Ausschlag  proportionale  Kraft  an  ihre  Gleichgewichtslagen 
gebunden  sind.  Dabei  sollen  nur  Ausschläge  in  der  Geraden  zugelassen 
werden.  Die  Wirkung  der  zweiten  Molekülreihe  ersetzen  wir  durch 
ein  periodisches  Kraftfeld,  welches  z.  B.  der  Einfachheit  halber  sinus- 
förmig angenommen  werden  soll.  Unser  Problem  besteht  zunächst 
darin,  die  Kraft  zu  berechnen,  die  zur  Verschiebung  des  Kraftfeldes 
bzw.  seines  Trägers  gegen  die  erste  Molekülreihe  erforderlich  ist. 

Wir  wollen  zuerst  beachten,  dass  die  äquidistante  Anordnung  der 
Moleküle  durch  das  Kraftfeld  (dessen  Wellenlänge  von  dem  ^lolekular- 
abstand  verschieden  angenommen  werden  soll)  geändert  wird.  Offen- 
bar nimmt  jedes  Molekül  eine  Lage  ein,  in  welcher  die  quasielastische 
Kraft  und  die  äussere  Kraft  gleich  und  entgegengesetzt  gerichtet  sind. 

Li  Fig.  0  ist  die  periodische  Kraft  durch 
eine  Sinuslinie,  die  quasielastische  Kraft 
durch  gerade  Linien  dargestellt.  Die 
j^^  ursprüngliche  Lage  der  Moleküle  ist 
durch  den  Schnittpunkt  der  schiefen 
Geraden  mit  der  Abszissenaxe  gegeben. 
Die  Schnittpunkte  mit  der  Sinuslinie 
t;,-     (,  liefern  die  abgeänderten  Gleicbgewichts- 

r  lg.  b.  ~  "-  _ 

lagen.  Man  sieht,  dass  im  Bereich  BD 
jedem  Molekül  drei  Gleichgewichtslagen  zukommen,  von  denen  zwei 
z.  B.  C,  C  stabil  sind,  die  dritte  C"  labil  ist.  Aus  Fig.  6  werden  nun  die 
Figuren  7  und  8  dadurch  gewonnen,  dass  wir  als  Abszisse  und  als  Para- 
meter für  die  individuellen  Moleküle  die  Phase  des  Kraftgesetzes,  in  die 
die  ursprüngliche  Gleichgewichtslage  des  betr.  Moleküls  fällt,  wählen, 
als  Ordinaten  dagegen  diejenigen  Werte  der  periodischen  Kraft  aut- 
tragen, die  dem  neuen  Gleichgewichtszustand  entsprechen.  Alsdann 
stellen  die  Kurventeile  AD  und  1^ E  die  stabilen  Gleichgewichtslagen 
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dnr;  doch  ist  z.  B.  IW  oöeul)ar  stabiler  als  7/6''.  Der  jungfräuliche 
Zustand  soll  dadurch  gekennzeichnet  werden,  dass  die  Moleküle  in 
den  stabilsten  Lagen  beharren,  d.  h.  wir  nehmen  au,  dass  die  Kurven- 
teile AC  und  C'E  gleichmässig  „mit  Molekülen  belegt  sind".  Die 
Gesamtkraft,  die  auf  das  System  wirkt,  ist  dabei  wegen  der  Gleichheit 
der  schraffierten  Flächen  (in  Fig.  7)  Null. 


Wird  aber  das  periodische  Kraftfeld  gegen  die  Molekülreihe  um 
die  Strecke  s  verschoben  (Fig.  8),  so  entsteht  zunächst  eine  elastische 
Deformation,  wobei  die  erforderliche  Kraft  durch  die  Differenz  der 
schraffierten  Flächen  gegeben  wird.  Die  Elastizitätsgrenze  wird  erreicht, 
sobald  ein  Molekül  an  den  Punkt  D  ankommt.  Alsdann  schnappen  die 
Moleküle  in  die  andere  Gleichgewichtslage  D'  um;  die  Weiterdehnung 
erfolgt  unter  konstanter  Last.  Wird  der  Sinn  der  Verschiebung  um- 
gekehrt, so  ist  die  Deformation  zunächst  elastisch,  man  erhält  eine 
Entlastungskurve  ähnlich  der  jungfräulichen  Belastungskurve,  so  lange 
die  Elastizitätsgrenze  in  dem  entgegengesetzten  Sinne  bei  B'  nicht  über- 
schritten wird.  Man  erhält  also  ein  Spannungs-Dehnungsgesetz,  das 
dem  Hysteresiszykel  im  Prinzip  ähnlich  gestaltet  ist,  nur  dass  die 
bleibende  Deformation  unter  konstanter  Last  vor  sich  geht.  Der  wahre 
Hysteresiszykel  kann  aber  durch  Superposition  solcher  Elementarzykel 
gewonnen  werden.  Man  kann  leicht  einsehen,  dass  bei  einem  solchen 
System   die  in  Nr.  11   dargelegten  Regeln  erfüllt  sind. 

Zur  Erklärung  der  Nachwirkung  und  der  zeitlichen  Gesetze  des 
Fliessens  berücksichtigt  Prandtl  die  Wärmebewegung  durch  die  An- 
nahme, dass  die  Moleküle  um  ihre  Gleichgewichtslagen  mit  wechseln- 
der Amplitude  schwingen,  wobei  ihre  Energien  nach  dem  Maxwelhche-Q. 
Wahrscheinlichkeitsgesetz  verteilt  sind.  Ist  die  Amplitude  gross,  so 
kann  das  Molekül  auch  ohne  Einwirkung  äusserer  Kräfte  in  eine  an- 
dere Gleichgewichtslage  übergehen. 

Es  sei  die  mittlere  Schwingungsenergie  TJ,^,  die  Arbeit,  die  ge- 
leistet werden  muss,  um  das  betreffende  Molekül  in  die  kritische  Lage  D 
zu    bringen,   sei    U^.    Alsdann   ist    die   Wahrscheinlichkeit,    dass    die 
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Schwingungsenergie  des  Moleküls   üi  überschreitet,  gleich 

r--^du     -^ 

I  e    '^w  -jj'  =  e    ^"t. 

Wir  wählen  wieder  dieselben  Parameter  und  nennen  die  Belegung  (als 

Funktion   der  Phase  x)   n.    Wir   können   dann   die   Anzahl   derjenigen 

Moleküle,   die   eine  Gleichgewichtslage  x  in  der  Zeiteinheit  verlassen, 

setzen 

^  ^'^ 

an  — -rr- 

-yv  =  —  kne    '■"', 
dt  ' 

wo  k  einen  Proportionalitätsfaktor  bedeutet.    Man  kann  nun  leicht  die 
Gleichungen  für  einige  charakteristische  Fälle  angeben: 

a)  Belnxation:    Die  Dehnung  ist  konstant,   folglich   ist   U^  unab- 
hänffic^  von  der  Zeit.    Die  Integration  über  x  liefert  das  Gesetz 


n  =  Wn  e 


—  kte 


'0' 

woraus  man  bei  bestimmtem  Kraftgesetz  die  Abnahme  der  Kraft  bei 
konstanter  Dehnung  berechnen  kann. 

ß)  Fliessen  mit  konstanter  Geschwindigkeit:  In  diesem  Falle  ist 
Z7i  abhängig  von  der  Zeit;  ist  die  Fliessgeschwindigkeit  gleich  c,  so 
ist  U^=  U^ix  -\-  ßt)  zu  setzen.  Bei  j^lausiblen  Annahmen  über  das 
Kraftgesetz  gelangt  man  indessen  zu  Formeln,  die  das  logarithmische 
Fliessen  gut  annähern. 

Schlussbemerkung:  Die  Ausführungen  der  Nrn.  15 — 19  Hessen 
erkennen,  wie  unvollkommen  das  Verhalten  der  sog.  festen  Körper  vom 
Standpunkt  der  gewöhnlichen  Mechanik  der  Kontimia  geschildert  und 
verstanden  wird.  Dies  ist  auch  dann  noch  der  Fall,  wenn  als  Grund- 
lage die  Ansätze  allgemeinster  Natur  gewählt  werden,  wie  sie  in  dem 
voraufgehenden  Referate  IV  30  von  U.  HeUinger  gegeben  wurden.  Ein 
genaueres  Studium  wird  hier  ausser  den  Fragen  der  Wärmetheorie  das 
magnetische  und  elektrische  Verhalten  der  einzelnen  Bestandteile  und 
schliesslich  auch  die  chemischen  Fragen  heranziehen  müssen,  womit 
dann  der  Boden  der  eigentlichen  Mechanik  überschritten  und  dasjenige 
Gebiet  betreten  wird,  welches  in  der  vorliegenden  Enzyklopädie  dem 
Bande  V  (Physik)  zugewiesen  ist.  In  letzter  Instanz  aber  wird  man 
auf  den  molekularen  Aufbau  der  Materie  zurückgreifen  wollen,  wie  wir 
dies  bereits  in  der  letzten  Nummer  angedeutet  haben.  Dies  führt  sre- 
Wissermassen  zu  dem  folgenden  Referate  IV  32  von  P.  und  T.  Ehren- 
fest über  die  Grundlagen  der  statistischen  Mechanik  hinüber. 


(Abgeschlossen  im  September  1913.) 
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Vorbemerkung.  Der  vorliegende  Artikel  steht  in  enger  Be- 
ziehung zu  V  8:  L.  Boltzmann  und  J.  Nahl  (Khietisclie  Theorie  der 
Materie):  Beide  Artikel  beschäftigen  sich  mit  der  Anwendung  der 
Methoden  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  auf  das  Studium  der  Be- 
wegungen eines  Molekülsystems.  Während  sich  aber  V  8  vornehmlich 
den  physikalischen  Resultaten  zuwendet,  handelt  es  sich  hier  um  die 
begrifflichen  Grundlagen  des  Verfahrens. 

Auf  sie  wurde  die  Aufmerksamkeit  durch  zahlreiche  Aufsätze 
(seit  1876)  gelenkt,  in  denen  ein  zentrales  Theorem  der  kinetischen 
Gastheorie  —  Boltzmanns  H-TImwem  —  ansreffriffen  wurde.  Aus- 
nahmslos  im  Auschluss  an  diese  Angriife  und  Boltzmanns  Erwiderungen 
haben  sich  die  prinzipiellen  Untersuchungen  entwickelt,  die  bis  jetzt 
über  die  Verhniipfung  von  Mechanik  mit  Wahrschcinlichkcit^rccJinung 
vorliegen.  Dementsprechend  greift  auch  der  folgend^'  Bericht  immer 
wieder  auf  jene  Diskussion  zurück. 


1.  Einleitung.  Q 

Wegen  dei-  Beziehungen  zu  V  3:  G.  W.  Bryan  {Älhjemeine  Grund- 
legung der  Tlicrmodynamik) ,  V  23:  W.  Wien  {Theorie  der  Strahlung). 
VI  2,  21:  <S.  Oppenheim  (Figur  d.  Saturnringes)  vgl.  den  Scbluss- 
paragiapheu  des  Artikels. 

1.  Einleitung.  Die  älteren  Arbeiten  der  kinetischen  Gastheorie 
zeigen  betreffs  der  Verwertung  von  Wahrscheinliehkeitsansätzen  ziem- 
lich einheitlich  die  folgende  Auffassung.  Als  Ziel  gilt  die  „Erklärung" 
der  beobachtbaren  aerodynamischen  Prozesse  auf  Grund  folgender 
beiden  Gruppen  von  „Hypothesen": 

1.  Mechaniseh  strukturelle  Hypothesen:  Jedes  Gasquantuni  ist  ein 
mechanisches  System,  bestehend  aus  enorm  vielen^)  gleichartigen 
Molekülen  von  näher  festgelegter  Struktur^). 

2.  Sogenannte  Wahrscheinlichkeitshypothesen:  Den  unverfolgbar 
komplizierten  Bewegungen  der  Moleküle  werden  Gesetzmässigkeiten 
zugeschrieben  in  Form  von  Behauptungen  über  die  relative  Häufigkeit 
der  verschiedenen  Konfigurationen  und  Bewegungen  der  Moleküle'). 
(Vgl.  Nr.  3—5.) 

Mehr  hegriff'liche  Bedenken  gegen  diese  Grundlagen  der  Theorie 
konnten  natürlich  zunächst  keine  Beachtung  finden  gegenüber  der 
reichen  Ausbeute  an  experi7nent€ll-])rüf \)a.ren  Resultaten,  zu  denen 
A.  Krönig  (1856),  B.  Clausius  (seit  1857)  und  J.  Ol.  Maxicell  (1859) 
bei  der  kinetischen  Deutung  der  Zustaudsgleichung,  der  Diffusion, 
Wärmeleitung  und  Reibung   in   rascher  Aufeinanderfolge   gelangten^). 

Zu  einer  intensiven  Diskussion  der  Grundlagen  gab  dann  erst 
das  Boltzmannsche  H-Theoretn  (1872)^)  den  Anstoss: 


1)  Die  Zahl  von  Molekülen  im  cnr  bei  0°  und  Atmosphäreudnick  —  die 
,,Loschmidtsche  Zahl"  —  beträgt  rund  40  Trillionen. 

2)  Vgl.  V  8,  Nr.  1  u.  26  (L.  Boltzmann  u.  J.  Xabt). 

3)  Diese  „Wabrscheinlichkeitshypothesen"  sind  also  Behauptungen  über 
ütatistisdie  Gesetzmässigkeiten  inmitten  der  Trillionen  von  Molekülen,  die  ein 
und  dasselbe  Gasquantum  zusammensetzen.  Dabei  ist  die  Lage  und  Bewegung 
eines  Moleküles  das  Einzeler tignis  —  das  Verhalten  des  ewien(!)  gegebenen  Gas- 
quantums  ist  Massenerscheinung.  Schon  diese  älteren  kinetischen  Arbeiten  be- 
zeichnete man  danach  gelegentlich  als  „statistisch-mechanische"  Untersuchungen. 
Dem  jetzigen  terminologischen  Brauch  folgend  wird  aber  im  vorliegenden  Artikel 
die  Bezeichnung  „statistisch-mechanisch"  für  eine  Gruppe  von  Untersuchungen 
vorbehalten,  bei  denen  das  Verhalten  eines  Gasquantums  als  Einzelereignis  und  erst 
das  Verhalten  einer  noch  näher  zu  definierenden  Schar  von  unendlich  vielen  (ein- 
ander gleichen  und  voneinander  unabhängig  sich  bewegenden)  Exemplaren  dieses 
Gasquantums  als  Massenerscheinung  behandelt  wird  (vgl.  Nr.  9 — 15). 

4)  V  8,  Nr.  15—25. 

5)  Boltzmann  [6]. 
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L.  Boltzmann  war  zur  Behauptung  gelangt:  Die  von  Cluusius 
und  Maxivell  benutzten  Hypothesen  reichen  aus,  um  eine  zusammen- 
fassende Deutung  der  irreversiblen  Erscheinungen  zu  liefern;  ins- 
besondere eine  kinetische  Deutung  der  einseitigen  Zunahme  der  Entropie 
mit  uachsender  Zeit^). 

J.  Loschmidt  (1876) 'j  und  später  andere  Autoren,  darunter  be- 
sonders E.  Zenndo  (1896)^)  stellten  dieser  Behauptung  Überlegungen 
gegenüber,  die  in  folgender  Aussage  gipfeln:  Aus  den  Grundannahmen 
der  kinetischen  Gastheorie  folgt,  dass  gleicligrosse  Zu-  und  Ahnahmen 
der  Entropie  völlig  gleichberechtigt  sind'-'). 

Danach  ergaben  sich  bei  der  Behandlung  gerade  des  umfassendsten 
Problems  der  kinetischen  Gastheorie  zwei  Resultate,  die  wesentlich 
unvereinbar  schienen.  Es  lag  nahe,  die  Schuld  in  einem  inneren 
Widerspruch  innerhalb  der  mechanisch-wahrscheinlichkeitstheoretischen 
Grundlagen  zu  suchen.     [Vgl.  Nr.  7  u.  16.] 

In  seinen  Erwiderungen  entwickelte  Boltzmann  eine  etwas  modi- 
fizierte, verschärfte  Fassung  einerseits  des  IZ"- Theorems  und  seiner 
Grundlagen,  anderseits  der  gegnerischen  Ausführungen  —  man  pflegt 
diese  Fassung  neuerdings  als  „statistisch-mechanische^'  zu  bezeichnen^'*) 
—  und  gelangte  zu  folgenden  Behauptungen: 

1.  Bei  dieser  verschärften,  statistischen  Fassung  verschwindet  der 
scheinbare  Widerspruch  zwischen  seinen  und  den  Loschmidt- Zermelo- 
schen  Resultaten. 

2.  Auch  die  modifizierte  Fassung  des  jff- Theorems  stimmt  weit 
über  jede  mögliche  Beobachtung  hinaus  mit  der  Forderung  der  ein- 
seitigen Entropiezunahme  überein. 

Demgegenüber  halten  bis  jetzt  noch  immer  mehrere  angesehene 
Forscher ^^)  an  der  Behauptung  fest,  dass  die  Loschmidt- Zer meioschen 
Einwände  auch  hei  der  modifizierten,  statistischen  Fassung  des  H-Theorems 
innere  Widersprüche  in  den  Grundlagen  aufdecJien. 

Der  folgende  Bericht  Avird  beheiTScht  von  der  Ubei-zeugung,  dass 
solche  Widersprüche  nicht  bestehen  und,  wo  sie  scheinbar  bemerkt 
wurden,  begründet  sind  in  Zweideutigkeiten,  zu  denen  einige  von 
Boltzmann   verwendete  BeuL-nnunseu  Anlass   geben   können   ivgl.   be- 


6)  Siehe  unten  Nr.  6  und  V  8,  Xr.  11. 

7)  Loschmidt  [1]. 

8)  Zermelo  [1]. 

9)  Nr.  7. 

10)  Nr.  9—15. 

11)  Zermvlo   |3j   (^litOB);   I'oincarc   [3]   (1908);   BriUoiiin   [1];   Lipjmaun  \1] 
(1900);  Licnard  [IJ  (1903);  Burhury  [Phil.  mag.  (6)  IC  (19U8),  p.  122]. 


2.  Die  erHtcn,  vorlilufi^fen  Wahrscheinlichkeitsanaätze.  J^± 

sonders  die  sclicinhnr  unvereinbaren  geometrischen  Eigenschaften  der 
Boltsmannsi:\\tm  „//-Kurven"  Nr.  14b).  —  Danach  war  auch  Stellung 
zu  nehmen  zu  der  aus  jener  Behauptung  hervorgegangenen  Anschauimg, 
dass  die  Clausius-Muxwellschen  Deutungen  der  Diffusion,  Wärmeleitung 
und  Reibung  zu  verwerfen  seien;  dass  „ihr  scheinbares  Gelingen  imr 
auf  Fehlschlüssen  beruhe^'^^). 

Entsprechend  ihrem  Ursprung  aus  diesem  Kampf  um  das 
//-Theorem  siud  die  ^^statisti  seh -mechanischen''  Untersuchungen  weit 
davon  entfernt,  eine  systematisch  verarbeitete  Disziplin  zu  bilden; 
eher  sind  sie  anzusehen  als  eine  Sammlung  von  Erläuterungen  zu 
den  älteren  WahrscheinlichJceitsansätzen  der  Gastheorie:  sie  präzisieren 
diese  älteren  Ansätze,  indem  sie  schritticeise  die  Wahrscheinlichkeits- 
terminologie auflösen  in  hypothetische  Behauptungen  über  relative 
Häufigkeiten  innerhalb  klar  definierter  statistischer  Gesamtheiten.  So 
wurden  manche  Unklarheiten  beseitigt  ^^),  die  der  Wahrscheinlichkeits- 
terminologie anhaften;  die  zahlreichen  Lücken,  die  dabei  evident 
wurden  (vgl.  die  „Behauptungen'*  I — X  in  Nr.  15  —  18)  regten  zu  Unter- 
suchungen an,  von  denen  wenigstens  eine  durch  Boltzmann  mit  grossem 
Erfolg  durchgeführt  wurde  (vgl.  Nr.  13). 

Eine  Verfolgung  dieses  Entwicklungsganges  zeigt,  dass  nur  ein 
kleiner  Bruchteil  der  dabei  zutage  getretenen  Ideen,  und  nicht  durch- 
aus der  wesentlichste,  von  der  systematisierenden  Darstellung  umspannt 
werden  kann,  die  Gihhs  in  seiner  „statistischen  Mechanik'^  zu  geben 
versucht  (vgl.  Nr.  19 — 25). 

Deshalb  schien  es  geboten,  im  vorliegenden  Bericht  eine  über- 
wiegend genetische  Darstellung  zu  wählen,  die  von  einer  Darlegung 
der  älteren  Fassung  der  Grim^dlagen  ausgeht  ^'^). 

I.  Die  ältere  Fassung  statistisch-meehauischer  Uutersuchuugeu 
(Kinetostatistik  des  Moleküls). 

2.  Die  ersten,  vorläufigen  'Walirselieinliehkeitsansätze^'').  Die 
ersten  qiiantitaticen  Versuche  einer  kinetischen  Deutung  betreffen  die 
Gleichung  pv  =  iZT;  Berechnung  des  Druckes,   den  die   in  Wärme- 


12)  Zermelo  [Ibj. 

13)  Vgl.  Anm.  15. 

14)  Die  Disposition  der  nächsten  8  Nummern  läuft  parallel  der  Darlegung 
in  V  8. 

15)  In  den  folgenden  Ausführungen  wird  die  Bezeichnung:  Wahrscheinlich- 
keit eines  Vorkommnisses  vermieden  und  durch  die  allerdings  schwerfälligeren, 
expliciten  Häufigkeitsaussagen  ersetzt.  In  den  zunächst  zu  besprechenden  älteren 
Arbeiten  wirkte  die  unterschiedslose  Bezeichnung  „Wahrscheinlichkeit"  unzweifel- 
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beweo-uno-  begriffenen  Moleküle  eines  ruhenden  Gases  auf  die  Gefäss- 
wände  ausüben ^^).  Bei  der  Berechnung?  dieses  Druckes  ersetzen  sie 
die  unbekannte  und  unverfolgbare  komplizierte  Bewegung  der  Moleküle 
durch  das  für  die  Rechnung  möglichst  bequem  gewählte  Bewegungsschema: 
alle  Moleküle  bewegen  sich  mit  derselben  Absolutgeschwindigkeit,  und 
zwar  je  ein  Drittel  parallel  den  drei  Kantenrichtungen  des  Gefäss- 
wüifels.  Dieses  Verfahren  rechtfertigt  z.  B.  Krönig  (1856^)  mit 
folgenden  Worten:  „Die  Bahn  jedes  Moleküles  muss  ....  eine  so  un- 
regelmässige sein,  dass  sie  sich  der  Berechnung  entzieht.  Nach  den 
Gesetzen  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  wird  man  jedoch  statt  dieser 
vollkommenen  Unregelmässigkeit  eine  vollkommene  Regelmässigkeit 
annehmen  dürfen"^**). 

3.  Die  GleieKhäufigkeit  anscheinend  gleichberechtigter  Vor- 
kommnisse. 

3  a.  Die  Ansätze  bei  Clausius.  Wesentlich  kritischer  ist  das  Ver- 
fahren und  auch  die  Ausdrucksweise  in  den  Arbeiten  von  B.  Clausius^^) 
(seit  1857).  Seine  Ansätze  beschränken  sich  fast  ausnahmslos  darauf, 
die  Gleichhäuf gheit  solcher  Molekülbewegungen  und  Konstellationen 
zu  behaupten,  deren  Gleichberechtigung  er  für  genügend  plausibel  hält. 

Für  ein  ruhendes  Gas  im  Wärmegleichgewicht,  beim  Fehlen 
äusserer  Kräfte  legt  er  z.  B.  folgende  Behauptungen  teils  stillschwei- 
gend, teils  explizit  dem  Kalkül  zugi-unde:    Die  Moleküle  verteilen  sich 


haft  heuristisch  fruchtbar:  Relative  Häufigkeitszahlen  durchaus  verschiedener 
Natur  wie  etwa  a)  relative  Länge  der  Zeit,  während  welcher  ein  Molekül  A 
einen  Zustand  Z  aufweist  und  b)  relative  Anzahl  derjenigen  Moleküle,  welche 
in  einem  und  demselben  Moment  den  Zustand  Z  aufweisen,  traten  so  auf  unter  der 
nicht  weiter  differenzierten  Bezeichnung:  „die"  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass 
A  den  Zustand  Z  aufweist.  Damit  war  aber  unmerklich  die  Gleichheit  beider 
relativen  Häufigkeitszahlen  behauptet  und  weiterhin  ausnutzbar,  während  der 
Nachiceis  ihrer  Gleichheit  vielleicht  grosse  Schwierigkeiten  geboten  hätte,  falls 
er  überhaupt  gelang.  Leider  ist  dieses  Yerfahren  aber  auch  in  neueren,  kritisdic» 
Untersuchungen  über  die  Grundlagen  der  kinetischen  Theorie  noch  weitaus  nicht 
vollständig  eliminiert.     Vgl.  Beginn  von  Nr.  1-4. 

16)  Vgl.  V  8,  Nr.  2. 

17)  Krönig  [1]. 

18)  Wegen  der  speziellen  Gestalt  der  Summenbildungen,  die  bei  der  Dnick- 
berechnung  in  Betracht  kommen,  führt  bei  diesem  Problem  das  ATrö« /«/sehe 
Schema  zum  selben  Resultat  wie  das  spätere,  verfeinerte  Schema  von  Clausius. 
Bei  der  Behandlung  anderer  Probleme  wie  z.  B.  Diffusion  und  Wärmeleitung  ist 
das  nicht  mehr  der  Fall. 

19)  Die  folgenden  Ausführungen  beziehen  sich  vor  allem  auf  diejenigen 
Abhandlungen  von  CJa\u<ius  [1,  2],  die  der  ersten  gastheoretischen  Publikation 
Maxicclh  [Ij  vorausgehen. 
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gleich  (liclit  über  ilas  Gefäss.  —  Die  verschiedenen  Werte  der  Absolut- 
geschwimligkeiten  der  Moleküle  kommen  in  allen  Teilen  des  Gefässes 
mit  der  (jleichcn  relativen  Häufigkeit  vor.  —  In  jedem  Volumeneloment, 
das  nur  eine  genüirend  irroße  Zahl  von  Molekülen  enthält,  sind  alle 
GeschwindigkeitsncA^Mn^fe«  gleich  häufig  vertreten^"). 

'^h.  Der  „Stosszahlansatz"-').  Hierher  gehört  auch  der  überaus 
wichtige  Ausatz,  den  in  der  Hauptsache  schon  Clausius  gegeben  hat, 
für  die  Zahl  der  Znminmonstössc,  welche  im  Zeitelement  A  t  zwischen 
zwei  gegeneinander  anlaufenden  Gruppen  von  Molekülen  stattfinden: 
Man  berechnet  die  Volumsumme  der  Zylinder,  welche  die  „Deckungs- 
sphären"---)  der  verschiedenen  Moleküle  der  ersten  Gruppe  in  ihrer 
Relativbewegung  gegen  die  Moleküle  der  zweiten  Gruppe  während 
A^  durchfegen  ^^).  Die  Zahl  der  gesuchten  Zusammenstöße  ist  dann 
gleich  der  Zahl  derjenigen  Moleküle  der  zweiten  Gruppe,  die  im 
Moment  t  innerhalb  dieser  zu  durchfegenden  Zylinder  liegen.  —  Für 
diese  letztere  Zahl  machte  nun  Clausius  als  erster  den  Ansatz  ^^): 

[Durchfegter  Kaum]  •  [Zahl  der  Moleküle  zweiter  Art  pro  Vo- 
lumeneinheitj. 

Diesem  „Stosszahlansatz"  liegt  ersichtlich  folgender  Gleichhäufig- 
keits-  („Gleich wahrscheinlichkeits-")  Ansatz  zugninde:  Von  den  Mole- 
külen der  zweiten  Gruppe  entfallen  auf  jede  Volumeneinheit  des  zu 
durchfegendeu  Raumes  ebensoviele  als  auf  jede  Volumeneinheit  des 
übrigen  Raumes^**). 


20)  Diese  Behauptung  formuliert  oifenbar  eine  der  vielen  Bedeutungen,  in 
denen  der  Ausdruck  „Gleichwahrscheinlichkeit  aller  Bewegungsrichtungen"  ver- 
wendet wurde.  Analoges  ist  zu  sagen  über:  „Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  ein 
individuelles  Molekül  in  einem  bestimmten  Yolumenelement  des  Gefässraumes 
angetroffen  wird."     Vgl.  Anm.  15. 

21)  Vgl.  die  Erläuterung  dieses  Ansatzes  an  einem  vereinfachten  Modell 
Nr.  5:  Zwischenstück. 

22)  Unsere  Ausführungen  beschränken  sich  der  Einfachheit  halber  auf  kugel- 
förmige Moleküle.  Die  Deckungssphäre  eines  Moleküles  ist  dann  eine  mit  seiner 
Oberfläche  konzentrische  Kugel  von  doppelt  so  grossem  Radius:  sie  markiert  die 
Grenze,  bis  zu  welcher  der  3IittelpunJit  eines  zweiten  Moleküls  sich  dem  des 
ersten  nähern  kann,  ehe  ein  Zusammenstoss  erfolgt.  Vgl.  Boltzmann,  Gas- 
theorie I,  §  3. 

23)  Wegen  der  korrekten  Formulierung  dieses  rein  kinematischen  Teils  der 
Frage  vgl.  Boltzmann,  Gastheorie  I,  p.  15  und  V  8,  Nr.  8.  Für  den  Fall  all- 
gemeinerer Struktur  der  Moleküle:  Boltzmann,  Gasth.  I,  p.  107;  II,  p.  230. 

24)  Clausius  [2,  3]. 

24»)  Dieser  letzte  Gleichhäufigkeitsansatz  wird  oft  als  „Hypothese  der  mo- 
lekularen Unordnung''''  bezeicknet.  Dieselbe  Bezeichnung  wird  aber  noch  für 
eine  andere  wesentlich  tiefer  liegende  Aussage  gebraucht,  welche  in  Nr.  18  c  ent- 
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4.  Die  Relativhäufigkeit  nicht  gleichberechtigter  Vorkommnisse. 

4  a.  Die  qualitativen  Ansätze  und  ersten  Abschätzungen  bei 
Clausius.  Auf  Grund  von  Häufigkeitsansätzen  der  genannten  Art  hat 
Cldusius  eine  neue  Ableitung  für  die  Gleichung  pv  =  RT  gegeben  und 
die  erste  quantitative  Abschätzung  über  Diffusionsgeschwindigkeiten 
entwickelte^). 

Aber  schon  damals-  exponierte  Clausius  wenigstens  qualitativ  die 
kinetische  Deutung  solcher  Erscheinungen,  für  deren  quantitative  Be- 
handlung weitaus  tiefergreifende  Häufigkeitsansätze  notwendig  sind. 
Z.  B.  zeigte  er^^):  Das  Verdampfungsgleichgewicht  zwischen  Flüssig- 
keit und  gesättigtem  Dampf  hängt  bei  den  verschiedenen  Temperaturen 
davon  ab,  für  welchen  Prozentsatz  der  Flüssigkeitsmoleküle  bei  der 
betreffenden  Temperatur  die  Absolutgeschwindigkeit  den  kritischen 
Grenzwert  überschreitet,  welcher  zur  Losreissung  aus  der  Flüssigkeit 
notwendig  ist.  —  Zur  quantitativen  Behandlung  des  Verdampfungs- 
gleichgewichtes ist  also  ein  Ansatz  erforderlich  für  die  relative  Häufig- 
keit der  verschiedenen  Ahsolutgeschtvindigkeiten  der  Moleküle. 

Clausius  macht  aber  noch  keinen  Versuch  eines  quantitativen 
Ansatzes  für  die  relative  Häufigkeit  so  durchaus  nicht  gleichberechtigter 
Vorkommnisse.  Dementsprechend  verzichtet  er  in  einigen  Fällen 
überhaupt  auf  eine  quantitative  Verfolgung^'').  In  anderen  Fällen  be- 
gnügt er  sich  mit  Abschätzungen:  Er  ersetzt  die  unbekannte  relative 
Häufigkeit  durch  einen  für  die  Rechnung  möglichst  bequemen,  hei.rnsst 
schematisierten  Ansatz;  betont  dann  aber,  dass  es  sich  hier  lediglich 
um  einen  rechnerischen  Überschlag  handelt.  So  legt  er  bei  Ab- 
schätzung der  Diffusionsgeschwindigkeit  die  Rechnung  so  an,  als  ob 
die  Moleküle  sich  zwar  nach  allen  Richtuncren.  aber  alle  mit  derselben 
Absolutgeschwindigkeit  bewegen  würden -'*).  —  Immerhin  liegt  doch 
auch  dieser  Abschätzung  eine  schon  tiefergreifende  Annahme  zugi-unde, 
ohne  welche  von  jenen  Abschätzungen  keine  Annäherungsresultate 
erwartet  werden  könnten.  Nämlich  die  Annahme:  Im  ruhenden  Gas 
von  vorgegebener  Temperatur   besitzen    die  Moleküle   eine  bestimmte^ 


wickelt  werden  wird.  Die  Konfundierung  beider  Bedeutungen  spielt  eine  be- 
trächtliche Rolle  in  der  Diskussion  über  das  If- Theorem.  Dementsprechend 
schien  es  geboten,  im  vorliegenden  Bericht  die  Bezeichnung  „Hypothese  der 
molekularen  Unordnung"  ausschliesslich  für  die  in  Nr.  ISc  zu  erörternde  An- 
nahme zu  reservieren.     Vgl.  Anm.  161. 

25)  Clausius  [2]  (1859\ 

26)  Ges.  Abh.,  Bd.  III,  p.  12  ff. 

27)  So  z.  B.  für  das  Verdampfungsgleichgewicht. 

28)  Clausius  [2]. 


4.  Die  Rolativhäufigkeit  nicht  gleichberechtigter  Vorkommnisse.  ^5 

wenn  auch  unbekannte  Geschtvindigkeitsverteilung,  und  zwar  eine  solche, 
bei  der  die  Ahsolütfiescliwindüikciten  eine  verhältnismässig  geringe  Dis- 
persion'^^) um  den  häufigste.)!    Wert  zeigen. 

4  b.  Die  Aufstellung  eines  Geschwindigkeitsverteilungsgesetzes 
durch  Maxwell.  Um  die  l'V)lgerungen ,  bis  /u  denen  Clausiiis  vor- 
gedrungen war,  weiter  zu  bearbeiten,  dazu  war  jetzt  uiitig,  die  (juali- 
tatire  Behauptung  einer  geringen  Geschwindigkeitsdispersion  durch 
irgendeinen  speziellen  quantitativen  Ansatz  abzulösen,  mit  dem  sich 
rechnen  Hess.  —  Hier  greift  J.  Cl.  Maxwell  ein  (1859)^°).  Für  ein 
ruhendes  Gas  mit  einatomigen  Molekülen ^^),  im  Wärmegleichgewicht 
und  beim  Fehlen  äusserer  Kräfte  stellt  er  folgendes  Geschwindigkeits- 
verteilungsgesetz  auf  („ J;f«a;%'.-Vert.-Ges.") : 

( 1 )  f{u,  V,  iv)  Au  Av  Aw  =-  Äe  -  ^ ^"'  + "'  + """'  AuA v  A tv. 

Hierin  ist  f{u,  v,  tv)   Au  Av  Aiv   die   Zahl  der  Moleküle,   deren   drei 
Geschwindigkeitskomponenten  zwischen  den  Grenzen: 
(2a)  u  und  u  -f-  Au 

(2bj  V  und  v  -\-  Av 

(2  c)  ?('   und  tv -\-  Aw 

liegen.  Ä  und  B  sind  zwei  Konstanten,  die  sich  aus  der  Gesamtzahl, 
-masse  und  -kinetischer  Energie  der  Moleküle  bestimmen  ^^). 

Man  darf  annehmen,  dass  Maxwell  bei  Aufstellung  seines  Yer- 
teilungsansatzes  sich  von  dem  Vorbild  des  Gauss&chen  Fehlergesetzes 
leiten  liess^^).  Über  die  zentrale  Stellung,  die  der  Ilaxivelhche  An- 
satz alsbald  bei  der  Berechnung  der  Diffusions-,  Wärmeleitungs-  und 
Reibungskonstanten  gewann,  vgl.  man  die  Nr.  15 — 21  von  V  8. 

4  c.  Die  Verallgemeinerung  des  Maxwellsehen  Ansatzes  durch 
Boltzmann.  Boltzmann  führte  (1868)^*)  eine  bedeutsame  Verall- 
gemeinerung des  3Iaxiv eUschen  Ansatzes  in  die  Gastheorie  ein:  Erstens 
lässt  er  zu,  dass  auf  die  Moleküle  des  Gases  ein  äusseres  Kraftfeld  wirkt 
(z.  B.  die  Schwere).  In  diesem  Fall  sind  also  nicht  nur  die  verschie- 
denen Absolutgeschwindigkeiten  (versch.  Werte  der  linetischen  Energie), 

29)  Vgl.  Anm.  32). 

30)  Maxwell  [1]. 

31)  In  seiner  ersten  Arbeit  betrachtet  Maxwell  auch  noch  den  Fall  nicht- 
kugelförmiger,  starrer  Moleküle.  Für  die  verschiedenen  Werte  der  Rotations- 
geschwindigkeiten  macht  er  dann  ohne  weiters  den  zu  (1)  analogen  Häufigkeits- 
ansatz. 

32)  Vgl.  V  8,  Nr.  8. 

33)  Vgl.  Gl.  B',  in  Anm.  176. 

34)  BoUzmann  [2,  3]. 
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3ondem  auch  die  verschiedenen  Lagen  eines  Moleküls  im  Gefäss  (versch. 
Werte  der  äusseren  potentiellen  ^ner^Mt)  nicht  mehr  gleichberechtigt^^). 
—  Zweitens  lässt  Boltzmann  zu,  dass  jedes  Molekül  aus  mehreren 
Atomen  besteht,  die  durch  Attraktionskräfte  miteinander  verbunden 
siud^^):  hier  sind  also  auch  noch  die  verschiedenen  Konfigurationen 
der  Atome  im  Molekül  (versch.  Werte  der  inneren  potentiellen  Energie) 
als  nicht-gleichberechtigte  Vorkommnisse  anzusehen. 

Die  BoUzmatinache  Verallgemeinerung  des  Maxwdhchen  Ansatzes 
besagt  nun  für  diesen  sehr  allgemeinen  Fall: 

Bezeichnet  Ar  einen  sehr  kleinen  Variabilitätsbereich  für  den 
Zustand  eines  Moleküles  —  dadurch  charakterisiert,  dass  die  Koor- 
dinaten und  Geschwindigkeiten  aller  Atome  in  passende  Grenzen  ^'^ 
eingeschlossen  werden,  analog  den  Grenzen  (2a),  (2b),  (2c)  —  so  ist 
im  Fall  des  Wärmegleichgewichtes 
(3)  f-Ar  =  ue-'''AT 

die  Zahl  derjenigen  Moleküle,  deren  Zustand  im  Variabilitätsbereich 
At  liegt.  £  bezeichnet  hier  die  totale  Energie,  die  das  Molekül  in 
diesem  Zustand  besitzt  (kinetische  Energie  -f-  äussere  potentielle 
Energie  -j"  innere  potentielle  Energie)  ^^).  a  und  ß  sind  zwei  Kon- 
stante, die  sich  ähnlich  bestimmen  wie  beim  Maxivellsthen  Gesetz. 

Für    den    Fall    kugelförmiger   Moleküle    von    der    Masse   w?,    auf 
welche  das  Schwerefeld  wirkt,  würde  zu  nehmen  sein: 
(3')  At  =  Ax  Ay  A^  Au  Av  Aw 

C'  +  myz) 

35)  Im  Falle  z.  B.  der  Schwere  ist  die  vertikale  Richtung  ausgezeichnet, 
und  damit  geht  auch  noch  die  Gleichberechtigung  der  verschiedenen  Geschwin- 
digkeitsrichtungen verloren  (vgl.  Anm.  39). 

36)  Boltzmann  [3].  Zu  dieser  verallgemeinerten  Fragestellung  wurde  Bolts- 
tnann  geführt  durch  die  schon  vorher  von  ihm  [1]  (1866)  begonnenen  Versuche, 
den  Carnot-Clausivsschen  Satz  von  der  beschränkten  Verwandelbarkeit  der  Wärme 
in  Arbeit  aus  kinetischen  Vorstellungen  abzuleiten.  Um  diese  Ableitung  für 
beliebige  thermische  Systeme  durchzuführen  —  Boltzmann  [6]  (1871)  — .  war 
nötig,  z.  B.  auch  für  nicht  ideale  Gase  auszurechnen,  wie  sich  bei  unendlich 
laugsamen  Zustandsänderungen  ein  mitgeteiltes  Wärmequantum  aufteilt  zwischen 
Vermehrung  der  translatorisch  und  inneren  kinetischen  Energie  und  der  ver- 
schiedenen potentiellen  Energien  der  Gasmoleküle.  Dazu  war  aber  eben  der  im 
Text  angeführte  Verteiluugsansatz  notwendig. 

37)  Wegen  ihrer  uäheren  Definition,  durch  welche  Gl.  (3)  erst  einen  be- 
stimmten Sinn  erhält,  vgl.  Anm.  111. 

38)  Wir  beschränken  uns  hier  auf  den  Fall,  wo  die  wechselseitige  poten- 
tielle Energie  zweier  verschiedener  Moleküle  aufeinander  vernachlässigt  wer- 
den kann. 


5.  AbleitungBversuche  der  Häufigkeitsaneätze  2.  Art  aus  denen  1.  Art.  _77 
WO 

(3'")  c'^u^^v^+iv^ 

Der  Vergleich  mit  (1)  zeigt,  dass  in  Bezug  auf  die  Geschwindiylceits- 
verteilung  (8")  mit  dem  Maxwellsclien  Ansatz  übereinstimmt.  —  Dem- 
entsprechend hat  man  den  Ansatz  (;5)  als  Maxwell- Boltzmannsches 
VerteilungsgeseU  bezeichnet "'■'). 

5.  Ableitungsversuche  der  Häufigkeitsansätze  zweiter  Art  aus 
denen  erster  Art.  Die  zuletzt  angeführten  Häufigkeitsansätze  von 
Maxwell  und  Boltzmann  bedürfen  oJBFenbar  in  noch  viel  höherem  Grad 
einer  Rechtfertigung,  als  die  unter  a)  geschilderten  Gleichhäußgkeits- 
ansätze.  In  der  Tat  publizierten  Maxwell  und  Boltzmann  ihre  Ver- 
teilungsgesetze nicht  geradezu  als  hypothetische  Ansätze  ■*°),  sondern 
als  Endergebnisse  systematischer  Ableitungen. 

Diejenige  Ableitung,  die  Maxwell  in  seiner  ersten  gastheoretischen 
Arbeit'^^)  skizzierte,  wurde  von  ihm  selbst  später  als  unbefriedigend 
verworfen  (vgl.  ihre  Darstellung  und  Kritik  in  V  8,  Nr.  7). 

Die  folgenden  Ableitungsversuche  Maxivelh  und  Boltzmann^  er- 
reichten einen  ersten* Abschluss  im  //-Theorem.  Sie  durchliefen  dabei 
folgende  Entwicklungsstufen: 

Maxwell  (1866)'^^).  Für  ein  einatomiges  Gas,  auf  das  keine 
äusseren  Kräfte  wirken,  erfüllt  die  Maxtvelhcke  Verteilung  die 
Forderung  des  Wärmegieichgewichtes*^):  sie  erhält  sich  nämlich 
gegenüber  den  Zusammenstössen  der  Moleküle  stationär  aufrecht ^^). 


39)  Der  Ansatz  (3")  enthält  unter  anderem  schon  folgende  Aussagen:  a)  in 
allen  Stellen  des  Gefässes  trifft  man  dieselbe  prozentuale  Verteilung  der  Ab- 
solutgeschwindigkeiten an  —  also  auch  dieselbe  mittlere  kinetische  Energie 
(Temperatur).  —  b)  Alle  Geschwindigkeitsrichtungen  sind  gleich  häufig  vertreten, 
obwohl  jetzt  —  vgl.  Anm.  35  —  die  vertikale  Richtung  ausgezeichnet  ist.  — 
c)  Die  barometrische  Höhenformel.  —  Besonders  gegen  die  Aussage  a)  hat 
Loschmidt  [1]  polemisiert.  Er  versuchte  zu  beweisen,  dass  im  Gleichgewichts- 
zustand das  Gas  unten  heisser,  oben  kälter  sein  müsse.  Vgl.  BoHzmanns  Ant- 
wort [8,  11]. 

40)  Vgl.  übrigens  den  Ansatz,  den  Maxicell  [2]  ohne  Beweisversuch  auf- 
stellt für  die  anisotrope  Geschwindigkeitsverteilung  in  Gasen  mit  stationärer 
Deformationsbewegung: 

f=^J^C~^ )  - (ß,  «'^  +  ßj r-  +  B3  «''') 

41)  Maxwell  [1].     Er  verwirft  diesen  Beweis  in  der  Arbeit  [2]. 

42)  Maxwell  [2]. 

43)  Vgl.  V  8,  Nr.  6. 

44)  Jeder  Zusammeustoss  wirft  zwei  Moleküle  aus  ihren  anfänglichen  ße- 
wegungszuständen  in  zwei  neue.  Maxicell  zeigt:  Im  Falle  der  MaxwelUch.e,ii. 
Geschwindigkeitsverteilung  werden  in  jedem  Zeitelement  in  jedes  Geschwindig- 

Encyklop.  d.  math.  Wissensch.    IV  2,  ii.  2 
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Boltzmann  (1H68 — 71)*^).  In  einem  mehratomigen  Gas,  auf  dessen 
Moleküle  ein  äusseres  Kraftfeld  wirkt,  erhält  sich  die  Maxivdl-Boltz- 
wawwsche  Verteilung  stationär  aufrecht. 

Boltzmann  (1872,  als  eine  der  Folgerungen  des  .ff- Theorems) ^®) : 

Die  Maxwell- BoUzmannsche  Verteilung  ist  die  einzige,  welche 
sich  stationär  aufrecht  erhalten  kann*'';,  und  jede  andere  geht  unter 
der  Wirkung  der  Zusammenstösse  schliesslich  in  sie  über. 

Bezüglich  der  Grundlagen  der  angeführten  Untersuchungen  heben 
wir  folgendes  hervor: 

1.  Der  Kalkül  macht  von  den  mechanischen  Eigenschaften  des 
Gasmodells  einen  wenigstens  partiellen  Gebrauch:  er  benutzt  die  Ge- 
setze für  den  Zusammenstoss  zweier  Moleküle,  um  zu  be.stimmen,  in 
welche  Zustandsgebiete  Ar  zwei  Moleküle  geworfen  werden,  wenn  sie 
vor  dem  Zusammenstoss  in  vorgegebenen  Zustandsbereichen  lagen 
und  auch  der  Typus  des  Zusammenstosses  festgelegt  war. 

2.  Der  Kalkül  stützt  sich  auf  einige  Gleichhäufigkeitsansätze  von 
der  in  Nr.  3  angeführten  Art.  Insbesondere  benützt  er  als  Zahl  der 
Zusammenstösse  verschiedener  Art  im  Zeitelement  A^  einen  Ansatz, 
der  im  wesentlichen  mit  dem  dort  auseinandergesetzten  SfosszaJil- 
ansatz  identisch  ist. 

Für  den  Ausbau  der  Häufigkeitsansätze,  die  der  kinetischen  Gas- 
theorie zugrunde  liegen,  leisten  also  die  angeführten  Untersuchungen 
zuletzt  folgendes:  Unter  teilweiser  Ausnützung  der  mechanischen 
Eigenschaften  des  GasmodeUes  beweisen  sie  Behauptungen  über  die 
relative  Häufigkeit  nicht  gleichberechtigter  Vorkommnisse  {Maxwdl- 
Boltzjuann- Ansatz) ,  indem  sie  dem  Kalkül  gewisse  Gleichhäufigkeits- 
ansätze  (bes.  den  Stosszahlansatz)   als   Voraussetzung   zugi-unde   legen. 

Damit  erhält  der  Stosszahlansatz  eine  dominierende  Stellung. 
Die  Kritik  des  StosszaJdansatzes   selbst    und   die  Revision  der  auf  ihn 

keitsgebiet   ebensoviele   Moleküle  hineingeworfen   als   aus   ihnen   herausgeworfen 
werden. 

45)  Boltzmann  [2,  :S]. 

46)  Boltzmann  [6,  7J.  Über  das  if- Theorem  selbst  vgl.  Nr.  6  u.  14.  Die 
Darstellung  in  V  8  Nr.  11  weicht  bezüglich  der  Formulierung  der  Voraussetzungen 
und  des  Resultates  we.seutlich  von  jenen  Originalarbeiten  ab. 

47)  Allerdings  hatte  schon  Maxwell  [2]  (1860)  einen  Heweis  skizziert  dafür, 
dass  die  Maxwtlhc\i&  Verteilung  die  einzige  ist,  die  sich  stationär  aufrecht  er- 
hält. Boltzmann  [6J  (im  Beginn  von  Kap.  I)  zeigte  aber,  dass  dieser  Beweisver- 
8uch  wegen  eines  Verachens  hinfällig  ist.  Viel  später  (1887)  gelang  es  Boltz- 
mann (vgl.  Gastheorie,  Bd.  II,  §  93),  die  3Iaxtvellsche  Beweismethode  Yollstän- 
diger  durchzutühron.  Doch  ist  das  Verfiilircu  tlos  //-Theorems  darin  überleireu, 
dass  es  aiu-h  noch  die  zeitliche  Ausbildung  der  il/fT.i-«- Z/schen  Verteilung  umfasst. 


5.  Ableitungsversuche  der  Hilufigkeitsansätze  2.  Art  au«  <lenen  1.  Art.      ;l<) 

aufgebauten    Folgerungen    bleiben    der    folgenden    Entwieklungsphase 

vorbehalten^®). 

Zwischenstück:  Mit  Rücksicht  auf  einige  spätere  Erörterungen  empüehlt  es 
sich  an  einem  uufs  Äusserstc  vereinfachten  Modell  zu  eiläutern,  welche  Stellung 
der  Stosszablansatz  in  den  zuletzt  erwähnten  Maxwell- Boltzmannachen  Unter- 
suchungen einnimmt. 

In  der  unbegrenzten  Zeichenebene  bewege  sich  eine  sehr  grosse,  aber  end- 
liche Zahl  (iV)  von  materiellen  Punkten:  die  „I»- Moleküle".  Sie  seien  für  ein- 
ander vollständig  durchdringlich.  Sie  bewegen  sich  kräftefrei,  ausser  dass  sie 
elastische  Zusammenstösse  mit  den  nun  einzuführenden  ^-Molekülen  erfahren. 
—  Die  „(?- Moleküle"  sind  Quadrate  von  der  Seitenlange  a,  in  unendlicher  Zahl 
regellos  über  die  unendliche  Zeichenebene  verteilt,  und  zwar  unbeweglich  (starr 
befestigt),  auf  jedes  grössere  Gebiet  sollen  nahe  gleichviel  entfallen,  die  mittlere 
Distanz  A  der  nüchstbenachbarten  boll  gross  gegen  a  sein,  und  die  Diagonalen 
jedes  Q-  Moleküles  seien  exakt  puraUel  der  x-  resp.  y-Axe. 

Zur  Zeit  t^  mögen  alle  P- Moleküle  dieselbe  Absolutgeschwindigkeit  c  und 
nur  die  folgenden  vier  Bewegungsrichtungen  besitzen: 

(1)  -►     (2)  t     (3)  ^     (4)  ; 

Wegen  der  ünbeweglichkeit  der  ^-Moleküle  und  der  exakten  Orientierung  ihrer 
Diagonalen  wird  diese  Verfügung  sich  dauernd  aufrecht  erhalten.  —  Hingegen 
ändern  sich  durch  die  Stösse,  welche  die  P- Moleküle  an  den  (^-Molekülen  er- 
fahren, die  Zahlen 

/  1  '    / 2 '    'S  1    / 4  1 

die  angeben,  wie  viele  Moleküle  in  einem  bestimmten  Zeitpunkt  die  ange- 
führten vier  Bewegungsrichtungen  besitzen:  es  ändert  sich  die  ,,Geschwiiidigkeit8- 
verteilung". 

Das  Analogen  zur  MaxweZZschen- Verteilung  bildet  hier  die  Verteilung: 

(5)  /'/  =  /."=/;"'  =  /'4"=f  • 

Es  handelt  sich  also  um  den  Nachweis,  dass  unter  der  Wirkung  der  Zu- 
sammenstösse ein  sukzessiver  Ausgleich  der  Zahlen  fi  stattfindet,  und  dass  die 
Verteilung  (5)  sich  aufrecht  erhält,  sobald  sie  einmal  eingetreten  ist. 

N^,  At  bezeichne  die  Zahl  der  P- Moleküle,  die  im  Zeitelement  At  durch 
einen  Zusammenstoss  aus  der  Bewegungsrichtung  (1)  in  die  Richtung  (2)  geworfen 
werden.  Es  sind  das  offenbar  alle  und  nur  diejenigen  Moleküle,  welche  zu 
Beginn   des  Zeitelementes  At  zugleich  folgende  beiden  Bedingungen  erfüllen: 

A.  Sie  besitzen  die  Bewegungsricbtung  1. 

B.  Sie  liegen  in  irgendeinem  der  Streifen  S  (Fig.  1).     [An  jedes  der  un- 
endlich vielen  <p- Moleküle  ist  ein  solcher  Streifen  angelegt  zu  denken.] 

Die  Angabe  der  Zahlen  f^,  f,,  fg,  f^,  genügt  offenbar  noch  nicht,  um  zu 
bestimmen ,    wie   viele  P- Moleküle   ausser   der  Bedingung   A)  auch   noch   die  Be- 


48)  Der  hypothetische  Charakter  des  Stosszahlansatzes  wurde  lange  Zeit 
durchaus  nicht  empfunden.  Zum  Beleg  vgl.  in  Bultzmann  [4]  (ls71)  die  Schluss- 
bemerkung: „.  .  .  so  habe  ich  in  jener  Abhandlung"  —  gemeint  ist  die  auf  dem 
Stosszahlansatz  basierte  Abhandlung  [3]  —  „den  weitläufigeren,  aber  von  jeder 
Hypothese  freien  Weg  eingeschlagen." 

2* 
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dingung  B)   erfüllen.   —   Das  Analogen  zu  dem   mehrfach   genannten  Stosszahl- 

ansatz  besteht  nun  in  folgender  Behauptung: 

Von  den  P- Molekülen  jeder  einzelnen 
Bewegungsrichtung  entfällt  auf  die  Streifen 
S  ein  solcher  Bruchteil,  als  dem  Verhältnis 
der  Gesamtfläche  aller  S  zur  totalen  freien 
Fläche  entspricht.  Dieses  Verhältnis  sei  be- 

'/^'  zeichnet  mit 

-I- 


cat 


S' 


Danach  würden  im  Zeitelemeut  Af 

(7)  N^.^t  =  /;  •  Ä-A< 

Moleküle  von  (1)  nach  (2)  geworfen;  analog 

(8)  N^^At  =^  f^  ■  l-At 

im   selben   Zeitelement  A^  umgekehrt  von 
(2)  nach  (1).   (Hier  sind  die  Streifen  S  durch 
die  flächengleichen  Streifen  S"  —  Fig.  1  — 
Flg.  1.  zu  ersetzen.) 

Die  Gegenüberstellung  der  Gleichung 
(7)    und    (8)    zeigt    unmittelbar,    dass    bei    den   Stössen  vom  obigen  Typus   das 
grössere  /'  an  das  kleinere  f  während  Af  in  Summe 
(9)  \f,-f,\-kAt 

Moleküle  verliert.  —  Analog  für  jedes  andere  Paar  von  Stosstypen. 

Wenn  bei  der  Berechnung  der  Zahlen  iV,,,  N^^,  iS^,,,  iVg,  etc.  für  jedes 
Zeitelement  At  immer  wieder  der  Stosszahlansatz  (7)  zugrunde  gelegt  wird,  so  er- 
hält man  eine  monotone  Ahnahme  für  die  Unterschiede  der  Zahlen  /"j,  f^,  /!,,  f^. 
(Einseitige  Annäherung  an   Verteilung  5.) 

6.  Das  Boltzmannsche  jBT- Theorem:  Die  kinetische  Deutung 
einseitig  verlaufender  Prozesse ^^).  Die  Kritik  des  Stosszahlansatzes 
und  seiner  Folgerungen  setzte  ein,  sobald  man  es  als  Paradoxon  empfand, 
dass  die  durchaus  reversiblen  Gasmodelle  der  kinetischen  Theorie  im- 
stande sein  sollen,  wesentlich  einseitig  verlaufende,  irreversible  Prozesse 
zu  deuten.  Nun  wurde  gerade  durch  das  Boltzmannsche  H- Theorem 
das  Studium  der  nichtstationären ^'^) ,  irreversiblen  Prozesse  in  den 
Vordergrund  gestellt:  um  zu  zeigen,  wie  jede  Nicht-il/ax^^W/sche  Ver- 
teilung sich  einseitig  der  Maxwelhchen  nähert,  fasst  dieses  Theorem 
alle  dabei  stattfindenden  Einzelprozesse  (darunter  Wärmeleituug  und 
innere  Reibung)  zu  einem  einzigen,  einseitig  verlaufenden  Totalprozess 
zusammen    und   gipfelt  in   der  kinetischen  Deutung  des  Postulats  der 


49)  BoUzmann  [6,  7,  16];  Lorentz  [1]  (1887). 

50)  Allerdings  hatten  schon  viel  früher  Clausius  und  JIa,vueU  Reibung, 
Wärmeleitung  und  Diffusion  kinetisch  gedeutet.  Da  sie  sich  aber  auf  stationäre 
Fälle  beschränkten,  so  trat  dabei  das  im  Text  angedeutete  Paradoxon  noch  nicht 
zum  Bewusstsein. 
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Tiiermodynamih,  dass  hei  solchen  irreversiblen  Prozessen  die  Entropie 
einscitfff  zuninimt^^). 

Boltzmann  stellt  der  Entropie  eine  bestimmte  eindeutige  Funktion 
der  jeweiligen  Zustandsverteilung  der  Moleküle  gegenüber,  die  so- 
genannte /f- Funktion''").  Für  eine  Zustandsverteilung,  die  von  der 
Maxwell- Ihltzmannschen  zunächst  beliebig  verschieden  sein  kann,  be- 
zeichne f-  At  die  Zahl  derjenigen  Moleküle,  deren  Zustand  innerhalb 
des  kleinen  Variabilitätsbereiches  At^^)  liegt.  Dann  ist  die  Funktion  H 
definiert  durch 
(10)  II  =  ^f  log  f- Ar, 

die  Summe ^^)  erstreckt  über  alle  überhaupt  möglichen  Bereiche  Ar. 
Der  Kalkül  des  II- Theorems  liefert  eine  einseitige  Ahnahme  der 
Grösse  H  mit  wachsender  Zeit  unter  der  Wirkung  der  Zusammen- 
stösse:  Wenn  das  sich  selbstüberlassene  Gasmodell  zu  den  Zeiten 
.  .  .  ty,  t.^,  t^  .  .  .  tj,  .  .  .  die  Bewegungsphasen 

(11)  . . .  r„  r, . . .  r_„  r„ . . . 

durchläuft,  so  gelten  für  die  zugehörigen  Werte  der  Grösse  H  die 
Ungleichungen 

(12)  ...H,>H,...^3„_,^H„... 

und  zwar  gelten  die  Gleichheitszeichen  dann  und  nur  dann,  wenn  die 
3IaxiveU- Boltzmannsche  Verteilung  eingetreten  ist^^^).  Die  Grösse  H 
verhält  sich  also  in  Bezug  auf  die  zeitliche  Änderung  wie  die  negativ 
genommene  Entropie  ^^). 


51)  Vgl.  zu  diesem  Postulat  Nr.  17. 

52)  In  seinen  ersten  Publikationen  über  das  B'-Theorem  bezeiclmet  Boltz- 
mann diese  Funktion  noch  mit  E  (Entropie). 

53)  Wegen  der  näheren  Definition  von  Ar,  durch  die  Gl.  10  erst  einen  be- 
stimmten Sinn  erhält,  vgl.  Anm.  111. 

54)  Ar  wird  gewöhnlich  als  Differential  geschrieben  und  entsprechend  die 
Summe  als  mehrfaches  Integral.  Vgl.  dazu  Boltzmann  [6  —  Kap.  11]  [10  —  Kap.  11], 
ferner  Nr.  12  e  und  Anm.  110. 

54")  Vgl.  V  8,  Nr.  11.  Im  Beispiel:  Nr.  5  (Zwischenstück)  bleibt  inkonstant, 
sobald  /"i  =  f\  ^  f^  =  f^  geworden  ist. 

55)  In  der  Thermodynamik  ist  die  Entropie  nur  für  Gleichgewichtszustände 
definiert.  Boltzmann  hat  nun  für  eine  sehr  allgemeine  Klasse  von  Gasmodellen 
durch  Auswertung  der  Funktion  H  nachgewiesen  —  [6  —  Kap.VI]  [10  —  Kap.V], 
auch  Gastheorie  I,  p.  139  — ,  dass  sie  für  Gleichgewichtszustände  bis  auf  eine 
additive  Konstante  mit  der  negativ  genommenen  Entropie  zusammenfällt.  Für 
JVjcÄ^Gleichgewicht  ist  ( —  H)  eine  Verallgemeinerung  der  thermodynamischen 
Entropie.     Über  die  kombinatorische  Bedeutung  der  Grösse  H  vgl.  Nr.  12  d. 


22   I^  32.   P.  u.  T.  Ehrenfest.  Begriffliche  Grundlagen  d.  statistischen  Auffassung. 

7.    Die  Einwände  gegen  das  Irreversibilitätsresnltat. 

7  a.  Der  Loschmidtsclie  Umkehreinwand  (1876)^^).  Für  zwei 
Bewegimgsphasen  F^  und  F/  mögen  alle  Moleküle  1.  gleiche  Lagen, 
2.  entgegengesetzt  gleiche  Geschwindigkeiten  besitzen.  Sind  H,  und 
H'  die  entsprechenden  Werte  der  i?- Funktion,  so  folgt  unmittelbar 
aus  der  Definition  (10)^'^),  dass 

(13)  s:=H, 

Nun  ist  femer  das  Gasmodell  ein  konservativ-mechanisches  System. 
Ist  es  somit  einer  Bewegung  fähig,  die  durch  die  Phasenreihe  (11) 
führt,  so  ist  es  genau  ebenso  einer  Bewegung  fähig: 

(14)  .  - .  r;,  r_,  ....  r;,  r;  . . . 

Bei  dieser  Bewegung  gilt  dann  wegen  (13)  und  (12): 

(15)  ...h:£h;_,....£h,'^h,\.. 

Zu  je  einer  Bewegung  des  Modells,  hei  der  H  von  H^  auf  H^  abnimmt, 
existiert  also  eine  Bewegung,  hei  der  H  in  genau  umgekehrter  Weise  von 
Hj^  auf  Hy  anivächst^''^). 

7  b.  Der  Zermelosclie  Wiederkelireinwand^^).  E.  Zermelo  hat 
durch  Heranziehung  eines  mechanischen  Theorems  von  H.  Poincare'^^) 
gezeigt:  Das  übliche  kinetische  Modell  eines  vollständig  und  dauernd 
isolierten  Gases  verhalt  sich  quasi  periodisch.  Ausführlicher:  Die  Be- 
wegung des  ModeUes  liefere  von  t^  bis  t^  die  Phasenreihe  (11),  bei  der 
H  von  einem  relativ  hohen  Wert  H^  auf  einen  kleinen  Wert  H  ab- 
sinkt.   Es  wird  dann  nach  einer  endlichen^^)  (wenn  auch  enorm  langen ^^) 

56)  Loschmidt  [1]. 

57)  Dazu  muss  man  auf  die  strenge  Definition  von  Ar  zurückgreifen.  Leicht 
verifizierbar  für  Beispiel  (3')  und  besonders  für  Beispiel  von  Nr.  5  (Zwischenstück). 

Dort  ist  if  =  /;ig/;-f  •••/;ig/;,  ferner /-/=  ^ ,  /;'=/,,  /,'  =  /;,  /;'=/;, 

also   E'  =  H. 

57*)  Wenn  man  im  Beispiel  Nr.  5  (Zwischenstück)  im  Moment  t^  die  Ge- 
schwindigkeiten aller  P-Moleküle  invertiert,  so  würde  die  verhältnismiissig  aus- 
geglichene Geschwindigkeitsverteilung  sich  allmählich  wieder  zurückverwandeln 
in  mehr  unausgeglichene. 

58)  Zermelo  [1]  (1896).  Dieser  Wiederkehreinwaud  wird  neuerdings  häufig 
nach  Gibbs  „Statist.  Mechanik"   Kap.  12   zitiert,  wo  Zermelo  nicht  erwähnt  ist. 

59)  Poincarc  [1].  Ausführliche  Darlegung  der  Gültigkeitbedingungen  bei 
Boltzmann  [20]. 

60)  Unter  allen  Bewegungen  des  Systems  sind  im  allgemeinen  auch  der- 
artig asymptotisch  verlaufende  enthalten,  dass  sie  sich  nicht  der  obigen  Cha- 
rakterisierung fügen.  Ihre  Mannigfaltigkeit  ist  aber  mindestens  um  eine  Einheit 
niedriger  als  die  Mannigfaltigkeit  aller  Bewegungen.  Aus  diesem  Grunde  kommen 
solche  Ausnabmebewegungen  für  den  vorliegenden  Streit  nicht  in  Betracht.  Vgl. 
Boltzmann  [20J.     Gibbs,  Statist.  Mech.,  Kap.  XII. 
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Zeit  in  der  un<Te8tört  weiter  verlaufenden  Bewegung  eine  Phasenfolge 

(15^)  . . .  (rj,  (r,) ....  r/;_o,  (rj  . . . 

vorkommen,  die  in  allen  Daten  beliebig  nahe  mit  der  Phasenfolge  (11) 
übereinstimmt.     Es  werden  dabei  die  Ä^- Werte 

(16)  .  .  .  {H,),  (H,)  ....  (^_0,  {H„)  .  .  . 

durchlaufen,    wo   (H^)    sehr    nahe    gleich  H^    ist.      Wegen    H^  >  jET^ 
und  [H^)  nahe  gleich  H^  folgt 

(17)  (H,)  >  H„. 

Im  Verlauf  der  Bewegung  von  der  Phase  F^  bis  zur  Phase  (Fj) 
hat  also  entgegen  der  obigen  Formulierung  des  H- Theorems,  die  Funktion  H 
wieder  grössere   Werte  angenommen. 

8.  Abschliessende  Bemerkung.  Die  ausnahmslos  einseitige  Ab- 
nähme von  H  (ausnahmslos  einseitige  Annäherung  an  die  Maxivelhche 
Verteilung)  errechnet  sich  nur  dadurch,  dass  im  Kalkül  des  iT-Theorems 
für  jedes  A^  ausnahmslos  der  Stosszahlansatz  wiederholt  wird.     Somit 

richten   sich   der  Umkehr-   und  Wiederkehreinwand   vor  allem    gegen 
ihn«2y 


61)  Versuch  einer  numerischen  Abschätzung  bei  Boltzmann  [18,  19]. 

62)  Vgl.  z.  B.  Burbury  [Treatise  §  39]  (1899);  Lippmann  [1]  (1900);  Lienard 
[1]  (1903).  —  Die  dort  entwickelte  Kritik  des  Stosszahlansatzes  lässt  sich  fol- 
gendermaassen  an  dem  in  5  (Zwischenstück)  skizzierten  Modell  erläutern:  Wir 
greifen  aus  einer  längeren  ungestörten  Bewegung  das  Zeitelement  At  heraus  und 
betrachten  in  der  exakt  umgekehrten  Bewegung  das  entsprechende  Zeitelement. 
Sei  für  die  direkte  Bewegung:  fi,  f^,  f^.,  fi  die  Geschwindigkeits Verteilung  vor 
^^'i  fufiffsifi  die  Geschwindigkeitsverteilung  nach  At.  Sei  N^^At  die  Zahl 
der  (1,  2)-Stösse  während  At.  Sei  analog  für  die  umgekehrt  laufende  Bewegung: 
/i'> /s'i /s' /*'  *^^®  Geschwindigkeitsverteilung  vor  At  und  ]!\\^At  die  Zahl  der 
(2,  1)-Stösse  während  At.  Da  die  beiden  Vorgänge,  abgesehen  von  dem  Be- 
wegungssinn der  P-Moleküle,  identisch  sind,  so  folgt: 

(a)  tv  =  fs,  u=l,  /,'=/;,  f:=f, 

und 

(b)  N^,At  =  X^^At. 

Würde  man  sowohl  für  die  direkte  als  auch  für  die  inverse  Bewegung  den 
Stosszahlansatz  machen,  so  ginge  die  Gl.  (b)  über  in  (vgl.  Gl.  7  und  8): 

(c)  t\'-k-At  =  f^k-At. 
Also  müsste  wegen  (a)  gelten : 

(d)  Ä=/l. 

Diese  Gleichung  wird  aber  durchaus  nicht  erfüllt  sein,  wenn  im  heraus- 
gegriffenen Zeitintervall  die  Geschwindigkeitsverteilung  /i  =4=  ^g  H=  /i  =H  f*  noch 
stark  unausgeglichen  war.  —  Es  ist  also  ausgeschlossen,  dass  im  Fall  einer  noch 
unausgeglichenen    Geschwindigkeitsverteilung    die   Stösse   während   des   (aus    einer 
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Die  Weiterentwicklung  baute  nun  die  modifizierte,  „statistisch^' 
Auffassung  des  H- Theorems  auf  ganz  andere  Grundlagen  auf,  wobei 
der  Stosszablansatz  zunächst  vollständig  ausgeschaltet  erscheint. 

Dieser  Entwicklung  folgend,  giebt  der  nächste  Abschnitt  zu- 
nächst die  Grundlagen  (Nr.  9 — 14)  und  die  Formulierung  der  neuen 
Auffassung  (Nr.  15  u.  17)  und  nimmt  nur  erst  anhangsweise  die 
Frage  auf,  wie  nun  innerhalb  der  statistischen  Auffassung  der  Stoss- 
zahlansatz  weiter  zu  bilden  wäre  (Nr.  18). 

II.  Die  moderne  Fassung  statistisch -mechanischer  Unter- 
suchungen (Kinetostatistik  des  Gasmodells). 

9.    Mechanische  Eigenschaften  des  Gasmodells. 

9  a.  Das  Gasmodell  und  seine  Phase.  Das  Gasmodell  bestehe 
aus  iV  untereinander  gleichen  mehratomigen  Molekülen  von  je  r  Freiheits- 
graden ®^).  Unter  der  (Bewegungs-)  Phase  des  Gasmodells  zur  Zeit  t 
sei  verstanden  der  Inbegriff  der  folgenden  2rN  Daten,  welche  die 
gleichzeitige  Konfiguration  und  Bewegung  aller  N  Moleküle  exaJd 
festlegen : 


(18a)     q,\q,'. 

..g^-.q^.. 

■  ■  qr':  ■  ■ 

•  •  •  2w  qi  -  ■ 

•  Qf 

(18  b)    p,\p,'. 

'■P\\P1  ' 

..p;:.. 

■  ■  ■  pf,  pi'  • 

■■Pf 

generalisierte   Momente^). 
Die  oberen  Indices  1 . . .  JV  beziehen  sich  auf  die  Moleküle,  die  unteren 
Indices  1  .  .  .  r  auf  die  Freiheitsgrade  im  Molekül  ^^). 
Es  sei 

(19)  ^  =z  CD  (g)  die  potentielle  Energie, 

(20)  L  =  L{q,p)       die  kinetische  Energie, 

(21)  E  =  L  -\-  O       die  totale  Energie 

des  Gasmodelles  in  der  gegebenen  Phase, 

Die  Atombewegungen   verändern  die  Konfigurationen  der  Atome 


längeren  ungestörten  Bewegung  herausgegriffenen)  Zeitelevients  At  sowohl  für  die 
direkte  als  auch  für  die  inverse  Bewegung  dem  Stosszahhnisatz  genügen.  Min- 
destens für  eine  der  beiden  Bewegungen  mtiss  ihre  Anzahl  vom  Stosszahlansat: 
abiveichcn. 

63)  Vgl.  V  8,  Nr.  26  oder  Boltzmann,  Gastheorie  U,  p.  62.  —  Der  allgemeinere 
Fall  mehrerer  Sorten  von  Molekülen  sei  beiseite  gelassen. 

64)  p^  definiert  durch  p^^  =  — - ,    also  im  Falle  kartesischer  Koordinaten : 

p  =  mx.     Vgl.  IV  1  {A.  Voss). 

66)  Boltzmann,  Gastheorie  II,  §§  44,  45. 
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(Qi^  '  '  ■  Vr^)?  ^^^  äusseren  Kräfte,  die  Kräfte  zwischen  den  Atomen  des- 
selben Moleküles  und  die  Kräfte,  die  bei  jedem  Zusammenstoss  wirk- 
sam werden,  verändern  die  Geschwindigkeiten  (also  auch  die  Momente 
Pi^  •  •  '  Pr^-  ^^^  entsprechende,  fortlaufende  Veränderung  der  Fliase 
desGasmodelles  wird  zusammenfassend  durch  die  i/am?7fe»w-kanonischen 
Bewegungsgleichungen  ausgedrückt  '^*') : 

v-'-'/  dt  ap*  '  dt  dqi' 

Soweit  nicht  ausdrücklich  das  Gegenteil  bemerkt  ist,  soll  für  alle 
folgenden  Erörterungen  die  Voraussetzung  festgehalten  werden,  dass 
das  äussere  Kraftfeld  sich  im   Verlauf  der  Zeit  nicht  verändert^''). 

Dann  hängt  E  nur  von   den  q,  p  und  nicht   explicit  von  t  ab; 
das  gleiche  gilt  dann  also  für  die  Grössen 

,  /      und     -TT  • 
dt  dt 

Es   lassen   sich    in   diesem   Falle   bekanntlich   die   2rN  Integrale   der 
Gleichungen  (22)  auf  die  Form  bringen  :^^) 
(23  a)  (p,  {q,  p)  =  E  {q,  p)  =  c,, 


(23b) 

9'2rA--l  (S^  P)  =  (^irN-\) 
(23c)  q)2rN(cL,  P)  =  C2rN-\-  t- 

9b.  Der  Phasenraum  des  Gasmodells  (F-ßaum).  Die  2rN 
Grössen  (18a)  und  (18b),  welche  die  jeweilige  Phase  des  Gasmodelles 
charakterisieren,  denken  wir  uns  abgebildet  durch  die  2rjVkartesischen 
Koordinaten  eines  Bildpunktes  G  in  einem  F- Bauin  von  2 riS^- Dimen- 
sionen^^).   Während  sich  das  GasmodeU  gemäss  den  Gl.  (22)  bewegt, 


66)  Vgl.  IV  1  (.1.  Voss). 

67)  Ein  Gas  sei  in  einen  Zylinder  mit  Stempel  eingeschlossen,  und  es 
komme  überdies  die  Wirkung  irgendeines  kontinuierlichen  Kraftfeldes  in  Be- 
tracht. So  lange  der  Stempel  nicht  bewegt  und  jenes  Kraftfeld  nicht  verändert 
wird,  ist  obige  Bedingung  erfüllt.  Sie  wird  aber  z.  B.  durch  die  Bewegung  des 
Stempels  (Stempelwirkung  als  elastisches  Kraftfeld  aufgefasst)  durchbrochen; 
wir  wirken  auf  das  Gas,  indem  wir  das  auf  die  Moleküle  angreifende  Kraftfeld 
zeitlich  verändern.     Vgl.  dazu  Nr.  23  b. 

68)  Dividiert  man  nämlich  z.  B.  die  (2riV— 1)  ersten  unter  den  Gl.  22 
durch  die  letzte,  so  erhält  man  2rN—l  von  t  und  dt  freie  DifiFerentialgl.,  die 
ebensoviele  zeitfreie  Integrale  (23  a)  und  (23  b)  liefern.  Aus  der  letzten  unter  den 
Gl.  22  kann  man  t  durch  eine  Quadratur  bestimmen  (23  c). 
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wandert  sein  Phasenbildpunkt  G™)  auf  einer  bestimmten  Bahn'^^) 
durch  den  F-Raum.  Ihre  Gestalt  und  Lage  wird  festgelegt  durch  die 
2rN —  1  zeitfreien  Integrale  (23a)  und  (23b):  Die  einzelne  G-Bahn 
liegt  in  ihrem  ganzen  Verlauf  auf  der  „Enercjiefläclie^'  E{cij  p)  =  c^, 
und  sie  ist  der  eindimensionale  Schnitt,  dieser  {2rN —  l)-dimensionalen 
Hyperfläche  mit  den  (2rN — 2)  anderen  Hjperflächen: 

9'2  ^  ^2  •  •  •'    92rA  — 1  =  C2rN—l- 

Das  Integral  (23c)  bestimmt  die  Zeiten,  zu  denen  der  (r- Punkt 
die  verschiedenen  Punkte  der  (r-Bahn  durchläuft"^). 

Irgendeine,  den  Grössen  q,  p  auferlegte  Ungleichung  (Ä)  grenze 
ein  infinitesimal  2rN-diniensional€S  Gebiet  (Ä)  im  F-Raume  ab.  Das 
Volumen''^)  [Ä]  des  Gebietes  (A)  werde  dann  definiert  durch  das  Integral 

(24)  [Ä]=f...fdq,K..dp;\ 

Eine  Ungleichung  {A)  grenze  auf  der  Hyperfläche  E{q,  p)  ^  c^ 
ein  (2rN—  l)-dimensionales  Gebiet  (Ä,  E)^-^^  ab.  Der  Inhalt  [Ä,  Ef-^^ 
des  infinitesimalen  Gebietes  {A,  E)'^~'^^  werde  definiert  durch  das  Integral 

(25)^^)  [A,  EJ- 1)  =  ^  J.  . . .  .Jds,  .  .  .  .7.V.--1 . 

69)  Vgl.  Anm.  109  über  das  Verhältnis  von  F (Gas -Phasen) -Raum  zu 
fi  (Molekül-Pbasen)-Raum. 

70)  G  möge  einen  laufenden  Bildpunkt  bezeichnen,  der  die  Phasenänderung 
eines  Gasmodells  verfolgt;  F  hingegen  den  festen  Bildpunkt  eines  festgehaltenen 
(?>  i?) -Werte-Systems. 

71)  Die  Gleichungen  (22)  ordnen  jedem  Punkte  F  eine  Fortschxeitungsrich- 
tung  zu,  in  der  er  von  G-Punkten  durchlaufen  ^vird.  Wenn,  -wie  wir  annehmen, 
das  Kraftfeld  nicht  explizit  von  t  abhängt,  so  sind  diese  über  den  F-Raum  aus- 
gebreiteten Fortschreitungsrichtungen  für  alle  Zeiten  dieselben.  Sie  lassen  sich 
deswegen  zu  oo^^'^''^"^^  starren  ö-Bahnen  zusammenfassen.  Wegen  der  Eindeu- 
tigkeit der  dynamischen  Gleichungen  geht  —  von  singulären  Stellen  abgesehen  — 
durch  jeden  F-Punkt  nur  eine  6^-Bahn. 

72)  Haben  für  zwei  Bewegungen  die  Grössen  c^  •  ■  •  Cgr  v-i  dieselben  Werte 
und  sind  nur  c^  ^  ^r  um  A  c^  ^  y  ^®^^^^^^*^®'^'  ^°  durchlaufen  die  beiden  entsprechen- 
den G-Punkte  dieselbe  G^-ßahn,  nur  mit  der  konstanten  ZeitdiflFerenz  Ac,^  y.  Das 
Zeitmittel  irgendeiner  Funktion  tpiq,  p)  der  Phase,  gebildet  von  t^  —  CC  bis 
i=-|-cx),  ist  also  für  beide  Bewegungen  gleich.     Vgl.  Fussn.  88"^. 

73)  Eine  eingehendere  Darlegung  über ,, Volumen",  „Inhalt'"  usw.  im  T-Raum 
vgl.  bei  Lorentz  [1]. 

74)  Für  den  dreidimensionalen  Raum  würde  man  haben: 

dE 

[A,Ef-^^  = ^^^--^    r  fdxdy;        cos(.Y,^)  =  —  _i' 
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Hier  bezeichnen  s^  .  .  .  S'irN  durchlaufend  und  in  beliebiger  Anordnung 
die  Grössen  7/  .  .  .p^.  Das  infinitesimale  Intogrationsgebiet  (yl, /!/')("') 
wird  gebildet  durch  den  Inbegriff  der  Werte,  den  die  Variabein 
Si  .  .  .  s^riV— i  annehmen  können,  wenn  der  Phasenpunkt  auf  das  Ge- 
biet {A,  jfy~*)  beschränkt  ist").  Endlich  ist  (^  zur  Abkürzung 
gesetzt  für: 

Wegen  der  infinitesimalen  Ausdehnung  des  Gebietes  durfte  der  Inte- 
grand  vor  das  Integralzeichen  genommen  werden. 

9c.  Das  Liouvillesehe  Theorem.  Die  (r- Punkte,  welche  zur 
Zeit  t^  ein  infinitesimales  2riV^-dimensionales  F- Gebiet  (^,j)  vom  Vo- 
lumen \A^  zusammensetzen,  erfüllen  im  Lauf  ihrer  Bewegung  zu  den 
Zeiten  t.^,  t^  .  .  .t^  .  .  .  die  Gebiete  {A^)  .  .  .  (Ä^)  mit  dem  respektiven 
Volumen  [J.J  .  . .  [J.J.  —  Aus  der  besonderen  Gestalt  der  Gl.  22, 
welche  die  Strömung  der  6r- Punkte  beherrschen,  ergiebt  sich  die 
Folgerung,  dass  für  eine  beliebige  Wahl''')  von  {A^  gilt: 
(26)  [^J  =  [^J  =  ...[^J. 

Das  Liouvillesehe  Theorem:'^'')  Die  durch  die  Gl.  22  im  F-Haum 
festgelegte   Strömung  der  G-Punkte  erzeugt  eine  kontinuierliche  Fmikt- 


75)  Das  Integrationsgebiet  {A,  Ey-~^'  kann  angesehen  werden  als  die  Pro- 
jektion des  Gebietes  {A,  Ef~^^  auf  den  ebenen  Raum:   s.^^j^,^0. 

76)  Im  Gegensatz   zur  folgenden  Gleichung  (27)  ist  hier  nicht  nötig,   sich 
auf  infinitesimale  Gebiete  zu  beschränken. 

77)  Beweis:  Aus  den  Gl.  22  folgt: 

(A)  i^  +  B-»- 

Summiert  man  über  alle  {rN)  Freiheitsgrade,  so  erhält  man  für  die  Strömung 
der  G-Punkte  eine  Gleichung  (ß),  die  analog  ist  zu 

du       dv      dw 

dx       cy       cz 
der  Inkompressibilitätsbedingung  in  der  EuUrachen  Form.    Yon   ihr  geht  man 
leicht  über  zur  ia^rangreschen  Form  der  Inkompressibilitätsgleichung : 

(B)  aMii^  =  ,, 

^(2l0' PJ 

womit  dann  die  im  Text  formulierte  Behauptung  bewiesen  ist.  Siehe  Boltzmann, 
Gasth.  I,  §  26;  Gibbs,  Statist.  Mech.,  Kap.  1.  Die  Gl.  (A)  tritt  zuerst  auf  bei 
Liouville,  J.  de  math.  3  (1838),  p.  348.  Sie  wurde  von  Jacobi  (Vorles.  u.  Dynamik, 
p.  93)  verwendet  (letzter  Multiplik.);  die  Deutung  als  Inkompressibilitätsgleichung 
in  einem  F-Raum  und  ihre  Verwertung  für  die  Gastheorie  stammt  von  Boltz- 
mann [2,  3]. 
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transformation,  die  jedes  2 r N-dimensionale  Gebiet  in  ein  volumetigleiches 
Gebiet  transfonniert''^^). 

Verfolgt  man   analog  die  6^ -Punkte,   welche  zur  Zeit  t^   ein  in- 
finitesimales, {2rN  —  l)-dimensionales  Gebiet  (Ä,E)f^(-^^  vom  Inhalt 
[A,  -EJo^"  ^^  zusammensetzen,  so  erhält  man  als  unmittelbare  Folgerung 
aus  Gl.  (26    die  Beziehung '^^): 
,__,  [Ä,E]J^  _  [^  E\i-^  _         _  [Ä,  Jg],(-i 

^^^^  ^0       ~      ~Qi  '"  <?.      ■ 

9d.  Stationäre  Dichtenverteilungen  im  F-Raum'^).  Zur  Zeit  (^ 
werde  über  den  unbegrenzten  F-Raum  eine  unendliche  Menge  von 
G-Punkten  verteilt,  und  zwar  derart,  dass  sich  unter  Zugrundelegung 
einer  passenden  Massbestimmung  für  jeden  Punkt  des  F-Raumes  eine 
bestimmte  „räumliche"  Verteilungsdichte  Qq  ergiebt^^'j.  —  Wählt  man 


77*)  Eine  graphische  Erläuterung  dieses  Theorems  für  Systeme  von  einem 
Freiheitsgrad  (freier  Fall  und  Pendelschwingung)  bei  G.  H.  Bnjan,  Phil.  mag. 
(5)37  (18'J5),  p.  532.  Würde  als  T-Raum  statt  des  (2,  ^^)-Kaume3  ein  (g,  g,-Raum 
verwendet,  so  würden  in  einem  solchen  Raum  die  G^- Punkte  in  konsekutiven 
Zeitpunkten  Gebiete  erfüllen,  für  die  das  Integral 

immer  denselben  Wert  liefert.  Da  die  Funktionaldeterminante  im  allgemeinen 
eine  Funktion  von  q^^ .  ■  •  q^^  ist,  die  sich  entlang  der  G^-Bahn  verändert,  so  wür- 
den also  die  G-Punkte  in  konsekutiven  Zeitpunkten  im  allgemeinen  verschieden 
grosse  Volumina  erfüllen.  In  bezug  auf  das  Lionville-Theorem  zeichnet  sich  also 
der  (</,jj)-Raum  durch  besondere  Einfachheit  aus.     Vgl.  Anra.  170. 

78)  Betrachtet  man  nämlich  zwei  unendlich  benachbarte  Euergieflächen 
E{q,p)  =  Ci  und  E{q,  p)  =  q  -f-  <Jq,  so  ändert  sich  ihr  Abstand  äN  entlang 
einer  G-Bahn  umgekehrt  proportional  zu  Q.  Damit  also  das  auf  {Ä ,  E)^~  '  auf- 
gebaute dosenförmige  Gebiet  sein   Volumen 

[A,E]'^-^^dN 

nicht  ändere  (Gl.  26),  muss  {Ä,  E)^~^^  sich  gemäss  der  Gl.  {-27^  diktieren  und 
kontrahieren. 

79)  Diese  stationären  Dichtenverteilungen  besitzen  eine  Sonderstellung  für 
Wahrscheinlichkeitsansätze.     Vgl.  Anm.  170  (d). 

80)  Die  (X)  vielen  G- Punkte  repräsentieren  cx>  viele  identische  Exemplare 
unseres  Gasmodells,  die  zur  Zeit  t  aus  allen  überhaupt  denkbaren  Phasen  los- 
gelassen werden  und  sich  weiterhin  unnhliängig  voneinander  unter  identischen 
Bedingungen  (d.  h.  für  alle  ist  E(q,  p)  dieselbe  Funktion)  weiterbewegen.  Die 
Fiktion  solcher  Scharen  von  00  vielen  identischen  unabhängigen  GasmodeUen 
gestattet  gewisse  „Wahrscbeinlichkeitshypothesen"  zu  ersetzen  durch  statistische 
Festsetzungen.  Sie  wurde  explizit  zum  erstenmal  von  Ulaxwell  [3]  (187s)  formu- 
liert und  benutzt  -  -  und  bei  dieser  Gelegenheit  bezeichnete  er  Untersuchungen 
über  solche  Scharen  von  Gasmodellen  als  statistisch -mechanische   (vgl.  Anm.  3). 
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zur  Zeit  /„  die  Funktion  Q(^{<],)f)  ganz  willkürlich,  so  wird  im  All- 
gemeinen bei  der  anschliessenden  Strömimg  der  ^V-Punkte  die  Dichte 
in  jedem  F- Punkte  sich  zeitlich  verändern '*°''). 

Aus  (2())  folgt,  dass 
(20')  ^  =  0. 

Die  Verteilung  der  „räumlichen"  Dichte  q  wird  sich  dann  und 
nur  dann  gegenüber  der  Strömung  (22)  stationär  aufrecht  erhalten, 
wenn  Qq(({,2^)  entlang  jeder  einzelnen  G-Bahn  konstant  gewählt  wurde 
(für  verschiedene  (r-Bahnen  darf  man  Qo{q,p)  beliebig  verschieden 
wählen);  d.  h.  wenn  Qo((2fP)  tlie  Form  hat: 

(28)  Qo{q,p)  =  F(E,  cp^,  .  .  .  cp^rx-i) 

unter  F  eine  beliebige  eindeutige  Funktion  ihrer  2rN —  1  Argumente 
verstanden  ^^). 

Analog  kann  man  eine  Verteilung  einer  unendlichen  6r~Punkt- 
Menge  über  die  {2rN — l)-dimensionale  Hyperfläche  E{q,i-))  =  c^ 
vornehmen,  mit  der  „Fläehendichte"  ^o(q,p).  —  Die  hinreichende  und 
notwendige  Bedingung  für  die  Stationarität  dieser  „Flächendichte"  6  ist 
gegeben  durch^^): 

(29)  öo  {q,p)=  -Qj^p)  F(<P2...(P2  r  A'-  l)  . 

Hier  ist  F  eine  beliebige  eindeutige  Funktion  ihrer  (2rN  —  2)  Argu- 
mente, —  Q  definiert  durch  (25a),  —  (q,  p)  gebunden  an  die  Be- 
dingung E{q,  p)  =  c^. 


Aber   schon   7   Jahre   vorher  hatte  Boltzmann  [4]   (1871)   wesentlich  mit  diesen 
selben  Schaaren  operiert  (vgl.  Anm.  98). 

80")  Weiterhin  wird  dann  also  eine  solche  Verteilung  der  oo  vielen  Gas- 
exemplare über  die  verschiedenen  Phasengebiete  gesucht,  dass  in  jedes  Phasen- 
gebiet während  dt  ebensoviele  Gasmodelle  durch  ihre  Bewegung  eintreten,  als 
aus  ihm  in  gleicher  Zeit  austreten. 

81)  E,(p2-.-  ^9rN-i  ^^^^  2riV — 1  voneinander  unabhängige  Funktionen 
der  2rN  Parameter  {q,p),  welche  entlang  jeder  einzelnen  G-Bahn  konstant 
bleiben;  jede  andere  Funktion,  die  der  gleichen  Forderung  genügen  soll,  lässt 
sich  also  schon  durch  jene  ('2rJV — 1)  Funktionen  ausdrücken. 

82)  Nach  Gl.  (27)  verändert  sich  der  Inhalt  eines  infinitesimalen  {A,  JS)(-i) 
proportional  mit  Q,  während  seine  6r- Punkte  über  die  £■- Fläche  laufen.  Dabei 
verändert  sich  also  deren  „Flächendichte"  a  derart,  dass  oQ  einen  konstanten 
Wert  beibehält.  Sollen  sich  also  die  G^{q,  p)  stationär  aufrecht  erhalten,  so 
muss  von  vornherein  a^Q  für  alle  Punkte  einer  und  derselben  C-Bahn  ein  und 
denselben  Wert  besitzen.  Von  einer  G^-Bahn  zur  andern  darf  er  sich  noch  be- 
liebig verändern. 
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10.    Das  Gasmodell  als  ergodisches  System. 

10a.  Ergodische  mechanische  Systeme**^).  Es  lassen  sich  mecha- 
nische Systeme  von  folgender  Eigenschaft  angeben:  ihre  Bewegungen 
verlaufen  in  ungeschlossenen  (r-Bahnen^^),  und  zwar  derart,  dass  die 
einzelne  G-Bahn  im  F-Raum  ein  mehrdimensionales  Gebiet  überall 
dicht  überdeckt  ^^). 

Unter  Berufung  auf  dieses  Vorkommnis  haben  Boltzmann^^)  und 
MaxwelP'^)  eine  Klasse  von  mechanischen  Systemen  durch  die  folgende 
Forderung  definiert: 

Die  einzelne  ungestörte  Bewegung  des  Systems  führt  bei  unbe- 
grenzter Fortsetzung  schliesslich  „durch  jeden  Phasenpunkt  hindurch'', 
der  mit  der  mitgegebenen  Totalenergie  verträglich  ist.  —  Ein  mecha- 
nisches System,  dass  diese  Forderung  erfüllt,  nennt  BoUzmann  ein 
ergodisches  System^^). 

Aus  dieser  Definition  ziehen  BoUzmann  und  Maxwell  unmittelbar 
die  nachstehenden  Folgerungen: 


83)  Man  hat  weiterhin  immer  die  Begriffe  und  Bezeichnungen  zu  unter- 
scheiden: a)  Ergodisches  System,  b)  Ergodische  Dichtenverteilungen  im  F-Raum. 
Über  die  Beziehung,  in  der  b)  zu  a)  steht,  vgl.  Anm.  92. 

84)  BoUzmann  [4.  Kap.  II]  (1871)  auch  [15]  (1886)  führt  unter  anderen  fol- 
gendes Beispiel  an:  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  in  der  Ebene  unter  der 
"Wirkung  einer  Anziehungskraft  mit  dem  Potential  \{ax' -\-  hy^,  falls  a  zu 
h  irrational  ist  —  die  ungeschlossenen  Lissajousfiguren  im  Falle  irrationalen 
Perioden  Verhältnisses.  Der  bewegte  Punkt  kommt  bei  seiner  einzelnen  Bewegung 
schliesslich  jedem  Punkt  im  Innern  eines  gewissen  Rechteckes  beliebig  nahe. 

85)  Die  Lissajousfigur  des  obigen  Beispiels  ist  gewissermaassen  die  Projek- 
tion einer  zugehörigen  G-Bahn  aus  dem  {x,  y,  u,  ?")-Raum  auf  die  {x,  i/V  Ebene. 
Daher  zeigt  sie  Selbstüberkreuzungen,  die  der  zugehörigen  G^-ßahn  selbst  durch- 
aus fehlen.  In  topologischer  Beziehung  kann  man  sich  den  Verlauf  der  letzteren 
verdeutlichen  an  einer  ungeschlossenen  geodätischen  Linie  auf  der  Oberfläche 
eines  Torus:  Ohne  sich  zu  durchkreuzen,  kommt  sie  jedem  der  od*  Punkte 
{X,  y,  u,  v)  beliebig  nahe,  die  den  Gleichungen  genügen: 

m    .   ,    ax^  m    -   ,    b y^ 

2  2  ^2  '2 

(Cj  und  c,  die  Energieen,  die  man  den  beiden  Teilschwingungen  zur  Zeit  t^,  gab). 
Es  fällt  nicht  schwer,  rein  geometrisch  auch  solche  Kurvenschaaren  zu  definieren, 
dass  die  einzelne  Kurve  der  Schaar  z.  B.  jedem  der  co*  Punkte  im  Innern  des 
Torus  beliebig  nahe  kommt. 

86)  BoUzmann  [4]  (1871),  vgl.  schon  Schluss  von  [2]  (1868). 

87)  Maxwell  [3]  (1878). 

88)  ^yov  =  Energie,  uSbg  =  Weg:  Die  ö-Bahn  geht  durch  alle  Punkte  der 
Energietiäche.  Diese  Bezeichnung  gebraucht  BoUzmann  das  erste  Mal  in  der 
Arbeit  [15]  (1886).  Maxwell  und  mit  ihm  die  englischen  Autoren  gebrauchen 
in  diesem  Zusammenbang  die  Bezeichnung:  „assumption  of  the  coutinuity  of 
path"  (path  =  G-Bahu). 


10.  Das  Gasmodell  als  ergodischea  System.  ,^X 

1.  Bei  einem  er^odischen  System  verlaufen  alle  Bewegungen 
gleicher  Totalenergie  Eiq,  p)  =  Eq  in  derselben   G-Bahn ****"). 

2.  D.  h.  alle  diese  Bewegungen  unterscheiden  sich  nur  noch  durch 
den  Wert  der  Konstanten  c^rN,  die  additiv  zur  Zeit  hinzutritt  (vgl. 
Integral  23  c)««'^. 

3.  Sie  liefern  für  jede  Funktion  der  Bewegungsphase  (p{q,p)  ein 
und  dasselbe  ZeitraitteP^'^). 

Gerade  wegen  dieser  letzteren  Eigenschaft  tritt  in  den  Unter- 
suchungen Boltzmanns  die  Definition  ergodischer  Systeme  auf  und 
dazu  die  Hypothese,  dass  die  Gasmodelle  ergodische  Systeme  sind 
(vgl.  Nr.  11). 

Nun  ist  aber  die  Existenz  ergodischer  Systeme  (d.  h.  die  Wider- 
spruchslos iyJceit  ihrer  Definition)  durchaus  zweifelhaft:  Es  ist  bis  jetzt 
nicht  einmal  das  Beispiel  eines  solchen  mechanischen  Systemes  be- 
kannt, bei  welchem  die  einzelne  G-Bahn  jedem  Punkt  der  zugehörigen 
„Energiefläche''  beliebig  nahe  liommt^^).  —  Vollends  aber  ist  kein  Bei- 
spiel bekannt,  bei  dem  die  einzelne  G^-Bahn  durch  jeden  Punkt  der  zu- 
gehörigen Energiefläche  hindurchgeht^^^).    Und  doch  fordert  das  letztere 

88*)  Die  Überlegung  verläuft  etwa  so:  die  einzelne  G^-Bahn  geht  „durch 
jeden  Phasenpunkt"  der  Energiefläche.  Anderseits  geht  durch  jeden  Phasen- 
punkt r  nur  eine  einzige  Fortschreitungslinie  (Anm.  71),  also  gelangt  man  zur 
Folgerung  (1).     Zum  Beleg  vgl.  bes.  Boltzmann  [15]. 

88'')  Vgl.  diesbezüglich  in  Boltzmann  [15]  das,  was  dort  über  die  Phasen- 
diff'ereyiz  der  beiden  Teilschwingungen  in  einer  Lissajousbewegung  für  den  Fall 
irrationalen  Periodenverhältnisses  gesagt  wird. 

88°)  Dieses  Zeitmittel  ist  definiert  durch: 


lim     7p TiT   I  (p{q,p)dt; 

vgl.  Anm.  72. 

89)  Um  zu  erreichen,  dass  bei  der  in  Anm.  (84)  angeführten  Bewegung  die 
G-Bahn  allen  cc*  F- Punkten  beliebig  nahekommt,  die  nur  mehr  der  einen 
Gleichung 

-(u^  -t-  V')  H ^-^  =  E, 

genügen,  denkt  sich.  Boltzinann  in  der  x,  !/-Ebene  ein  unendlich  kleines  elastisches 
Hindernis  angebracht,  an  das  der  sch^vingende  Punkt  im  Verlauf  seiner  Be- 
wegung immer  wieder  anstösst.  Ähnlich  in  anderen  Beispielen.  Vgl.  über  diesen 
Punkt  auch  Lord  Rayleigh  [2].  Wegen  der  Komplikation  der  Zusammenstösse, 
welche  die  Moleküle  aneinander  und  an  den  rauhen,  vollkommen  elastischen  Ge- 
fässwänden  erleiden,  halten  Boltzmann  und  Maxwell  die  Annahme  für  gerecht- 
fertigt, dass  die  Gasmodelle  ergodische  Modelle  sind. 

89*)  Zur  Erläuterung  des  Unterschiedes  zwischen  den  Forderungen :  I.  „jedem 
Punkt  der  Energiefläche  beliebig  nahe  kommen";    11.   „durch  jeden  Punkt  der 
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nicht  Dur  der  Wortlaut  der  Boltzmann-Maxwelhchen  Definition,  son- 
dern gerade  auf  diesem  Zug  der  Definition  bauen  beide  Autoren  die 
Behauptung  auf,  dass  bei  dem  Gasmodell  als  einem  ergodischen 
System  alle  Bewegungen  gleicher  Totalenergie  dieselbe  cp-Bahn  durch- 
laufen und  deshalb  für  jedes  (fj{q,  p)  gleiche  Zeitmittel  liefern*-^). 

10  b.    Ergodische    Dielitenverteilungen    im    F-Raum.      In    der 

Litteratur  sind  hauptsächlich  nur  folgende  spezielle  Fälle  Yon  statio- 
nären Dichten  Verteilungen  betrachtet  worden: 

(30)  (vgl.  28)  Q{q,p)=F{E) 

für  die  „räumliche"  Dichte  einer  Verteilung  über  den  r'-Raum^^). 
Ferner 

(31)  (Tgl.  29)  <r(3,j,)  =  ^ 

für  die  „Flächendichte"  einer  Verteilung  über  die  Energiefläche 
Zu  dieser  Spezialisierung  der  Dichten  wähl  ist  zu  bemerken: 


Energiefläche  hindurchgehen"  betrachte  mau  wieder  eine  geodätische  Linie  auf" 
dem  Torus  mit  einer  irrationalen  Windungszahl,  z.  B.  etwas  grösser  als  V»-  Sie 
durchsetzt  einen  Meridionalkreis  in  co  vielen  Punkten  P/^ ,  die  überall  dicht  über 
die  Peripherie  verteilt  sind.  Anderseits  kann  man  behaupten,  dass  man  aus  P^ 
durch  keine  noch  so  grosse  Zahl  von  Umläufen  längs  der  geodätischen  Linie  in 
den  Punkt  Q  gelangen  kann,  der  dem  P,^  auf  dem  Meridiankreis  diametral  gegen- 
überliegt —  andernfalls  würde  man  ja  durch  die  doppelte  Zahl  von  Umläufen 
von  Pj^  zu  Pji  zurückgelangen,  was  der  Voraussetzung  widerspricht.  Man  erkennt 
auf  diesem  Wege  leicht,  dass  die  Menge  der  Punkte  P/, ,  die  von  der  gegebenen 
geodätischen  Linie  erreicht  werden,  eine  abzählbare  Menge  bildet  inmitten  des 
Kontinuums  von  Peripheriepunkten,  denen  die  geodätische  Linie  beliebig  nahe 
kommt. 

90)  Nennt  man  für  den  Augenblick  solche  Systeme,  welche  nur  die  For- 
derung I  in  89  a)  erfüllen,  „quasi-ergodische",  so  wird  man  in  Gegenüberstellung 
zu  den  Folgerungen  1)  2)  3)  im  Text  sagen  müssen:  Für  ein  quasiergodi-^ches 
System  hat  man  auf  jeder  Fläche  K{q,  p)  =  E^  ein  Kontinuum  von  02'"'"'^ ~" 
voneinander  verschiedenen  G-Bahnen  mit  verschiedeneu  Werten  der  Konstanten 
■c.^  bis  c.2rN-\  ^^^  unterscheiden.  Auf  quasiergodische  Systeme  lässt  sich  also 
nicht  die  Boltzmann-MaxweUsche  Begründung  der  Behauptung  (3)  übertragen. 

91)  Vgl  Anm.  170  (f). 

92)  Für  ein  ergodisches  System  wäre  die  ergodische  DichtenvertiiJiing  (31) 
die  einzige,  welche  sich  stationär  aufrecht  erhalten  kann:  Einerseits  sollen  nach 
88a)  alle  Punkte  der  Fläche  E{q,p)  =  E^  auf  einer  und  derselben  G-Bahn  des 
Systems  liegen.  Anderseits  muss  nach  Gl.  (29)  das  Produkt  aQ  entlang  der 
einzelnen  Cr -Bahn  konstant  bleiben.  Für  ein  «h7<^- ergodisches  System  sind  die 
Verteilungen  QiO)  und  [Sl't  auch  stationär,  erscheinen  dann  aber  als  willkürlich 
spezialisiert. 


11.  Das  mittl.  \'<>r]ialteii  d.  GasmodelleB  f.  e.  unbegrenzto  Bewegungsdauer.    SS 

1.  Sie  ist  ausschliig<^ebend  für  das  Zustandekommen  der  Haupt- 
resultate in  der  statistischen  Theorie  der  Gasbewegungen  (vgl.  dazu 
Anm.  ITU). 

2.  Als  3Iaxivell  und  Boltzmann  diese  speziellen  Dichtenverteilungen 
7Aim  erstenmal  einführten,  beriefen  sie  sich  zur  Rechtfertigung  aus- 
drücklich auf  die  Hypothese,  dass  die  Gasmodelle  ergodische  Systeme 
sind^^). 

In  der  späteren  Litteratur  wurde  allgemein  diese  spezielle  Wahl 
beibehalten,  während  dann  in  der  liegel  von  der  Ergodenhypothese 
keine  Rede  mehr  ist''*). 

Es  empfiehlt  sich,  die  speziellen  Dichtenverteilungen  (30),  (31)  als 
erf/odische  zu  bezeichnen,  um  daran  zu  erinnern,  dass  bis  jetzt  keines- 
falls ein  anderer  Rechtfertigungsversuch  für  ihre  Wahl  vorliegt  als 
die  Berufung  auf  die  Ergodenhypothese. 

1 1 .  Das  mittlere  Verhalten  des  Gasmodelles  für  eine  un- 
begrenzte Bewegungsdauer. 

1 1  a.  Die  Boltzmannsche  Untersuchung.  Auf  sie  wurde  Boltz- 
mann geführt,  als  er  noch  vor  AufsteUunfj  des  H- Theorems  nach  einem 
Beweis  dafür  suchte,  dass  dem  Wärmegieichgewicht  nur  die  Maxwell- 
Boltzmannsohe  Verteilung  entspricht  ^^). 

Den  Ausgangspunkt  der  Untersuchung  bildet  etwa  folgende  aus 
der  Erfahrung  abstrahierte  Behauptung^®):  Ein  isoliertes  Gasquantum 
geht  aus  jedem  vom  Wärmegleichgewicht  verschiedenen  Zustand  in 
das  Wärmegleichgewicht  über  und  verharrt  darin  dauernd.  Betrachtet 
man  also  das  mittlere  Verhalten  eines  Gasquanturas,  das  während  der 
sehr  langen  Zeit  T  sich  selbst  überlassen  bleibt,  so  wird  bei  unbe- 
grenzt wachsendem  T  schliesslich  das  mittlere  Verhalten  mit  dem 
Verhalten  im    Wärmegleicligewicht  identisch. 


93)  Beschränkt  man  sich  ?i,\x{  stetige  Dichtenverteilungen  ß(q,p),  so  würde 
auch  schon  für  quasiergodische  Systeme  die  Verteilung  (31)  die  einzige  sein,  die 
sich  stationär  aufrecht  erhalten  kann.  Dass  aber  durch  diesen  analytischen 
Kunstgriff  physikalisch  nichts  gewonnen  wird,  erkennt  man  bei  der  Gleichung  33: 
Das  Zeitmittel,  von  dem  dort  die  Rede  ist,  kann  sich  für  ein  quasiergodisches 
System  von  Bahn  zu  Bahn  total  unstetig  ändern,  da  es  durch  eine  Mittelbildung 
über  eine  unendliche  Zeit  gewonnen  wird. 

94)  Boltzmann  selbst  führt  in  seiner  Gastheorie  11,  p.  92  unten  die  Ver- 
teilung (31)  ein  als  „einfachsten  Fall''  einer  stationären  Verteilung  und  bezeichnet 
sie  auch  als  „ergodische",  ohne  an  irgendeiner  Stelle  dieses  Lehrbuches  die 
Ergodenhypothese  zu  erwähnen. 

95)  Boltzmann  [2]  (1868). 

96)  Vgl.  die  davon  abweichende  Behauptung,  zu  der  die  Fortsetzung  dieser 
Untersuchung  in  Nr.  13  und  l-l  führt. 
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Dementsprechend  erscheint  als  Ziel  der  erwähnten  Untersuchung^ 
Boltzmanns  der  Nachweis  für  folgende  Behauptung: 

Das  mittlere  Verhalten  eines  Gasmodelles  nährend  einer  unbegrenzt 
fortgesetzten  Bewegung  entspricht  der  Maxwell-Boltzmannschen  Zustands- 
verteilung. 

Die  fundamentale  Voraussetzung  dieser  Untersuchung  ist  die 
Hypothese,  dass  die  Gasmodelle  ergodische  Systeme  sind  [vgl.  Nr.  10]. 
Mit  ihrer  Hilfe  berechnete  Boltzmann  das  Zeitmittel  z.  B.  der  kine- 
tischen Energie  jedes  Atomes  (es  ergiebt  sich  für  alle  Atome  der  gleiche 
Wert!)^'j;  ebenso  die  Zeitmittel  anderer  Funktionen  (p(Q,p),  welche 
sonst  noch  die  durchschnittliche  Zustandsverteilnng  charakterisieren. 

Um  die  genannten  Zeitmittel  zu  berechnen,  geht  Boltzmann  aus 
von  der  Fiktion  einer  Schaar  von  unendlich  vielen  gleichbeschaffenen 
Exemplaren  des  vorgegebenen  Gasmodells,  die  sich  gänzlich  unabhängig 
voneinander  bewegen  ^*),  und  zwar  derart,  dass  sie  alle  dieselbe  Total- 
energie Eq  besitzen,  und  dass  zur  Zeit  f^  ihre  G-Punkte  sich  mit 
der  „Flächendichte" 
(31a)     [vgl.  31]  ''-öh, 

über  die  Fläche  E(q,p)==EQ  verteilen.    Nach  Nr.  9d  erhält  sich  diese 
Verteilung  stationär  aufrecht^''). 

Bei  dieser  Phasenverteilung  der  Systemschaar  ergeben  sich  zu- 
nächst die  Zahlmittel  der  oben  erwähnten  Phasenfunktionen  ^  (q,  p) 
durch  Integration  über  die  Energiefläche  ^°°) 

f\b-c  dS 

(32)  ^(j,p)  =  -_^__. 

Um  nun  von  diesen  Zahhnitteln  zu  den  von  Boltzmann  gesuchten 
Zeitmitteln  zu  gelangen,  bedarf  es  noch  folgender  Kette  von  Gleich- 
setzungen: 

(33)  Zahlmittel  =  Zeitmittel  des  Zahlmittels 

==  Zahlmittel  des  Zeitmittels  =  Zeitmittel. 
Die  erste  Gleichsetzung  folgt  aus  der  Stationarität  der  gewählten 
Phasenverteilung ;^°^)  die  zweite  aus  der  Vertauschbarkeit  der  Mittel- 
bildungen; die  dritte  Gleichsetzung  stützt  sich  aber  auf  die  Be- 
hauptung, dass  alle  Bewegungen  der  betrachteten  Schaar  ein  und  das- 
selbe Zeitmittel  für  '^{q,  p)  aufweisen. 

97)  Vgl.  V  8,  Nr.  28.  —  Gastheorie  H,  §  34. 

98)  Vgl.  Boltzmamt  [4.    Kap.  II  zw.  Gl.  22  und  23]. 

99)  Diese  Aussage  ist  von  der  Ergodenhypothese  noch  unabhängig. 

100)  Für  dS  ist  Gl.  (25)  heranzuziehen. 

101)  Vgl.  Anm.  99. 
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Und  das  ist  der  Punkt,  in  dem  die  Hypothese  ein<^reift,  dass  das 
Gasmodell  ein  ergodisches  System  ist.  Schon  mit  Rücksicht  auf  die 
Bedenken  gegen  die  Ergodenhypothese  (Nr.  10  a)  muss  also  die  ange- 
führte  Untersuchung  als  nicht  cinivaniJfrci  bezeichnet  werden ^"^j. 

Die  hier  skizzierte  Art  der  Berechnung  der  Zeitmittel  entspricht 
übrigens  mehr  derjenigen  Anordnung,  die  sich  in  der  Arbeit  von 
Maxwell  (1879)*"^)  und  in  den  an  sie  anschliessenden  Darstellungen 
von  Lara  Baglcigh^^^)  und  Jcai/s^^^'')  findet.  Doch  weicht  sie  nur  formal 
von  der  ursprünglichen  Darstellung  Boltzmanns  ab.  Diese  entwickelt  aus 
der  Fiktion  der  ergodisch  verteilten  Systemschaar  und  unter  Benutzung 
der  Hypothese,  dass  das  Gasmodell  ein  ergodisches  System  ist*"^)  zu- 
nächst eine  Formel  für  die  Zeiten,  während  welcher  der  ö-Punkt  im 
Verlauf  einer  unbegi-enzten  Bewegung  in  den  verschiedenen  Teilen 
der  Energie  fläche  angetroffen  wird:^"^) 

.o^\  T     dt         cdS 

(34)  hm-    =- 

T  =  oi  -*  lodS 

wo  6  wieder  durch  (31a)  bestimmt  ist.  Diese  Formel  führt  ersichtlich 
für  das  Zeitmittel  einer  Phasenfunktion  1/;  (g,  q)  ebenfalls  auf  den 
Ausdruck  (32). 

Hb.  £[ritik  und  Bedeutung  des  Boltzmannschen  Resultates. 
Bezüglich  der  Gl.  (34)  ist  hervorzuheben: 

1.  Akzeptiert  man  die  Ergodenhypothese,  so  beansprucht  Gl.  (34) 
ein  rein  mechanisches  Theorem  zu  sein,  unabhängig  von  irgendwelchen 
„Wahrscheinlichkeits"-tJberlegungen. 

2.  Verwirft  man  die  Ergodenhypothese  ganz,  oder  sucht  man  sie 
in  modifizierter  Form  festzuhalten ^°^),  so  fehlt  zur  Zeit  jeder  Anhalts- 
punkt zur  Behauptung,  dass  die  Gl.  (34)  zu  Recht  besteht  oder  auch 
nur  eine  irgendwie  brauchbare  Annäherungsformel  darstellt. 

Als  gültig  angenommen  führt  die  Gl.  (34)  nicht  nur  zu  Aussagen 
über  das  mittlere  Verhalten.    Darüber  hinaus  bestimmt  sie  prinzipiell 


102)  Vgl.  Lord  Raylcigh  [2],  Bryan  [1],  Lard  Kelpin  [Baltimore  lectures 
on  molecular  dynamics,  London  1904],  Jeans,  Dynam.  theory,  §§  92  —  95. 

103)  Maxicell  [3].     Siehe  dazu  das  Referat  von  Boltzmann  [13]. 

104)  Lord  Rayleigh  [2]. 

105)  Jeans  1.  c. 

106)  Boltzmann  [4.   Kap.  IE]. 

107)  1.  c.  zw.  Gl.  22  und  23. 

108)  Die  von  Jeans  [Dynam.  theory,  §  96  fF.]  entwickelte  Modifikation  der 
Ergodenhypothese  stützt  sich  auf  den  Stosszahlansatz.  Deshalb  scheint  auch 
dieser  Versuch  nicht  zu  einer  kritischen  Grundlegung  geeignet. 

3* 
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auch  die  relative  Länge  der  Zeiten,  während  welcher  im  Gas  die  ver- 
schiedenen Zustandsverteilungen  angetroffen  werden. 

Diese  vertiefte  Fragestellung  wurde  in  den  Untersuchungen 
Boltzmanns  zunächst  in  den  Hintergrund  gedrängt  durch  die  bald 
darauf  erfolgte  Aufstellung  des  Ä-Theorems  (1872).  Xur  erst  gegen- 
über dem  Losch7)ücUsch.eR  Umkehreinwand  (Nr.  7  a)  nimmt  Boltzmann 
dieses  Problem  wieder  auf,  um  eine  modifizierte  Fassung  des  J?-Theorems 
zu  gewinnen:  Er  versucht  zu  zeigen,  dass  im  Verlauf  der  unbegrenzten 
Bewegung  die  Maxwell- Boltzmannsohe  Verteilung  zeitlich  enorm  vor 
allen  anderen  Verteilungen  vorheiTScht,  und  dass  daraus  die  Tendenz 
zur  Annäherung  an  diese  ausgezeichnete  Verteilung  verständlich  wird. 

Dies  wird  in  Nr.  13  u.  14  näher  ausgeführt;  es  sind  aber  noch 
einige  Hilfsmittel  vorauszuschicken. 

12.    Mechanische  Eigenschaften   des  Gasmodells:    Fortsetzung. 

12  a.  Der  Phasenraum  der  Moleküle  (a-Raum).  Zustandsver- 
teilung  Z  der  Moleküle.  Der  Bewegungsphase  des  ganzen  Gas- 
modelles  entsprach  ein  Punkt  in  einem  2>'iV-dimensionalen  „F-Raum''. 
Es  empfiehlt  sich  nun  auch  die  jeweilige  Phase  jedes  unter  den  N  Mole- 
külen z.  B.  des  7i;-ten  durch  einen  Bildpunkt  w^*)  in  einem  2r-dimen- 
sionalen  „/ti-Raum"  abzubilden.  Jedes  einzelne  Molekül  entsende  so 
einen  Bildpunkt  m^^^  der  ihm  durch  den  Index  k  dauernd  zugeordnet 
bleibt.  Erst  die  Angabe  der  Lage  aller  N  Funkte  7n^^\  .  .  .  »i^-^  he- 
stimmt  die  Phase  des  ganzen  Gases'^^^). 

Der  fi-Raura  sei  ein  für  allemal  in  sehr  kleine,  aber  endliche '*") 
und  untereinander  gleiche  Parallelipipede  a  geteilt ^'^).  Zur  Zeit  t 
enthält  jede  Zeile  a^  eine  bestimmte  Zahl  a,.  von  Bildpunkten  w/^''^^-). 


lOy)  Die  Richtung,  in  der  irgendein  fester  /x-Punkt  von  einem  Punkt  ?n'*> 
durchlaufen  wird,  hängt  also  ab  von  der  gleichzeitigen  Lage  aller  übrigen  Punkte 
m  und  ist  dementsprechend  zu  verschiedenen  Zeiten  verschieden  —  im  Gegen- 
satz zu  dem,  was  nach  Anm.  71  vom  F-Raum  gilt. 

llOj  Hier  ist  ein  Kompromiss  zu  treffen  zwischen  den  Forderungen:  a)  w 
sei  sehr  klein  gegenüber  der  feinsten  physikalischen  Unterscheidbarkeit:  b)  w 
sei  so  gross,  dass  die  sogleich  einzuführenden  Zahlen  n,  im  allgemeinen  noch 
sehr  gross  auslallen.  Für  zahlreiche  Fragen  ist  zu  beachten,  dass  mau  also  mit 
diesen  Parallelopipeden  w,  wesentlich  nicht  zur  Grenze  0  übergehen  kann.  Vgl. 
dazu  Anm.  119. 

111)  Die  hier  definierten  co,  sind  die  Ar.  von  denen  in  den  Anm.  37  und 
53  die  Rede  war. 

112)  Wenn  wir  später  a,!  durch  die  Stirliiigsche  Approximation  ersetzen, 
30  folgen  wir  hierbei  dem  allgemein  acceptierteu  Yoi'gang  von  Boltzvitinit.  Be- 
sonders hier  kommt  also  die  Forderung  b)  in  Anm.  110  in  Betracht. 
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Unter  der  Zustandsvertrilimg^^'-'')  Z  der  Molekülr,  zur  Zeit  t  ver- 
steht man  das  System  der  Zdidcn  <t-. 

12  b.  Das  einer  Zustandsverteilung  Z  entsprechende  Volumen 
des  r*- Raumes  ^^').     Aus  der  Definition   der  Zustandsverteilung  folgt: 

1.  Zu  einem  vorgegebenen  F-Punkt  gehört  eine  eindeutige  be- 
stimmte Zustandsverteilung  Z. 

2.  Zu  einer  vorgegebeueu  Zustandsverteilung  Z  gehört  noch  ein 
2riV-dimensionaIes  Kontinuuni  von  F-Punkten:  das  Gebiet  (Z),  das 
man  etwa  „Z-Sfem"^^^)  nennen  dürfte. 

3.  Das  Volumen  [ZJ  des  Z-Sternes  berechnet  sich  zu:^^^j 

(35)  [ZJ  =  -,v;       ["F- 


113)  Vg].  als  Beispiele  die  stationären  Zustandsverteilungen  in  Gl.  (3)  und 
(3'),  die  dem  Wärmegleichgewicht  entsprechen. 

114)  Boltzmunn  [10].     Jeans,  Dymim.  theory,  §§  39flF. 

115)  Das  System  der  Zahlen  a^  bleibt  nämlich  exakt  ungeändert,  wenn 
man  mit  der  Phase  der  Gasmodelle  folgende  zwei  Arten  von  Variationen  vor- 
nimmt : 

a)  Man  lasse  einen  der  Bildpunkte  m^  '  alle  Punkte  yt,  derjenigen  Zelle  £o^ 
durchstreichen,  in  der  er  sich  befindet.  Alle  a^  bleiben  ungeändert.  Somit  bleiben 
sie  es  auch  dann,  wenn  man  die  entsprechende  Operation  gleichzeitig  mit  allen 
JV-Bildpunkten  nv-  ^  vornimmt.  Bei  diesem  Prozess  durchstreicht  der  (?-Pimkt  im 
F-Raum  eine  gewisse  IrN  dimensionale  „,Q-ZeUe"  vom  Volumen 

(35  a)  [ß]  =  [(of. 

b)  Man  lasse  einen  der  Bildpunkte  m' '  mit  einem  anderen  'm>  '  im  /i-Raum 
den  Platz  austauschen.  Alle  Oj  bleiben  ungeändert.  Somit  bleiben  sie  es  auch, 
wenn  man  der  Reihe  nach  alle  N\  Permutationen  dieser  Art  vornimmt.  Dabei 
nimmt  der  F-Punkt  des  Gasmodelles  im  ganzen  N\  verschiedene  Lagen  ein. 
Ihre  Verteilung  darf  vielleicht  sternfönvig  genannt  werden,  weil  sie  durch  be- 
stimmte endliche  Drehungen  des  F- Raumes  um  den  0- Punkt  ineinander  über- 
geführt werden  können. 

116)  Man  gehe  von  einer  bestimmten  Phase  F^  aus  und  nehme  zunächst 
alle  diejenigen  Permutationen  vor,  bei  denen  kein  Bildpunkt  iw'  diejenige  ca- 
Zelle,  in  der  er  sich  befindet,  verlassen  muss.  Man  gelangt  so  im  ganzen 
zu  flj  I  Oj!  a,!  . .  .  F-Punkten.  Sie  liegen  alle  innerhalb  derjenigen  ß- Zelle,  die 
aus  F(,  schon  durch  die  Operation  a)  der  vorigen  Anmerkung  erzeugt  wurde. 
Um  zu  einem  F-Punkt  zu  gelangen,  der  einer  anderen  ü- Zelle  angehört,  hat 
man  solche  zwei  Bildpunkte  m^  ■*  und  nv  '  zu  permutieren,  die  in  verschiedenen 
lü-Zellen  liegen.  —  An  Hand  dieser  Bemerkung  erkennt  man  leicht:  1.  dass  die 
N\  Punkte,  welche  im  ganzen  durch  die  Permutationen  aus  F^  erzeugt  werden, 
in  Grui^pen  von  je  a^\  a,\  a^\  .  .  .  Punkten  zerfallen,  die  immer  in  je  einer  H- 
Zelle  beisammen  liegen,  2.  dass  ebendeshalb  die  Kombination  der  Operationen 
(a)  mit  den  Permutationen  im  ganzen  nur 

N\ 
a^\a^\  ... 
voneinander  verschiedene  .ß-Zellen  liefert,  womit  Gl.  (35)  bewiesen  ist. 
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12  c.  Funktionen  der  Zustandsverteilung.  Bei  einer  stetigen 
Verlegung  des  Phasenpunktes  G  ändert  sich  das  System  der  ganzen 
Zahlen  a,-  in  unstetiger  Weise,  so  oft  der  G-Punkt  aus  einem  Z-Sterne 
in  einen  anderen  übertritt.  Jede  Fiinldion  der  ZaJilen  a^  —  Funktion 
der  Zustandsverteilung:  F{2.)  —  ist  also  als  Funktion  der  Phase  {q,p) 
betrachtet  eine  diskontinuierliche  Phasenfunktion. 

Diese  Funktionen  bilden  ein  charakteristisches  Hilfsmittel  der 
kinetischen  Theorie. 

Die  Masszahl  von  [Z]  resp.  deren  erster  Faktor 

(36)  P(2)  =  ~,^ 

liefert  ein  erstes  Beispiel  für  eine  F{Z.). 

Hier  gehören  ferner  alle  F(Z),  durch  die  man  in  der  kinetischen 
Gastheorie  die  exakten  Werte  stetiger  Phasen funliionen  approximiert: 
Sei  A-  die  kinetische  Energie,  die  einem  Molekül  zukommt,  wenn  sein 
Phasenpunkt  exakt  im  Mittelpunkt  der  Zelle  (o^  des  ja-Raumes  liegt. 
Da  die  co-Zellen  sehr  klein  gewählt  worden  sind,  so  lässt  sich  die 
gesamte  kinetische  Energie  aller  a^  Moleküle,  deren  Phasenpunkte  in 
der  Zelle  Gi^  liegen,  sehr  angenähert  durch 

(37)  a,A, 

darstellen;  der  exakte  Wert  der  kinetischen  Energie  des  ganzen  Gas- 
modells L((i,p)  —  eine  stetige  Phasenfunktion  —  wird  danach  appro- 
ximiert durch  die  F(Z): 

(38)  L(Z)  =  ^a,2,. 

Analog  die  potentielle  Energie  0{q,p)  durch ^^) 

(39)  ^(Z)=>'«,qp, 
und  somit  die  Totalenergie  E(ci,p)  durch 

(40)  E(Z)  =  ya,  s,. 

Man  bestätigt  leicht  folgende  Bemerkung,  die  in  Nr.  13  benutzt  wird: 
Die  Gleichung 

(41)  E{Z)  =  E, 

schneidet  aus   dem  F-Raum    ein   (schalenförmiges)    Gebiet   von  2rN- 
Dimcnsioyien  heraus:  die  Zusammenfassung  aller  Z-Sterne,  für  die  die 
a,  der  Gl.  (41)  genügen.     Die  Gleichung 
(41a)  E{q,p)  =  E, 

bestimmt  hingegen  eine  (2rN — lydimeiisionale  Hyperfläche,  die  teils 
innerhalb,  teils  ausserhalb  der  durch  (^41)  abgegrenzten  Schale  verläuft. 
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12d.  Die  Funktion  //(Z).  Die  Ausdrücke  (l>5)  und  (36)  hängen 
von  der  jeweiligen  Zustaiidsverteilung  Z  nur  vermöge  des  liestandteiles 

11  (Z)  =  a^laj.a^l  .  .  . 

ab.     Fasst   man   iu  der  Stirli ugachen  Approximation  für  Logarithmus 

von  77  (Z): 

(42)  lg  /7(Z)  =2  {  \  lg  -^  ^  +  («.•  +  i)  lg  «.-  -  «, } 

diejenigen  Glieder  zusammen,  die  für  die  Veränderlichkeit  von  lg  77 (Z) 
mit  (Z)  ausschlaggebend  sind,  so  gelangt  man  zur  Funktion 

(43)  H{Z)  =  2a,lga,. 

Die  Arbeiten  von  BoUsmann  haben  die  vielseitige  Bedeutung 
dieser  F'unktion  klargestellt^^'). 

12e.  Die  Symbole  '  ,  und  "x^'  ^^^  ^^  ^^"-  ^"^^  g^^^^g* 
werden  wird,  hat  die  Verwechslung  eines  gewissen  zeitlichen  Diffe- 
rm^e«quotienten  von  7r(Z)  mit  dem  Diff'ereritiakiuotienten  in  die 
Diskussion  über  das  Ä^- Theorem  beträchtliche  Verwirrung  hinein- 
getragen.  Man  vermeidet  diese  Verwechslung  durch  folgende  Be- 
merkungen : 

1.  Die  Kurve,  die  den  vollen  zeitlichen  Verlauf  irgendeiner  F(Z.) 
darstellt,  hat  immer  Treppenform^^^)-^  der  zeitliche  Diff'erentialq}iotien.t 
besitzt  also  nur  folgende  drei  Werte: 

2.  Das  „Zeitelemeut  A^",  mit  dem  die  kinetische  Gastheorie, 
speziell  auch  das  ^-Theorem  operiert,  ist  zwar  sehr  klein  gegenüber 
den  experimentell  zugänglichen  ZeitintervaUen ;  es  ist  aber  wesentlich 
72icht  beliebig  klein  ^^^). 

3.  Die  Aussagen  über  den  zeitlichen  Verlauf  von  II(Z)  oder 
einer  beliebigen  F(Z)  beziehen  sich  also  meistens  auf  eine  diskrete 
Punkifolge,  die  auf  der  Trepp enkm-ve  herausgegriffen  wird.  Es  kommen 
dabei  D?7/'ere«^e*«quotienten  in  Betracht,  deren  A^  noch  sehr  viele 
Stufen  der  Treppenkurve  umfasst^"^). 

117)  Siehe  besonders  BoUzmann  [10.  Kap.  Y],  ferner  V  8,  Nr.  13. 

118)  Ganz  unabhängig  davon,  ob  die  Änderung  der  ganzen  Zahlen  a,  durch 
einen  Zusammenstoss  oder  durch  die  stossfreie  Bewegung  der  Moleküle  be- 
wirkt ist. 

119)  Von  At  wird  in  den  meisten  Rechnungen  gefordert,  es  solle  so  gross 
sein,  dass  in  ihm  noch  eine  grosse  Zahl  von  Zusammenstössen  bestimmter  .Art 
erfolge  (vgl.  Anm.  110). 

120)  Vgl.  Nr.  14b. 
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13.  Das  Vorherrschen  der  Maxwell-Boltzmannschen  Verteilung. 
Gelegentlich  des  Versuches,  die  am  Ende  von  Nr.  IIb  angeführte  Be- 
hauptung zu  beweisen,  stellte  Boltzmann  (1877)^^*)  folgende  Eigen- 
schaft der  Ilaxtvell-Boltzmannschen  Verteilung  fest: 

(I)  Unter  allen  Zustandsverteilungen  Z,  welche  ein  und  denselben 
Wert  von 

(45)  E{Z)^2a,e,-=E, 

liefern,  besitzt  die  ^laxwdl-Boltgmannache  Verteilung: 

(46)  a.  =  Äe-'''i 

den  grössten  Wert  von  [Z].  Die  Grösse  [Z]  sinkt  enorm  rasch  ab^ 
wenn  die  a^  bei  konstantem  -E'(Z)  sich  merklich  von  den  Maxwell- 
BoUsmannsch.en  Werten  (46)  entfernen  ^^^). 

Bei  der  üblichen  Terminologie,  welche  dem  Unterschied  zwischen 
den  Gleichungen:  E{q,  p)  =  -E",,  und  E(Z)  =  £"„  (vgl.  Ende  von  Nr.  12  c  » 
keine  Rechnung  trägt,  wird  die  Behauptung  (I)  kaum  unterscheid  bar 
von  der  folgenden  Behauptung: 

(II)  Auf  jeder  Hyperfläche  E  (g ,  ji)  =  konst.  ist  der  ,,Fläehen"- 
inhalt^^^)  der  zur  Maxtvell-BoUzjnannschen  Verteilung  gehörigen  Ge- 
biete erdrückend  viel  grösser  als   der  Inhalt  der   übrigen  Gebiete  ^^). 

Hält  man  an  der  l)edenklichen  Ergodenhypothese  und  Gl.  (34) 
fest  (Nr.  10),  so  führt  die  Aussage  (II)  unmittelbar  zu  dem  am  Ende 
von  Nr.  IIb  angekündigten  Resultat: 

(III)  Im  Verlauf  der  unbegrenzt  fortgesetzten  Bewegung  des  Gas- 
modells herrscht  zeitlich  die  3Iaxwell-BoUzi)ionnsch.e  Verteilung  vor, 
und  zwar  erdrückend  gegenüber  allen  merklich  anderen  Zustands- 
verteilungen. 


121)  Boltzmann  [10].     Jeans,  Dynam.  theoxy,  §  41flf. 

122)  Es  handelt  sich  hier  ersichtlich  um  Rechnungen,  die  denen  des 
BernoulltBchen  Theorems  parallel  laufen.  Zum  Beweis  des  ersten  Teiles  der  Be- 
hauptung hat  man  nur  das  Maximum  von  (36),  also  das  Minimum  von  (43)  unter 
der  Nebenbedingung  (45)  zu  bestimmen.  —  Von  dem  zweitem  Teil  der  Behaup- 
tung macht  Boltzmann  in  allen  den  Fällen  Gebrauch,  wo  er  die  3Iaxwensch.e 
Geschwindigkeitsverteilung  als  „erdrückend  wahrscheinlichste"  bezeichnet.  Eine 
mehr  quantitative  Formulierung  und  Herleitung  dieses  Teils  der  Behauptung 
skizziert  Jeans  in  [2,  §§  22—26]  und  in  Dynam.  theory,  §4?  44—46  und  §  56. 

123)  Vgl.  Gl.  (25). 

124)  Ein  eigentlicher  Beweis  der  Behauptung  II  oder  ihre  Ableitung  aus 
Behauptung  I  liegt  nicht  vor.  Sie  würde  die  eigentliche  Grundlage  bilden  für 
jede  Untersuchung,  bei  der  es  sich  um  die  Abweichungen  vom  „wahrschein- 
lichsten Zustand"  handelt  (vgl.  Nr.  25).  Insofern  dringen  die  dort  genannten 
Arbeiten  noch  am  tiefsten  in  diese  Frage  ein. 
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Fällt  dagegen,  wie  es  in  den  neueren  Darstellungen  zu  sein  pflegt, 
jede  Benutzung  der  Ergodenhypothese  weg,  so  entsteht  zwischen  flJ) 
und  (III)   unzweifelhaft  eine  Lücke. 

14.    Die  modifizierte  Fassung  des  H- Theorems. 

Bei  der  ühlichen  „Wahrscheinlichkeits"-Terminologie  ist  die  Lücke 
zwischen  den  Aussagen  (II)  und  (III)  kaum  bemerkbar,  dank  der 
schwankenden  Bedeutung  in  der  dabei  der  Tcrm  „relative  Wahr- 
scheinlichkeit" gebraucht  wird.  Er  erscheint  zunächst  als  abgekürzte 
Bezeichnung  für  die  Quotienten  bestimmter  F -Volumina,  nämlich  in 
folgender  Formulierung  des  Satzes  (I): 

(!')  Die  Maxicell-Boltzmannsche  Verteilung  ist  unter  allen  Zu- 
standsverteilungen  gleicher  Totalenergie  die  „wahrscheinlichste",  und  zn-ar 
die  erdrüehend  wahrscheinlichste. 

Hinterher  aber  wird  diese  „Wahrscheinlichkeit"  je  nach  Bedarf 
als  Quotient  von  Zeitdauern  gedeutet  oder  als  relative  Häufigkeiten 
in  statistischen  Gesamtheiten  noch  sehr  verschiedener  Art.  Li  dieser 
Weise  führt  die  Formulierung  (!')  zur  Aussage  (IH)  hinüber  und  auch 
weiter  zu  allen  Einzelaussagen,  welche  zusammen  die  modifizierte 
Fassung  des  H-Theorems  ausmachen. 

In  logischer  Beziehung  ist  ein  solches  Verfahren  wenig  be- 
friedigend. Deshalb  wird  in  der  folgenden  Darstellung  die  W^ahr- 
scheinlichkeitsterminologie  ausgeschaltet:  Die  modifizierte  Fassung  des 
i/-Theorems  erscheint  dann  als  eine  Aneinanderreihung  von  hypo- 
thetischen Behauptungen  über  eine  bestimmte  Schaar  von  Bewegunsen 
des  Gasmodells.  (Behauptung  IV  —  VH.)  Nur  so  lässt  sich  ein  Über- 
blick über  die  Lücken  der  neuen  Fassung  gewinnen. 

14  a.  Die  Treppenkurve  der  ^(Z) -"Werte.  Benutzt  man  als 
Mass  für  die  Abweichung  einer  Zustandsverteilung  (Z)  von  der 
MaTiveU-Boltzma)iiisc]ien  Verteilung  die  Grösse  S(Z),  so  nimmt  die 
Behauptung  (HI)  folgende  Gestalt  an: 

Die  Treppenkurve,^-'')  die  den  zeitlichen  Verlauf  von  H{Z)  für 
eine  unbegrenzt  fortgesetzte  Bewegung  des  Gasmodells  darstellt,   bleibt 

(IV a)  während  erdrückend  grosser  Zeitstrecken  überaus  nahe 
einem  Minimum  Hq.  Nur  während  relativ  sehr  kleiner  Zeiten  erhebt 
sie  sich  merklich  oder  gar  stark. 

(IV  b)  Bezeichne  H^  einen  Wert,  der  merklich  vom  Minimum  Hq 
verschieden  gewählt  wird:  die  Länge  der  Zeiten  während  welcher  die 
Treppenkurve    oberhalb   der  Horizontalen  H.^   verläuft,    nimmt  enorm 


129;  Vgl.  Nr.  12  e. 
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rasch  ab,  wenn  die  für  H^  gewählte  Höhe  auch  nur  um  weniges  ver- 
grössert  wird. 

14b,  Die  i/- Kurven.  Auf  dieser  Treppenkurve  greifen  wir  nun 
eine  diskrete  Punktfolge  mit  der  konstanten  Abszisseudifferenz  A^ 
heraus,  wo  A^  gemäss  Nr.  12 e  gewählt  sei.  Auf  sie  übertragen  sich 
zunächst  die  Aussagen  (IV).  Sie  lassen  sich  aber  hier  verschärfen. 
Seien  nämlich  drei  einander  naheliegende  H-Werte  gegeben 

die  alle  stark  vom  Minimum  Hq  abiveichen.  Man  kann  dann  im  An- 
schluss  an  Boltsmann'^^^)  den  Aussagen  (IV)  folgende  Formulierung 
geben : 

Fasst  man  auf  der  diskreten  Punktfolge  alle  Punkte  zusammen, 
die  in  der  Höhe  jBj  liegen,  so  bilden  sie  in  erdrückender  Mehrzahl^^^) 
Spitzenmaxima,  schematisch  repräsentiert  durch: 

a  a 

Nur   ein   kleiner   Bruchteil   der   Punkte   Hf^   liegt    auf  einem   ah- 


steige 

ndci 

\i  Abhang: 

Hc 

(48) 

s, 

Sa 

oder 

auf 

einem  aufsteigenden 

Abhang 

(49) 

s, 

und 

ein 

noch  weitaus  Meinet 

•er  Bruchteil  bildet 

ein 

Minimum 

(50) 

Weiterhin  möge  diese  auf  der  S^(Z)-Treppenkurve  herausgegriffene 
diskrete  PimMfolge  und  nur  sie  als  „i/-Kiirve"  bezeichnet  werden. 
Man  kann  die  obigen  Aussagen  noch  auf  die  Form  bringen,  in  der 
sie  Boltsmann  gewöhnlich  benutzte: 


130)  Boltzmann  [17,  21],  Jemis  [2,  §  32],  P.  und  T.  Ehrenfest  [2]. 

131)  Eine  zahlenmässige  Verfolgung  der  relativen  Häufigkeit  der  Vorkomm- 
nisse für  eine  analoge,  durch  ein  Lotterieschema  definierte  „Kurve"  vgl.  bei 
Ehrenfest  [2]. 


14.  Die  modißzierte  Fassung  des  //-Theorems.  4S 

(Va)  Die  einzelne  „ZT-Kurve"  läuft  von  allen  ihren  höher  ge- 
legenen Punkten  fast  immrr  sofort  ahwärts'^"). 

(Vb)  Diese  Aussage  gilt  in  gleicher  Weise,  sowohl  wenn  man 
die  fertige  Kurve  von  links  nach  rechts  durchläuft  (positive  Zeitfolge) 
als  auch,  wenn  man  sie  von  rechts  nach  links  durchläuft  (verkehrte 
Zeitfolge)! 

(Vc)  Im  übrigen  verläuft  die  if -Kurve  wie  die  Treppenkurve  fast 
immer  sehr  nahe  dem  Minimum  Hq. 

Die  Aussagen  Va  und  Vh  wurden  gelegentlich  als  geometrisch 
sinnlos  bezeichnet.     Hierzu  ist  zu  bemerken: 

1.  BoUsmann  hat  die  Bezeichnung  „H-Kurve"  in  schwankender 
Bedeutung  gebraucht: 

a)  für  die  Treppenkurve, 

b)  für  die  auf  ihr  herausgegriffene  diskrete  Pnnlifolge. 

c)  für  gewisse  „ausgeglättete"  stetige  Interpolatiouskurven  von 
a)  und  b)^'^^)  und  hat  auch  vielleicht  nicht  immer  genügend 
scharf  den  Gegensatz  von  „H-  Kurve"  und  „Kurve  des 
H- Theorems"  (vgl.  1-td)  betont. 

2.  Boltsmanns  Ausdrucksweise  erweckt  sehr  leicht  die  durchaus 
falsche  Vorstellung,  also  sollte  in  (Va)  und  (Vb)  unter  „J3-Kurve"  ge- 
rade die  glatte  Interpolationskurve  verstanden  werden. 

3.  Im  speziellen  unterstützte  er  dieses  Missverständnis  dadurch, 
dass  er  die  Spitzenmaxi ma  der  ^-Kurven  immer  als  „Buckel"  be- 
zeichnete, wobei  man  fast  notwendig  an  ein  Maximum  mit  horizon- 
taler Tangente  denkt. 

Sobald  man  unter  i/-„Kurve"  ausschliesslich  und  konsequent  die 
diskrete  Punktfolgc  versteht  und  beachtet,  dass  alle  ihre  höheren  Punkte 
fast  ausschliesslich  Sintzemnaxima.  bilden,  fällt  jedes  Bedenken  gegen 
die  geometrische  Zulässigkeit  der  Aussagen  (Va),  (Vb)  weg. 

Für  das  Verständnis  der  Stellung,  die  Boltzmann  zum  Umkehr- 
und    Wiederkehreinuand    einnimmt,    ist   dieser   Punkt  entscheidend^^). 


132')  Hier  hat  man  zu  beachten:  Da  die  fl"-KurTe  in  jede  hohe  Höhe  sehr 
viel  öfter  eindringt  als  in  die  um  einen  Schritt  höhere  Höhe,  so  bildet  auch  H^ 
seinerseits  enorm  viel  häufiger  die  Spitze  eines  Maximums  als  den  Abhang  zu 
einem  benachbarten  höheren  J3^. 

133)  Die  ausgeglättete  Interpolationskurve  besitzt  in  einem  endlichen  Ab- 
schnitt nur  endlich  viele  Maxima.  während  das  übrige  Kontinuum  ihrer  Punkte 
auf  die  Abhänge  dieser  Maxima  entfällt;  auf  die  Interpolationskurve  sind  also 
in  der  Tat  die  Aussagen  (Va)  und  (Vb)  nicht  anwendbar. 

134)  Vgl.  noch  Anm.  151. 
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14  c.  Das  Büschel  der  Ä^- Kurven.  Seine  Verdi chtungskurve. 
Sei  für  Ia  eine  Zustandsverteilung  Za  mit  relativ  hc^hem  H(Za)  vor- 
geschrieben. Man  greife  im  J"- Räume  den  zugehörigen  Z^- Stern 
(Nr.  12  b)  heraus.  Das  daran  anschliessende  Kontinuum  von  Be- 
wegungen liefert  in  einer  t,  fl^- Ebene  ein  aus  dem  Punkt  t  =  Ia, 
H  =  H(Za  i  ausstrahlendes  Büschel  von  zugehörigen  J^- Kurven.  Über 
seinen  Verlauf  stellen  wir  folgende  Behauptungen  zusammen ^^j: 

(Via)  Die  Gesamtheit  der  ^-Werte,  zu  denen  das  Büschel  in 
einem  späteren  Zeitpunkt  tj  -}-  nAt  führt,  drängt  sich  mit  eyiorm 
Meiner  D isper sion^^'°)  um  einen  Wert  §^,  zusammen. 

Man  fasse  die  Werte  ^^,  ^^,  §3,  ...  zu  einer  diskreten  Punkt - 
folge  zusammen;  sie  heisse  zur  Abkürzung:  VerdichtungsJcurve  des 
Büschels.     Es  wird  dann  weiter  behauptet: 

(VIb)  Die  VerdicJitungskurve  des  Büschels  läuft  vom  hohen  An- 
fangswert H(Za)  monoton  abwärts,  schmiegt  sich  an  das  Minimum 
Hq  an  und  entfernt  sich  niemals  mehr  von  ihm  ^^"'j. 

Ferner  zur  näheren  Erläuterung  von  (Via): 

(VIc)  Von  tA  au  begleitet  während  langer  Zeit  die  erdrückende 
MehrzahP^^)  der  Kurven  sehr  nahe  die  Verdichtuugskurve. 

fVId)  Diejenigen  Bewegungen  hingegen,  deren  iZ- Kurven  auch 
bei  luibegrenzter  Fortsetzung  der  Bewegung  ohne  Unterhrechung  der 
Verdichtungskurve  sehr  nahe  bleiben,  bilden  — ■  falls  sie  überhaupt 
existieren   —   in    der   Schar  nur  eine   niedrigere   Mannigfaltigkeit^^^). 

14d.  Die  Kurve  des  JEf- Theorems.  Innerhalb  der  Auffassung, 
die  wir  seit  Nr.  9  festhalten,  ist  der  „Stosszahlansatz  (Nr.  3b)  und 
damit  das  oranze  iT- Theorem  ein  zimächst  noch  bedeutuncrsloses 
Rechenschema  ^^°):  Von  der  Anfangsverteilung  Z,i  ausgehend,  definiert 
es  für  das  Ende  jedes  folgenden  A^  ein  neues  Z:  3i>  3^?  •  ■  •  ^^^ 
stellt  so  den  zuletzt  eingeführten  Kurven  eine  weitere  fi-Folge  gegen- 

135)  Wiederum  als  Fixierung  einer  Reihe  von  Bemerkungen,  die  sich  in 
den  genannten  Arbeiten  von  BoJtzmann  verstreut  finden.  Sie  mögen  in  Evidenz 
setzen,  wie  zahlreiche  rein  intuitive  Behauptungen  sich  hier  hinter  der  üblichen 
Wahrscheinlichkeitsterminologie  verbergen. 

136)  Das  Dispersionsmass  müsste  sich  stützen  auf  das  F- Volumen  der  ent- 
sprechenden Anfangszustände.     Vgl.  Anm.  170. 

137)  Die  einzelne  i/- Kurve  verläuft  fast  immer  nahe  bei  iT^.  hi  einem 
Moment  t  ^-\-  nAt  können  also  —  wenn  nur  n  nicht  zu  klein  ist  —  sehr  wohl 
fast  alle  fl"- Kurven  des  Büschels  nahe  an  H^  liegen  und  nur  eine  verschwin- 
dende Menge  gerade  einen  ihrer  „Buckel"  durchlaufen. 

138)  Vgl.  Anm.  1:^6  und  Anm.  170. 

139)  Vgl.  Anm.  60. 

140)  Vgl.  allerdings  Nr.  18. 


15.  Der  statistische  Charakter  kinetischer  Deutunf^en.  ^5 

über:  diskret,  mit  der  AbszissendilVereiiz  A^  monoton   abwärts  laufend 
(vgl.  Nr.  G)  —  die  „Kurve  des  11 -Theorems'^. 

Es  kommt  nun  eine  statistische  Aiiffassunf/  des  H- Theorems  zu- 
stande, indem  wieder  ohne  Beweis  noch  folgende  Behanptum)  eingreift: 

(VII)  Die  Kurve  des  H- Theorems  ist  identisch  mit  der  Verdich- 
tumisliUrvc  des  unter  (VI)  geschilderten  Büschels  von  i/- Kurven. 

15.    Der  statistische  Charakter  kinetischer  Deutungen. 

Wie  jede  „Erklärung"  einer  physikalischen  Erscheinung,  so  besteht 
auch  die  kinetische  Deutung  eines  aerodynamischen  Prozesses  in  der 
Abbildung  der  beobachteten  Zustand sfolgc  durch  ein  rein  begriffliches 
Schema.  Eine  Besonderheit  der  kinetischen  Deutungen  bildet  iil)er 
der  statistische  Charakter  des  abbildenden  Schemas;  dem  einzelnen 
Prozess  im  vorgegebenen  Gasquantum  wird  eine  Schar  von  Bewegungen 
des  Gasmodells  gegenübergestellt,  und  zwar  durch  die  folgende,  ab- 
schliessende Behauptung: 

( VIII)  Die  im  Gasquantum  von  ^..,  an  faJdisch  beobachtete  Zu- 
standsfolge  ist  identisch  mit  derjenigen,  welche  von  der  erdrüclenden 
Mehrmhl^^^)  der  in  (VI)  besprochenen  Bewegungen  geliefert  wird. 

15  a.  Zustandsverteilung  und  beobachtbare  Daten.  Die  durch 
(VIII)  formulierte  Abbildung  weist  folgende  Lücke  auf:  Die  Behaup- 
timgen  (V) — (VII)  handeln  von  dem  Kontinuum  von  Bewegungen, 
das  aus  einer  für  ^.i  vorgeschriebenen  Zustandsverteilung  Z.i  hervor- 
geht. Der  direkten  Beobachtung  hingegen  sind  nicht  Zustandsvertei- 
lungen  zugänglich,  sondern  das,  was  man  vielleicht  den  „sichtbaren" 
Zustand  des  Gasquantums  nennen  dürfte:  Eine  nur  grobe  Bestimmung 
der  Verteilung  von  Druck,  Dichte,  Temperatur  und  Strömungs- 
geschwindigkeit innerhalb  des  Gases. 

In  den  üblichen  Darstellungen  wird  diese  Lücke  nicht  weiter  be- 
achtet.   Es  wird  verfahren,  als  ob  etwa  folgender  Satz  bewiesen  wäre: 

(^IX)  Unter  der  Gesamtheit  von  verschiedenen  Zustandsverteilungen 
Z,  die  ein  und  demselben  „sichtbaren"  Zustand  S^  entsprechen,  giebt 
es  eine  ausgezeichnete:  3« >  so  dass  ihr  und  den  ihr  sehr  nahe 
gleichen  Z  ein  enorm  viel  grösseres  Gebiet  im  F- Räume  zugehört 
als  allen  anderen  Z,  die  zu  ä,_  gehören. 

15  b.  Determinationspostulat.  Brownsche  Bewegung.  Aus  der 
Erfahrung  abstrahiert  man  folgende  Behauptung  über  das  Verhalten 
eines  isolierten  Gasquantums: 

Durch  den  „sichtbaren''  Zustand  Sa  zur  Zeit  Ia  ist  der  „sichtbare" 
Zustand  für  jeden  folgenden  ZeitpunJd  ts  vollständig  bestimmt. 

141)  Vgl.  Anm.  136  und  Anm.  170. 
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Diese  Aussage  ist  offenbar  durchaus  nicht  der  unmittelbare  Aus- 
druck einer  Erfahrungstatsache:  Abgesehen  von  einer  sehr  engen 
Gruppe  von  aerodynamischen  Prozessen  haben  wir  es  immer  mit 
turbulenten  Gasbewegungen  zu  tun,  wo  eine  messende  Verfolgung 
des  „sichtbaren"  Zustandes  unmöglich  wird.  Femer  erweisen  sich 
die  besten  Isolationen  gegen  Wärmestrahlung  und  Wärmeleitung  als 
vollkommen  ungenügend,  sobald  es  sich  nicht  um  ganz  hurze  Beob- 
achtungszeiten handelt. 

Die  obige  Aussage  ist  also  ein  Postulat,  das  wesentlich  über 
die  experimentelle  Kontrolle  hinausgreift:  Welche  Zustandsfolgen  ein 
wirldich  isoliertes  Gasquantum  während  enorm  langer  Zeitstrecken 
zeigen  ivürde,  und  ob  sie  dem  Determinationspostulat  genügen  würden, 
darüber  können  die  bekannten  Beobachtuncren  nichts  besarfen. 

Sobald  man  unter  die  Beobachtungsmittel  für  den  „sichtbaren" 
Zustand  auch  noch  das  Mikroskop  miteinbegreift,  stösst  man  auf 
die  Brownsche  Bewegung  —  für  den  so  verschärften  „sichtbaren''  Zu- 
stand scheint  das  Determinationspostulat  nicht  mehr  zu  gelten. 
Andererseits  hat  sich  gezeigt,  dass  dieses  Phänomen  sich  über- 
raschend gut  in  die  statistische  Deutung  einfügt  ^^''). 

16.  Rückblick  auf  den  Umkehr-  und  Wiederkehreinwand. 
Decken  sie  in  der  statistischen  Auffassung  innere  Widersprüche  auf? 
Mehrere  angesehene  Forscher  bejahen  auch  jetzt  noch  diese  Frage""). 
Es  bedarf  eben  einer  sorgfältigen  Beachtung  der  geometrischen  Eigen- 
tümlichkeiten der  „i/- Kurven",  um  zu  verstehen,  wieso  ihnen  Boltz- 
mann  in  seinen  Erläuterungen  zum  JEf-Theorem  folgende,  scheinbar 
unvereinbare  Eigenschaften  zuschreiben  durfte: 

1)  Dass  H  von  jedem  höheren  Wert  fast  immer  sofort  abwärts 
geht  (im  Sinne  des  Ä^- Theorems). 

2)  Dass  dies  sowohl  bei  direkter  als  bei  inverser  Durchlaufung 
der  Kurve  gilt  (wie  es  Loschmidt  verlangt,  Nr.  7  a). 

3)  Dass  H  quasiperiodisch  verläuft  (wie  es  Zermelo  verlangt, 
Nr.  7  b). 

Sobald  man  hier  alle  Missverständnisse  überwunden  hat  (vgl.  die 
Ausführungen  in  Nr.  14b),  wird  man  Boltzmatm  zustimmen  müssen, 
dass  auf  diesem   Wege  Jicin  innerer   Widerspruch  aufgcdecld  wurde'^^). 

Es  ist  noch  eine  andere  Formulierung  des  Umkehreinwandes  zu 
besprechen"^):    Man  fasse  im  T-Raum  alle  Phasenpuukte  zusammen, 

146)  Vgl.  Nr.  25. 

147)  Vgl.  Anm.  11. 

148)  Die  letzte  Äusserung  J^oltzmnnns  zu   dieser  Frage  siehe  V  8,   Nr.  14 

149)  Zcrmdo  [2  —  „Satz  U"]. 


17.  Vi'ihältnis  der  statiatiBchen  AuflFaßsung  zum  EntropieRatz.  4'y 

die  einem  vorgegebenen  ]io]icn  H-Wert  H.x  entsprechen,  denke  für 
jeden  die  Änderung  A7/  im  folgenden  Zoitelenient  A<  bestimmt  und 
den  Mittelwert  über  die  herausgegriffene  Phasenmenge  gebildet.  An- 
geblich lasse  sich  beweisen,  dass  dieser  Mittelwert  gleich  Null  ist, 
statt  kleiner  als  Null  zu  sein. 

Zunächst  ist  richtig,  dass  innerhalb  der  herausgegriffenen  Phasen- 
menge zu  jeder  Phase  P  eine  Phase  F'  gefunden  werden  kann,  derart, 
dass  r  und  F'  dem  Gasmodell  gleiche  Konfigurationen  und  entgegen- 
gesetzt gleiche  Geschwindigkeiten  zuerteilen  ^•''").  —  Unrichtig  ist  aber 
die  Behauptung,  dass 

("1)  (A.),=-(Ajr 

ist'^^).  Damit  fällt  die  Folgerung  weg,  dass  der  gesuchte  Mittelwert 
gleich  Null  sei. 

Sind  danach  diese  Einwände  auch  nicht  imstande  gewesen,  innere 
Widersprüche  wirklich  nachzuweisen,  so  erinnern  sie  doch  daran,  dass 
andererseits  die  Widerspruchslosigkeit  nur  durch  einen  Beweis  der 
Behauptungen  (III)  —  (VII)  sichergestellt  werden  könnte. 

17,  Verhältnis  der  statistischen  Auffassung  zum  Entropiesatz. 
Für  Prozesse  von  experimentell  zugänglicher  Zeitdauer  stimmt  die 
statistische  Auffassung  mit  der  Forderung  überein,  dass  die  Entropie 
im  isolierten  Gasquantum  nur  zunimmt  ^^^).  Darüber  hinaus  kann 
man  in  der  Hauptsache  zwei  einander  entgegengesetzte  Anschauungen 
verteidigen. 

1)  Man  behauptet,  dass  in  einem  vollständig  isolierten  Gasquantum 
bei  unbegrenzter  Beobachtungsdauer  ein  quasiperiodisches  Verhalten 
mit  enorm  langen  Perioden  beobachtet  werden  würde ^^^).  —  Dieser 
Standpimkt  hat  den  Vorzug,  dass  er  eine  wesentliche  Eigentümlich- 
keit der  bisher  formulierten  Theorie  unverschleiert  hervortreten  lässt. 
Andererseits  erinnert  er  daran,  wie  weit  das  Postulat  einer  ausnahms- 
losen Zunahme  der  Entropie  über  die  experimentelle  Kontrolle  hinaus- 
greift ^^S). 

150)  Siehe  Gl.  (13). 

151)  Diese  irrtümliche  Behauptung  entsteht,  wenn  man  die  diskrete  if- Kurve 
mit  ihrer  ausgeglätteten  Interpolationskurve  verwechselt:  Für  die  letztere  würde 
in  jedem  Punkt  der  vordere  und  hintere  Differentialquotient  gleich  sein,  womit 
man  leicht  zu  einer  der  Gl.  (51)  ähnlichen  Gl.  gelangt.  Ein  derartiger  Schluss 
kann  aber  nicht  auf  die  Dt/feren^enquotienten  übertragen  werden,  von  denen 
Gl.  (51)  spricht. 

152)  Vgl.  übrigens  Anm.  55. 

153)  V  8,  Nr.  14.     Boltzmann,  Gasth.,  Bd.  II,  §  88,  89. 

155)  Gerade  in  diesem  Zusammenhang  ist  bemerkenswert,  dass  die  Brown- 
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2)  Man  verzichtet  auf  den  Anspruch,  dass  die  verhältnismässig 
primitiven  Annahmen  über  die  Struktur  des  Gasmodells  auch  noch 
für  Prozesse  von  enormer  Zeitdauer  eine  vollkommen  zutrefi'ende  Ab- 
bildung liefern  sollen.  —  Auch  dieser  Standpunkt  ist  natürlich  JBoltz- 
mann  nicht  entgangen:  er  hatte  schon  sehr  frühe  (1871)^^®)  betont, 
dass  eine  Weiterentwicklung  der  kinetischen  Theorie  die  Wechsel- 
wirkung zwischen  Molekül  und  Äther  wird  berücksichtigen  müssen 
(Einfluss  der  Strahlung  auf  das  Wärmegleichgewicht).  In  den  Dis- 
kussionen über  das  if-Theorem  hat  er  aber  mit  Recht  den  ersten 
Standpunkt  bis  zu  seinen  äussersten  Konsequenzen  festgehalten;  denn 
die  Berufung,  z.  B.  auf  die  Wärmestrahlung,  führt  leicht  zu  einer 
voreiligen  Aburteilung  der  Boltzmannsch.Qn  Ideen:  als  ob  die  Entropie- 
zunahme auch  für  Prozesse  von  beohacJäbarer  Dauer  nicht  ohne  Be- 
rücksichtigung der  Strahlung  gedeutet  werden  könnte. 

18.  Die  statistische 'Weiterbildung  des  Stosszahlansatzes,  Hypo- 
tliese  der  molekularen  Unordnung. 

18  a.  Boltznaanns  Andeutungen.  Boltzmann  hat  wiederholt  die 
Frage  berührt,  welche  Umdeutuug  der  für  die  ältere  Fassung  des 
5"- Theorems  fundamentale  „Stosszahlansatz"  innerhalb  der  neuen 
statistischen  Auffassung  erfahren  müsste:  die  Eiiiwänrie  cjefjen  das 
jH"- Theorem  hatten  jedenfalls  gezeigt,  dass  die  freien  Bewegungen  des 
Gasmodelles  nicht  immer  dem  Stosszahlansatz  gehorchen  können  ^^^.  — 
Bei  Benützung  der  Wahrscheinlichkeitsterminologie  lassen  sich  Boltz- 
7nanns  Andeutungen  etwa  folgendermassen  zusammenfassen ^^^): 

1)  Der  Stosszahlansatz  gebe  für  jedes  Zeitelement  At  nur  die 
„wahrscheinlichsten"  Werte  der  Stosszahlen  an.  [Entsprechend  liefere 
dann  das  i7- Theorem  für  jedes  Af  nur  den  uahr scheinlichsten  Wert 
der  H- Änderung^ 

2)  Die  ivirMiche  Zahl  der  Stösse  [und  wirkliche  ZT- Änderung] 
schwanke  um  diesen  wahrscheinlichsten  Wert  nach  Massgabe  der 
zwar  viel  kleineren,  aber  doch  von  Null  verschiedenen  Walirschein- 
lichkeit  auch  anderer  Werte  ^^^). 

Dabei  soU  dann  die  relative  Wahrscheinlichkeit  der  verschiedenen 


sehe  Bewegung  sich  besser  an  die  kinetischen  Ideenbildungen  anschliesst  als  au 
die  dogmatische  Fassung  des  /weiten  Hauptsatzes. 

156)  BoUzmunn  [3  —  Ende]  und  „Über  die  Xatur  der  Gasmoleküle",  Wien. 
Ber.  n  74  (1876),  p.  böb). 

157)  Vgl.  Anm.  62. 

158)  Boltzmann  [9.  Kap.  11]  [17,  18,  l'.l,  21].    Für  das  Modell  Nr.  5  (Zwischen- 
stück) lassen  sich  diese  Aussagen  leicht  quantitativ  präzisieren. 

159)  Boltzmann,  Gasth.,  p.  43. 


18.  Weiterbildung  d.  Stoaszahlanaatzoa.     Molekulare  Unordaang.  4<) 

Veränderungen  von  II  in  P]inkliin<(  stehea  mit  der  relativen  Wahr- 
scheinlichkeit der  verschibdeuen  Werte  von  H,  wie  sie  sich  aus  der 
Behauptung  (!')  in  Nr.  14  ergiebt. 

Es  zeigen  sich  auch  hier  wieder  grosse  Lücken,  sobald  man  den 
abkürzenden  Term  „Wahrscheinlichkeit"  an  jeder  Stelle,  wo  er  in 
den  obigen  Aussagen  auftritt,  durch  die  entsprechende  Häuflgkeits- 
angahe  zu  ersetzen  versucht. 

Jeans^^^)  hat  in  diesem  Sinne  die  Aussage  1)  wesentlich  prä- 
zisiert. Die  Aussage  2)  hingegen  —  die  uns  das  zu  repräsentieren 
scheint,  was  Boltzmann  eigentlich  unter  „Hypothese  der  moleJcularen 
Unordntoig"  verstanden  wissen  wollte ^^^)  —  hat  noch  nicht  die  ent- 
sprechende Formulierung  gefunden.  Die  folgenden  Andeutungen 
stützten  sich  vor  allem  auf  die  Ausführungen  von  Jeans  und  ver- 
suchen den  Anschluss  an  die  Bemerkungen  herzustellen,  in  denen 
Bi(rhury^^^'^)  wiederholt  den  Stosszahlansatz  kritisiert  hat. 

18  b.  Verschärfte  Determination  der  Zustandsverteilung.  Jeans- 
Gruppierung.  Die  Angabe  der  Zustandsverteilung  Z.i  reicht  nicht  aus, 
die  Zahl  der  Zusammenstösse  für  das  folgende  Zeitelement  A^  fest- 
zulegen. Dazu  bedarf  es  noch  rler  Angabe,  wieviel  Paare  von  Mole- 
Tiiilen  zu  den  Zusammenstössen  verschiedener  Art  im  Moment  t^  bereit- 
stehen ^^^):  Angabe  diex  „Gruppierung"  der  Moleküle,  wie  man  vielleicht 
zur  Abkürzung  sagen  darf. 

Der  Z^- Stern,  der  im  F-Raura  der  Zustandsverteilung  Z^  zu- 
geordnet ist  [vgl.  Nr.  12b],  zerfällt  in  Teilgebiete,  entsprechend  den 
verschiedenen  Gruppierungen.  Man  denke  unter  ihnen  diejenige  be- 
stimmt, auf  die  das  grösste  F-Volumen  entfällt.  Sie  sei  für  das 
folgende  „Jeans- Gruppierung"  genannt.  Es  liegen  dann  folgende  Be- 
hauptungen vor^^^): 

160)  Jeans  [2]  und  [Dynam.  theory,  §  62  ff.]. 

161)  Bei  der  üblichen  Terminologie  wird  leider  nicht  unterschieden  zwischen: 
a)  Stosszahlansatz,  b)  Hypothese  der  molekularen  Unordnung.  Siehe  z.  B.  Boltz- 
mann,  Gasth.  I,  p.  21.  Ebenso  gebrauchen  die  französischen  Autoren  „mouvement 
inorganise'^  in  beiden  Bedeutungen.  Siehe  auch  „assumption  J."  in  den  Ab- 
handlungen von  Burbiiry.  Bei  Jeans  sind  die  beiden  Begriffe  einander  scharf 
gegenübergestellt.  Die  Bezeichnung  ,,molecular  chaos^''  bedeutet  aber  trotzdem 
gelegentlich  den  Stosszahlansatz. 

161»)  Biirbury,  Treatise  (1899),  §  39,  §  69.  Femer  in  zahlreichen  Abhand- 
lungen im  Phil.  mag.  1900—1908. 

162)  Wegen  der  einschränkenden  Voraussetzung  über  die  Kleinheit  der 
Zellen  w^  (Anm.  110)  hängt  es  nämlich  noch  von  der  genaueren  Lage  der  Bild- 
punkte wr  ^  innerhalb  ihrer  w-Zelle  ab,  ob  zwei  zugehörige  Moleküle  im  folgen- 
den Zeitelement  At  zum  Zusammenstoss  gelangen  oder  nicht. 

163)  Jeans  [Dynam.  theory,  §  65,  66j. 

Euoyklop.  d.  math.  Wissenacb.     IV  2,  u.  4 
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(Xa)  Fast  das  ganze  Volumen  jedes  Z^- Sternes  entfällt  auf  die 
entsprechende  Jmws- Gruppierung  und  die  mit  ihr  sehr  nahe  zu- 
sammenfallenden. Ein  relativ  nur  sehr  kleiner  Rest  entfällt  auf  die 
merklich  abweichenden  Gruppierungen. 

(Xb)  Die  Jeaws- Gruppierung  liefert  für  das  nächste  Zeiteleraent 
A^  gerade  dasjenige  System  von  Stosszahlen,  das  der  Stosszahlausatz 
angibt  ^^^). 

18  c.  Die  Hypothese  der  mclekTilaren  Unordnung.  Geht  man 
nun  auf  die  Bewegungsschar  zurück,  von  der  in  Nr.  14c  die  Rede 
war,  so  hat  man  zu  beachten: 

Im  Anfangsmoment  tj,  geht  sie  aus  von  allen  Bewegungsphasen, 
die  zu  der  einen  Zustandsverteilung  TLa  gehören;  d.  h.  gerade  von 
derjenigen  Gesamtheit,  auf  welche  sich  die  Aussagen  (X)  beziehen. 
Danach  folgt  unmittelbar  aus  (X),  dass  im  ersten  Zeitelement:  tA  bis 
t^  -\-  At  die  erdrücJcende  Mehrzahl  der  betrachteten  Bewegungen  den 
Stosszahlausatz  erfüllt. 

In  irgend  einem  späteren  Moment  tu  laufen  die  Bewegungen  der 
betrachteten  Schar  in  P- Punkte  ein,  welche  schon  voneinander  ver- 
schiedene Zustandsverteilungen  Zr,  Z.'b  usw.  aufweisen.  Andererseits 
ist  in  diesem  Moment  jede  einzelne  dieser  Zustandsverteilungen  z.  B. 
Zb  in  der  Schar  im  allgemeinen  nur  durch  einen  Teil  der  Bewegungs- 
phasen vertreten,  die  den  ihr  zugehörigen  „Z-Stern"  zusammensetzen. 

Es  bedarf  da  also  noch  einer  ergänzenden  Behauptung,  die  etwa 
folgendermassen  zu  formulieren  wäre^*"^): 

(XI)  In  jeder  der  genannten  Teilmengen  kommen  die  verschiedenen 
„Gruppierungen"  mit  derselben  relativen  Häufigkeit  vor,  wie  in  der 
zugehörigen  vollen  Menge,  von  welcher  die  Aussagen  (X)  sprechen. 

Erst  wenn  auch  noch  Behauptung  XI  zugegeben  ist,  lässt  sich 
die  Aussage  rechtfertigen,  dass  nicht  nur  im  ersten  Zeitelement  ^.i  bis 
<^  +  A^,  sondern  auch  in  allen  folgenden  die  erdrückende  Mehrzahl 
der  betrachteten  Bewegungen  den  Stosszahlausatz  erfüllen. 

Behauptung  (XI)  könnte  vielleicht  eine  gewisse  quantitative  Kor- 
rektion erfahren  durch  Bemerkungen,  die  Burhary^^^^)  entwickelt  hat. 


164)  In  Nr.  12b  wurde  noch  von  den  Korrektionen  abgesehen,  welche  in 
Gl.  (35a)  (Anm.  115)  wegen  der  Undurchdringlicbkeit  der  Moleküle  einzuführen 
sind.     Hier  aber  kommen  diese  Korrektionen  in  Betracht.     Siehe  Jeaxs  1.  c. 

IGfi)  Über  die  Verträglichkeit  oder  Unverträglichkeit  dieser  Behauptung 
mit  allen  früheren  Hesse  sich  ersichtlich  nur  dadurch  eine  Entscheidung  ge- 
winnen, dass  man  durch  rechnerische  Verfolgung  aller  Bewegungen  der  Schar 
von  t^  bis  tj^  die  Zusammensetzung  der  Teilmenge  bestimmt,  was  praktisch  un- 
möglich ist. 


19.  Das  A,\iom.ati8ierunp8i)roblom  der  KinctostatiHtik.  [jX 

Nach  Burbury  wird  durch  die  Ausdehnung  der  Moleküle  und  durch 
die  Kräfte,  mit  denen  sie  aufeinander  wirken  eine  „correlation  of 
velocities"  benachbarter  Moleküle  erzeugt,  welche  auf  die  Zahl  der 
Zusaniraenstösse  Einfluss  hat.  Da  die  JerDisache  Analyse  keinesfalls 
über  den  Nachweis  von  (Xa)  und  (Xb)  hinausgreift,  kann  sie  über  diese 
Korrektionen  nichts  entscheiden. 

Aber  wenn  auch  die  Formulierung  der  „molekularen  Unordnungs- 
hypothese"  noch  viele  Lücken  aufweist,  jedenfalls  scheint  klargestellt 
zu  sein:  der  Umkehr-  und  Wiederkehreinwand  richten  sich  nur  gegen 
die  ursprimgliche  Fassung  des  Stosszahlansatzes,  deren  Unhaltbarkeit 
sie  in  der  Tat  nachweisen.  Die  statistische  WciterhihlmKj  des  Stosszahl- 
ansatzes trägt  hingegen  schon  allen  Forderungen  Rechnung,  die  aus 
jenen  Einwänden  ertliessen^^^). 

III.   Die  „statistische  Mechanik*'  von  W.  Gihhs. 

19.  Das  Axiomatisierungsproblem  der  Kinetostatistik.  Um 
den  Übergang  von  der  älteren  Fassung  der  kinetischen  Theorie  zu  der 
noch  skizzenhaften  statistischen  Fassung  richtig  zu  bewerten,  wäre  ein 
Vergleich  mit  den  anderen  Disziplinen  notwendig,  in  denen  ebenfalls 
die  Methoden  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  Anwendung  gefunden 
haben.     Sie  alle  zeigen  einen  analogen  Entwicklungsprozess: 

Ursprünglich  appelliert  der  Term  „Wahrscheinlichkeit"  ganz  offen 
an  ein  spezifisches  ÄhschätzungsgefüM,  das  imstande  sein  soll,  Lücken 
in  den  Beobachtungen  und  Rechnungen  auszufüllen  ^^^) ;  vor  allem  an 
eine  Art  instinktiven  Wissens  darüber,  welche  elementaren  Vorkomm- 
nisse in  jedem  Fall  als  „gleichmöglich"  gelten  müssen  ^^'^*). 

Später  zeigt  sich  dann  eine  kritische  Reaktion,  die  in  den  ver- 
schiedenen Anwendungsgebieten  zu  sehr  verschiedenen  Ergebnissen 
führte,  nur  ausnahmsweise  aber  zu  einer  vollständigen  Verwerfung 
(dieses  scheint  z.  B.  für  die  „Theorie  der  Abstimmungen"  und  die 
„Theorie  der  Zeugenaussagen"  der  Fall  zu  sein^^^)).  Überall,  wo  sich 
die  bisherigen  Ansätze  d&r  Erfahrung  gegenüber  als  fruchtbar  enviesen 
hatten,  wurde  eine  neue  Formulierung  gefunden,  in  der  die  bewährten 
Ansätze   aufrechterhalten  und  weitergebildet  werden  (vgl.  die  Formu- 


166)  Burbury  hat  sich  dieser  Auffassung  nicht  angeschlossen. 

167)  Vgl.  z.  B.  den  Ansatz  von  Krönig  in  Nr.  2. 

167»)  Vgl.  J.  V.  Kries,  Die  Prinzipien  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  Frei- 
burg 1886,  Kap.  VIII. 

168)  Vgl.  H.  Bruns,  Wahrscheinlichkeitsrechnung  und  Kollektivmasslehre, 
Leipzig  1906,  §  63,  64. 

4* 
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lierung,  welche  die  Kollektivmasslehre  in  die  Theorie  verschiedener 
Massenerscheinungen  einführte  ^^^). 

Für  eine  entsprechende  Durchbildung  der  kinetischen  Theorie 
liegt  ersichtlich  nur  erst  eine  Skizze  vor,  und  es  bleibt  zweifelhaft, 
inwieweit  sie  sich  durchführen  lassen  wird.  Jedenfalls  bezeichnet  sie 
aber  klar  die  Auffassung,  welche  die  ehemaligen  „Wahrscheinlich- 
keitshypothesen" und  die  „Hypothesen'^  über  die  Natur  der  Gas- 
moleküle [vgl.  Nr.  1]  erhalten  müssen: 

Die  kinetischen  „Erklärungen"  werden  zu  Ahbildungen  [vgl.  Nr.  1 5] 
und  dementsprechend  jene  beiden  Gruppen  von  „Hypothesen"  zu  will- 
kürlichen  Festsetzungen  über  den  Aufbau  des  abbildenden  ScJiemas; 
nämlich  zu  Festsetzungen 

1)  über  die  Struktur  des  Gasmodelles, 

2)  über  die  Auswahl  der  Bewegungsschar  ^'^°). 

169)  Bruns  1.  c,  p.  93  ff. 

170)  Überall,  wo  in  den  Aussagen  (IV)— (XI)  (Nr.  14—17)  der  Ausdruck 
„erdrückende  Mehrzahl"  gebraucht  wurde,  sollte  im  Anschluss  an  Boltzmann  als 
Häufigkeitsmass  das  „Fo^w/wen"  entsprechender  Gebiete  im  F-Raum  genommen 
werden.  Von  der  Wahl  des  Häufigkeitsmasses  hängt  ab,  welches  Vorkommnis 
sich  in  der  Bewegungsschar  als  „erdrückend  häufigstes"  hervorhebt.  Man  stösst 
hier  also  auf  eine  Frage,  die  in  analoger  Weise  bei  jeder  Untersuchung  auftritt, 
welche  „geometrische  Wahrscheinlichkeiten''''  betrifft:  mit  welchem  Hecht  bevorzugte 
Boltzmann  dieses  spezielle  Häufigkeitsmass  vor  anderen?  —  Es  seien  gegeben 
zwei  Scharen  von  Bewegungen;  ihre  G-Punkte  mögen  im  F-Raum  zu  den  konse- 
kutiven Zeiten  t^,  t^,  t^  ...  die  Gebiete  (A^),  (A,),  (A^)  . . .  resp.  (B^),  (B^),  (£,) .  .  . 
erfüllen.  Als  Massbestimmung  für  die  relative  Häufigkeit  der  Bewegungen  in 
der  einen  und  der  anderen  Schar  —  das  heisst  ihrer  (?- Punkte  —  wird  man 
offenbar  nur  eine  solche  zulassen  können,  bei  welcher  sich  für  die  relative  Häufig- 
keit dieser  G- Punkte  in  allen  Momenten  t^,t^,t^  ...  dieselbe  Zahl  ergiebt,  und 
dies  für  jede  beliebige  Auswahl  der  Anfangsgebiete  A^  und  B^.  Bezeichnen  wir 
diese  relative  Häufigkeit  mit    { ^s)  :  { B^) ,  so  fordern  wir  also,  dass  sei : 

[A^_{Ä,_}_        _UJ 
^^  l^i}        {S,_}        •••        {B,}' 

Man  gelangt  nun  unmittelbar  zu  folgenden  Bemerkungen: 

a)  Das  Boltzmannsche  Häufigkeitsmass:  {A^}  =  [A^],  [B^)  =  [B^]  er- 
füllt wegen  des  Liouvilleschen  Theorems  (Gl.  26)  in  der  Tat  die  Invarianzfor- 
derung (I). 

b)  Nimmt  man  als  F-Raum  statt  des  {q,  p)-Raumes  einen  {q,  (})-Raum  und 
als  Häufigkeitsmass  die  Volumina,  welche  die  G^- Punkte  in  diesem  Raum  er- 
füllen, HO  kommt  man  im  aUgemeiuen  in  Widerspruch  mit  Forderung  (I).  Vgl. 
Anm.  77*. 

c)  Nimmt  mau  als  Häufigkeitsmass  das  Integral 

(II)  f.  .  .JF^E,  cp^,  ...  <p,,y_,)dq^^  .  .  .  dp;\ 

erstreckt  über  das  Gebiet,  welches  die  G-Punkte  jeweils  im  {q,  j))-Raum  erfüllen 


20.  Das  Programm  von  W.  Gibbs  in  seiner  „statistischen  Mechanik".      5.? 

Die  Freiheit  der  Festsetzungen  erscheint  dabei  in  der  Hauptsache  nur 
an  eine  Forderung  gebunden:  Das  Schema  soll  in  sich  widerspruchs- 
frei sein.  Diese  Tendenz  zur  Axiomaüsiernwj  bildet  einen  wesentlichen 
Faktor  in  der  ganzen  neueren  Entwicklung  der  kinetischen  Theorie; 
allgemeinere  Beaclitung  von  Seiten  der  Mathematiker*^^)  fand  sie  aber 
nur  erst  in  der  programmatischen  Formulierung,  die  ihr  W.  Gibbs 
im  Vorwort  zu  seiner  „statistischen  Mechanik"  (1901)  gab. 

20.  Das  Programm  von  W.  Gibbs  in  seiner  „statistischen 
Mechanik".  An  der  genannten  Stelle  bezeichnet  Gibbs  etwa  folgender- 
miissen  das  Ziel  seiner  Darstellung:  Die  statistisch-mechanischen  Be- 
griffe und  Methoden  seien  bisher  nicht  als  selbständige  Disziplin  aus- 
gebaut worden,  sondern  immer  nur  als  Hilfsmittel  für  die  kinetische 
Theorie  der  Materie;  die  grössten  Schwierigkeiten  rührten  bei  dieser 
Art  der  Bearbeitung  davon  her,  dass  man  sich  immer  bemühe,  Hypo- 
thesen über  die  Struktur  der  Gasmodelle  zugrunde  zu  legen,  die 
möglichst  allen  Beobachtungstatsachen  Rechnung  tragen.    „Schwierig- 


—  Bedeutung  von  F  dieselbe  wie  in  Gl.  (28)  — ,  so  genügt  diese  Massbestim- 
mung der  Forderung  (I)  bei  beliebiger,  nur  ein  für  allemal  festgehaltener  Wahl 
der  Funktion  J^. 

d)  Die  in  (c)  angegebene  Klasse  von  Massbestimmung  benutzt  als  Ge- 
wichtsfunktion die  allgemeinste  stationäre  Dichtenverteilung  (Gl.  28)  im  P-Raum. 

e)  Eine  Gewichtsfunktion,  die  sich  nicht  auf  die  Form:  F{E,  (p^-  ■  ■  ^gz-iV-i) 
bringen  lässt,  kann  nicht  gleichzeitig  erfüllen:  die  Forderung  (I)  und  die  For- 
derung, dass  sie  für  ein  bestimmtes  Element  des  F- Raumes  zu  allen  Zeiten  t 
dieselbe  Massbestimmung  liefere. 

f)  Die  Beschränkung  der  Gewichtsfunktion  auf  die  weitaus  speziellere 
Form:  F{E)  ist  gleichwertig  mit  der  Beschränkung  auf  die  „ergodische"  Dichten- 
verteilung (30)  im  F-Raum.  (Da  man  in  Nr.  13 — 15  immer  nur  mit  einer  Schar 
von  Bewegungen  mit  gleichem  F  zu  tun  hat,  so  liefert  hier  die  Boltzmannache 
Massbestimmung  mit  j&=  1  keine  anderen  Resultate  als  die  allgemeinste  er- 
godische mit  F  =  F(E)). 

Zusammenfassend  erkennt  man:  Die  BoltzmayinBÖhiQ  Massbestimmung  ist 
insofern  nicht  ganz  ivillkürlich,  als  das  Liouvillesche  Theorem  in  Verbindung  mit 
der  Forderung  (I)  alle  Massbestimmungen  ausschliesst,  ausser  der  in  (c)  ange- 
führten Klasse,  deren  einfachster  Spezialfall  eben  die  Boltzmannache.  Mass- 
bestimmung ist.  Willkürlich  bleibt  die  BeschränJcung  der  Geiüichtsfunliion  von 
F{E^  qp.,  •  •  .  ^>orN--d  ^'^f  ^(^1  sobald  man  sich  nicht  mehr  auf  die  Behauptung 
beruft,  dass  die  Gasmodelle  ergodische  Systeme  sind.  —  Dass  man  an  dieser  Spe- 
zialisierung auch  in  solchen  Fällen  festhalten  zu  müssen  glaubt,  wo  sie  deutlich 
unzweckmässig  wird  (vgl.  Nr.  26  Ende),  erklärt  sich  wohl  zum  Teil  historisch:  die 
vorbildlichen  Arbeiten,  in  denen  Boltzmann  und  Maxwell  die  statistisch  mecha- 
nischen Methoden  begründeten,  waren  eben  noch  ganz  von  jener  Ergodenhypo- 
these  beherrscht. 

171)  Siehe  /.  Hadamard  [1]  und  H.  Poincare  [4]. 
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keiten  dieser  Art  haben  den  Verfasser  vor  dem  Versuche  zurück- 
geschreckt, die  Geheimnisse  der  Natur  zu  erklären,  und  haben  ihn 
genötigt,  sich  mit  dem  bescheideneren  Ziel  zu  begnügen,  einige  der  ein- 
facheren Sätze  aus  dem  statistischen  Zweig  der  Mechanik  aufzustellen. 
Hier  kann  es  keinen  Irrtum  in  hezug  auf  Vhereinstimmung  der  Hypo- 
thesen mit  den  Tatsachen  in  der  Natur  gehen,  denn  so  etwas  uird  hier 
gar  nicht  beansprucht.  Der  einzige  Fehler,  in  den  man  noch  verfallen 
kann,  wäre  eine  mangelnde  Vhereinstimmung  zivischen  den  Voraus- 
setzungen und  den  Folgerungen.  Einen  solchen  dürfen  wir  aher  hei 
einiger  Sorgfalt  zu  vermeiden  Jwffen"  ^'^^). 

Die  folgenden  Angaben  über  den  Inhalt  des  Gibbsschen  Buches 
sind  nur  so  weit  durchgeführt,  als  es  für  die  Beurteilung  folgender 
zwei  Fragen  erforderlich  ist: 

1)  Inwieweit  hat  Gibhs  das  angekündigte  Ziel  erreicht,  eine  in 
sich  tviderspruchs freie  statistische  Mechanik  zu  begründen? 

2)  Welches  Verhältnis  besteht  zwischen  den  von  Gibbs  an- 
gegebenen Analogien  zur  Thermodynamik  und  den  von  B(Aizmann 
angegebenen  ? 

Besonders  im  Hinblick  auf  die  erstere  Frage  hat  man  drei  Gruppen 
von  Untersuchungen  auseinanderzuhalten,  die  sich  in  jener  Darstellung 
kombiniert  finden: 

a)  Die  definitionsgemässe  Einführung  gewisser  spezieller  stationärer 
Systemscharen  —  stationärer  Dichtenverteilungen  im  F-Raum  —  so- 
wie die  Entwicklung  von  Theoremen  über  verschiedene  Mittelwerte, 
welche  jene  Systemscharen  vermöge  ihrer  speziellen  Verteilung  liefern. 

b)  Behauptungen  über  das  Verhalten  nichtstationärcr  System- 
scharen: darüber,  wie  sich  eine  nichtstationäre  Dichten  Verteilung  im 
JTRaum  allmählich  „zerrührt",  und  wie  sich  dabei  gewisse  Funktionen 
dieser  Dichtenverteilung  zeitlich  verändern. 

c)  Erörterungen,  die  zeigen  sollen,  dass  zwischen  dem  Verhalten 
jener  speziellen  Scharen  und  dem  thermodynamischen  Verhalten  eines 
warmen  Körpers  eine  tiefgehende  Analogie  besteht. 

21.    Die   Einführung    gewisser    spezieller   stationärer   Dichten- 
verteilungen    im   r'-Raum   (kanonische   und   mikrokanonische  Ver- 
teilung),   Nach  einer  Rekapitulation  der  Untersuchungen  von  Ihltzmann 
über  die  allgemeinste  stationäre  Dichten  Verteilung  im  F-Raum: 
(^2)  p  (^,  5)  =  F{E,  <f2,  ..    cpsr y-i) 


172)  Zitiert  nach  der  Übers,  von  Zcrmdo.  Die  Erörterungen  1.  c.  pg.  171 
zeigen,  daß  Gibhs  sicli  weiterhin  an  dieses  Axiomatisierungs-Programm  kaum 
enger  halt  als  etwa  Maxwell  und  BoUzmann. 
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[vgl.  Nr.  t>d  Gl.  2HJ,    beschränkt    sich    Gilibs    in    der    Hauptsache    auf 
folgende  sehr  spezielle  Verteilungen'"): 

A)  Die  mihrohanonische  Verteilung:  q  überall  gleich  NuU,  ausser 
zwischen  den  Energiefliichen  E  =  Eq  und  E  =  E^^  -\-  ÖE^,  wo  öE^ 
sehr  klein  ist.  Innerhalb  dieser  Schale  besitzt  q  einen  konstanten 
Wert.  Diese  Verteilung  der  räumlichen  Dichte  Q{q,  p)  wird  ersicht- 
lich für  ein  öEq  =  0  äquivalent  mit  der  ergodischen  Flächen-Dichten- 
Verteilung  (31)  in  Nr.  10b. 

B)  Die  kanonische  Verteilung  ^'^^) 

(53)  Q(q,p)  =  e~^~. 

Dabei  ist  E{q,p)  die  Totalenergie,  die  das  Gasmodell  besitzt, 
falls  sein  Phasenpunkt  G  im  JT-Raum  die  Lage  {q,  p)  hat.  —  @  ist 
eine  ivillhürliche  Konstante,  der  „Modul"'  der  Verteilung  (53).  —  W  ist 
eine  zweite  Konstante,  die  sich  aus  der  Forderung  bestimmt,  dass  das 
über  den  ganzen  F-Raum  erstreckte  Integral 

(54)  f.  .  •  j  V  .dq\...  dp^  =  1 
sein  soU,  d.  h.  aus: 

(55)  y.  .  -fe"^ dq\  ■  ■  -  dp^  =  1 . 

—  00 

Durch   diese  Verfügung   wird   bei   der  Berechnung   des   Schar-Mittel- 
ivertes  einer  Phaseufunktion  f{q,p) 

+  ec  'F-E 


(56)  f{q,  P)  =  -^i ^Z£ 

f...fe    <^    dq\.-.dp^' 

—  00 

der  Nenner  auf  den  bequemen  Wert  „Eins"  reduziert. 

Den  späteren  Anwendungen  entsprechend,  hänge  dabei  die  poten- 
tielle Energie  O  nicht  nur  von  den  Koordinaten  q  ab,  sondern  noch 
von  irgendwelchen  Parametern  r^,  r,  •  -  •  r^  —  etwa  von  der  Stellung 
irgendwelcher  Kraftzentren,  die  auf  die  Moleküle  des  Gases  Fernkräfte 
ausüben^'^^). 

173)  Siehe  noch  die  in  Anm.  189  erwähnten  Scharen. 

174)  Die  auf  Gl.  (61)  und  (62)  folgenden  Erörterungen  sowie  die  Aus- 
führungen am  Beginn  von  Nr.  24a  und  Mitte  Nr.  25  suchen  klarzustellen,  was 
Gibbs  zur  Einführung  dieser  speziellen  Scharenverteilung  veranlasst  haben  dürfte. 
Siehe  Gibbs  1.  c.  Cap.  H  u.  Cap.  XIV  pg.  187,  188. 

175)  Im  Beispiel  (Anm.  67)  bilden  die  Intensität  des  Kraftfeldes  und  die 
Stempelstellung  solche  Parameter. 
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Ein  gleiches  gilt  dann  von  der  Totalenergie 
^  =  E{q,p;  r^,  rg,  .  .  .) 

und  damit  von  den  rechten  Seiten  der  Hafniltonschen  Gleichungen  (22), 
welche  die  Strömung  der  G-Punkte  im  r'-Raum  dirigieren. 

Man  kann  nun  über  die  Parameter  t\j  r,,  .  .  .  zwei  verschiedene 
Festsetzungen  treffen: 

1)  Es  werden  ihnen  zwar  ganz  beliebige  Werte  zuerteilt,  aber 
sie  werden  zeitlich  nicht  verändert.  In  diesem  Fall  bleibt  das  System 
der  Stromlinien  im  JT-Raum  zeitlich  unverändert,  und  die  Dichten- 
verteilung (53)  hält  sich  stationär  aufrecht. 

2)  Die   Parameterwerte    seien    willkürlich    gegebene    Funktionen 

der  Zeit:    t\(t),  r^{t), In  diesem  Falle    ändert   sich  für  jeden 

Punkt  des  P- Raumes  fortlaufend  die  ihm  zugehörige  Strömungs- 
richtung, und  die  Dichtenverteilung  (53)  wird  sich  nicht  stationär  auf- 
recht erhalten. 

22.  Mittel'werts- Relationen  bei  kanonisch  verteilten  System- 
scharen. 

Wir  haben  zunächst  Verfügung  (1)  festzuhalten.  Unter  dieser 
Annahme  bildet  Gihbs  für  einige  spezielle  Phasenfunktionen  f{q,  p) 
die  durch  (56)  definierten  Mitteliverte  über  die  Jcanonisclie  Gesamtheit, 
und  es  wird  hauptsächlich  bestimmt: 

A)  die  Streuung,  welche  eine  solche  Funktion  f  innerhalb  der 
kanonischen  Gesamtheit  um  ihren  Mittelwert  f  aufweist; 

B)  die  Abhängigkeit  der  Mittelwerte  f  vom  Modul  Q  und  den 
Parametern  r^,  r^,  .  .  .. 

Die  Relationen,  die  Gihbs  hierbei  aufstellt,  werden  unmittelbar 
aus    den    Definitionsgleichungen    für    die  Mittelwerte    abgeleitet.     Sie 

beruhen  auf  der  Wahl  der  dabei  benutzten  Gewichtsfunktion:  e  ^  . 
Für  die  Behandlung  der  Frage  B)  ist  zu  beachten:  dass  die  Gewichts- 
funktion, d.  h.  die  kanonische  Dichten  Verteilung,  abhängt:  1)  explicit 
von  0;  2)  vermöge  E  von  den  r^,  rg,  ...;  3)  vermöge  ^  von  &  und 
den  r^,  r^,  ....  Es  seien  hier  einige  Resultate  dieser  Art  angeführt, 
soweit  sie  uns  für  die  weitereu  Erörterungen  notwendig  sind. 

22  a.  Einige  der  Gibbsschen  Resultate.  1.  Bei  Berücksichtigung 
des  Umstandes,  dass  die  Zahl  der  Freiheitsgrade  eines  Gasmodelles 
von  der  Grössenordnuug  der  TriUion  ist,  beweist  Gibbs  folgendes 
Theorem  ^^ß): 

176)  1.  c.  Cap.  VII,  p.  73.  Vgl.  den  in  Fussnote  2  p.  75  diskutierten  Aus- 
nahmefall.   Wie  in  Behauptung  (XII)  die  Kleinheit  der  Dispersion  mit  der  enormen 


I 
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(XII)  In  einer  mit  dorn  Modul  &  =  C^q  kanonisch  verteilten  Giis- 
modellsehar  besitzt  die  erdrückende  Mehrzahl  aller  Individuen  sehr  nahe 
ein  und  denselben  Wert  der  Totalenergie;  E  ^  Eq. 

2.  Die  kinetische  Energie  jedes  Moleküles,  z.  B.  die  des  /c-ten, 
ist  eine  definite  quadratische  Form  seiner  Momente  /^j* ...  jp/.  Sie 
lässt  sich  aber  immer  als  halbe  iSumme  der  Quadrate  gewisser  r  linear- 
homoffener  reeller  Verbindungen  dieser  Momente  darstellen.  Diese 
Verbindungen  «j*  .  .  .  uj^  —  sogenannte  „Momentoide"^^^)  —  lassen 
sich  dabei  noch  auf  unendlich  viele  Weisen  wählen.  Gibhs  beweist 
nun  für  die  über  die  kanonische  Schar  gebildeten  Quadratmittel  der 
Grössen  h.^^  .  .  .  u/  die  Gleichung: 


(57)  \  wr  = . .  •  i  M^  =-\  {u/y  =  I , 


Grösse  von  2rN  zusammenhängt,  macht  man  sich  bequem  an  folgendem  Beispiel 
klar  (1.  c.  p.  79):  Das  Gasquantum  bestehe  aus  N  Punktmolekülen,  die  elastisch 
an  Gleichgewichtslagen  gebunden  sind.  Die  Koordinaten  x,  y,  z  jedes  Moleküles 
seien  von   seiner  Gleichgewichtslage   aus  gerechnet.     Dann  ist  g,i=^i,  22=3/i» 

3A'  SAT 

1  1 

Die  Flächenschar  E  =  const.  besteht  aus  einer  Schar  ähnlicher  „Ellipsoide",  deren 
Oberfläche  mit  E  enorm  rasch  wächst,  nämlich  wie  {yEf^^^.  Die  Zahl  der 
Individuen  der  Schar  (53),  für  die  YE  zwischen  gegebenen,  infinitesimal  benach- 
barten Grenzen  liegt,  ist  hier 

(A)  const.  J?^^"^-^  •  c     ^' dB 

(J2  zur  Abkürzung  V^).  Als  häufigsten,  ferner  als  mittleren  Energiewert  und 
als  Quadratmittel  der  Abweichung  vom  Mittelwert  findet  man: 

i;  =  (6iY-l)|-,     E  =  6N~,     (E-Ey=3N0\ 

Bei  Benützung  des  üblichen  Masses  ergiebt  sich  also 


(B)  (^-*) 


als  die  gesuchte  „Dispersion".  Man  vergleiche  mit  der  Verteilung  (A)  der  Gas- 
modellschar die  Maxwellsche  Verteilung  für  die  Absolutgeschwindigkeit  c  in  einer 
Schar  von  Punktmolekülen  und  die  Dispersion,  welche  sie  für  die  kinetische  Energie 
X  dieser  Moleküle  liefert: 

(A')       const.  c*-e-" ^ de  (B')       ^^~7    =1- 

{xy      3 

177)  Diese  Bezeichnung  hat  BoUzmann  (1882)  [13]  eingeführt.  Ebendort 
Diskussion  des  Gegensatzes  zwischen  Moment  und  dessen  Verallgemeinerung,  dem 
Momentoid. 
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woraus  sich  für  den  Scharmittelwert  der  kinetischen  Energie  des 
ganzen  Gasmodelles  folgende  einfache  Beziehung  zum  Scharmodul  (e) 
ergiebt: 

(58)  i=    !-■ 

3.  Das  Gasmodell  übt  in  jedem  Augenblick  auf  die  oben  er- 
wähnten Kraftzentren  oder  den  Stempel  eine  gewisse  Rückwirkung 
aus:  in  einer  bestimmten  Bewegungsphase  {q,  p)  wirkt  es  „entlang 
des  Parameters  r,/'  mit  der  generalisierten  Kraft 

(59)  RM,P:r)  =  -^^=-^^ 

h  h 

nach  außen.  Differenziert  man  Gl.  (55)  nach  }\  und  kombiniert  mit 
Gl.  (59),  so  ergiebt  sich  unmittelbar  folgende  Relation  für  den  Schar- 
mittelwert von  B/^: 

—  dw 

(60)  ^"--BV- 

h 

22  b.  Bezieliung  zum  Maxwell- Boltzmannschen  Verteilungs- 
gesetz. Um  sich  einen  Überblick  über  diese  und  analoge  Relationen 
zu  verschaffen,  wie  sie  Grihhs  entwickelt,  empfiehlt  es  sich,  folgende 
Frasfe  zu  berühren,  die  allerdings  den  Rahmen  der  Gifttsschen  Dar- 
Stellung  wesentlich  überschreitet  ^'^^). 

Sei  f{q,p)  eine  Phasenfunktiou ,  die  ihren  Wert  nicht  ändert, 
wenn  man  die  Moleküle  untereinander  vertauscht;  sie  wird  also  einen 
bestimmten  Wert  aufweisen,  falls  unter  den  Molekülen  des  Gases  die 
zu  Eq,  r^  .  .  .  r^  gehörige  Maxwell -Boltzmanusche  Verteilung  (46) 
herrscht  —  den  Wert: 

(61)  [f{q,p)]l^;  =  BiE„r,...r„:). 

Sei  ferner 


(62)  aq,P)=9i&o,r^-..r^\ 

der  Mittelwert  gebildet  über  jene  kanonische  Gasmodellschar,  deren 
Modul  &  ==  &^  gerade  —  vgl.  (XII)  —  dem  Euergiewert  Eq  angepasst 
ist.  Welcher  Zusammenhang  l)esteht  dann  zwischen  den  Grössen  (62) 
und  (61)? 

Nach  (XII)  ist  zunächst  plausibel,  dass  im  allgemeinen  der 
Jcanonische  Scharmittelwert  (62)  sehr  nahe  zusammenfallen  wird  mit 
dem  Mittelwert,  gebildet  für  eine  zu  E  =  Eq  gehörige  mikrohanonische 
oder    auch    ergodische   Schar:    In   der  Tat   fällt   dann   auch   z.  B.   die 


178)  Die  Dissertation  von  L.  S.  Or)if<t('in  (1908)  [1]  enthält  eine  eingehende 
Untersuchung  dieser  Frage.     Siehe  besonders  1.  c.  p.  119. 
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Gl,  (57)  zusainineii  mit  einer  Relation,  welche  Boltzmann  (1871)  für 
ergodisclie  Scharen  abf^eloitet  hatte  *^'*).  Die  mikrokanonische  Schar 
ist  aber  weiter  sehr  nahe  «j^leichwertig  mit  einer  Schar,  welche  mit 
konstanter  Dichte  über  die  zu 

^(Z)-Ä5,  =  J?o 
gehöri*ije  „Schale"  im   F-Kaum  verteilt  ist  (vgl.  Nr.  12  c). 

Ergänzt  man  nun  die  G/W>.9sche  Darstellung  durch  die  in  Nr.  13 
(1)  besprochenen  Untersuchungen  von  Boltzmann,  so  folgt  schliess- 
lich: in  einer  kanonisch  verteilten  Gasmodellschar  iveist  die  erdrüclende 
Mehrzahl  der  Individuen  die  zu  r^,  •  ■  ■  r^  und  Eq=  E  gehörige 
Maxwell-BuUzmannsche  Verteilung  (46)  auf. 

Aus  dem  Gesichtspunkt  der  BoUzmannschen  Darstellung  erscheint 
somit  die  Einführung  der  lanonischen  Verteilung  als  ein  analytischer 
Kunstgriff]  der  ciuigermassen  an  Dirichlets  „DisLontinuitätsfaJdor"  er- 
innert^'''*):  Bei  der  Mittelwertbildung  (56)  zur  Berechnung  von  f{q,  p) 
bleibt  die  Integration  immer  unveränderlich  über  den  unendlichen 
JT-Raum  erstreckt;  die  entscheidende  Hauptmasse  aller  Gasmodelle  aber 
wird  durch  passende  Regulierung  des  Moduls  6>  und  der  Parameter 
*'i  •  ■  •  *"m  jeweils  auf  F-Gebiete  aufgeschoben,  welche  diejenige  M.-B.-Vert. 
liefern,  die  zum  vorgegebenen  E^  und  den  übrigen  vorgeschriebenen 
Bedingungen  gehört. 

22  c.  Die  Gibbssche  Massfunktion  6  für  die  Abweichung  von 
der  kanonisch.en  Verteilung.  Als  Hilfsmittel  für  die  Untersuchungen 
nichtstationärer  ^-Verteilungen  führt  Gibhs  eine  Massfunktion  ein  für 
die  Abweichung,  welche  eine  beliebig  vorgegebene  ()- Verteilung  gegen 
die  kanonische  Verteilung  mit  gleichem  E  aufweist.  Diese  Funktion 
heisse  6  und  ist  definiert  durch  ^*'^) 

+  00 

(63)  ö=j:./plgp     dql-.-diy^. 

Ihr  Mass-Charakter  ist  durch  Sätze  von  folgender  Art  gekennzeichnet: 
(XIII)  Wird  eine  gegebene  Menge  von  G-Puukten  über  ein  ge- 
gebenes Gebiet  des  jT-Raumes  verteilt,  so  nimmt  6  seinen  relativ  kleinsten 
Wert  an,  falls  diese  Menge  innerhalb  des  Gebietes  mit  überall  gleicher 
Dichte  verteilt  wird. 


179)  BoUzmanyi  [4].  Nur  durch  eine  Reihe  von  Zusatzannahmen  kann  man 
von  Gl.  57  zur  Gl.  57'  in  Nr  24a  übergehen. 

180)  Gibbs  bezeichnet  diese  Funktion  und  die  durch  (66)  eingeführte  Funk- 
tion 2J  unterschiedslos  mit  rj.  Der  Beweis  der  Behauptungen  (XIII) — (XIV)  1.  c. 
Cap.  XI. 


ßO   IV  32.  P.  u.  T.  Ehrenfest.  Begriffliche  Grundlagen  d.  statistischen  Auffassung. 

(XIII  a)  Wenn  die  Totalraenge  der  6r-Punkte,  die  auf  jedes  Energie- 
gebiet E,E  -\-  ÖE  entfällt,  gegeben  ist,  so  nimmt  <s  seinen  kleinsten 
Wert  an,  falls  q   entlang  jeder  einzelnen  Energiefläche  konstant  ist, 

(XIV)  Wenn  für  eine  Schar  von  der  Totalmenge  Eins  der  Mittel- 
wert E  gegeben  ist,  so  liefert  die  zu  E  gehörige  kanonische  Schar- 
verteilung den  relativ  kleinsten  Wert  von  6. 

Beim  Beweis  von  (XIII)  und  (XIII a)  kommt  in  der  Definition 
von  6  allein  die  „Konkavität"  des  Integranden  p  lg  ()  in  Betracht,  und 
diese  Aussagen  werden  also  auch  z.  B.  für  den  Integranden  p^"  gültig 
bleiben.  Damit  aber  bei  den  in  (XIV)  gegebenen  Nebenbedingungen 
gerade  die  kanonische  Scharverteilung  ausgezeichnet  erscheine,  war  6 
in  jener  speziellen  Weise  zu  konstruieren. 

Die  bisher  angeführten,  vorbereitenden  Resultate  vom  Typus  der 
Gleichungen  (57),  (58),  (60)  oder  der  Aussagen  (XII)— (XIV)  leitet 
Gibbs  durch  elementare,  vollständig  durchführbare  Umformungen  her. 
In  der  Tat  handelt  es  sich  soweit  auch  nur  um  die  unmittelbaren 
rechnerischen  Folgen  aus  der  speziellen  p-Wahl  (53). 

An  ihre  Stelle  treten  shizzenhafte  Erwägungen ,  sobald  sich  die 
Untersuchung  dem  Hauptgegenstand  des  Gibbssoheu  Buches  zuwendet: 
den  nichtstationären  Gesamtheiten.  Es  liegt  das  daran,  dass  eigentlich 
nur  erst  hier  der  dynamische  Charakter  der  behandelten  statistischen 
Gesamtheiten  zur  Geltung  kommt. 

23.    Nichtstationäre  Diclitenverteilungen  im  r'-Raum. 

23a.  Das  „Zerrühren"  der  niclitstationä,ren 'Verteilungen.  Man 
hat  da  vor  aUem  die  Aussagen  zu  analysieren,  welche  im  Kap.  XII  des 
Buches  entwickelt  werden.  Sie  beziehen  sich  auf  die  Frage:  Was 
wird  im  Laufe  der  Zeit  aus  einer  ()(g,  j>) -Verteilung,  welche  nicht  die 
Form  (52)  besitzt  und  die  also  nicht  imstande  ist,  sich  stationär  auf- 
recht zu  erhalten? 

Es  sei  der  F-Raum  irgendwie  in  sehr  kleine,  aber  wesentlich 
nicht  verschwindend  kleine  Zeilen  5i  geteilt:  i^^,  -Qg  .  .  .  ►Q^  .  .  .  die 
etwa  gleichgroße  Würfel  sein  können.  Der  Mittelwert,  den  die  ,/ein&'' 
Dichte  Q(q,p,t)  im  Moment  t  für  die  Zelle  ii^  liefert,  sei  als  ,,grobe" 
Dichte  Px(t)  —  lies  „gross  q"  —  dieser  Zelle  bezeichnet.  Es  ist 
wegen  (54): 
(64)  ^P,(0  =  1- 

Die  für  alles  Folgende  grundlegende  Behauptung,  zu  der  hier 
Gibbs  gelangt,  lässt  sich  dann  so  formulieren: 

(XV)  Jede  nichtstationäre  feine  Dichtenverteilung  wird  im  (sta- 


23.  Nicht^itationilre  Dichtcnverteilun^ren  im   F-Ttaum.  ßj^ 

tionären)  Strömun^rsfeUl  des  /"'-liauiiios  dcnirt  „zerrührt",  dass  die  zu- 
gehörigen groben  Dichten  tillraühlich  stationärbleibende  Werte  annehmen. 

H.  A.  Lorentz^^^)  charakterisiert  diese  Tendenz  zu  einer  stationären 
P-Verteilung  noch  näher  durch  folgende  ergänzende  Behauptung: 

(XV)  Jene  Grenzwerte  von  7^  sind  entlang  den  einzelnen  Flächen 
konstanter  Energie  konstant; 

(65)  Mm  Pit,p,q)  =  F(E). 

<  =  +» 

Zur  Begründung  seiner  Behauptung  beruft  sich  Gibbs  vor  allem 
auf  die  Anscliauimy.  Zerrühren  eines  (nichtdiffundierenden)  Farb- 
stoffes in  einem  farblosen  Lösungsmittel,  und  giebt  weiterhin  eben 
dieser  Begründung  eiue  mehr  rechnerische  Fassung  —  in  durchsich- 
tigerer Form  bei  Lorentz  reproduziert. 

Bemerkungen  zu  (XV)  und  (XV):  1.  Im  Hinblick  auf  die  später 
zu  besprechenden  Analogien  zur  Thermodynamik  ist  es  wichtig  zu 
wissen,  von  welcher  Grössenordnung  die  Zeiten  sein  mögen,  nach 
welchen  sich  jene  stationären  J*-Werte  angenähert  eingestellt  haben 
werden.  Nehmen  wir  irgend  einen  normalen  Wert  für  die  Total- 
energie des  Gasraodelles  und  fassen  wir  zunächst  die  Zeit  ins  Auge, 
die  ein  (j-Punkt  durchschnittlich  braucht,  um  von  einer  ß^-Zelle  aus- 
laufend wieder  zu  ihr  zurückzukehren.  Es  handelt  sich  hier  ersicht- 
lich um  Zeiten  von  der  Art  jener  „enorm  grossen"  Poincare'-Zermelo- 
schen  Wiederkehrepochen,  die  uns  im  „Wiederkehreinwand"  (Nr.  7b) 
begegnet  sind.  Solange  man  also  —  wie  es  Gibbs  und  Lorentz  tun  — 
bei  der  Begründung  der  Behauptung  (XV)  und  (XV ')  keine  anderen 
Umstände  in  Rechnung  zieht  als  diejenigen,  Avelche  beim  Zerrühren 
eines  Farbstoffes  in  Betracht  kommen,  so  kann  man  die  angenäherte 
Stationarität  von  P  und  den  angenäherten  Eintritt  der  P-Verteilung 
(65)  nur  erst  nach  vielen  Poiwcare-ZenneZo-Epochen  erwarten.  2.  Die 
Beh.  (XV ')  und  einige  später  auszuführenden  Aussagen  stehen  er- 
sichtlich in  enger  Beziehung  zur  Ergodenhypothese^^^).  3.  Die  rech- 
nerische Analyse,  welche  Gibbs  und  Lorentz  für  den  Vermischungs- 
prozess  geben,  enthält  eine  wesentliche  Un Vollkommenheit:  sie  benützt 
die  Bezeichnung  „Dichte"  schwankend  im  Sinne  von  p  und  P,  und 
nur  dadurch  wird  verständlich,  wie  jener  Kalkül  so  einfach  und  ohne 


181)  Lorentz  (1906)  [2]  §  79. 

182)  Gibbs  1.  c.  p.l74:  „Die  mikrokanonische  Gesamtheit,  in  der  alle  Systeme 
die  gleiche  Energie  besitzen,  stellt  in  vielen  Fällen  einfach  die  Zeitgesamtheit  dar, 
d.  h.  die  Gesamtheit  der  Phasen,  durch  die  ein  einzelnes  System  im  Laufe  der 
Zeit  hindurchgeht." 
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besondere  Annahmen  eine  mit  wachsender  Zeit  wachsende  Vei-mischung 
ergeben  konnte^**''). 

Aus  dem  Lioiivillesthen  Theorem  Gl.  (26)  und  (26'j  ergiebt  sieh 
unmittelbar,  dass  die  Grösse  6,  welche  die  Verteilung  der  feinen 
Dichte  Q  kontrolliert,  bei  jenem  Vermischungsprozess  zeitlich  exakt 
konstant  bleibt;  die  in  analoger  Weise  aus  der  yrohen  Dichte  P  auf- 
gebaute Funktion 

(66)  ^=^P,lgP, 

kann  sich  hingegen  sehr  wohl  mit  der  Zeit  verändern  ^^).  Gihhs 
versucht  gleichzeitig  mit  der  Beh.  (XV)  die  folgende  Behauptung  zu 
beweisen  ^^): 

(XVl)  Jede  nichtstationäre  ^-Verteilung  wird  durch  die  im  F-Raum 
herrschende  stationäre  Strömung  derart  zerrührt,  dass  für  das  Inhomo- 
genitätsmass  U  der  P-Verteilung  gilt: 

(67)  lim  2J{t)£2J{to). 

t=+<x 

Bemerlningen  zu  (XVI):  1.  Gihhs  hebt  ausdrücklich  hervor:  er 
versuche  nur  eine  Aussage  über  den  lim  Eit)  für  t  =  -\-  <x>  zu  be- 
weisen, nicht  aber  die  Aussage,  dass  2^{t.^  <  ^{t^,  falls  nur  t^  >  t^ 
ist^^^).  2.  Für  die  späteren  Anwendungen  ist  entscheidend,  wie  niedrig 
der  Limes  ausfällt.  Giebt  man  Beh.  (XV'j  zu  und  kombiniert  sie  mit 
dem  (von  6  auf  H  übertragenen  Theorem  (XIII  a)),  so  erhält  mau  für 
jenen  Limes  einen  Wert,  der  noch  heliebig  stark  über  demjenigen  Wert 
bleiben  kann,  welcher  zur  entsprechenden  Icanonischen  () -Verteilung 
gehört.  3.  Die  Bemerkung  (1)  zu  (XV)  überträgt  sich  auf  die  Frage, 
nach  welcher  Zeit  2^{f)  merklich  seinen  Grenzwert  erreicht. 


183)  T.  u.  P.  Ehrenfest  (1906)  [1]. 

184)  Seien  {q_,  p)  die  Koordinaten,  die  ein  G- Punkt  im  Moment  t  besitzt, 
falls  er  im  Moment  0  die  Lage  (goji'o)  liatte.     Es  ist 

-f-CC  -|-(X 

a(t)-.J...ß)g,.l,l..äp.;.^f...ßlg,^i:^r)d,l^...äpy^. 

—  00  oo  V   10  rO/ 

Nach  Anm.  77  ist  die  Transformationsdeterminante  gleich  Eins,  und  nach  (26') 
ist  ßlge  =  Po 'g(?o'  ^-Iso  das  letzte  Integral  gleich  ff(0).  Für  F  tritft  hingegen 
die  zu  (26')  analoge  Aussage  nur  mehr  angenähert  zu.     Vgl.  Anm.  19ö. 

185)  1.  c.  p.  153  oben, 

186)  1.  c.  p.  153.  Dies  ist  deshalb  bemerkenswert,  weil  (libbs  hier  offenbar 
fühlte,  dass  sein  Beweis  mehr  lieferte,  als  er  nach  den  Voraussetzungen  liefern 
durfte.  Der  für  die  Irreversibilitätstheorie  sehr  wichtige  vorletzte  Absatz  des 
Cap.  XII  ist  uns  unverständlich. 
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23  b.  Das  Verhalten  spezieller  nichtstationärer  Gasmodell- 
scharen. Um  zu  Anul(jgiuii  mit  den  Sätzen  der  Thermodynamik  zu 
gelangen,  behandelt  Gibhs  weiterhin  das  Verhalten  gewisser  spezieller 
nichtstationiirer  Scharen. 

Es  handelt  sich  dabei  hauptsächlich  um  folgende  beiden  Pro- 
bleme: 

A)  Bis  zur  Zeit  Ia  mögen  alle  Parameter  r^,  r^,  ...  konstant 
die  Werte  r'^,  r^,  .  .  .  besitzen,  und  bis  dahin  möge  die  zu  diesen 
Parameter  werten  und  zum  Modul  @^  gehörige  kanonische  Phasen- 
verteilung 

(68)  ()^  =  e"~0^  ~ 

geherrscht  haben.  Von  da  ab  werden  den  Parametern  t\,  rg,  ...  be- 
liebige zeitliche  Änderungen  erteilt.  Es  sind  die  nun  eintretenden 
Phasenverteilungen  zu  verfolgen. 

B)  Es  werde  der  Fall  betrachtet,  dass  das  Molekularsystem  in 
zwei  Teile  I  und  II  geteilt  ist,  die  zwar  in  Wechselwirkung  stehen 
aber  doch  so,  dass  die  Totalenergie  E  sich  additiv  aus  den  Energien 
beider  Teile  aufbaut: 

(69)  E  =  E,  +  E,,. 

Für  tA  sei  die  Phasenverteilung 

(70)  Q'  =  e    '^i  ®ii 


vorgegeben;  die  Parameter  r^,  r^,  .  .  .  mögen  dauernd  konstant  gehalten 
werden.  [Es  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  diese  Verteilung  sich  im 
allgemeinen  nicht  aufrecht  erhalten  kann.]  Es  sind  die  nun  ein- 
tretenden Phasenverteilungen  zu  verfolgen. 

Die  Behauptungen,  zu  denen  Gibhs  hier  gelangt,  wären  etwa 
folgen  dermassen  zu  formulieren  ^^'^) : 

(XVII)  Besteht  die  in  (A)  erwähnte  Änderung  der  Parameter  in 
einem  einmaligen  dislontinuierliclien  Übergang  zu  den  Werten  r^,  r^  .  ■  ., 
die  weiterhin  dauernd  festgehalten  werden,  so  ist  die  nach  unendlicher 
Zeit  sich  einstellende  P- Verteilung  so  beschaffen,  dass  sie  (für  alle 
Mittelwertsbildungen)    sehr    nahe    durch    eine    bestimmte    l'ationische 


187)  Diese  Behauptungen  treten  1.  c.  in  Cap.  XTTT,  wo  sie  abgeleitet  werden, 
in  anderer  Form  auf  als  in  Cap.  XIV,  wo  sie  bei  der  Diskussion  der  thermo- 
dynamischen  Analogieen  benutzt  werden.  Wir  folgen  der  letzteren  Formulierung 
und  der  Darstellung  von  Lorentz  [2]. 
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() -Verteilung 

(71)  p^  =  e    ^^ 

ersetzt  werden  kann. 

(XVIII)  Erfolgt    in  fA)    die   Änderung   der  Parameter   T^,r^.. 
unendlich   langsam,   so   ändert   sich  die  P- Verteilung  derart,   dass  sie 
fortlaufend  sehr  nahe  durch  kanonische  ^-Verteilungen  ersetzt  werden 
kann.     Dabei  bleibt  2J  sehr  nahe  konstant. 

(XIX)  Bei  der  unter  (B)  geschilderten  Anordnung  ist  die  für 
t  =  -\-  (X)  sich  einstellende  P-Verteilung  ebenfalls  sehr  nahe  durch 
eine  bestimmte  kanonische  p -Verteilung  ersetzbar. 

Bemerkung  zu  (XVII) — (XIX).  GUths  sucht  diese  Behauptungen 
zu  beweisen,  indem  er  (XV)  und  (XVI)  mit  dem  von  6  auf  Z.  über- 
tragenen Minimura-Theorem  (XVI)  kombiniert.  Beachtet  man  aber  Be- 
merkung (2)  zu  (XVI),  so  erkennt  man  folgendes:  Während  die  Er- 
örterungen der  Kap.  XI  und  XIII  in  allen  diesen  Fällen  höchstens 
ein  gewisses  Näherkommen  an  die  kanonische  Verteilung  nachweisen, 
verfährt  das  Kap.  XIV  bei  der  Diskussion  der  Analogien  zur  Thermo- 
dynamik so,  als  ob  das  angenäherte  Erreichtwerden  der  kanonischen 
Verteilung  nachgewiesen  worden  wäre.  Nur  erst  dieser  Sprung, 
der  inmitten  der  elementaren,  aber  weitläufigen  Umformungen  von 
einer  Ungleichung  zur  anderen  leicht  verborgen  bleibt  ^^'*),  lässt 
aus  den  Erwägungen  allgemeiner  qualitativer  Natur,  die  Gibhs  über 
nichtstationäre  Scharen  anstellt,  die  quantitative  Aussage  hervorgehen, 
dass  in  so  vielen  PäUeu  die  Endverteilungen  nahe-kanonisch  sind. 

Für  die  folgenden  Ausführungen  nehmen  wir  die  Behauptungen 
(XV) — (XIX)  als  zugestanden  an. 

24.  Die  Analogien  zum  beobaclitbaren  Verhalten  warmer 
Körper. 

Es  seien  hier  für  einige  spezielle,  aber  typische  Fragen  das  Gibbs- 
sehe  und  Boltzmannsche  Verfahren  einander  gesrenüberocestellt.  Um 
ihren  begrifflichen  Gegensatz  bequem  überblickbar  zu  machen,  ist  es 
zweckmässig,  den  Parallelismus  ihres  Bechennpparates  möglichst  scharf 
hervortreten  zu  lassen.  Wir  stellen  da  zunächst  einige  Hilfsformeln 
zusammen. 

24a.  Aufstellung  einiger  Hilfsformeln.  Die  Maxwell- Boltz- 
mawnsche  Verteilung   der  Molekülphasenpunkte   im   ,a-Raum   (GL  46) 


187')  Siehe  besonders  1.  c.  p.  165,   wo   der  Beweis  für  die   Beh.  XIX  ab- 
geschlossen wird.     Vgl.  Anm.  195. 


24.  Die  Analogien  zum  beobachtbaren  Verhalten  warmer  Körper.  ß^ 

lüsst  sich  ersichtlich  auch  in  folgender  Form  schreiben: 

1/1 --»,• 

(.■)3')  ai==e    '*'    , 

wo  die  Energie  f-,  die  ein  Molekül  aufweist,  falls  sein  Phaaenpunkt 
in  der  i'""  u- Zelle  liegt,  noch  abhängen  kann  von  den  oben  einge- 
führten Parametern  t\,  .  .r^.  Die  Grösse  ■O-  kann  man  entweder  direkt 
vorgeben,  in  welchem  Falle  sich  dann  i<  aus  der  Forderung 

(55';  ^ia.=^ie    '"     =  .Y 

und  die  Totalenergie  E  des  Gases  sich  aus 

(72)  E^^ia,s,=^%e    ^ 

bestimmen  würde,  oder  man  kann  umgekehrt  bei  gegebener  Total- 
energie ausser  j^  auch  -O-  durch  (55')  und  (72)  bestimmt  denken.  Die 
Kraft,  welche  die  JV  Moleküle  hd  dieser  Verteilung  in  Richtung  des 
Parameters  r^  nach  aussen  ausüben,  ist  gegeben  durch: 

h 

diiferenziert  man  die  Kelatiou  (55'j  nach  r,,,  so  ergiebt  sich  eine  Um- 
formung von  (59')  in: 

(60' I-  B,  =  -l,-^(Nty 

Die  Rechnung,  durch  welche  Gibbs  Gl.  (57)  ableitet,  erscheint  als  Über- 
tragung derjenigen  Reclinung,  durch  welche  Boltzmann  (1871)  aus 
\53')  folgende  Beziehung  herleitete ^^^): 

{öT-)    i,  J  i  «r = i.  2  \  (%T = •  ■  •  i-if  -^  («/)' = t  • 

11  1 

Daraus  für  die  gesamte  lebendige  Kraft  der  N  Moleküle: 

(580  i-^- 

Oeht  man  von  derjenigen  M.-B.-Vert.  (53'),  welche  0-,  r^  .  .  .r^  ent- 
spricht, zu  jener  über,  welche  d-  -\-  8^,  r^  -f-  dr^  •  ■  •  ^,„  +  ^^m  ®^^' 
spricht,  so  erhält  man  für  diese  Variation  aus  (55')  folgende  Identität: 


2^'  i-t*'-.+  -l;:/'g=o, 


188)  Boltzmann  [3].     An  der  genannten  Stelle  für  den  speziellen  Fall  kar- 
tesischer  Koordinaten.     Vgl.  Boltzmann,  Gastheorie  2,  p.  124. 

Encyklop.  d   math.  Wissensch.     IV  2,  ii.  5 
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daraus   erhält  man   mit  Hilfe   von  (55'),  (72)  und  (59')  folgende  Be- 
ziehung: 
(73')  N8[l)  +  ^;  d^  -h  l  {R,dr  +  •  •  •  J?,„d;g  =  0. 

Geht  man  von  derjenigen  kanonischen  Verteilung  (53),  welche  0,  )\  . . .  r^ 
entspricht,  zu  jener  über,  welche  &  -\-  d&,  ^'i  H-  8'>\  •  •  ■  t'm -\-  d*V. 
entspricht,  so  erhält  man  für  diese  Variation  aus  (55)  und  (59)  in 
ganz  analoger  Weise: 

(73)         ^  (I)  +.  ^  ^ ^  +  0  (^1  «^'-i  +  •  •  •  ^.. ^n«)  =  0 . 

Nach  diesen  formalen  Vorbereitungen  stellen  wir  die  typischen 
Analogien  zum  sichtbaren  Verhalten  eines  warmen  Körpers  zusammen. 

24  b.  Das  Gas  im  'Wärmegleichgewicht  und  der  Temperatur- 
ausgleich zweier  verschieden  warmer  Körper.  1.  Interpretation  des 
Verhaltens,  welches  das  Gas  hei  gegebener  Totalenergie  Eq  und  hei  ge- 
gebenen r^  .  .  .  rm  im  Fall  des  Wärmegleich  gewichtes  zeigt. 

Bolfzmann:  Man  greife  im  F-Raum  die  „Schale"  von  F-Punkten 
heraus,  welche  der  vorgegebenen  Totalenergie  E^  entsprechen.  Die 
erdrückende  Mehrzahl  dieser  Phasenpunkte  erteilt  den  Molekülen  des 
Gasmodelles  sehr  nahe  eine  entsprechende  M.-B.-Vert.  (53')  —  vgl. 
Nr.  13  (I).  Man  berechne  für  diese  Zustandsverteilung  z.  B.  den  Druck 
und  die  übrigen  Reaktionskräfte,  die  kinetische  Energie  pro  mole- 
kularen Freiheitsgrad  usw.  nach  (57'),  (60')  und  ähnlichen. 

Gibbs:  Man  berechne  für  die  zu  £"  =  Eq  und  den  gegebenen 
rj  ...  r,,^- Werten  gehörige  kanonische  Gasmodellschar  ^^^)  die  Sdiar- 
miüclwerte:  B^,  L  usw.  nach  (57),  (60)  und  ähnlichen. 

2.  Interpretation  des  Temperaturausgleiches  bei  Berührung  zweiei-^ 
verschieden  ivarmer  Körper  K^     und  K^^. 


189)  Wenn  ausser  der  Totalenergie  noch  die  Werte  anderer  Beweguugs- 
integrale,  z.  B.  für  ein  freies  System  die  Flächenmomente  F^  ((/,p),  F^  (?,  J»).  F^  (q,  p)^ 
vorgeschrieben  sind,  so  greift  Boltzmann  die  betreffenden  Gebiete  des  r-Raumes 
heraus,  während  dann  Gibbs  mit  einer  Scharverteilung 

operiert;  1.  c.  p.  37.  In  den  kombinatorischen  Entwicklungen,  durch  welche 
BoltZ))tami  {18Sd)  [14]  die  Zustandsverteilung  im  Dissoziationsgleichgewicht  ableitet, 
tritt  ausser  der  Festlegung  der  Totalenergie  noch  die  Festlegung  der  Anzahl  von 
Atomen  verschiedener  Art  als  Nebenbedingung  auf.  Gibbs  umgeht  durch  seinen 
formalen  Kunstgriff  auch  diese  Nebenbedingungen,  indem  er  im  Cap.  XV  seines 
Buches  bei  der  Behandlung  des  Pissoziationsgloichgewichtes  eigentümliche  Gas- 
modoUscharen  einführt,  wo  bei  den  verschiedenen  Individuen  der  Schar  die  er- 
wähnten Atomzahlen  alle  ganzen  Werte  von  0  bis  cc  durchlaufen,   1.  c.  p.  198. 


24.  Die  Analogien  zum  beobachtbaren  Verhalten  warmer  Körper.         (jj 

BoUzmünn^'-'^):  Vor  der  Koppeluiii^^  wird  den  Molekülen  von  A', 
resp.  Ül^jj  diejenige  M.-li.-  Vctt.  zuj^eschrieben.  die  ihren  vorj^egebenen 
Anfangsteinperaturcn  entsj)richt.  Für  das  gekoppelte  System  —  als 
ein  Molekularsystein  aul'gefasst  —  ist  dadurch  die  anfängliehe  Zu- 
standsverteilung  festgelegt.  Der  mittlere  und  zugleich  erdrückend  häu- 
figste Verlauf  in  der  anschliessenden  Schar  von  Bewegungen  (Nr.  14-c) 
soll  dem  Stosszalilansatz  und  //-Theorem  gemäss  erfolgen;  dement- 
sprechend werden  schliesslich  K^  und  Kj^  M.-B.-  Verl,  mit  untereinander 
gleichem  d-  aufweisen,  d.  h.  nach  (oT'):  kinetische  Energie  pro  mole- 
kularem Freiheitsgrad  in  Kj  und  Kj^  gleich. 

Gibbs:  Vor  der  Koppelung  werden  K^  resp.  jffjj  repräsentiert 
durch  je  eine  kanonisch  verteilte  Gasmodellschar  mit  den  Modulen  &^ 
und  0^j.  Um  ihren  Kontakt  zu  repräsentieren,  gebe  man  die  Schar, 
welche  entsteht,  wenn  mau  jedes  Individuum  der  Schar  I  —  in  seinem 
momentanen  Bewegungszustand  —  koppelt  mit  jedem  Individuum  der 
Schar  II.  Man  erhält  so  in  einem  P-Raum  von  2rjNj  -\-  2r^jN^ 
Dimensionen  eine  Dichtenverteilung,  die  im  ersten  Augenblick  ^'  durch 
die  Formel  (70)  gegeben  wird.  War  schon  im  Anfang  0j  =  6>jj,  so 
ist  die  Komhinatiovsschar  von  vornherein  kanonisch  und  bleibt  sta- 
tionär ^^^).  Ist  hingegen  (9j  ={=  0jj,  so  ist  jene  anfängliche  Dichten- 
verteilung im  allgemeinen  nicht  imstande,  sich  stationär  zu  erhalten. 
Sie  soll  sich  also  gemäss  den  Aussagen  (XV,  XVI,  XIX)  zerrühren, 
wobei  die  Jmnoniscite  q- Endverteilung  wieder  angesehen  werden  kann 
als  Mischverteilung  zweier  kanonischer  Scharen  I  und  II  mit  nunmehr 
schon  gleichem  Modul  0i'=  e^^=  0"^^^%  V^egen  (57)  und  (58)  ist 
dann  der  Scliarmittelwert  der  kinetischen  Energie  pro  molekularen 
Freiheitsgrad  für  K^  und  K^^  gleich  gross. 

24c.  Die  Temperatur  als  integrierender  Nenner.  Deutung 
der  Entropie  und  Entropievermelirung  bei  irreversiblen  Prozessen. 
1.  Die  Temperatur  als  integrierender  Nenner  der  reversibel  zugeführten 
Wärmemengen.     Deutung  der  Entropie. 

Boltzmann:  Bei  unendlich  langsamer  Beeinflussung  des  Gasmodelles 
dürfe  man  so  rechnen,  als  ob  die  Moleküle  in  jedem  Augenblick  eine 
M.-B.-Vcrt.  besitzen,  welche  den  Momentanwerten  von  E^,  r^  .  .  .  r^ 
entspricht.  Unter  dieser  Annahme  ergiebt  sich  für  die  Summe  aus 
Energiezuwachs  -|-  Arbeitsabgabe   bei  einem  infinitesimalen  Übergang, 


190)  Boltzmann  hat  (1894)  [17  a]  in  einer  gemeinsamen  Arbeit  mit  G.H.Bryan 
seine  älteren  Ausführungen  in  einigen  Beziehungen  vervollständigt. 

191)  1.  c.  p.  35. 

192)  Vgl.  Anm.  187»). 
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d.  h.  für  die  „zugefühie  Wärme" 

(74')  dQ  =  dE+iB,dr  +  .-.  BJrJ 

mit  Hilfe  der  Beziehung  (73')  folgende  Aussage: 

Der  Bau  der  Grösse,  welche  auf  der  rechten  Seite  von  (75'),  die 
die  Rolle  der  Entropie  spielt,  legt  folgende  Darstellung  nahe: 


ll' tj   X        ll) f.- 


E-T^ip  NTT,         '^      ^9- 

(76')  — ^      =  — ^'IgVe  'e 

Diese  Darstellung  giebt  dann  weiter  den  Anstoss,  versuchsweise  auch 
für  hdiehige  Zustandsverieilungen  a,-  der  Entropie  die  Funktion: 

(77')  -Ä=-2^«,lg«, 

gegenüberzustellen. 

Gihhs:  Beeinflußt  man  alle  Individuen  einer  anfänglich  kanonischen 
Schar  so,  wie  es  der  reversiblen  Beeinflussung  eines  Gases  entspricht  ^^*), 
so  sei  es  erlaubt  anzunehmen  (vgl.  XVIII),  daß  die  Schar  fortlaufend 
durch  lauter  kanonische  Verteilungen  hindurchgehe.  Unter  dieser  An- 
nahme lässt  sich  der  Scliarmittelivert  des  oben  definierten  d  Q  dar- 
stellen als  ^9^)  _^ 
(74)                          d~Q  =  dE  +  {B,  ör,  +  B,Jr,„) 

und  mit  Hilfe  der  Beziehung  (73)  umformen  in: 
Die  Darstellung  der  rechtsstehenden  Grössen  durch 

__  +00  ,  1^—K      W—E 

(76)  ^_- '^  ==  _  (: .  .  (ig  (,   «  -)  ,   «   <;,,■  .  .  .  rf^,,v 

—  00 

und  dementsprechend  der  GihbsBohe  Versuch  die  Grösse 

+  00 

(77)  -a=-f...j'Q\gQda:--dp,' 

— » 

oder  die  Grösse  ( — 11)  nun  auch  für  heliebige  ^-Verteilungen  als 
„Entropie"  anzusprechen,  treten  so  in  eine  genaue  rechnerische  Analogie 
zur   lioltzniannsehen  Behandlunor  der  i/-Funktion. 


193)  1.   c.  p.  158  u.  f. 

194)  Diese  Annahme  ist  hinreichend,  um  öE  diirch  öE  ersetzen  zu  können, 
wie  dies  in  Gl.  (74)  geschehen  ist.  Die  Identität  (73)  beruht  auf  der  Anuahme, 
dass  die  variierte  Scharverteilung  ebenfalls  kanonisch  ist. 


24,  Die  Analogien  zum  beoliaclitbaren  Vorhalten  warmer  Körper.         ^)<) 

2.    Die  Entropirvermrhrwiff    hei    irreversiblen   Prozessen    in   einem 
isolierten  System. 

Boltzmann:    Ist  die  für  /'  vor-  Gihhs:     Ist    dio    inr    t''    vorge- 

S^egebene  Vcrtciliinjj:  der  Mfdekül-  gebene  Vert<Mliing  der  Gas-Phasen- 
l'haseupunkte  im  jii-Raimi  nicht  punkte  im  /'-Riium  weder  kano- 
Maxwell-Boltzmannisch,  so  weist  die  |  nisch  noch  überhaupt  vom  Typus 
Grösse  i/,  welche  ihre  r/.-Vert.  kon- 1  (o2y-*^),  so  weist  die  Grösse  U, 
trolliert,  für  die  erdrückende  Mehr-  ■  welche  ihre  P;[ -Verteilung  kon- 
zahl der  anschliessenden  Bewegun-  trolliert,  nach  unendlich  langer  Zeit 
gen  in  jedem  späteren  Zeitpunkt  f^'   einen    kleineren  Wert    auf  als   im 


einen   kleineren  Wert   auf  als   im 
Moment  t-K 


Moment  t^. 


24  d.  Bemerkungen  zur  Interpretation  der  Entropie  durch  die 
Gibbssche  Massfunktion  (— 2J).  1-  M.Planck  hat  hervorgehoben^^®): 
Beim  Aufbau  der  Grösse  H  berücksichtigt  Boltzmann  von  vornherein 
die  Frage,  ob  alle  Moleküle  des  Gases  untereinander  gleich,  d.  h.  — 


195)  Jede  g-Verteilung  vom  Typus  (52)  erhält  sich  nämlich  stationär  auf- 
recht und  liefert  so  ein  zeitlich  konstantes  S.  In  diesem  Zusammenhang  ist  es 
instruktiv  aus  dem  Boltzmannschcn  Gesichtspunkt  die  irreversiblen  Prozesse  in 
folgendem  idealisierten  System  zu  betrachten:  Man  fingiere  ein  Gas  aus  N 
Punktmolekülen,  die  aufeinander  keinerlei  Wechselwirkung  ausüben  und  keinerlei 
Kräften  unterworfen  sind  ausser  den  elastischen  Repulsionskräften  bei  ihren 
Zusammenstösseu  mit  der  unregelmässig  geformten  vollkommen  elastischen  Ge- 
fässwand.  Die  A^-Molekül-Bildpunkte  im  fi-Haum  bewegen  sich  in  diesem  Fall 
ebenso  unabhängig  voneinander,  wie  sich  die  oo  vielen  Gasbildpunkte  im  F-  Raum 
immer  unabhängig  voneinander  bewegen.  Eine  beliebig  vorgegebene  a;-Verteilung 
im  fi-Raum  wird  sich  im  allgemeinen  allmählich  „zerrühren"  (Ausgleich  von 
Dichtenunterschieden  im  Gefäss  und  Verschwinden  von  ausgezeichneten  Bewegungs- 
richtungen),  und  so  wird  man  die  Behauptung,   dass  lim.  H{t)<^H{tQ)  sei,  für 

t  =  oc 
plausibel  halten.  Die  Behauptung  aber,  dass  dieser  Limes  exakt  oder  nahe  mit 
demjenigen  .ff-Wert  zusammenfällt,  der  zur  entsi^rechenden  Maxwell- Verteilung 
gehört,  ist  hier  offenbar  unannehmbar:  Hier  kann  im  allgemeinen  keine  Rede 
sein  von  einem  angenäherten  Erreichtwerden  der  Maxwell- Verteilung,  denn  die 
anfängliche  Verteilung  der  Absolutgeschwindigkeit  bleibt  exakt  erhalten.  Es  ist 
bemerkenswert,  dass  Boltzmann  diejenige  Änderung,  die  H  durch  das  stossfreie 
Zerrühren  der  «, -Verteilung  erfährt,  immer  vernachlässigt  gegenüber  derjenigen 
Änderung,  die  durch  die  Zusammenstösse  zwischen  den  Molekülen  bewirkt  wird. 
Vgl.  Boltzmann  (1872)  [6]  Cap.  V  und  Gastheorie  1  §  18  Fussnote  (2)  und  2  §  75. 
Dass  Boltzmann  und  alle  an  ihn  sich  anschliessenden  Autoren  für  die  Zerrühr- 
änderung von  H  exakt  Null  erhalten,  beruht  darauf,  dass  sie  die  diskontinuier- 
liche rt,- Verteilung  durch  eine  kontinuierliche  Verteilung  approximieren  und  so 
mit  einer  Funktion  r]  arbeiten,  die  sich  zu  H  analog  verhält,  wie  in  Anm.  184 
die  Grösse  6  sich  zu  Z  verhält. 

196)  M.  Planck  (1903)  [1]. 
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siehe  Nr.  12b,  d  —  miteinander  permutierbar  sind,  oder  ob  ein  Gas- 
gemisch vorliegt.  Bei  der  Definition  der  Grösse  U  finde  hingegen 
dieser  Umstand  keine  Berücksichtigung.  Infolgedessen  ergebe  die 
Gihhssche  Definition  „zunächst  keinen  Aufschluss  über  die  Art,  wie 
die  Konzentrationen  verschiedener  Molekülsorten  in  die  additive  Kon- 
stante des  Entropieausdruckes  eingehen".  Planck  deutet  an,  wie  man 
diese  Lücke  durch  Einführung  einer  anderen  Funktion  ausfüllen  müsste. 
L.  S.  Ornstein^^'^)  findet  hingegen  ( —  Zl)  für  ein  Gasmodell,  das  mehrere 
Moleküisorten  enthält,  in  voUer  Übereinstimmung  mit  der  therrao- 
dynamisch  definierten  Entropie  des  im  Gleichgewicht  befindlichen  Gas- 
gemisches. Aber  es  ist  zu  beachten,  dass  er  in  Abweichung  von  der 
Gibhsschen  Darstellung,  nach  dem  Verfahren  von  Boltzynann  auf  die 
Permutabilität  der  gleichartigen  Moleküle  zurückgreifen  muss,  wo  er 
berechnen  will,  um  wieviel  die  Entropie  bei  der  Diffusion  zweier  Gase 
wächst. 

2.  H.  A.  LorenU^^^)  führt  aus,  warum  man  die  Grösse  ( —  2J) 
nicht  als  befriedigende  Interpretation  der  Entropie  ansehen  kann,  so- 
bald es  sich  um  nichtstafionäre  Fälle  handelt,  und  deutet  an,  wie  man 
sich  eine  befriedigendere  Interpretation  verschaffen  müsste. 

3.  Beziehung  zum  Wiederkehreinwand.  Für  die  Grösse  2J  lässt 
sich  nicht  ein  solches  quasi -periodisches  Verhalten  beweisen  wie  für 
die  Grösse  H;  denn  während  Poincares  Wiederkehrsatz  vor  allem  an 
die  Voraussetzung  endlich  vieler  Freiheitsgrade  gebunden  ist,  tnisst  S 
die  Verrührnng  eines  Kontinuums  von  G-Punlden  im  r-Piaum.  Es  könnte 
danach  scheinen,  als  ob  Gihhs  den  Wiederkehreinwand  überwindet, 
wenn  er  die  Entropie  des  Gases  durch  ( —  U)  statt  durch  ( —  H)  inter- 
pretiert. Ersichtlich  kann  aber  der  Umstand,  dass  man  diese  oder 
jene  Funktion  ins  Auge  fasst,  nichts  daran  ändern,  dass  der  einzelne 
(r-l'unkt  der  Schar  auf  seiner  jE-Fläche  im  F-Raum  seinen  Rundlauf 
vollzieht:  dass  das  einzelne  GasmodeU  seinen  Poincare-Zcrnielo-Zy'kel 
durchmacht.  Mehr  noch:  nach  der  Darstellung  des  Kap.  XII  würde 
—  wie  wir  schon  erwähnten  (Bem.  1  zu  XV  und  XVI')  —  das  Zer- 
rühren der  nichtstationären  Anfangsverteilung  von  P  und  damit  das 
Absinken  von  2?  auf  sein  relatives  Minimum  gerade  wesentlich  da- 
durch zustande  kommen,  dass  der  einzelne  rr-Paukt  vielemal  rund  läuftl 

Wie  ein  genauerer  Vergleich  zeigt,  beruht  auch  bezüglich  dieses 
Punktes  die  Überlegenheit  der  Boltzmannschen  Theorie  der  Entropie- 
vermehrung darauf,  dass  sie  die  Permutabilität  der  Moleküle  gebührend 
in  Betracht  zieht. 

197)  L.  S.  Ornstein  (1908)  [1]  p.  57,  58. 

198)  H.  A.  Lorentz  [2]  §  83. 


25.  iVrbeiten,  die  sich  an  die  GibbHsche  iJardtrllung  anachliessen.  J] 

Bei  Ausführung  der  IHanr/c-LorcntzsGhen  Andeutungen  dürlte  die 
(xihbssche  Erörterung  der  2,'- Abnahme  im  wesentlichen  übergehen  in 
eine  Untersuchung  der  Abnahme  des  Scharraittels  von  H  (vgl.  Nr,  14  c). 

24  e.  Die  Monocykel- Analogien  zur  Thermodynamik  (vgl.  V  3). 
Als  Hehtiholtz  [  1SS4),  J.  J.  lliomson  u.  a.  auf  diese  Analogien  hin- 
wiesen, untersuchte  Boltzmann,  wie  ihr  Zustandekommen  vom  Stand- 
punkt der  kinetisch-statistischen  Theorie  aus  zu  beurteilen  ist.  Jene 
Arbeiten  Boltzmanm  (1884,  Ges.  Abb.  III,  Nr.  73,  74,  82j  sind  gerade 
an  dieser  Stelle  7a\  nennen,  weil  er  besonders  in  ihnen  die  Methoden 
und  therraodynamischen  Analogien  entwickelt,  die  dann  15  Jahre 
später  Gibhs  bei  der  Behandlung  mikrokanonisch  verteilter  System- 
scharen wieder  geltend  macht:  Boltzmunn  geht  dort  von  der  Be- 
trachtung einer  ergodisch  (==  mikrokauonisch)  verteilten  Schar  aus, 
deren  Scharverteilung  er  unendlich  laugsam  verändert,  indem  er  ge- 
wisse in  der  Kräftefunktion  enthaltene  Parameter  r^  .  .  .  r^  unendlich 
ianffsam  variieren  lässt.  —  Auf  diesem  Wege  gelangte  Boltzmann  zu 
einer  tiefgehenden  Kritik  der  Monocykel-Analogien,  die  in  alleyi  Dar- 
stellungen der  Helmholt zschen  Monocykeltheorie  unberücksichtigt  blieb. 

25.  Arbeiten,  die  sich  an  die  Gibbssche  Darstellung  anachliessen 
oder  mit  ihr  verwandt  sind.  Die  Arbeiten  von  L.  S.  Onistein  (1908 — 9) 
liefern  vor  allem  einen  sehr  wertvollen  Beitrag  zur  Aufhellung  der 
GruncUagen  der  Gihhsschen  Darstellung,  überdies  zeigen  sie:  1.  dass 
das  Operieren  mit  kanonischen  Scharen  für  die  Behandlung  von  kom- 
plizierten Gleichgewichtsfragen  (z.  B.  Gleichgewicht  in  kapillaren  Über- 
gangsschichten)  gelegentlich  ein  bequemeres  Bechenschema  liefert  als 
das  Boltzmannsche  Verfahren;  2.  warum  in  einer  gi-ossen  Gruppe  von 
Gleichgenic]its-Froh\emen  beide  Verfahren  das  gleiche  Resultat  liefern. 

Ä.  Wassmuth  (1908)  weist  nach,  dass  unter  allen  Verteilungen 
von  der  Form  q  =  F{E)  nur  die  kanonische  Verteilung  folgende  For- 
derung erfüllt:  Greift  man  aus  der  Schar  diejenigen  G-Punkte  heraus, 
welche  den  Molekülen  des  GasmodeUes  —  bei  beliebigen  Geschwindig- 
keitswerten —  eine  bestimmte  Konfiguration  erteilen  (q^^  .  .  .  q^^  ge- 
geben) und  bildet  für  diese  Teilchen  den  Mittelwert  eines  Momentoiden- 
quadrates^^^j,  so  soU  sich  dieser  Mittelwert  als  unabhängig  erweisen 
von  der  vorgegebenen  Konfiguration. 

Um  die  Stellung  einiger  anderer  Aa-beiten  zu  kennzeichnen,  ist 
es  zweckmässig,  auf  eine  Folgerung  hinzuweisen,  welche  Boltzmann 
(1871)  aus  der  Ergodenhypothese  und  der  Gl.  (34)  zog^®^);  sie  ist  wohl 
die    eigentliche    Wurzel    der   Idee,    das    Verhalten    eines    Körpers    im 


199)  Boltzmann  [4]  Cap.  III. 
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Wärmegleichgewicht  durch  das  mittlere  Verhalten  einer  kanonisclien 
Schar  zu  repräsentieren:  Man  fasse  in  einem  ergodischen  System,  das 
aus  N  Molekülen  besteht,  eine  Gruppe  von  y  Molekülen  ins  Auge. 
wo  N'  zwar  an  sich  gross  sein  kann,  aber  sehr  klein  gegen  3"  sein 
soll.  Boltzmann  erhält  dann  für  die  relative  Länge  der  Zeiten,  während 
welcher  der  Zustand  dieser  N'  Moleküle  in  einem  Gebiet  dq^   .  .  .  dp/ 

liegt,  einen  Ausdruck  von  der  Form: 

/;' 

(78)  dW=  Ce~  ^dq,'  .  .  .  dp/', 

E'  =  Totalenergie  der  Molekülgruppe  in  diesem  Zustand,  &  2  =  kine- 
tische Energie,  die  im  Zeitmittel  auf  jeden  Freiheitsgrad  des  ergo- 
dischen Systems  entfällt.  Geht  man  zur  entsprechenden  stationär 
verteilten  ergodischen  Schar  (31a)  über,  so  wird  (78)  proportional  zu 
der  Anzahl  derjenigen  Individuen  der  Schar,  bei  denen  der  Zustand 
der  betrachteten  y  Moleküle  in  dem  Gebiet  dq^^  .  .  .  dp/'  liegt.  So 
gelangt  man  zu  der  Formulierung,  in  welcher  der  Satz  bei  Maxivdl 
(1878)  [3]  auftritt.  Bei  Gihhs  nimmt  er  folgende  Fassung  an  (1.  c.  p  188): 
„Ist  ein  System  mit  einer  grossen  Zahl  von  Freiheitsgraden  mikro- 
Jcanonisck  in  der  Phase  verteilt,  so  kann  jeder  sehr  kleine  Teil  davon 
als  kanonisch  verteilt  angesehen  Averden."  Das  Teil-System,  von  y 
Molekülen  ist  der  Körper,  für  dessen  Verhalten  wir  uns  interessieren: 
das  volle  ergodische  System  ist  er  zusammen  mit  einem  sehr  grossen 
Wärmebad.  Das  ist  nun  auch  die  Art,  in  der  Einstein  in  zwei  Ar- 
beiten über  die  „kinetische  Theorie  des  Wärmegleichgeicichtes  und  des 
IL  H.  S.  der  Thermodynamik"  (1902,  1903;  [1,2]  von  der  Ergoden- 
hypothese,  von  mikrokanonischen  und  kanonischen  Scharen  Gel>rauch 
macht.  Zur  Interpretation  der  Entropie  eines  Köi-jDers  bedient  er  sich 
der  Scharfunktion  ( —  Z),  und  dementsprechend  verläuft  die  Deutung 
des  II.  Hauptsatzes. 

Der  Ausdruck  (78)  führt  aber  nicht  nur  zu  Aussagen  über  das 
mittlere  Verhalten  der  Gruppe  von  N'  Molekülen,  sondern  er  besagt 
auch,  mit  welcher  relativen  Häufigkeit  die  vom  mittleren  Verhalten 
ahiv eichenden  Zustände  während  genügend  langer  Zeit  in  der  gegebenen 
Molekülgruppe  vorkommen  oder  —  bei  Heranziehung  der  dem  An- 
satz ( 78)  entsprechenden  kanonischen  Schar  —  mit  welcher  relativen 
Häufigkeit  in  ihr  jene  Zustände  vertreten  sind.  Akzeptiert  man  also 
nur  erst  einmal  die  Ergodenhypothese,  die  Gl.  (34)  und  den  Übergang 
zum  Ansatz  (^78),  so  kann  man  sich  dieser  kanonischen  Schar  als  eines 
formalen  Hilfsmittels  bei  allen  Fragen  bedienen,  bei  denen  es  auf  die 
„  Wahrscheinlichkeit  einer  gegebenen  Ahweichung  vom  u-ahrscheinlichstoi 
Zustand"  ankommt. 


25.  Arbeiten,  die  sich  an  die  Gibbasthe  Darstcilunj^  unschliesBen.         7,5 

M.  V.  SnioInchotcsLi  hat  (1903)^"®)  die  7Ailetzt  erwähnte  „Unregel- 
mä.ssigkeitB"-Fr.'ige  von  niehreren  Seiten  lier  in  Angriff"  genommen 
gelegentlich  der  Behandlung  folgenden  Prohleraes:  Wie  wirken  die 
Abweichungen,  welclie  die  Moleküle  eines  im  Gleichgewicht  befind- 
lichen Gases  in  jedem  Augenblick  von  ihrer  „tia/irscheinlichsten''  Raum- 
verteilung zeigen,  auf  die  Zustandsgieichung  und  den  //-Wert"?  Smo- 
luchowshi  weist  hier  auch  schon  auf  die  Beziehungen  hin  zur 
Stabilitätsgrenze  bei  Überhitzuug  einer  Flüssigkeit  und  Unterkühlung 
eines  Dampfes,  die  er  in  einer  späteren  Arbeit  (1907)-°^)  näher 
untersucht. 

In  die  Zwischenzeit  fallen  zwei  Arbeiten  von  Einstein  (1905)^°^) 
und  zwei  Arbeiten  von  SmoluchoivsJci  (1906)^°^)  über  die  Brownsche 
Bewegung.  Im  vorliegenden  Zusammenhang  kommt  für  uns  besonders 
der  Gedankengang  der  ziveiten  Arbeit  von  Einstein  in  Betracht.  Die 
N'  Moleküle,  von  denen  im  Ausdruck  (78)  die  Rede  ist,  mögen 
ein  mikroskopisch  kleines  Körperchen  zusammensetzen,  das  in  einer 
im  Wärmegleichgewicht  befindlichen  Flüssigkeit  suspendiert  ist.  Um 
den  jeweiligen  Bewegungszustand  des  Körperchens  zu  determinieren, 
benütze  man  außer  den  Koordinaten  der  inneren  Konfiguration  und 
Bewegung  noch  solche  Daten,  wie  die  Höhe  des  Schwerpunktes  oder 
Winkel,  welche  die  Drehorientierung  des  Körperchens  charakterisieren. 
Einer  dieser  zuletzt  genannten  Parameter  sei  mit  a  bezeichnet.  Es 
werde  ferner  vorausgesetzt,  dass  die  potentielle  Energie  des  Körper- 
chens den  Parameter  a  nur  in  einem  summativen  Glied  i{u)  enthält. 
Integriert  man  (78)  nach  allen  Parametern  ausser  nach  a,  so  erhält 
man  für  die  relative  Länge  der  Zeiten,  während  welcher  a  zwischen 
a  und  «  -f-  ^^  lißgt,  einen  Ausdruck  von  folgender  Form: 

(79)  dw(a)  =  c  ■  e      ^   da, 

wo  c  von  a  unabhängig  ist.  ;jj(«)  möge  für  a  =  oTq  ein  Minimum 
besitzen.  Würde  keine  Temperaturbewegung  heri'scheu,  so  würde  das 
Körperchen  sich  bei  a  =  «q  im  Gleichgewicht  befinden.  (79)  giebt 
also  Aufschluss  über  die  Abweichungen,  uelche  der  Paratneter  a  ver- 
möge der  Temperaturheivegung  von  seinem  „wahrscheinlichsten''  Wert  a^ 
zeigt.  Unter  den  Anwendungen,  die  Einstein  vom  Ansatz  (79)  macht, 
heben    wir    zwei    hervor^"^):     1.    Auf  die   Verteilung    mikroskopischer 

200)  Smoluchoicski  [1]. 

201)  Smoluchotvsl-i  [i]. 

202)  Ä.  Einstein  [3,  4j. 

203)  Smoluchoicski  [2,  3J. 
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Suspensionen  in  einer  Flüssigkeit  unter  der  Wirkung  der  Schwere; 
2.  auf  das  Quadratmittel  der  Veränderungen,  welche  der  Parameter  a 
in  je  einem  Zeitintervall  x  vermöge  der  Wärmebewegung  erfährt 
(speziell:  horizontale  Wanderung  und  Drehung  der  suspendierten 
Teilchen). 

26.  Schluss.  Das  vorliegende  Referat  hatte  sich  vor  allem  mit 
den  hegriff'Uchen  Grundlagen  der  statistisch-mechanischen  Untersuchungen 
zu  beschäftigen.  Demgemäss  musste  besonderes  Gewicht  darauf  gelegt 
werden,  dass  in  diesen  Untersuchungen  eine  grosse  Zahl  von  unscharf 
formulierten  und  vielleicht  miteinander  sogar  unverträglichen  Be- 
hauptungen eine  zentrale  Bedeutung  besitzen.  Und  in  der  Tat  han- 
delt es  sich  da  um  eine  in  logischer  Beziehung  schwerwiegende  Un- 
vollkommenheit,  die  in  anderen  Gebieten  der  Mechanik  in  wesentlich 
geringerem  Grade  anzutreffen  ist.  Diese  Unvollkommenheit  scheint 
aber  nicht  entscheidend  zu  sein  für  die  Wertschätzung,  welche  die 
statistisch -mechanischen  Untersuchungen  bei  den  Physikern  finden: 
In  den  letzten  Jahren  haben  speziell  die  Boltzmannschen  Ideen, 
(i?-Theorem,  Maxwell- Boltz)nannsche  Verteilung,  Gleichgewicht  der 
lebendigen  Kraft,  Beziehung  zwischen  Entropie  und  Wahrscheinlich- 
keit usw.)  plötzlich  eine  weite  Verbreitung  gefunden,  man  wird  aber 
kaum  auf  entsprechende  Fortschritte  in  der  begrifflichen  Klärung  des 
BoUzmannschen  Systems  hinweisen  können,  denen  dieser  Umschwung 
zuzuschreiben  wäre. 

Entscheidend  dürfte  hier  vielmehr  gewesen  sein,  dass  in  dieser 
Zeit  einerseits  die  Elektron cnforschung,  anderseits  die  ultramikroskopische 
Erforschung  der  kolloidalen  Lösungen  eingreifen.  Ganz  allgemein  be- 
wirken beide  eine  Neubelebung  und  Vertiefung  der  Vorstellung,  dass 
jeder  Körper  als  Aggregat  einer  endlichen  Zahl  von  sehr  kleinen, 
gleichartigen  Elementenbestandteilen  aufgefasst  werden  kann,  und  dass 
dementsprechend  in  allen  physikalischen  und  chemischen  Fragen  der 
mit  normalen  Hilfsmitteln  beobachtbare  Prozess  ein  Gewebe  enorm 
vieler  Einzelprozesse  ist.  Es  bot  sich  hier  Gelegenheit,  die  Methoden 
der  kinetischen  Gastheorie  von  jenen  Anwendungsgebieten,  für  welche 
sie  ursprünglich  ausgearbeitet  worden  waren,  auf  ganz  andere  physi- 
kalische Gebiete  zu  übertragen.  So  vor  allem  auf  die  Elektronen- 
bewegung in  Metallen  (V.  14,  Nr.  40,  H.  A.  Lorcntz),  auf  die  jßro/r»sche 
Bewegung  mikroskopisch  kleiner  Suspensionen  (Nr.  "lo)  und  auf  die 
Theorie  der  Hohlraumstrahlung  (V.  23,  W.  Wien)^^\ 

204)  Betreffs  ihrer  experimentellen  Bestätigung  vgl.  die  iu  Anm.  208  zitierte 
Arbeit  von  /.  Ptrrin. 

206)  Weitere  Anwendungen   auf  neue  Gebiete   lindet  man  in  .\rbeiteu  von 


2(1.  Schlusa.  'y^ 

Allcrdiiifjj.s  hiindelt  es  sich  dabei  zunächst  um  eine  versuchweise 
Übertragung  der  wichtigsten  licsnltnir  olme  eine  ent8[)rechende  Weiter- 
bildung der  Grundlagen.  Es  wird  z.  B.  das  3faxtv.-Boltziu.-Vert.-Ges. 
und  der  Satz  vom  Gleichgewicht  der  lebendigen  Kraft  ohne  weiteres 
auf  die  VVärmebewcgung  der  Elektronen  in  Metallen  übertragen,  ob- 
wohl die  Koppelung  mit  dem  Äther,  von  der  in  den  Grundlagen  der 
Maxwell- B(jU2man)iBc}ion  Theorie  ganz  abstrahiert  wird,  hier  sicher 
«ine  wesentliche  Rolle  spielen  muss. 

Ein  Urteil  über  die  Erlauhtlieit  dieser  verschiedenen  statistischen 
Ansätze  in  den  neuen  Anwendungsgebieten  wird  dadurch  ermöglicht, 
dass  hier  gewisse  Pjxperimente  die  Details  der  Ansätze  viel  tiefer 
nachzuprüfen  gestatten,  als  das  bei  den  früheren  Anwendungen  der  Fall 
war  206).  So  gelang  es  z.  B.  0.  W.  Richardson  (190«— 9)  ^o"),  durch  eine 
sehr  direkte  elektrische  Methode  die  Geschivindigl:eits-Verteüungsknrve 
und  mittlere  kinetische  Energie  derjenigen  Eleläronen  durchzumessen, 
welche  aus  einem  erhitzten  Metall  infolge  der  Wärmebewegung  heraus- 
geschleudert werden.  Betreffs  der  Resultate,  welche  die  mikroskopische 
Untersuchung  der  Brounsdien  Bewegung  geliefert  hat,  sei  auf  die  zu- 
sammenfassenden Arbeiten  von  Snioluchoivski  und  von  Ferrin^^"^)  ver- 
wiesen. In  den  genannten  Fällen  haben  die  Messungen  Resultate 
geliefert,  die  als  eine  sehr  direkte  und  weitgehende  Bestätigung  der 
kinetischen  Ansätze  angesehen  werden.  Wie  die  verbleibenden  Diffe- 
renzen-"^) zu  deuten  sind,  wird  sich  natürlich  erst  bei  einer  Weiter- 
führung der  Experimente  erkennen  lassen. 

P.  Langevin:  Über  die  Wiedervereinigung  in  elektrisch  dissoziierten  Gasen  (These 
1902,  Paris)  und  über  die  magnetische  Permeabilität  von  Gasen  (J.  d.  Phys.  4 
(1905),  p.  678). 

206)  Hier  kommt  vor  allem  in  Betracht,  dass  die  Elektronen  und  Gasionen 
vermöge  ihrer  elektrischen  Ladung  viel  weiter  kontrollierbar  und  beeinflussbar 
sind  als  die  elektrisch  neutralen  Moleküle.  Ausserdem  vermag  unter  gewissen 
Umständen  ein  einzelnes  Ion  eine  sicher  beobachtbare  Auslösungserscheinung  zu 
liefern.  Wie  überraschend  weit  man  durch  Ausbeutung  dieses  Umstande.s  das 
einzelne  Atom  verfolgen  kann,  zeigen  zwei  neue  Arbeiten  von  E.  Begener  (1908) 
Verh.  d.  Berlin,  phys.  Ges.  10,  p.  78  und  E.  Butherford  und  H.  Geiger  (1908/9) 
Phys.  Zeitschi.  Jhrg.  10,  p.  1:  Hier  werden  die  3 — 5  a- Teilchen,  welche  eine 
bestimmte  Menge  einer  radioaktiven  Substanz  pro  Minute  durch  ein  kleines 
Metallfenster  sendet,  Stück  für  Stück  durch  optische  resp.  elektrische  Auslösungs- 
eflfekte  gezählt. 

207)  0.  W.  Bichardson,  Phil.  mag.  (6)  16  (1908),  p.  353,  890;  ebendort  18 
(1909),  p.  681.     Die  erste  Arbeit  gemeinsam  mit  F.  C.  Brown. 

208)  M.  V.  SmohichoicsU  (1906^)  [3].  /.  Perrin  (1909)  [1]  vgl.  femer  die  in 
Nr.  14  d  zitierten  Arbeiten  von  A.  Einstein. 

209)  Z.  B.  bei  Perrin  1.  c.  §  28  Ende.  Bei  Bichardson :  Die  Abhängigkeit 
der  Effekte  von  der  Temperatur. 
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Komplizierter  liegen  die  Verhältnisse  bei  der  Übertragung  der 
statistischen  Ansätze  der  kinetischen  Theorie  auf  die  Strahlungs- 
erscheinungen:  Einige  ältere  Ansätze  haben  vorläufig  noch  kein  deut- 
liches Resultat  geliefert;  so  die  Verknüpfung  der  Jnterferenzgrenze  hei 
hohen  Ganr/ unterschieden  mit  der  mittleren  Zeit  zwischen  den  Zusammeu- 
stössen,  die  ein  Eraissionszentrum  erfährt^^"),  oder  die  Bemerkung, 
dass  die  Temperaturbewegung  der  Emissionszentren,  wegen  des  ent- 
sprechenden Dopplereffeldes,  eine  untere  Grenze  für  die  Breite  feinster 
Spektrallinien  bedingt ^"). 

Der  Satz  vom  Gleichgewicht  der  lebendigen  Kraft  hat  bei  seiner 
Ausdehnung  auf  das  Wärmegleichgeiricht  Ölfischen  Materie  und  Äther  eine 
vorzügliche  Bestätigung  erfahren,  soweit  es  sich  um  den  ultraroten 
Teil  der  Hohlraumstrahlung  handelt.  Seine  Übertragung  auf  das 
ultraviolette  Gebiet  führt  aber  zu  Absurditäten,  so  dass  man  vorläufig 
noch  nicht  einmal  imstande  ist,  das  Boltz>nan}i-Stefa)ische  Gesetz  und 
Wiensche  Verschiebungsgesetz  anders  abzuleiten,  als  durch  Heran- 
ziehung thermodyuamiseber  Schlüsse.  Vorläufig  ist  nicht  zu  sehen, 
wie  diese  Schwierigkeiten  sich  lösen  lassen"^-). 

Sie  treffen  mit  analogen  Schwierigkeiten  innerhalb  der  Gastheorie 
selbst  zusammen ^^^):  Während  sich  der  Satz  vom  Gleichgewicht  der 
lebendigen  Kraft  für  die  translatorische  und  einige  Fälle  der  rota- 
torischen Bewegung  der  Moleküle  vorzüglich  bewährt,  versagt  er  er- 
sichtlich für  die  komplizierteren  inneren  Bewegungen  der  Moleküle. 
Anderseits  ist  aber  jener  Satz  eine  fast  unmittelbare  Folge  einer  An- 

210)  V  23,  Nr.  11.  Die  Tatsache,  dass  natürliches  Licht  !a?polarisiert  ist, 
und  dass  Lichtstrahlen,  die  von  verschiedenen  Emissionszentren  stammen,  nicht 
miteinander  interferieren  können,  inkohärent  sind,  wird  schon  von  Fresnel  daraus 
erklärt,  dass  bei  jedem  Zusammenstoss  die  Phase  und  Schwingungsrichtung  der 
Emissiouszentren  sich  sprunghaft  ändert  und  alle  überhaupt  möglichen  Fälle 
gleichmässig  erschöpft.  Vgl.  hier  auch  die  Anwendungen  von  Wahrscheinlichkeits- 
betrachtungen bei  Lord  Ruyleigh :  On  the  Resultant  of  a  large  Number  of  Yibra- 
tions  of  the  same  pitch  and  of  arbitrary  phase  (1871),  Scient.  Pap.  I,  Nr.  6  und 
(1880)  ebeudort  I,  Nr.  68.  Ähnliche  Betrachtungen  bei  van  der  WaaU  jr.  1900) 
[1]  Cap.  IV  und  H.  Ä.  Lorentz:  Emission  u.  Absoqition  d.  Metalle,  Proc.  Akad. 
Amsterdam  (1903),  p.  666,  zur  Behandlung  der  Frage,  wie  viel  Strahlung  eine 
Gruppe  von  Elektronen  vermöge  ihrer  zufälligen  Abweichung  von  der  walurschein- 
lichsten  Verteilung  im  Mittel   aussendet.     (Auch  bei  A.  Einstein  (1906)  [4j  §  2.N 

211)  VgL  0.  Schönrock:  Breite  der  Spektrallinieu  nach  dem  Dopplerscheu 
Prinzip,  Ann.  d.  Phys.  20  (1906),  p.  995.  Dort  auch  Besprechung  der  Arbeiten  von 
F.  Lippich  (1870),  Lord  Ixai/Ieigh  (1889.  1905),  (7(.  Godfreij  ,1901^  und  A.  MicheUon 
(1902)  über  diesen  Gegenstand. 

212)  Vgl.  V  23  (ir.  Wien),  Kr.  (>. 

213)  V  8,  Nr.  28. 
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nähme,  welche  allen  BolfzmannBchen  Untersuchungen  über  Wärme- 
gleichgewicht zugrunde  liegt:  duss  nämlich  bei  den  Mitt(dwert.s})il- 
dungen  im  i'-Raum  solche  Scharen  zu  benützen  sind,  welche  entlang 
den  Flächen  konstanter  Energie  mit  konstanter  Dichte  verteilt  sind  -'*). 

Zunnndest  in  diesem  Vunld  ist  also  eine  Weiterbildmif/  gerade  in 
den  Grundlage^i  der  statistischen  Mechanik  unzweifelhaft  notwendig 
geworden. 

IV.  Nachträge. 

Seit  Abschluss  des  Referates,  das  in  der  vorliegenden  Fassung 
der  Redaktion  im  Januar  1910  zum  Druck  eingereicht  wurde,  sind 
eine  Reihe  wichtiger  Abhandlungen  erschienen,  die  insbesondere  zu 
den  in  den  Nrn.  23 — 26  erörterten  Fragen  Stellung  nehmen.  Über 
diese  wird  im  folgenden  iu  Form  von  Nachträgen  zu  den  jeweils  in 
Frage  kommenden  Abschnitten  noch  kurz  berichtet. 

27.  Nachtrag  zu  Nr.  23:  Nichtstationäre  Dichteverteilung  im 
F-Raum.  JanKroö^^^)  giebt  im  Hinblick  auf  die  Unrichtigkeit ^^^)  des  be- 
treffenden Verfahrens  von  Gihhs  eine  nähere  Analyse  für  da.s  „Zerrühren" 
einer  nichtstationären  Dichtenverteilung  im  stationären  Strömungsfeld 
des  jT- Raumes.  Zunächst  betrachtet  er  ein  periodisches  System  von 
einem  Freiheitsgrad.  Der  zweidimensionale  F-Raum  lässt  sich  dann 
(wenigstens  stückweise)  so  abbilden,  dass  die  Bahnkurven  zu  konzen- 
trischen Kreisen  werden.  Ist  die  Periode  für  die  verschiedenen  Bahnen 
verschieden,  so  rotieren  diese  Kreise  mit  verschiedenen  Winkelgeschwin- 
digkeiten^^''). Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  feine  Dichtenvertei- 
lung Q{q,p)  für  t  =  Iq  hinlänglich  stetig  und  die  Stationäritätsbe- 
dingung  (Konstanz  von  q  längs  der  einzelneu  Bahnkurve)  verletzt  ist, 
zeigt  Krod,  dass  in  der  Grenze  für  ^  =  -f-  00  die  grobe  Dichte  P  längs 
den  Bahnkurven  und  damit  auch  zeitlich  konstant  wird;  zugleich  wird 

lim  Z(f)  ^  2J{t^) . 

t=  +ZO 


214)  In  den  Diskussionen  über  die  Bayleigh-Jeansche  Strahlungsformel 
wurde  wiederholt  behauptet,  dass  der  Satz  vom  Gleichgewicht  der  lebendigen 
Kraft  eine  unmittelbare  Folge  der  Hamilton -kanonischen  Gleichungen  ist  (z.  B. 
H.  A.  Lorentz  auf  dem  intern.  Mathematiker  Kongress  in  Rom  und  V  23,  Nr.  7). 
Es  ist  demgegenüber  zu  beachten,  dass  er  evi^t  dann  zustande  kommt,  wenn  man 
die  Hamiltonschen  Gleichungen  mit  der  bedenklichen  Ergodenhypothese  oder 
der  im  Text  formulierten  Annahme  kombiniert.     Vgl.  Anm.  170. 

215)  Jan  Krod,  über  den  Fundamentalsatz  d.  statist.  Mechanik,  Ann.  d. 
Phys.  34  (1911),  p.  907. 

216)  T.  u.  P.  Ehrenfest  [1]. 

217)  Die  Behandlung  dieses  „reduzierten"  Problems  durch  Poincare  (1906) 
[4]  bezeichnet  Krou  als  nicht  einwandsfrei. 
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Weiter  geht  Krod  zu  periodischen  Systemen  von  n  Freiheitsgraden 
über,  bei  denen  die  Periode  ivenigstens  mit  einer  der  Integrationskon- 
stanten Ci---C2„_i,  welche  die  (r-Bahn  des  Systemes  festlegen  (vgl. 
Nr.  9b),  z.  B.  mit  c^  wirklich  variiert.  Fasst  man  dann  die  Bahnen 
in  oo^""^  Scharen  von  je  oo^  Bahnen  zusammen,  so  findet  in  der  zwei- 
dimensionalen Fläche,  die  jede  dieser  Scharen  ausfüllt,  dieselbe  Art 
von  „Zerrührung"  statt,  wie  früher  im  ZAveidiraensionalen  JT-Raum,  und 
es  ergeben  sich  so  auch  für  diesen  allgemeineren  Fall  dieselben  Aus- 
sagen über  das  Verhalten  der  groben  Dichte  und  der  Grösse  Z(t)  bei 
t  =  -\-  oc,  wie  für  das  System  von  einem  Freiheitsgrad. 

Die  Krodsche  Analyse  zeigt  also  in  der  Tat,  dass  P  für  ^=  -f-  oc 
der  ergodischen  Verteilung  (30)  näher  liegt  als  für  t  =  t^  und  2I(t) 
dem  entsprechenden  ^-Wert^^^);  es  wäre  aber  natürlich  ein  blosses 
Versehen,  dieses  Resultat,  das  der  Behauptung  (XV)  in  Nr.  23  d  ent- 
spricht, mit  der  Aussage  zu  verwechseln,  dass  für  ^  =  -f-  oc  die 
ergodische  Verteilung  und  der  zugehörige  2J-Wert  angenähert  erreiclit 
werden,  was  der  für  Gibhs  unentbehrlichen  Behauptung  (XV)  ent- 
spricht. —  Gerade  für  die  von  Krod  behandelten  periodischen  Systeme 
lässt  sich  besonders  bequem  einsehen,  dass  für  den  Übergang  von  (XV) 
zu  (XV)  eine  besondere  Hypothese  vom  Typus  der  Ergodenhypothesen 
unentbehrlich  ist''^).    (Vgl.  die  Bemerkungen  in  Nr.  23a,  23b.) 

28.  Nachträge  zu  Nr.  24  und  25:  Die  Analogien  zum  beobacht- 
baren Verhalten  warmer  Körper  und  Arbeiten,  die  an  die  Gibbssche 
Darstellung  sieh  anschliessen.  Die  Untersuchungen  von  P.  Hertz  ver- 
suchen klar  zu  stellen,  welchen  physikalischen  Sinn  es  hat,  wenn  Gihhs 
bei  Behandlung  des  thermodynami sehen  Verhaltens  eines  Systems  von 
mikrokanonisch  oder  kanonisch  verteilten  Scharen  ausgeht.  Hertz  lehnt 
zunächst  ^^")  die  kanonische  Schar  als  rein  formale  Konstruktion  ab, 
der  milirolmnonischen  Schar  d.  h.  also  der  von  BoUzmami  und  Jlaxuell 
eingeführten  ergodischen  Flächen-Dichtenverteilung  (Gl.  31)  spricht  er 
hingegen  physikalischen  Sinn  zu  —  auf  Grund  der  Ergodenhypothese. 
Dementsprechend  gelangt  er  zu  dem  Boltzi)ia)i)ischen  Satz  von  der 
Gleichheit  der  mittleren  kinetischen  Energie  für  alle  Freiheitsgrade. 
Um   ihn   mit  dem   thermodynamischen  Begriff  des  Temperaturgleich- 

218)  Der  Kalkül  von  Kruii  würde  natürlich  genau  dieselben  Aussagen  für 
t  =  —  oo  liefern.  Die  einzige  Auszeichnung,  die  f  =  f^  vor  ^  =  ;^  :v  besitzt, 
Gesteht  darin,  dass  der  Kalkül  (Fourier- Entwicklung  und  partielle  Integration) 
für  die  räumliche  Schwankung  der  p -Verteilung  zur  Zeit  t  =  f„  gewisse  Be- 
schränkungen voraussetzt,  die  für  t  =  ^f;  cc  verletzt  sind. 

219)  P.  Hertz,  Über  d.  mechanischen  Grundlagen  der  Thermodynamik.  .\nn. 
d.  rhys    33  (lÜlO),  p.  225;  Ü37. 


28.  Nachträge  zu  Nr.  24  u.2't:  Analof,'ieii  zum  Verhalten  warmer  Körper  uhw.    7,9 

gewichtes  in  Bcziiihun^  zu   sctzuii,    untersucht  er  uiUusr,    aus   wehihen 
(üundannahnien  sich  die  t'<)]<<,en(Jeii  beiden  B('hauj)tungen  ableiten  lassen: 

A)  „yerrinigunffsstifz'^:  Wenn  zwei  Körper  vor  der  Berührung 
gleiche  kinetische  Energie  pro  Freiheitsgrad  besitzen,  so  ist  dies  auch 
noch  nach  der  Berührung  der  Fall. 

B)  „Treimurnfssatz"' :  Wenn  ein  aus  zwei  sich  berührenden  Kör- 
pern bestehendes  System  in  seine  Bestandteile  zerlei^t  wird,  so  erhalten 
beide  dieselbe  kinetische  Energie  pro  Kreiheitsgrad,  die  früber  dem 
vereinigten  System  zukam. 

Der  Beweis  des  zweiten  Satzes  erfordert  sehr  weitgehende  An- 
nahmen. Wenn  wir  uns  der  Boltzmanns(i\\Qx\  Ausdrucksweise  bedienen, 
so  ist  vor  allem  im  wesentlichen^-")  die  folgende  Annahme  zu  machen: 
die  Zeit,  während  welcher  im  gekoppelten  System  die  Energie  sich 
über  die  beiden  Teilsysteme  selir  nahe  gemäss  dem  Satz  vom  Gleich- 
gewicht der  lebendigen  Kraft  verteilt,  ist  erdrückend  gross  gegenüber 
den  Zeiten,  wo  dies  nicht  der  Fall  ist.  Im  Fall  der  idealen  Gase  lässt 
sich  —  natürlich  immer  wieder  nur  unter  Benutzung  der  Ergoden- 
hypothese  —  der  Nachweis  für  die  Gültigkeit  dieser  Annahme  führen, 
indem  man  das  Volumen  der  entsprechenden  r'-Raurage biete  anwendet. 
Dies  führt  auf  Rechnimgen,  die  ihrem  Wesen  nach  vom  selben  Typus 
sind  wie  die  in  Nr.  12  b  angeführten  BoUzmannschen  Rechnungen. 
Für  andere,  z.  B.  feste  Körper  fehlen  natürlich  die  Mittel  zu  ent- 
sprechenden Untersuchungen.  Von  dieser  Basis  aus  verfolgt  dann 
Hertz  noch  näher  die  Analogien  zur  Thermodynamik. 

In  einer  zweiten  Arbeit^-*)  spricht  P.  Hertz  unter  Berufung  auf 
die  Untersuchungen  von  L.  Ornsiein  [l]  auch  den  kanonisch  verteilten 
Scharen  einen  physikalischen  Sinn  zu,  und  zwar  1.  auf  Grund  von 
Erwägungen,  die  sich  wieder  auf  die  Ergodenhypothesen  stützen  und 
deshalb  ihren  begrifflichen  Grundlagen  nach  mit  denjenigen  Über- 
legungen Boltzmann^  (1871)  identisch  sind,  welche  wir  in  Nr.  25  ge- 
legentlich der  Gl.  (78)  anführten  ^^^) ;  2.  auf  Grund  derjenigen  Argumente, 
die  Gibbs  im  Kapitel  XIV  der  „statistischen  Mechanik"  (p.  185 — 188 
der  deutschen  Ausgabe)  zu  gunsten  einer  Bevorzugung  der  kanonischen 


220)  Wegen  der  präzisen  Formulierung  der  Annahmen  muss  auf  §§5—8 
der  Originalarbeit  verwiesen  werden. 

221)  P.  Hertz,  Über  d.  kanon.  Gesamtheit.    Versl.  Amsterdam  24.  XII.  1910. 

222)  BoUzmann  [4]  Kap.  III.  Der  analytische  Apparat  ist  aber  bei  He)i;z 
ein  anderer  als  bei  BoUzmann.  Speziell  beachte  man  bei  Hertz  den  Übergang 
von  einer  „quasikanonischen"  zur  „kanonischen"  Schar:  nämlich  die  Ersetzung 
des  Ausdruckes  h{E^  —  E)  durch  ^-'^(•^-■^o)  f^i-  die  allein  in  Betracht  konunenden. 
sehr  kleinen  Werte  von  {E — E^). 
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vor  den  mikrohanonischen  Scharen  vorbringt  ^-^):  Wenn  uns  ein  System 
empirisch  gegeben  ist,  z.  B.  ein  Körper  bestimmter  Temperatur,  so  ist 
seine  Energie  nicht  exakt,  sondern  nur  sehr  angenähert  festgelegt,  es 
sei  demnach  sinngemässer,  sein  Verhalten  durch  das  mittlere  Ver- 
halten einer  Systemschar  zu  analogisieren,  in  der  (mit  rasch  abfallen- 
der Häufigkeit)  auch  die  benachbarten  Energiewerte  vertreten  sind. 

L.  Ornstein-^)  behandelt  verwandte  Fragen.  Hervorzuheben  sind 
hierbei  1.  seine  kritische  Stellung  zur  Ergodenhypothese  und  dem- 
gemäss  Einführung  der  mikrokanonischen  Schar  nicht  als  der  einzig 
möglichen,  sondern  nur  als  einer  einfachsten  stationären  Schar ^''''): 
2.  einige  Bemerkungen  über  die  Eigenschaften  von  System  scharen,  die 
sich  nach  einem  etwas  anderen  Gesetz  als  die  kanonischen  Scharen 
um  die  Fläche  der  wahrscheinlichsten  Total energie  häufen  z.  B.  mit 
einer  Dichte  proportional  zu 

ß-{K-E,yk     statt     e-f£-^o)*. 

Ä.  Einstein^^^)  bespricht  das  Verhältnis  der  Grundlagen  seiner  Dar- 
stellung zu  denen  der  „statistischen  Mechanik"  von  Gibbs.  In  seiner 
Arbeit  über  die  Elektronentheorie  der  Metalle  bedient  sich  P.  Debye^^^) 
der  Gibbsschen  Darstellungsweise.  Bei  Festsetzung  des  Entropiemasses 
greift  er  zu  einem  kombinatorischen  Verfahren,  das  mit  der  Verteilung 
einer  grossen,  endlichen  Zahl  von  Gas-Bildpunkten  über  den  F-Kaum 
ebenso  operiert  wie  BoUsmann  mit  der  Verteilung  der  Molekül-Bild- 
punkte  über  den  ft-Kaum^^®*).  Dabei  lüsst  er  im  Falle  eines  Gas- 
gemisches in  eigentümlicher  Weise  die  Permutabilität  der  gleichartigen 
Moleküle  zur  Geltung  kommen^").  Letzteres  geschieht  im  Hinblick 
auf  die  PZancÄ;sche  Kritik  [Nr.  24 d]  der  G^/&&sschen  Ansätze  für  die 
Entropie. 

Eine  umfassende  Untersuchung  über  die  logische  Beziehung  zwi- 
schen der  Boltzmann^ohQVi  Entropiedefinition  einerseits  und  den  ver- 
schiedenen Ansätzen,  die  Gihbs  gegeben  hat--*^),  anderseits,  liegt  zur- 
zeit noch  nicht  vor.  Für  ein  System  von  sehr  vielen  Freiheitsgraden 
werden    die   verschiedenen    G/fctsschen    Entropieansätze    untereinander 


223)  Auf  sie  verweist  auch  Van  der  Wanls  jr.  Ann.  d.  Phys.  35  1,191 1\  p.  185. 

224)  L.  S.  Ornstein,   Some   remarks   on   the  mechan.  foundation  of  thermo- 
dynamics,  Proc.  Amsterdam.    28.  I.  1911  u.  25.  II.  1911. 

225)  Ä.  Einstein,  Ann.  d.  Phys.  34  (1911),  p.  175. 

226)  P.  Debye,  Ann.  d.  Phys.  33  (1910),  p.  441. 
22Ü»)  Vgl.  dazu  A.  Einstein  [2j  §  7. 

227)  Zu  diesem  Punkt  vgl.  auch  Gibbs,  Statist.  Mechanik,  Kap.  XV. 

228)  Statist.  Mechanik,  Kap.  XIV.    Tu  der  Bezeichnung  von  Gibbs  die  Funk- 
tionen Ti,  log  T'  und  $.     Bezüglich  Tj  vgl.  Anm.  180. 


28.  Nachträge  zu  Nr.  24  u.  25:  Analogien  zum  Vorhalten  warmer  Körper  uhw.   gl 

äquivalent--'-'),  auch  ist  ihnen  dann  iiücn  mit  dem  Boltzmatinachen  En- 
tropiemass  der  Zuf?  gemein,  dass  die  Entropie  eines  Zustandes  mit 
dem  Logarithmus  der  „Wahrscheinlichkeit"  dieses  Zustandes  zusammen- 
fällt-^''). Dabei  charakterisiert  nun  aber  Gihbs  den  jeweiligen  „Zu- 
stand" nur  durch  die  üesamtenergie  E  und  die  Werte  der  Parameter 
rj,  .  .  .,  r,„.  Dementsprechend  wird  die  relative  VV^ihrscheinlicbkeit 
zweier  „Zustände"  durch  die  relative  Menge  der  Phasenpunkte  ge- 
messen, die  bei  bestimmten  Werten  der  Parameter  r, ,  .  .  .,  r^  die 
vorgeschriebene  Gesamtenergie  J'J  liefern.  Hierbei  werden  also  unter- 
schiedslos ausser  denjenigen  Phasenpunkten,  die  thermisches  Gleich- 
gewicht liefern,  auch  diejenigen  mitgezählt,  die  beliebig  starkes  Nicht- 
Gleichgewicht liefern.  —  Boltzmann  hingegen  charakterisiert  den  je- 
V7eiligen  „Zustand"  des  Gases  wesentlich  detaillierter,  nämlich  ausser 
durch  die  Werte  von  r^,  .  .  .,  r^  noch  durch  die  volle  Angabe  der 
Zustandsverteilung  Z  [Nr.  12a],  welche  die  Moleküle  besitzen  sollen. 
Dementsprechend  misst  Boltzmann  die  relative  Wahrscheinlichkeit 
zweier  Zustände  durch  die  relative  Menge  der  Phasenpunkte,  die 
dieser  engeren  Zustandscharakterisierung  genügen.  —  Nun  ist  umittel- 
bar  verständlich,  warum  im  Falle  von  Gleichgeiviclitszuständen  (Betrach- 
tung reversibler  Prozesse)  das  Boltzmannsche  Wahrschcinlichlceits-  und 
somit  auch  sein  Entropiemass  durch  die  Gibhschen  Waltrscheinlicliheits- 


229)  Im  Falle  eines  idealen  Gases  kann  man  sich  davon  durch  direkte  Aus- 
wertung der  Grössen  rj,  log  V  und  $  überzeugen. 

230)  Um  die  Richtigkeit  dieser  und  der  folgenden  Bemerkung  zu  bestätigen, 
betrachte  man  zunächst  diejenige  Massfunktion  der  Entropie,  welche  Gibbs  mit  ^ 
bezeichnet.     $  ist  definiert  durch  die  Gleichung  [Statist.  Mechanik,  Gl.  226] 

wo  V{E)  —  siehe  ebenda  Gl.  265  —  das  Volumen  desjenigen  Gebietes  im  F- 
Raum  bedeutet,  für  welches  die  Totalenergie  des  Gases  kleiner  oder  gleich  dem 
Wert  E  ist.     Man  beachte  nun,  dass 

V{E-{-dE)  —  r{E) 

■das  Volumen  einer  infinitesimalen  „Energieschale"  misst.     Daraus  gewinnt  man 

mit    Hilfe    einer    einfachen  Überlegung    [vgl.  Anm.  74  u.  82]    die  Aussage:    die 

d  V 
Grösse  ^^=  misst   die    Gesamtmasse   der   G-Ptmkte,    welche   bei   der   ergodischen 
dE 

Flächendichten -Verteilung  (31)   [^r.   10b]   auf  die    zum   E)tergieicert  E   gehörige 

Energiefläche  des  F- Baumes  entfällt.    Bezuglich  des  Gibbsachen  Entropiemasses  $ 

gilt  also  in  der  Tat   das  im  Text  Gesagte.  —  Weiter  hat  man   sich    dann    nur 

noch  zu  überlegen,  warum  für   ein   System  von  sehr  vielen  Freiheitsgraden   die 

beiden  anderen  Entropiemasse  7j  und  log  V  mit  #  sehr  nahe  zusammenfallen. 

Encyklop.  d.  math.  "Wiasenach.     IV  2,  ii.  Ö 
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und  Entropiemasse  ersetzbar  sind.  Es  beruht  das  darauf,  dass  —  wie 
Holtzmann  gezeigt  hat  [Nr.  13]  —  die  erdrückende  Mehrzahl  aller 
r*- Punkte  dem  thermischen  Gleichgewichte  entsprechen.  Diese  Er- 
setzung dürfte  wohl  in  vielen  Fällen  eine  wesentliche  Vereinfachung 
des  Kalküls  mit  sich  bringen.  Anderseits  ist  aber  auch  ersichtlich, 
dass  die  GihbsBoh&a.  Entropiemasse  niclit  imstande  sind,  das  Boltzmnnn- 
sche  Entropiemass  bei  Behandlung  irreversibler  Prozesse  in  isolierten 
Systemen  zu  vertreten,  da  sie  ja  die  anfänglichen  Nicht- Gleichgewichts- 
zustände unterschiedslos  mit  den  schliesslichen  Gleichgewichten  zusam- 
menfassen. —  Es  lässt  sich  überblicken,  wie  eine  entsprechende  Weiter- 
bildung der  Gii&sschen  Darstellungs weise  z.  B.  durch  Aufnahme  der 
Daten  der  Zustandsverteilung  in  den  Exponenten  der  kanonischen 
Dichten  Verteilung  sich  erreichen  liesse.  Es  würde  dies  in  analoger 
Weise  zu  jreschehen  haben,  wie  Gibbs  auch  andere  Nebenbedinoungen 
des  „Zustandes"  durch  entsprechende  Zusatzglieder  im  Exponenten  der 
Dichte  Q  zur  Geltung  bringt ^^^). 

29.  Nachtrag  zu  Nr.  26:  Schlussbemerkung.  Die  Beschränkung- 
auf die  ergodisclien  Scharverteilungen  führt  —  wie  wir  schon  er- 
wähnten —  zu   ernsten  Widersprüchen  mit    der  Erfahrung,    insofern 


231)  Vgl.  Anm.  189.  —  In  diesem  Zusammenhang  sei  auf  ein  eigentümliches 
mechanisch-statistisches  Problem  hingewiesen,  das  hervortritt,  -«-enn  man  sich 
(z.  B.  im  Hinblick  auf  die  photochemischen  oder  die  thermoelektrischen  Prozessej 
die  Frage  vorlegt:  welche  statistischen  und  damit  auch  thermodynamischeu  Beson- 
derheiten zeichnen  die  stationären  irreversibel n  Prozesse  vor  den  nichfsiationären 
aus.  Dass  man  natürlich  die  makroskopischen  Differentialgleichungen  für  Tem- 
peratur-, Druck -Verteilung  usw.  auch  hier  aus  dem  Kalkül  des  ü- Theorems  ge- 
winnen kann,  indem  man  in  ihn  die  Stationäritätsvoraussetzung  explizit  einführt, 
hat  Boltzmann  [siehe  z.  B.  Gastheorie  I,  p.  144  die  Gl.  B^{cp)  =  0]  gezeigt,  und 
von  dieser  Bemerkung  hat  man  auch  in  der  kinetischen  Theorie  der  Thermo- 
elektrizität einen  wenigstens  partiellen  Gebrauch  gemacht  [siehe  H.  A.  Lorentz, 
Theory  of  Electrons,  Leipzig  1909,  p.  271].  —  Hingegen  blieb  bisher  folgende 
Frage  unberührt,  die  sich  doch  mit  Notwendigkeit  aus  dem  Gedankengang  Boltz- 
manne  ergiebt:  mau  betrachte  einen  irreversibeln  Prozess  der  bei  festgehaltenen 
äusseren  Zwangsbedingungen  von  Nichtstatiouärität  selbsttätig  zu  Stationärität 
übergeht;  lässt  sich  die  Ztistandsvcrteilung,  die  sich  so  schliesslicli  eim^tellt  in  irgend 
einem  Sinn  als  „relativ  wahrscheinlichste"  charakterisieren  und  lässt  sie  sich  durch 
das  Minimum  irgendeiner  Funktion  kennzeichnen ,  die  als  Verallgemeinerung  der 
Funktion  H  gelten  kann?    [Wohl  ist  hier  gerade   so,  wie  im   Fall  des  Gleich - 

d  ff 

gewichtes  ^0.     Die   Stationärität.  durch  irgendein   relatives   Minimum  von 

H  zu  charakterisieren,  ist  aber  nicht  ohne  weiteres  möglich.]  —  Ein  hierher  ge- 
höriges thermochemisches  Problem  bespricht  W.  Nernst,  Das  Dissoziationsgleich- 
gewicht im  TemperaturgefiiUe,  Boltzmanu-Festschrift,  Leipzig  1904,  p.  904. 


25).  Nachtrag  zu  Nr.  20:  Schlussbemerkuiig.  gü 

sie  unmittelbiir  den  Satz  lii'l'ert  von  dt'r  Gleichheit  der  mittleren  kine- 
tischen Energie  für  alle  Freiheitsgrade,  ivie  utiffleichartig  auch  immer 
die  Nittiir  dieser  Freilwitsgraile  sein  mag.  Diese  W^idersprüche  sind  nun 
neuerdings  besonders  hervorgetreten  gelegentlich  der  Untersuchungen 
von  W.  Nernst  und  seinen  Schülern  über  die  spezifische  Wärme  fester 
Körper  bei  niedrigen  Temperaturen  ^^^):  Schon  in  der  theoretischen 
Analyse  der  spektralen  Verteilung  von  Holilraumstrahlung  hatte  sich 
gezeigt,  dass  bei  der  Konkurrenz  eines  Lichtresonators  hoher  Frequenz 
mit  einem  Lichtresonatov  niedriger  Frequenz  letzterer  im  Mittel  un- 
gleich mehr  Energie  enthält  als  der  erstere,  und  dass  nur  für  sehr 
hohe  Temperaturen  oder  sehr  niedrige  Frequenzen  die  Lichtresonatoren 
merklich  das  Theorem  von  der  gleichmässigen  Aufteilung  der  Energie 
erfüllen-'*^).  Anderseits  wies  Einstein  darauf  hin-^j,  dass  die  spezi- 
fischen Wärmen  der  festen  Körper  mit  abnehmender  Temperatur  zu- 
nehmend vom  Dulong-Petitschen  Gesetz  abweichen  und  die  Tendenz 
zeigen,  gegen  Xull  abzusinken.  Eine  Beziehung  zwischen  beiden  Ge- 
bieten  stellte  Einstein  durch  die  Annahme  her,  dass  die  Energieauf- 
teilung zwischen  den  in  Wärmeschwingung  begriffenen  Atomen  ver- 
schiedener fester  Körper  gerade  in  denselben  Proportionen  erfolge, 
wie  zwischen  Systemen  von  Lichtresonatoren  verschiedener  Frequenz. 
Die  Atome  eines  und  desselben  Körpers  sollen  dabei  mit  einer  be- 
stimmten Frequenz  um  ihre  Gleichgewichtslagen  schwingen,  die  durch 
die  Atommasse  und  den  Elastizitätsmodul  des  Körpers  bedingt  ist^*').  — 
Die  bis  zu  23°  absoluter  Temperatur  heruntergehenden  Messungen  von 
Nernst  haben  jenen  von  Einstein  behaupteten  Parallelismus  gerade  in 
seinen  wesentlichsten  Zügen  an  einem  umfangreichen  Material  bestätigt. 
Vor  allem  hat  sich  die  Behauptung  bewährt,  dass  die  spezifische  Wärme 
fester  Körper  bei  Annäherung  an  T  =  0  ausserordentlich  stark  gegen 
Nidl  Jconvei'giert. 

•232)  TT'".  Nernst,  Berl.  Ber.  1910,  p.  262;  1911,  p.  306.  —  F.  Ä.  Lindemann, 
ebenda  p.  316. 

233)  Vgl.  Y23,  Nr.  6.  —  Bei  sinusoidalen  Schwingungen  ist  der  zeitliche 
Mittelwert  der  potentiellen  Energie  gleich  dem  der  kinetischen  Energie.  Das 
Theorem  von  der  gleichmässigen  Aufteilung  der  kinetischen  Energie  bestimmt 
also  für  schwingende  Freiheitsgrade  auch  gleich  den  Totalinhalt  an  Energie. 

234)  Ä.  Einstein,  Die  Plancksclie  Theorie  der  Strahlung  und  die  Theorie 
der  spezifischen  Wärme.  Ann.  d.  Phys.  22  (1907),  p.  180,  p.  800.  Vgl.  auch 
O.  Sackur,  Ann.  d.  Phys.  34  (1911),  p.  455. 

235)  Ist  das  Atomgewicht  klein,  so  ist  im  allgemeinen  eine  höhere  Frequenz 
zu  erwarten  und  also  schon  bei  normalen  Temperaturen  eine  zu  kleine  spezifische 
Wärme;   bei  grossem  Atomgewicht  erst  im  Gebiet  sehr  niedriger  Temperaturen. 

6'* 
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Die  statistisch -inecliani sehe  Theorie  des  Wärmegleichgewichtes 
kann  diesem  Faktum  wohl  nur  dadurch  Rechnung  tragen,  dass  sie 
von  der  Betrachtung  ergodisch  verteilter  Systemscharen  übergeht  zur 
Betrachtung  solcher  Verteilungen  im  r-Raum,  hei  denen  die  Ungleich- 
wertigheit  von  Freiheitsgradrm  sehr  verschiedener  Natur  stark  zur  Geltung 
gebracht  ivird.  Der  einzige  näher  ausgearbeitete  Versuch  in  dieser 
Richtung  liegt  in  der  P/awcA:schen  Theorie  der  Hohlraumstrahlung 
vor^^^),  und  ihn  hat  denn  auch  Einstein  unverändert  auf  die  Wärme- 
schwingungen in  festen  Körpern  übertragen.  Es  bedarf  aber  noch 
weiterer  experimenteller  und  theoretischer  Untersuchungen,  um  fest- 
zustellen, welche  allgemeinen  nicht-ergodischen  Scharen  zu  den  in  der 
Natur  realisierten  Energieverteilungen  führen"^")  und  für  welche  unter 
ihnen  die  Analogien  zum  IL  Hauptsatz  bestehen  bleiben  ^^"'*),  insbesondere 
auch  die  Beziehung  zwischen  Entropie  und  „Wahrscheinlichkeit^".  Aus 
diesem  Gesichtspunkt  verdient  besondere  Beachtung  ein  Kunstgriff, 
von  dem  Einstein  systematischen  Gebrauch  macht:  an  der  Beziehung 
Entropie  =  LogaritJimus  der  „WahrscJieinlichkeit'^ 


236)  V  23  (TF.  Wien),  Nr.  4.  —  Die  PZa>icÄ:sche  Annahme,  dass  ein  Resonator 
Ton  der  Frequenz  v  nur  solche  Energieinhalte  aufweisen  kann,  die  ganzzahlige 
Multipla  des  elementaren  Quantums  hv  sind  {h  universelle  Konstante),  besagt, 
dass  der  Phasenbildpunkt  eines  Systems  von  Resonatoren  verschiedener  Frequenz, 
nicht  in  jeden  Punkt  des  entsprechenden  P-Raumes  gelangen  kann,  sondern  nur 
in  die  Punkte  gewisser  diskret  liegender  Gebiete  niedriger  Mannigfaltigkeit. 
Dabei  liegen  diese  Gebiete  in  Richtung  der  verschiedenen  Koordinaten  des  F- 
Raumes  verschieden  dicht;  am  wenigsten  dicht  in  denjenigen  Richtungen,  welche 
den  Koordinaten  und  Momenten  der  Resonatoren  höchster  Schwingungszahl  ent- 
sprechen. [Der  Nachweis,  dass  sich  eine  gleichmiissige  p- Belegung  dieser  Ge- 
biete des  T-Raumes  stationär  aufrecht  erhält  —  das  Analogon  zu  den  Sätzen  in 
Nr.  9d  — ,  fehlt  bei  Planck,  da  er  den  Mechanismus,  durch  den  der  Resonator 
seinen  Energieinhalt  sprunghaft  ändert,  unerörtert  lässt.] 

237)  W.  JS'ermt  u.  F.  A.  Lindemann,  Berl.  Ber.  (1911),  p.  49-4  besprechen 
die  Abweichungen  vom  Einsteiuschen  Ansatz.  —  P.  Ehrenfest,  Welche  Rolle 
spielt  die  Lichtquantenhypothese  in  der  Theorie  der  Wärmestrahlung?  Ann.  d. 
Phye.  36  (1911),  p.  91  untersucht  die  Möglichkeit  einer  Verallgemeinerung  der 
Annahme  von  Planck  im  Gebiet  der  Wärmestrahlung. 

237")  Beim  Beweis  dafür,  dass  öQ:T  ein  vollständiges  Differential  ist, 
legen  Boltzmann  und  auch  Gibbs  immer  ergodisch -verteilte  Systemscharen  zu 
gründe.  Nur  gelegentlich  seiner  Kritik  der  Helmholtzschen  Monocykelaualogien 
[vgl.  Nr.  24  e]  untersucht  Boltzmann  auch  einige  spezielle  Beispiele  von  nicht- 
ergodisch-verteilten  Systemscharen,  um  zu  zeigen,  dass  für  sie  im  allgemeinen  die 
Analugien  zur  Thcrmodynnmik  fehlen.  —  Im  Hinblick  auf  das  Problem  der 
Wärmestrahlung  konstruiert  P.  Ehrenfest  [Jouru.  d.  russ.  phys.  Ges.  43  1,1911)] 
eine  sehr  allgemeine  Klasse  von  «tcÄf-ergodisch-verteilten  Scharen,  für  welche 
die  Relation  SQ:  T  =  dlogW  bestehen  bleibt. 
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allgemein  festhaltend,  berechnet  er  in  Umkehriing  des  BoltzmannBchen 
Verfahrens  die  relative  „Wahrscheinlichkeit"  zweier  Zustände  aus  dem 
experimentell  bestimmten  Verlauf  der  Entropie.  Auf  diesem  Wege  be- 
rechnet er  —  mit  jeweils  angepasster  Ausdeutung  des  Begriffes  „Wahr- 
scheinlichkeit" —  die  zeitlichen  oder  sonstigen  Mittelwerte  von  Zustands- 
parametern.  In  denjenigen  Anwendungsfällen,  wo  erfahrungsgemäss 
eine  Verletzung  des  Satzes  von  der  Gleichauffeilung  der  kinetischen 
Energie  vorliegt,  führt  dieses  Verfahren  wesentlich  über  den  Wirkungs- 
bereich des  BoUzmann%c\ien  Verfahrens  hinaus  ^^®j. 

Die  ex])erim(>ntellen  Anordnungen  zur  messenden  und  insbeson- 
dere auch  direkt  ausziih]enden(!)  Erforschung  des  statistischen  Zustande- 
kommens von  physikalischen  Mittelwertseffekten  haben  neuerdings  eine 
beträchtliche  Vervollkommnung  erfahren  ^^^).  Die  Übertragung  der 
statistischen  Betrachtungsweise  auf  einen  sich  stetig  erweiternden  Kreis 
von  physikalischen  Erscheinungen '•^■''^J  verschafft  dem  „statistischen  Ex- 


23S)  A.  Einstein,  Zum  gegenwärt.  Stand  des  Strahlungsproblems,  Phys. 
Ztschr.  10  (1909),  p.  195,  §  (5. 

239)  Ausser  den  in  Nr.  26  zitierten  Arbeiten  von  J.  Petrin,  E.  Fegener, 
E.  Hutherford  u.  H.  Geiger  sind  als  methodisch  besonders  interessant  folgende 
neuere  Untersuchungen  hervorzuheben:  E.  Butherford  u.  H.  Geiger,  Probability 
variations  in  the  Emission  of  a-particles.  Phil.  mag.  20  (1910).  p.  698.  —  H.  Geiger 
u.  E.  Mardsen,  Phys.  Ztschr.  11  (1910),  p.  7.  —  Tli.  Svedberg,  Nachweis  der  von 
der  kinetischen  Theorie  geforderten  Bewegung  gelöster  Moleküle,  Ztschr.  f.  physik. 
Chemie  74  (1910),  p.  738;  Neue  Methode  z.  Prüfung  der  Gültigkeit  des  Boyle- 
Gay-Lussacschen  Gesetzes  für  kolloide  Lösungen,  ebenda  73  (1910),  p.  547;  77 
(1911),  p.  145.  —  Ferner  die  in  Anm.  241  genannten  Arbeiten.  —  Eine  von  Milikan, 
Das  Isolieren  eines  Ions  .  .  .,  Phys.  Ztschr.  11  (1910),  p.  1097,  ausgearbeitete  Be- 
obachtungsmethode liefert  ein  ganz  neues  Hilfsmittel  für  molekularstatistische 
Zählungen. 

240)  Ausser  den  in  Nr.  26  (Anm.  205,  210,  211)  genannten  Gebieten  und 
den  radioaktiven  Zerfallserseheinungen  sind  anzuführen: 

DiflFuse  Zerstreuung  des  Lichtes  durch  Moleküle.  Sie  kommt  nur  insoweit 
zustande,  als  die  Kaumverteilung  der  Moleküle  Zufalls-Abweichungen  von 
regulärer  Gitteranordnung  besitzt.  —  L.  Mandelsiam,  Phys.  Ztschr.  8  (1907), 
p.  608;  9  (1908),  p.  308,  641.  M.  Planck,  ebenda  8  (1907),  p.  906;  9  (1908), 
p.  354.  B.  Gans  u.  H.  Happd,  Ann.  d.  Phys.  29  (1909),  p.  277.  H.  A.  Lormtz, 
Proceed.  Amsterd.  25,  VI  1910.     A.  Einstein,  Ann.  d.  Phys.  34  (1911). 

Magnetische  und  elektrische  Doppelbrechung  in  Flüssigkeiten.  Ihre  Er- 
klärung durch  Suspensionen  von  unsichtbaren  Kriställchen,  deren  vollständige 
Parallelorientierung  durch  die  Wärmebewegung  verhindert  wird.  —  A.  Cotton 
u.  U.  Mouton,  Bull.  soc.  de  phys.  (1910),  p.  189.  P.  Langevin,  Le  Radium  T 
(1910),  p.  249.     0.  31.  Corbino,  Phys.  Ztschr.  11  (1910),  p.  756. 

Hypothese  einer  räumlich -diskreten  Struktiir  der  Strahlungsfelder.  — 
A.  Einstein,  Ann.  d.  Phys.  17  (1905),  p.  132;  20  (1906),  p.  199;  Phys.  Ztschi.  10 
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periment"  eine  steigende  methodische  Bedeutung  für  die  gesamte  phy- 
sikalische Forschung.  Eine  Bemerkung  von  E.  v.  Schweidler  (1905)^^) 
hat  sehr  wesentlich  dazu  beigetragen,  das  Interesse  der  Physiker  auf 
die  experimentelle  Bestimmung  der  relativen  Hiiufigkeit  zu  lenken, 
mit  der  ein  Parameter  von  seinem  „wahrscheinlichsten"'  Wert  sich 
verschieden  weit  entfernt,  v.  Schweidler  ivies  nämlich  darauf  hin,  dass 
sich  aus  der  Dispersion  eines  Parameters  darauf  schliessen  lässt,  oh  es 
sich  hei  dem  betreffenden  physikalischen  Effekt  um  die  Summenwirkung 
einer  endlichen  Zahl  gleichartiger,  voneinander  unabhängiger  Einzeleffekte 
handelt  und  tvie  gross  deren  Zahl  ist.  Dieses  Verfahren  ist  verwandt 
mit  der  Art,  wie  man  auch  in  der  Bevölkerungs-  und  biologischen 
Statistik  —  nach  dem  Vorgang  von  W.  Lexis  und  K.  Pearson  —  die 
Dispersionsgrössen  als  Kriterium  für  die  „Unverbundeuheit"  der  Einzel- 
fälle verwertet^*-).    Einige  Begritfsbildungen   und  formale  Hilfsmittel, 


(1909),  p.  185,  817.    J.  Stark,  Phys.  Ztschr.  10  (1909),  p.  902;  11  (1910),  p.  2.5. 
Ä.  Joffe,   Ann.  d.  Phys.  36  (1911).     E.  v.  Schweidler,  Phys.  Ztschr.  11  (1910), 
p.  225,  614.     K.  Campbell,   Cambr.  Phil   Soc.  Proc.  15  (1909),  p.  310,  513.  — 
Kritik  d.  Hypothese  bei  31.  Planck,  Arm.  d.  Phys.  31  (1910),  p.  758. 
Ablenkung  der  a- Teilchen  beim  Durchgang  diirch  Materie.     H.  Geiger, 
Lond.  Roy.  Soc.  Proc.  A,  81  (l'J08\  p.  174;  83  (1909),  p.  4'.i2. 
In  diesem  Zusammenhang  sind  noch  die  neueren  Untersuchungen  über  das 
thermomeehanisehe  Verhalten  ho  eh  verdünnter  Gase  zu  nennen.   Eine  Reihe 
experimenteller  Arbeiten  von  M.  Knudsen,  Ann.  d.  Phys.  28  (1909),  p.  75,  999; 
29  (1909),  p.  179;    31  (1910),  p.  205,  633;    32  (1910),  p.  809;    33  (1910),    p.  1435; 
34  (1911),  p.  593,  823;  35  (1911),  p.  389.    Theoretische  Arbeiten:  M.  v.  Smoluchoicski, 
Ann.  d   Phys.  33  (1910),  p.  1559;    34  (1911),  p.  182;    Phil.  mag.  21  (1911),  p.  11. 
P.  Bebye,  Phys.  Ztschr.  11  (1910),  p.  1115.    Es  handelt  sich  hier  um  die  mecha- 
nischen und  thermischen   Besonderheiten,    die   zu  Tage  treten,    wenn  die  Ver- 
dünnung so  weit  getrieben  wird,  dass  der  Weg,  den  ein  Molekül  ohne  Zusammen- 
stoss  zurücklegt,  im  Mittel  schon  so  gross  ist,  wie  die  Dimension  des  Gefässes. 

241)  E.  V.  Schu-eidler,  Int.  Congr.  de  Rad.,  Liege  1905.  E.  W.  F.  Kohlrousch, 
Wien.  Ber.  115  (1906),  p.  673.  [Anwendung  auf  die  Bestimmung  der  Zahl  von 
a- Teilchen,  welche  ein  Gramm  Radium  pro  Sekunde  aussendet;  ihre  direkte 
Auszählung  gelang  erst  später,  siehe  Anm.  206.]  Eingehende  Diskussion  aller 
hierher  gehörigen  Fragen  bei  N.  Campbell,  Cambr.  Phil.  Soc.  Proc.  15  ^1909), 
p.  117,  310,  513  „The  study  of  discontinuous  phenomena".  Auch  Phys.  Ztschr.  11 
(1910),  p.  826.  —  E.  V.  Schweidler,  Zur  experimentellen  Entscheidung  d.  Frage 
nach  d.  Natur  d.  -/-Strahlen.  Phys.  Ztschr.  11  (1910),  p.  225,  614.  E.  Meyer, 
Struktur  der  y- Strahlen.     Berl.  Ber.  Juni  1910. 

242)  W.  Lexis,  Einleit.  in  Theorie  d.  Bevölkerungs-Statistik  (Strassburg  IS^ö^i; 
Massenerschein,  in  der  menschl.  Gesellschaft  (Freiburg  i.  Br.  1877);  Abhandlungen 
zur  Theorie  d.  Bevölker.-  u.  Moral-Statistik  (Jena  1903.)  L.  Bortkiarics.  Das  Ge- 
setz d.  kleinen  Zahlen  (Leipzig  1898);  Über  den  Präzisionsgrad  des  Divergenz- 
koeffizienten  (Mitteil.    d.  Verbandes   d.   österr.  Versich. -Techniker  Heft  V,  Wien 
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die  in  diesen  Gebieten  aiiagearheitet  vorlie^^en,  harren  im  Au^<nhliok 
noch  ilirer  Übertragung  auf  das  Gebiet  der  physikalischen  Statistik ^•*^). 
Umgekehrt  darf  man  wohl  erwarten,  dass  gerade  die  physikalische 
Statistik  Vürl>ildliches  für  alle  anderen  Zweige  der  Statistik  leisten 
wird;  denn  sie  ist  ausgezeichnet  durch  die  verhältnismässige  Primi- 
tivität der  Einzelerscheinung,  durch  die  Wohldefiniertheit  der  Versuchs- 
bedingungen,  vor  allem  aber  durch  die  Leichtigkeit,  mit  der  sie  mannig- 
faltige Massenheohacldungen  von  sehr  grossem  Umfang  heschaff't^. 

30.  Nachtrag  zu  Nr.  19:  Das  Axiomatisierungsproblem  der 
Kinetostatistik.  Eine  befriedigende  Charakterisierung  der  Ähnlich- 
keiten und  der  Unterscliiede  zwischen  den  „Wahrscheinlichkeits-Hypo- 
thesen" einerseits  und  den  sonstigen  naturwissenschaftlichen  Hypo- 
thesen anderseits  liegt  —  wie  es  scheint  —  bisher  nicht  vor.  Die 
üblichen  naturwissenschaftlichen  Hypothesen  bestehen  in  der  Behaup- 
tung, dass  ein  bestimmtes  abstraktes  System  von  definierenden  Axiomen 
und  Theoremen  ein  (genügend  genaues)  Abbild  einer  konkreten  Er- 
scheinung liefert.  Auch  die  „Wahrscheinlichkeits-Hypothesen"  leisten 
etwas  Ähnliches;  auch  sie  stellen  der  konkreten  Erscheinung  ein  be- 
stimmtes, abstraktes  Schema  gegenüber  (ein  kombinatorisches  Würfel-, 
Urnenschema  usw.).  Der  Charakter  der  Abbildung  ist  .hier  aber  ein 
wesentlich  anderer:  hier  wird  der  einen  konkreten  Erscheinung is'j  immer 
eine  ganze  ScJtar  5j  von  diä'erenten  Vorkommnissen  im  abstrakten 
Schema  gegenüberstellt.  Worin  soll  dann  die  experimentelle  Prüfung 
einer  „Wahrscheinlichh'its-ITypothese"  hestehen?  Man  kann  prüfen,  ob 
der  wirklich  beobachtete  Ausfall  von  E^  (genügend  genau)  mit  dem 
„wahrscheinlichsten"  Typus  in  der  Schar  S-^  zusammenfällt.  Weiter 
kann  man  das  Ereignis  i'u  ins  Auge  fassen,  das  aus  n^  Wieder- 
holungen von  E^   besteht  und   jirüfen,    ob   der  Ausfall  von  E^^  (ge- 


1901).  K.  Pearson,  On  the  criterion,  that  a  given  System  of  deviations  .  .  .  has 
arisen  from  random  sampling.  Phil.  mag.  [5j  50  (1900).  Ferner  die  Arbeiten 
Pearsons  und  seiner  Schüler  in  der  Zeitschrift  Biometrica  (Cambridge).  —  Vgl. 
ID  4a:  L.  Bortkieivicz,  Anwend.  d.  Wahrscheinlichkeitsrechn.  auf  Statistik. 

243)  So  z.  B.  der  Galton- Pearsonsche  ..Korelations- Koeffizient",  siehe 
G.  F.  Lipps,  Bestimmung  d.  Abhängigkeit  zwischen  den  Merkmalen  eines  Gegen- 
standes (Ber.  d.  sächs.  Ges.  d.  Wiss.  1905).  Ferner  der  formale  Apparat  zur  Be- 
arbeitung umfangreicher  statistischer  Gesamtheiten,  vgl.  H.  Bruns,  Wahrsch.-R. 
u.  Kollektivmasslehre,  Leipzig  1906.  —  Man  vd.  auch  die  Rechnungen  von 
H.  Bateman,  On  the  probability-distribution  of  a-particles,  Phil.  mag.  20  (1910), 
p.  704,  mit  denen  bei  L.  Bortkicivicz,  Gesetz  d    kleinen  Zahlen,  Leipzig  1898. 

244)  Die  Technik  solcher  physikal.  Massenbeobachtungen  findet  man  be- 
sprochen bei  E.  Butherford  u.  H.  Geiger,  Phil.  mag.  20  (1910),  p.  698.  Th.  Sved- 
berg,  Ztschr.  f  phys.  Chemie  77  (1911),  p.  145. 
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nügend  geuau)  mit  dem  „wahrscheinlichsten"  Schartypus  in  der  ent- 
sprechenden kombinatorischen  Schar  Sjj  von  Scharen  >S'j  zusammenfällt. 
Ebenso  kann  man  zu  dem  Ereignis  E^j^  übergehen,  das  aus  Mjj  Wie- 
derholungen von  ^ij  besteht  und  zur  entsprechenden  Schar  <S'jjj  von 
Scharen  Sjj  usw.  Kurz  man  kann  an  die  physilcaliscJte  Erscheinimg 
bestimmter  Art  (z.  B.  die  Aussendung  von  a-Teilchen  durch  Radium) 
mit  „Experimmten  und  Hypothesen  erster,  zweiter,  dritter,  .  .  .,  Z.'*^''  Ord- 
nung" herantreten^'^).  In  welchem  logischen  Verhältnis  stehen  die 
Hypothesen  Ä;'®"^  und  (/t -f- 1)'"''  Ordnung  (Hjc  und  Hk-\-i)  zueinander? 
Bemerkenswert  ist  jedenfalls  dieses:  irgendein,  vom  Standpunkt  der 
Hypothese  Hjc  aus,  ganz  besonders  unbefriedigender  Ausfall  des  Experi- 
mentes Ek  ist  vom  Standpunkt  der  Hypothese  Hjc+i  nicht  nur  zu- 
lässig —  die  Hypothese  Hjc+i  fordert  vielmehr  geradezu,  dass  bei  den 
Hk  Wiederholungen  des  Experimentes  Ejc,  welche  das  Experiment 
Ek+1  ausmachen,  jener  besondere  Ausfall  mit  einer  ganz  bestimmten 
Häufigkeit  vorkommt.  Verfolgt  man  diese  Bemerkung  weiter,  so  stösst 
man  auf  Schwierigkeiten^^®),  die  in  vielfacher  Weise  verschleiert  werden 
können,  deren  befriedigende  Analyse  aber  noch  aussteht.  —  Solange 
es  sich  um  die  Zulassung  der  (beträchtlich  wahrscheinlichen)  Meinen 
Abweichungen  vom  „Wahrscheinlichsten'^  handelt,  wird  kaum  ein  Kon- 
trast zwischen  „Wahrscheinlichkeits-Hypothesen"  und  sonstigen  natur- 
wissenschaftlichen Hypothesen  fühlbar:  beide  Arten  von  Hypothesen 
besitzen  eben  Approximationscharakter.  Anders,  sobald  die  Frage  nach 
der  Zulässigkcit  beliebig  grosser  Abweichungen  ernstlich  erwogen  wird. 
Hier  tritt  der  Kontrast  in  Evidenz:  der  Physiker  wird  sich  fragen, 
ob  er  auch  noch  diese  starken  Abweichungen  vom  „Wahrscheinlichsten" 
in  dem  Bild,  das  er  sich  von  einer  Erscheinung  macht,  zur  Geltung 
kommen  lassen  wiU.  —  Eoltzmann  hat  sieb  in  einem  bestimmten  Fall 


24.Ö)  Die  Weiterbildung  des  S"- Theorems,  wie  sie  durch  den  Umkehr-  und 
Wiedei-kehr-Einwand  angeregt  wurde  [Nr.  14],  liefert  ein  Beispiel  für  den  Über- 
gang von  einer  Hypothese  bestimmter  Ordnung  zu  derjenigen  der  nächsthöheren 
Ordnung;  ebenso  der  Übergang  vom  ,,Sto3szahlansatz"  zur  „Hypothese  der  mole- 
kularen Unordnung"  [vgl.  Nr.  18].  —  Vgl.  in  diesem  Zusammenhang  L.  Bort- 
Tciewicz,  Über  den  Präzision.sgrad  des  Divergenzkoeffizienten  (Zitat  Anm.  242  ,  wo 
die  Dispersion  der  Dispersion  untersucht  wird.  Hieher  gehört  auch  die  ironische 
Bemerkung  von  Pohisot  zu  den  Untersuchungen  von  Poisson  „apr^s  avoir  calcale 
la  probabüite  de  l'erreur  dans  une  certaine  chose,  il  faudrait  calculer  la  proba- 
bilite  de  l'erreur  dans  sou  calcul". 

246)  Eine  Formulierung  solcher  Schwierigkeiten  mit  Hilfe  des  Bogriffes 
„Hypothese  erster,  zweiter,  .  .  .,  k^""  Ordnung"  findet  man  bei  T.  Llircnf'est,  Die 
Anwend.  d.  Wahrsch.-R.  auf  gesetzmässige  Erscheinungen.  Journ.  d.  russ.  phys. 
Ges.  43  (1911),  p.  256  (wird  auch  in  der  Phys.  Ztschr.  erscheinend 
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rückhaltslos  dazu  entschlossen  ^^^):  er  lässt  Fälle  spontaner  Abnahme 
(Jer  Entropie  ausdrücklieh  zu.  Planck  hingegen  entscheidet  sich  be- 
züglich desselben  Falles  genau  im  entgegengesetzten  Sinn  und  betont 
verallgemeinernd  folgendes^""*):  dem  Physiker  steht  es  frei,  durch  eine 
besondere  physikalische  Hypothese  solche  Abweichungen  ausdrücklich 
auszuschliessen,  welche  schon  eine  Verletzung  der  anerkannten  Ein- 
"deutigkeit  des  makroskopischen  Ablaufes  einer  Erscheinung  l)ewirken 
würden  [vgl.  Nr.  15]^'*^).  —  In  der  Regel  wird  der  Physiker  eine  be- 
stimmte Entscheidung  umgehen:  er  ist  geneigt,  von  den  starhen  Ab- 
weichungen gegen  das  Wahrscheinlichste  „im  Hinblick  auf  ihre  enorme 
UnWahrscheinlichkeit"  einfach  abzusehen  oder,  noch  allgemeiner,  die 
Erörterung  derartig  entfernter  Konsequenzen  einer  physikalischen 
Theorie  überhaupt  abzulehnen.  —  Bis  vor  kurzem  traten  diese  Fragen 
eben  nur  am  PTorizont  der  physikalischen  Forschung  auf:  in  der 
Theorie  der  Beobachtungsfehler  ^^'')  und  in  der  Diskussion  über  das 
^-Theorem.  Anders  jetzt:  die  zunehmende  Durchsetzung  nahezu  aller 
physikalischen  Begriffe  mit  statistischen  Elementen  und  die  wachsende 
Bedeutung  des  .,statistischen  Experimentes"  als  eines  physikalischen 
Forschungsmittels  verschaff"en  jenen  Fragen  nun  auch  für  die  Physiker 
die  Dringlichkeit,  die  sie  schon  seit  geraumer  Zeit  für  die  Theoretiker 


247)  Vgl.  die  in  Nr.  17  zitierten  Äusserungen  JBoltsmanns. 

248)  31.  Planck,  Acht  Vorlesungen  über  theoret.  Physik  (Leipzig  1909):  Dritte 
Vorlesung.  —  Die  „spezielle  physikalische  Hypothese",  welche  Planck  einführt, 
um  das  spontane  Auftreten  einer  wahrnehmbaren  Entropieabnahme  auszuschliessen 
—  er  nennt  sie  Hypothese  der  „elementaren  Unordnung''  —  besteht  in  der  Be- 
hauptung: die  in  einem  reellen  Gas  stattfindenden  Stosszahlen  weichen  niemals 
merklich  vom  „Stosszahlansatz"  [vgl.  Nr.  18J  ab.  Diejenige  Hypothese  hingegen, 
welche  wir  in  Nr.  18  c  als  „Hypothese  der  molekularen  Unordnung"  bezeichnen, 
würde  solche  Abweichungen  zulassen. 

249)  Man  vergleiche  diesen  Standpunkt  von  Planck  mit  demjenigen,  den 
D' Alemhert,  Doutes  et  questions  sur  le  calcul  des  probabilites  (Melauges  de  lite- 
rature,  d'histoire  et  de  philosophie.  Tome  V.  Amsterdam  1770)  bezüglich  des  Vor- 
kommens sehr  unwahrscheinlicher  Serien  bei  Glücksspielen  vertrat  [Besprochen 
bei  J.  V.  Kries,  Prinzip  d.  Wahrsch.-R.  Freiburg  i.  Br.  1886,  p.  278  u.  H.  Bruns, 
Wahrsch.-R.  u.  Kollektivmasslehre,  Leipzig  1906,  p.  217].  Dieser  selbe  Stand- 
punkt ist  später  noch  oft  geltend  gemacht  worden;  zuletzt  durch  K.  Marhe, 
Naturphilosophische  Untersuchungen  zur  Wahrscheinlichkeitslehre  (Leipzig  1899). 
Die  Jfar&eschen  Ausführungen  wurden  kritisiert  durch  W.  Lexis,  Abhandl.  z. 
Theorie  d.  Bevölk. -Statistik  (Jena  1903)  p.  222;  L.  Bortkieivicz,  Wahrsch.-Theorie 
u.  Erfahrung,  Ztsch.  f.  Philos.  u.  philos.  Kritik  121  (1902);  G.  F.  Lipps,  Theorie 
d.  Kollektivgegenstäüde,  Philos.  Studien  (Yv'undt)  17  (1901),"  p.  116,  575.  Ebenda 
p.  462  Antwort  llarbes. 

250)  Bei  der  Frage,  ob  Werte,  die  ganz  aus  der  Reihe  der  anderen  heraus- 
springen,  bei  der  Mittelwerts-Bildung  berücksichtigt  werden  sollen. 


QQ   IV  32.   P.  u.  T.  Ehrenfest.  Begriffliche  Grundlagen  d.  statistischen  Auffassung. 

der  Bevölkerungsstatistik,  biologischen  Statistik  usw.  besitzen  *^^).  Schon 
jetzt  führt  jede  Untersuchung  iiher  die  Struktur  einer  pliysilalischen 
Tlieorie  unvermeidlich  auf  die  Frage  nach  der  Natur  der  „Wahrsrhein- 
lich  heits-Hypothesen" . 


251)  Zusammenfassende  kritische  Besprechungen  der  hierher  gehörigen  Lite- 
ratur: E.  Czuber,  Die  Entwickl.  d.  Wahrsch.-Theorie  u.  ihrer  Anwend.  (Bericht 
deutsch.  Mathem.-Verein.  Leipzig  1899).  /.  Kries,  Prinzip  d.  Wahrsch.-R.,  Frei- 
burg i.  Br.  1886.  Ä.  Tschuproiv,  Otscherki  po  Teorii  Statistiki,  Petersburg  1909 
(in  russischer  Sprache). 


(Abgeschlossen  im  Dezember  1909;, 
(Nachträge  abgeschlossen  im  September  1911.) 
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